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moderna Pri 
poo muche sise E en términos algebraicos. 

, el álgebra también exige muchas horas de dedicación 
a considerarse versado en ella. El viejo adagio de que «no 
je corto» no es una excepción en este caso . Para 
idioma es necesario adquirir, ante todo, unaidea clara 


jentales y, después , poseer una gran dosis de práctica. 
ESA 


llegar a «hablar» con $ lo e 
y concisa de sus princi] 


El proposito de este libro. cia, proporcionar al alumno los conocimientos 
necesarios para llegar a dos npo fundamental de la matemática - Además de 
servir como libro de texto a 1 sal de un curso preuniversitario y superior , puede 
ser de considerable utilidad para uellos otros que deseen repasar sus principios 
fundamentales y aplicaciones como introducción a ulteriores estudios de matemáticas , 


ciencias o ingeniería. 


El contenido del libro se divide en capítulos An abarcan todos los conceptos clásicos de la 


teoría . Cada uno de ellos comienza con las definiciones , principios y teoremas 
correspondientes , junto con ejemplos ilustrativos delos mismos . A continuación , figura 

una gran colección de problemas resueltos y otra de problemas propuestos . Los primeros 
se han elegido de forma que proporcionen una visión clara de la aplicación correcta delos 
principios enunciados . Ilustran y complémentan la teoría , ya que la repeticion de los 
teoremas es de importancia vital para Conseguir una ee RenEvencaz e iluminan con 
potente foco aquellos conceptos queÍ especial dificultad escapan generalmente al 
alumno, y cuya ignorancia se od E ¡empre en sentimiento de inseguridad . Entre los 
le algunas fórmulas y teoremas. El estudio que 
5 tratadas es más profundo y completo que el que se 
de texto ; su exposicion incluye el campo complejo, 
toria, el calculo superior , los determinantes , las 


e s dar respuesta a cualquier selección de temas propuesta. 2 
deconsulta y estimular un ulterior interés del alumno 
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ORIGENES DEL ALGEBRA 


El Álgebra es, en esencia, la doctrina de las operaciones 
matemáticas analizadas desde un punto de vista 
abstracto y genérico, independiente de los números u 
objetos concretos. A lo largo de la historia de la 
humanidad esta ciencia ha ido evolucionando, y cada 
civilización y cada cultura con sus características 
propias han dejando un legado testimonial escrito del 
que en la actualidad somos herederos. 


LOS EGIPCIOS 


Hacia el cuarto milenio a.C. nació una gran civilización 
a orillas del río Nilo: los Egipcios. Gracias a ellos y 
después de un largo proceso, los primitivos textos 
pictográficos evolucionaron para dar lugar a una 
ordenación lineal de símbolos más sencillos: sistema 
de notación jeroglífica. 

La cantidad de información matemática que podemos 
obtener de las piedras talladas encontradas en las 
tumbas, los templos y de los calendarios es muy 
limitada y el panorama de las contribuciones egipcias 
que tendríamos sería extremadamente incompleto. 
Afortunadamente disponemos de otras fuentes de 
información; hay un cierto número de papiros egipcios 
que de una manera u otra, han conseguido llegar hasta 
nuestros días. El más extenso de los que contienen 
información matemática es un rollo de papiro de unos 
30 em dealto y casi 6 m de largo que está expuesto en 
el British Museum de Londres. 

Este papiro fue comprado en 1858 en una ciudad 


comercial del Nilo por un anticuario escocés, Henry 
Rhind, de donde deriva el nombre de Papiro Rhind 


CIONES KUBINOS 


con el que setotióce usualmentesd no tan a menudo 
como el Papiro de Ahmes , en honor del escriba que lo 
copió hacia 1650 a.C. Este escriba cuenta que el 
material escrito se deriva de un prototipo del Imperio 
Medio de entre los años 2000 y 1800 a.C., y es posible 
que parte de estos conocimientos provengan en 
realidad de Imhotep, el legendario arquitecto y médico 
del faraón Zoser. En cualquier caso la matemática 
egipcia parece haberse estancado durante unos 2000 
años después de unos comienzos prometedores, 
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Los problemas que hay en el Papiro de Rhind, no se 
refieren a objetos concretos y específicos como pan o 
cerveza, ni tampoco piden el resultado de operaciones 
con números conocidos, sino que piden lo equivalente 
a resolver ecuaciones lineales de la forma x +ax =bó 
x +ax +bx =c, dondea, b y e son números conocidos 
y x es desconocido; a este número desconocido o 
incógnita le llamaban «aha» o «montó, 


La solución que se da en el Papiro de Rhind, de los 
problemas de carácter algebraico planteados no es la 
que podría verse en los libros de texto modernos, sino 
que es característica de un procedimiento que 
conocemos hoy como el «método de la falsa posición» 
o «regula falsi». 

En este método se supone un valor concreto para el 
«montón», lo más probable es que sea incorrecto, y se 
efectúan con dicho número las operaciones indicadas 
en el miembro de la izquierda de la igualdad, a 
continuación se compara el resultado de estas 
operaciones con el resultado que debería haberse 
obtenido, y mediante el uso de proporciones se halla 
la respuesta correcta. Por ejemplo, el problema 24 del 
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Papiro de Ahmes , traducido literalmente, dice: «una 
cantidad , su 1/7, su totalidad asciende a 19», Esto 
para nosotros significaría : x + x/7=19 

se toma como valor de prueba para la incógnita el 7, 
de manera que la ecuación toma el valor 8 en lugar del 
correcto que debía de ser 19, pero en vista de que 
8(2+1/4+1/8) =19, tenemos que multiplicar 7 por 
2+1/4+1/8 para obtener el valor correcto del «montón» 
; Ahmes halla la respuesta correcta, 1641/2+1/8 y 
«comprueba» su resultado mostrando que sia 
16+1/241/8 se le suma un séptimo de él mismo, es 
decir 241/4+1/8, se obtiene efectivamente 19. 
Elúnico tipo de ecuación de segundo grado que aparece 
es el más sencillo : ax* = b 

Muchos de los cálculos de «aha» en el Papiro de Rhind 
eran evidentemente ejercicios para que practicasen los 
jóvenes estudiantes. 

Este álgebra egipcia tan restringida no utilizaba 
prácticamente ningún simbolismo. En el Papiro de 
Ahmes las operaciones de sumar y restar aparecen 
representadas por un dibujo esquemático de las piernas 
de una persona que se acerca y que se aleja . 


En definitiva, los egipcios solucionaban problemas de 
una incógnita que vienen a ser equivalentes a nuestra 
resolución de ecuaciones lineales. Sin embargo, los 
procesos seguidos eran puramente aritméticos y no 
constituían para los egipcios un tema distinto como 
podía ser la resolución de ecuaciones. 


CIVILIZACIÓN MESOPOTÁMICA 


Al igual que en el valle del Nilo, nació a orillas de los 
río Tigris y Eufrates a finales del cuarto milenio una 
nueva civilización : civilización mesopotámica o 
también llamada babilónica. 


BRASS 


* 
Antiguamente, como hoy en día, «la Tierra de los Dos 
Ríos» fue un territorio abierto a invasiones de diversa 
procedencia, Una de las más importantes fue la llevada 
acabo por los acadios semitas debido al vasto territorio 
queocuparon. Otras invasiones y revueltas posteriores 
elevaron al poder en el valle a los amorritas, cassitas, 
elamitas, hititas, asirios, medos y persas entre otros. 
Pero lo importante es que se conservó siempre una 
uniformidad cultural, en particular el uso generalizado 
de la escritura cuneiforme, lo suficientemente alta para 
que podamos referirnos a esta civilización simplemente 
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como mesopotámica. 


En Mesopotamia, el álgebra alcanzó un nivel 
considerablemente más alto que en Egipto ya que los 
babilónicos solucionaron tanto ecuaciones lineales 
¡como ecuaciones cuadráticas sin ninguna dificultad y 
algunos ejemplos de ecuaciones cúbicas. 

Los documentos matemáticos que se conservan de la 
época son tablillas de arcilla blanda donde seimprimía 
el texto con una varilla y a continuación se cocían en 
hornos para endurecerlas. Estos documentos han sido 
'menos vulnerables al paso del tiempo que los papiros 
egipcios, por lo que se dispone actualmente de una 
mayor información de la matemática mesopotámica 
que de la egipcia. La mayoría de las tablillas con 
contenido matemático se encuentran en las 
Universidades de Columbia, Pennsylvania y Yale, las 
cuales fueron suministradas por un yacimiento 
arqueológico de la antigua ciudad de Nipur, 

Los problemas algebraicos aparecen formulados y 
resueltos de una manera completamente verbal, sin 
utilizar símbolos especiales. A menudo aparecen las 
palabras us (longitud), sag (anchura) y asa (área) 
utilizadas para representar las incógnitas, no porque 
dichas incógnitas representen tales cantidades 
geométricas, sino porque muchos problemas 
algebraicos seguramente surgieron de situaciones 
geométricas y esta terminología terminó por 
imponerse. Un indicio de que esto era así, es que los 
babilónicos no tenían ningún reparo en sumar una 
longitud con un área o un volumen. 

Algunos ejemplos de estos problemas son: 

- el problema en el que se pide hallar el lado de un 
cuadrado si su área menos el lado es igual a 14:30 ; la 
solución de este problema es equivalente a la resolución 
de la ecuación cuadrática 1*-x=870.. 


ÉPOCA MELENÍSTICA 


La actividad intelectual que se desarrollaba en Egipto 
y Mesopotamia perdió impulso antes de que comenzase 
la Era Cristiana y además, empezaron a surgir nuevas 
civilizaciones a lo largo de la costa del mar 
Mediterráneo. A este progresivo cambio en los 
principales centros de las civilizaciones se le conoce 
como Edad Talásica (800 a.C.- 800 d.C.). 


A principios de este periodo una nueva civilización se 
estaba preparando para ser la heredera de la 
hegemonía cultural del Mediterráneo, los helenos. Por 
ello, a la primera etapa de la Edad Talásica se la llamó 
época helénica. Este pueblo procedente del norte,que 
se asentó a orilas del mar Egeo, vino desprovisto de 
cultura, pero con grandes ansias de aprender. 
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Los griegos en menos de cuatro siglos, de Tales de 
Mileto a Euclides, muchos de ellos rivales de ciudades 
odeescuelas, construyeron un imperio invisible y único 
cuya grandeza perdura hasta nuestros días, este logro 
se llama Matemáticas. 

La matemática griega se ha desarrollado en tres etapas 
fundamentales, cuyas principales figuras son 
Pitágoras, Platón y Euclides. Cada uno de ellos aportó 
una singularidad esencial. Euclides fue el sintetizador 
de todos los conocimientos precedentes; su obra Los 
Elementos se conviritó en canónica y paradigmática, y 
'como tal ha marcado una pauta a lo largo de veintidós 
siglos. La figura central en todos los sentidos fue 
Platón, se ocupó de crear un entorno académico donde 
se potenciaron de forma extraordinaria lo estudios 
geométricos, Y finalmente Pitágoras, pionero 
instaurador de la tradición matemática griega y artífice 
de los fundamentos filosóficos e ideológicos de la 
Matemática. La tradición matemática de la escuela de 
Pitágoras es recogida por Platón para ponerla en 
manos de Euclides, que en la compilación de Los 
Elementos creó un modelo estructural paradigmático. 


Los Elementos es un compendio, en lenguaje 
geométrico, de todos los conocimientos de la 
matemática elemental, es decir, por una parte la 
geometría sintética plana (puntos, rectas, polígonos y 
círculos) y espacial (planos, poliedros y cuerpos 
redondos); y por otra parte, una aritmética y un 
álgebra, ambas con una indumentaria geométrica. Así 
pues Los Elementos de Euclides son una exposición 
en orden lógico de los 


fundamentos de la matemática elemental; y por su 
valor didáctico y su carácter de síntesis, ha sido 
utilizado como manual escolar hasta no hace mucho 
tiempo. 

La obra de Euclides está formada por trece libros, de 
los cuales el Libro HI y el Y son casi completamente 
algebraicos; pero a diferencia de nuestra álgebra actual, 
que es simbólica, el álgebra de Los Elementos es un 
álgebra geométrica. 

La matemática griega no se mantuvo uniforme a un 
nivel alto, sino que el glorioso periodo del siglo IT a.C, 
fue seguido por una época de decadencia que quizá 
mejoró un poco con Ptolomeo, pero que no se recuperó 
hasta la «Edad de Plata» de la matemática griega, en 
torno al siglo que va del año 2650 al año 350 
aproximadamente. A comienzos de este periodo, 
conocido también como la Edad Alejandrina Tardía, 
nos encontramos con el más importante de todos los 
algebristas griegos, Diofanto de Alejandría . % 
Diofunto ha sido llamado muchas veces el padre 
del álgebra pero muchos le reniegan este título ya 


que a pesar de que en cuestiones de notación sin duda 
se lo merece, en términos de las motivaciones y los 
conceptos desarrollados esta pretensión resulta menos 
justificada. Su libro más importante es Aritmética, 
colección de unos 150 problemas sobre aplicaciones 
del álgebra. Según dice Diofanto, la Aritmética 
comprende trece libros, pero sólo conservamos seis de 
ellos procedentes de un manuscrito del siglo X7HT que 
es una copia griega de otro más antiguo y de versiones 
posteriores. En ellos no hay ningún desarrollo 
axiomático ni tampoco se hace ningún esfuerzo por 
calcular todas las soluciones posibles, en el caso de las 
ecuaciones de segundo grado con dos raíces positivas 
se da solamente la mayor. 

La gran innovación de Diofanto está en que 
manteniendo aún en los enunciados algebraicos la 
forma retórica de la estructura de la frase, sustituye 
con abreviaturas una serie de magnitudes, conceptos 
y operadores frecuentes, es decir, inicia el « álgebra 
sincopada». 

En un problema de la Aritmética que se explica a 
continuación se puede observar el método que utiliza 
de forma sistemática Diofanto. Para calcular dos 
números, tales que su suma sea 20 y la suma de sus 
cuadrados 208, los números desconocidos no se 
representan por x e y , sino por lo que en nuestra 
notación moderna sería 10 +x y 10-x , entonces se 
tendrá que verificar únicamente que: 

(10 +1)" +(10-x)* =208 , luego x =2 y los números 
buscados son 8 y 12. 

En su libro, Diofanto no establece ninguna distinción 
entre los problemas determinados e indeterminados, 
en estos últimos sólo da una de las infinitas soluciones. 
En el problema indeterminado siguiente se ve como 
usa el mismo método para resolverlo que en el 
problema determinado anterior: 


se pide calcular dos números tales que al sumar 
cualquiera de ellos con el cuadrado del otro da siempre 
como resultado un cuadrado perfecto ; éste es un 
ejemplo claro de problema de análisis diofántico, en el 
que sólo se admiten como soluciones aceptables 
números racionales. Para resolver el problema, 
Diofanto llama a los números buscados x y 25 +1, de 
forma queal añadir el segundo al cuadrado del primero 
dará un cuadrado perfecto cualquiera que sea el valor 
atribuido a x. Pero se exige además que (2x+1)* +x 
también sea cuadrado perfecto, y llegados a este punto 
Diofanto no se preocupa en buscar las infinitas 
soluciones posibles, sino simplemente elige un 
cuadrado perfecto, en este ejemplo concreto es el 
número (2x — 2)* tal que al igualarlo a (2x+1)? +x 
resulta una ecuación lineal en x, de la que se obtiene 
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que x =3/13 , luego el segundo número buscado 
será x =19/13. Ahora bien, se podía haber utilizado 
(2x-3)% 6 (2x,— 4)* u otra expresión análoga en vez 
de (2x-2)* para obtener otro par de núnteros distintos 
con la misma propiedad . 

Uno delos planteamientos que utiliza Diofanto quese 
puede acercar un poco a lo que llamamos «método» es 
que él en vez de manejar un sistema de dos ecuaciones 
simultáneas en dos incógnitas, opera con las 
condiciones sucesivas de manera que solo aparezca una 
única incógnita a lo largo de todo el proceso. 
Actualmente no se sabe cuántos de los problemas de 
la Aritmética son originales de Diofanto y cuántos tomó 
prestados de otras colecciones análogas, ya que es muy 
probable que algunos de los problemas y de los métodos 
se puedan rastrear hasta sus orígenes babilónicos, que 
a diferencia de sus algebristas Diofanto utiliza números 
abstractos y no unidades de medida para determinar 
a las incógnitas. 

Noobstante, Diofanto ha tenido una influencia mucho 
mayor sobre la teoría de números moderna que 
cualquier otro algebrista no-geométrico griego. 


ANTIGUA CIVILIZACIÓN CMIVA 


Las civilizaciones china e hindú se remontan a lo que 
se conoce hoy en día como Edad Potámica. La 
civilización china tuvo su cuna en la cuenca de los ríos 
Yangtze y Amarillo y el primer imperio chino data del 
año 2760 a.C., aunque algunos historiadores creen 
que estuvo más cerca del año 1000 a.C. 


La tarea de fechar los documentos matemáticos chinos 
no es fácil, Por ejemplo, las estimaciones que se han 
hecho acerca del Chou Pei Suan Ching, escrito en 
forma de diálogo entre un príncipe y su ministro que 
está considerado en general como el texto chino más 
antiguo de contenido matemático, difieren entre sí en 
casi mil años, ya que se le atribuyen varios autores de 
distintas épocas comprendidos entre 1200 a.C. y 
300a.C. donde gn esta última fecha, esta obra, 
coincidiría con otro tratado matemático muy 
importante Chui-chang suan-shu o los Nueve 
Capítulos sobre el Arte Matemático, poco antes de la 
dinastía Han (200 a.C.- 220 a.C.), Esta obra ejerció 
una gran influencia en los libros matemáticos chinos 
posteriores; incluye 246 problemas sobre agrimensura, 
agricultura, impuestos, cálculo, resolución de 
ecuaciones y propiedades de los triángulos rectángulos. 
En muchos casos la resolución de problemas conduce 
a sistemas de ecuaciones lineales utilizando números 
positivos y negativos. 

Los Nueve Capítulos nos recuerdan en cierta manera 
a la matemática egipcia por su/uso del método de la 
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«falsa posición», pero lo cierto es que la invención de 
este procedimiento, lo mismo que el origen de la 
matemática china en general, parece haber sido 
independiente de toda influencia occidental. 

Mayor interés histórico y matemático despierta el 
SSu-viian yú- Chien o «Espejo Precioso de los Cuatro 
elementos» escrito por Chu Shih- Chieh en 1303. Los 
cuatro elementos a los que se refiere el título, que son 
el cielo ,la tierra el hombre y la materia , representan 
Tas cuatro incógnitas de una ecuación. Este libro marca 
la cota más alta que alcanzó el desarrollo del álgebra 
china, y en él se estudian tanto sistemas de ecuaciones 
simultáneas como ecuaciones individuales de grados 
tan altos como catorce. Chu Shih-Chieh explica un 
método de transformación para ecuaciones, que él 
llama el fan fa y cuyo fundamento debe de haber 
aparecido en China mucho tiempo atrás. Este método 
suele conocerse en occidente con el nombre de «método 
de Horner», matemático que vivió medio milenio más 
tarde, y consiste en evaluar de manera eficiente 
polinomios de una forma monomial. 

Un ejemplo que vienen el libro de Chu Shih-Chich para 
resolver la ecuación x* + 252x -— 6292 = 0 es: 
obtene en primer lugar por tanteo la aproximación 
x =19, lo que significa que la ecuación tiene una raíz 
entre x =19 y x =20, a continuación utiliza el fan fa, 
en este caso la transformación y =x-19 para obtener 
la ecuación y* +290y -143 = 0 con una raíz entre 
y =0 e y =1. El valor aproximado de la raíz buscada 
de esta última es y =143/(1+290) y por tanto el 
correspondiente valor de x. En algunos casos Chu 
Shih-Chieh obtiene aproximaciones decimales de las 
raíces. 


El llamado «método de Horner» era bien conocido en 
China ,ya que por lo menos otros matemático del 
periodo Sung (960-1224) tardío hicieron uso de 
procedimientos análogos. Uno de ellos fue Ch'in Chiu- 
Shao (1202-1261) donde su obra Shu-Shu Chiu- 
Chang o «Tratado matemático en nueve secciones» 
marca el punto culminante del análisis indeterminado 
chino con la invención de reglas rutinarias para 
resolver sistemas de congruencias simultáneas, y el 
cálculo de la raíz cuadrada por etapas, paralelamente 
a lo que se hace en el «método de Horner». 


LA CIVILIZACIÓN HINDÚ 


Las excavaciones arqueológicas que se han realizado 
en Mahenjo Daro (valle indio que aguardó una gran 
población) muestran la existencia de una vieja 
civilización con un alto nivel cultural, contemporánea 
de los egipcios, pero de la cual no existe ningún 
documento matemático de aquella época. Un milenio 
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más tarde, el país fue ocupado por los invasores arios, 
procedentes de las altiplanicies de Irán, quienes 
introdujeron el sistema social de castas y desarrollaron 
la literatura sánscrita. 


En el caso de la matemática hindú, nos encontramos 
con una sorprendente falta de continuidad. Las 
importantes contribuciones matemáticas se han 
realizado en periodos separados por largos intervalos 
de tiempo. 

La primera época matemática se conoce como el 
periodo de los Sulvasutras o «regla de la cuerda», que 
terminó hacia el siglo M d.C. Este nombre hacía 
alusión a la operación de extender o tensar las cuerdas 
para efectuar mediciones y guardarlos datos obtenidos 
según unas reglas marcadas. Estos conocimientos 
geométricos, algo primitivos, sirvieron para la 
planificación de templos y construcciones de altares. 
La segunda época de la matemática hindú, conocida 
también como el «periodo alto», abarca desde el año 
200 d.C. al año 1200 d.C. Este periodo es el más 
importante, especialmente en lo referente al álgebra 
hindú, ya que ésta alcanzó su plenitud gracias a cuatro 
destacados matemáticos : 


Aryabhata (nacido el 476), Brahmagupta (nacido el 
698), Mahavira (siglo EX) y Bhaskara (1114-1185), 
Muchos de sus trabajos, y en general los de los 
matemáticos indios, estaban motivados por la 
astronomía y la astrología, de hecho la mayor parte 
del material matemático aparece en capítulos de libros 
de astronomía. 


La primera obra que se conoce de este periodo fue la 
del matemático Arybhata: Arvabhativa, libro bastante 
análogo los Elementos de Euclides. Ambas obras son 
recopilaciones de desarrollos anteriores compiladas por 
un único autor. Pero a diferencia de los Elementos, 
Arvabhotiya está compuesta por 123 estrofas métricas 
y no tiene ninguna relación con la metodología 
deductiva. 


Uno de los grandes progresos de la matemática hindú 
en la rama del álgebra fue el uso de abreviaturas de 
palabras y algunos símbolos para describir las 
operaciones. Como en el caso de Diofanto, no había 
ningún símbolo para la adición, una tilde sobre el 
sustraendo indicaba sustracción, otras operaciones se 
designaban con palabras clave o abreviaturas. Por 
ejemplo ka, de la palabra «karama» indicaba raíz 
cuadrada. Para las incógnitas utilizaban palabras que 
denotaban colores. Este simbolismo aunque no era 
exhaustivo, es suficiente para que se pueda clasificar 
el álgebra hindú como cuasisimbólica, y en realidad lo 
era más que el álgebra sincopada de Diofanto. Los 
problemas y sus soluciones correspondientes se 


escribían en este estilo cuasisimbólico, y sólo se daban 
los pasos y no iban acompañados de justificaciones ni 
demostraciones. 

Losindios sabían que las ecuaciones cuadráticas tenían 
dos raíces e incluían las negativas y las irracionales, 
Los tres tipos de ecuaciones cuadréticas 


ax + be =0,ax =bx +0, ax +0 =bx con a, b, e 
positivos estudiados por Diofanto de manera 
independiente, fueron tratados por dos de los 
matemáticos hindúes antes mencionados, 
Brahmagupta y Bhaskara, como un solo caso: 

px? +gx% +r =0 porque admitían que algunos 
coeficientes podían ser negativos. Para ello utilizaban 
el método de completar cuadrado. 


En las ecuaciones indeterminadas avanzaron más allá 
que Diofanto. Estas ecuaciones surgieron en problemas 
de astronomía, las soluciones mostraban cuándo 
ciertas constelaciones habían aparecido en el 
firmamento. Brahmagupta y Bhaskara consideraban 
todas las soluciones enteras, mientras que Diofanto 
tomaba una única solución racional. El procedimiento 
para obtener las soluciones enteras de ax + bx =e 
donde a, b y e son números enteros positivos era la 
siguiente: ellos sabían que para que la ecuación tuviese 
soluciones enteras, a y b debían dividir a e, y además 
Brahmagupta descubrió que si a y b eran primos entra 
sí, todas las soluciones de la ecuación vendrían dadas 
por las fórmulas « =p+mb e y =q ma, donde m es 
un número arbitrario. 


Brahmagupta también estudió la ecución diofántica 
cuadrática x* =14+py* , la cual recibe el nombre 
erróneo de ecuación de J. Pell (1611-1685), y su colega 
Bhaskara resolvió algunos casos particulares. 


Bhaskara, último matemático medieval importante en 
la India, plasmó las contribuciones hindúes anteriores 
a su época , en especial los problemas planteados por 
Brahmagupta, en su tratado más conocido, el Lilavati 
(título que toma del nombre de su hija) y en otra obra 
'menos conocida llamada Vija-Ganita. 


LA CULTURA ÁRABE 


La península arábiga estaba habitada en el siglo VI 
por nómadas del desierto, los beduinos, que no sabían 
leer ni escribir. En esta época apareció el profeta 
Mahoma, quien en medio siglo consiguió formar un 
estado «mahometano» con centro en La Meca. En el 
año 622 muere Mahoma, pero esto no entorpece la 
expansión de la cultura islámica. En unos veinte años 
conquistan Damasco, Jerusalén y Alejandría; el valle 
'mesopotámico está bajo su mandato.Y en el siglo VIII 
ocupan España y Marruecos. Esto, crea una pequeña 
fisura entre los árabes de Oriente y los de Occidente, 
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por lo que nos damos cuenta que su unidad era más 
económica y religiosa que política. 

Su despertar intelectual fue gracias al califa Al-Mamun 
quien ordenó traducir todas la obras griegas existentes 
al árabe y fundó la Casa de la Sabiduría en Bagdad, 
donde los miembros de esta especie de universidad 
estudiaban las obras antiguas e investigaban en el 
terreno científico, 


ABUMUMIIDIAD AL- MUARIEA! (780 - 880) 


Uno de los matemáticos que trabajaron por instaurar 
un lenguaje matemático universal y válido, fue Abu 
Ja'far Muhammad ibn Musa Al-Khwarizmi 
(780-850), nacido en Bagdad, mediante una obra 
escrita en el año 830 y llamada Hisab-al-jabr-wa-al- 
mugabola, El título traducido significa “libro sobre las 
operaciones abr (restablecimiento) y gabala 
(reducción)”. En honor a su nombre y su labor, hoy 
amamos álgebra a esta parte de las matemáticas. 
Al-Khwarizmi, fue un gran traductor de textos hindúes 
y griegos por lo que parece natural pensar que parte 
de su obra fuera debida a estos pueblos. 

En Hisab-al-jabr-wa-al-mugabala se introducían en 
una primera parte las operaciones a efectuar para el 
traslado de términos de un miembro a otro en una 
ecuación (al-jabr). La segunda parte estaba dedicada a 
la reducción de términos semejantes en una ecuación 
(el-qabala). 

POR EJEMPLO: 

2+2=3 >2+2-2=3-2x=1 (transformación 
por al-jabr) 


al 6x7 =- 4x? (transformación por al-qabala) 


Además en dicho libro se contenían las resoluciones 
sistemáticas de las ecuaciones de primer y segundo 
grado de la forma: —ax=b 


ar =b 
ax? = bx 
+bx=a 
2+a=bx 
brra=x' 


ylassoluciones de determinadas ecuaciones en forma 


geométrica. 
Las aportaciones de Al-Khwarizmi fueron vitales ya 
que los textos árabes y mediavales posteriores a él se 
vieron claramente influidos por su notación y los 
términos álgebra (que procede de la primera parte al- 
jabr del libro Al-Khwarizmi) y algoritmo (que procede 
del propio nombre de Al-Khwarizmi y cuyo significado 
actual es el de sistema de cálculo producido por reglas 
estrictamente determinadas y que conducen a la 
solución) quedaron absolutamente arraigados en las 
matemáticas a partir de este matemático. 


Las obras del musulmán Al-Jwarizmi fueron 
fundamentales para el conocimiento y el desarrollo del 
álgebra. Al - Jwarizmi investigó y escribió acerca de 
los números, de los métodos de cálculo y de los 
procedimientos algebraicos para resolver ecuaciones 
y sistemas de ecuaciones. Su nombre latinizado dio 
origen la palabra algoritmo que, usada primero para 
referirse a los métodos de cálculos numéricos en 
oposición a los métodos de cálculo con ábaco, adquirió 
finalmente su sentido actual de «procedimiento 
sistemático de cáleulo». En cuanto a la palabra álgebra, 
deriva del título de su obra más importante, que 
presenta las reglas fundamentales del álgebra, Al-jabr 
wal mugabala. 


El conocimiento de la obra de Al-Khwarizmi a través 
de la primera traducción de Roberto de Chester en 
1145 y de otros textos árabes posteriores, influyó 
decisivamente en matemáticos como Leonardo de Pisa 
(1170-1240), apodado Fibonacci, quien introdujo un 
álgebra algo mejorada en Italia así como el sistema de 
numeración decimal hindú mientras que, algo más 
tarde, Robert Recorde (1510-1558) lo hizo en su país, 
Inglaterra, con su libro Whetstone of Witte publicado 
en 1557. 


En el siglo X vivió el gran algebrista musulmán Abu 
Kamil, quien continuó los trabajos de AlJwarizmi y 
cuyos avances en el álgebra serían aprovechados en el 
siglo XI por el matemático italiano Fibonacci. 


Al álgebra contribuyeron antes que nada con el 
nombre. La palabra álgebra viene de un libro escrito 
en año 830 por el astrónomo Mohamed ibn Musa 
al-Khowarizmi, titulado Al-jabr w *al mugábala, que 
significa restauración y simplificación. 

Como ya hemos dicho, a veces se le llama a Diofanto el 
padre del álgebra, pero según muchos este título se le 
aplicaría mejor a Al- Khowarizmi. Aunque sea verdad 
que al menos en dos aspectos la obra de Al-Khowarizmi 
representa un retroceso respecto a la de Diofanto : es 
de un nivel mucho más elemental y el álgebra de Al- 
Khowarizmi es completamente retórica, sin ninguna 
delas sincopaciones que se encuentran en la Aritmética 
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de Diofanto o en la obra del matemático hindú 
Brahmagupta. Aunque es probable que Al-Khowarizmi 
hubiese estado familiarizado con las obras de estos dos 
matemáticos. 


EUROPA MEDIEVAL 


'Trasla caída del imperio romano en el año 476, Europa 
comienza una nueva etapa, conocida como Edad Media 
que finalizaría a principios del siglo XIV. 

El punto de arranque de las matemáticas en Europa 
fue la creación de los centros de enseñanza. Con 
anterioridad, tan solo algunos monjes se habían 
dedicado a estudiar las obras de carácter matemático 
de los antiguos. Uno de los primeros centros de 
enseñanza fue organizado en Reims, ciudad francesa, 
por Gerberto (Silvestre 11) a finales del siglo X. 
Gerberto, fue posiblemente el primero de Europa que 
enseñó el uso de los numerales indo-arábigos. Sin 
embargo, hubo que esperar a que los musulmanes 
rompieran la barrera lingúística, hacia el siglo XII, 
para que surgiera una oleada de traducciones que 
pusiera en marcha la maquinaria matemática. Tras 
estas traducciones en árabe, entra en escena el 
importante papel que desempeñaron los traductores 
españoles, ya que éstos a su vez tradujeron las obras 
del árabe al latín, permitiendo su difusión por Europa. 
Uno de los traductores más importantes fue Gerardo 
de Carmona (1114-1187), quien tradujo del árabe los 
Elementos de Euclides, el Almagesto de Ptolomeo y el 
Algebra de Al-Khowarizmi. 

Los principales centros en los que se desarrolló este 
punto de arranque matemático en Europa fueron las 
universidades de Oxford, París, Viena y Erfurt (estas 
dos últimas fundadas en los años 1365 y 1392 
respectivamente). 

Cabe destacar a tres matemáticos del siglo XII y XII 
procedentes de sectores sociales muy distintos, que 
contribuyeron a popularizar el «algorismo»: 
»Alexandre de Villedieu fue un franciscano francés 
que escribió Carmen de algoritmo, una obra lírica en 
la que se describen con detalle las operaciones 
fundamentales con los enteros utilizando los 
numerales hindú- arábigos y considerando al cero como 
un número. 

-John de Halifax (1200-1265) conocido también 
como Sacrobosco, fue un maestro inglés que contribuyó 
con su obra A/gorismus vulgaris, manual práctico de 
cálculo querivalizó en popularidad con su otra famosa 
obra: Sphaera, un tratado sobre astronomía que se 
usó en las escuelas a lo largo de la Edad Media tardía. 


Y el tercero y más importante fue Leonardo de Pisa 
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(1170 - 1250), más conocido como Fibonacci o «hijo 
de Bonaccio». Fue educado en África y viajó 
extensamente por Europa y Asia Menor, gracias a lo 
que pudo aprender el sistema de numeración indo- 
arábigo. En 1202, Fibonacci escribió su Liber Abaci 
(el libro del ábaco), un tratado muy completo sobre 
métodos y problemas algebraicos en el que se 
recomienda con gran insistencia el uso de los 
numerales hindú-arábigos. 

El Liber Abaci no es un libro cuya lectura resulte 
precisamente gratificante al lector moderno porque 
explica los procesos algorítmicos o aritmético usuales, 
incluida la extracción de raíces en problemas de 
transacciones comerciales, utilizando para ello un 
complicado sistema de fracciones al calcular los 
cambios de moneda -No deja de ser una de ser una de 
las ironías más notables de la historia que la principal 
ventaja del sistema de notación posicional, es decir; su 
aplicación a las fracciones, pasase casi desapercibidoa 
los que utilizaron los numerales indo-arábigos durante 
los primeros mil años de su existencia. 


Tanto en el Liber Abaci como en su trabajo posterior: 
Liber Quadratorum (1225), Leonardo se ocupó del 
álgebra. Siguió a los árabes en usar palabras en lugar 
de símbolos y basar el álgebra en métodos aritméticos. 
Expuso la solución de ecuaciones determinadas e 
indeterminadas de primer y segundo grado, así como 
de algunas ecuaciones cúbicas. Al igual que Khayyam 
(matemático árabe), creía que las ecuaciones cúbicas 
no podían ser resueltas algebraicamente. 


La característica nueva más significativa del trabajo 
de Leonardo es la observación de que la clasificación 
de Euclides de los irracionales en el libro X de los 
Elementos no incluía todos los irracionales. Fibonacci 
mostró que las raíces de la ecuación : 


x74+2x* +10x =20 no pueden construirse con regla y 
compás. Esta fue la primera indicación de que el 
sistema de números contenía más de los que permitía 
el criterio griego de existencia basado en la 
construcción mencionada. 


Peroa pesar de todo, Fibonacci quedaría inmortalizado 
por la famosa sucesión que lleva su nombre y su no 
menos conocido «problema de los conejos». 


RENACIMIENTO 


Durante los siglos XV y XVI hubo un vasto 
movimiento de revitalización de la cultura en Europa 
Occidental. El nombre de Renacimiento es debido a 
que se retomaron los elementos de la cultura clásica 
tanto en el ámbito del arte como en el estudio de los 
científicos antiguos. El invento de la imprenta ayudó 
notablemente a que este movimiento cultural pudiese 
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expandirse de una manera rápida por toda Europa. 


Los matemáticos del Renacimiento prepararon el 
terreno para el resurgir del estudio matemático en 
Europa mediante las traducciones de los trabajos 
griegos y árabes y los trabajos enciclopédicos de 
compilación del conocimiento existente. Pero las 
motivaciones y direcciones de las creaciones 
matemáticas surgieron principalmente de los 
problemas tecnológicos y científicos. Pero hubo algunas 
excepciones, como es el caso del crecimiento del 
álgebra. 

Ya en el siglo XV Regiomontano fue el matemático que 
más enriqueció el álgebra, su rama de las matemáticas 
favorita, aunque su influencia se vio limitada por pu 
adhesión a la forma de expresión retórica y por su 
temprana muerte. Después de su fallecimiento, sus 
manuscritos fueron a parar a las manos de otro 
matemático, Nuremberg, quien no logró hacer 
accesible la obra de Regiomontano en los años 
posteriores. Así, Europa continuó aprendiendo su 
álgebra de forma lenta dado a la escasez de 
traducciones que discurrían por las universidades y el 
poco interés que mostraban muchos humanistas por 
las ciencias. 

Hasta la aparición del Árs Magna de Cardano en 1545, 
no hubo en el Renacimiento desarrollos trascendentes 
en álgebra. Sin embargo, merecen ser mencionadas 
algunas obras que contribuyeron a que esta rama de 
las matemáticas no quedase en el olvido. 


El trabajo de un fraile italiano llamado Luca 
Pacioli(1445-1514), su principal publicación es la 
Summa. , una recopilación de material de cuatro 
campos distintos: aritmética, álgebra, geometría 
euclídea y contabilidad de doble entrada. Fue escrita 
en lengua vernácula y la parte dedicada al álgebra 
incluye las soluciones de las ecuaciones lineales y 
algunas soluciones de las cuadráticas. Su álgebra es 
retórica; sigue a Leonardo y a los árabes al llamar a la 
incógnita la «cosa» y, al cuadrado de la incógnita 
«census», que a veces abrevia como «cew o «Z»; el cubo 
delaincógnita, «cuba», se presenta a veces como «cu» 
o «C. Al escribir ecuaciones, cuyos coeficientes son 
siempre numéricos, coloca los términos en el lado que 
permite la utilización de coeficientes positivos y sólo 
da las raíces positivas. La parte del libro dedicada al 
álgebra termina con la observación de que la solución 
de las ecuaciones 

 +mx=n y x* +n =mx son tan imposibles como 
la cuadratura del círculo. Gracias al amplio 
conocimiento disponible en el libro, fue más usada de 
lo que le correspondería por su originalidad. 

A parte de la innegable influencia de Italia durante el 


despegue cultural del siglo XV y XP], en otros lugares 
Europeos no se quedaron rezagados. En Alemania los 
libros de álgebra publicados llegaron a ser tan 
numerosos que durante algún tiempo se impuso en 
casi toda Europa el uso de la palabra alemana «cossw 
para designar a la incógnita y el álgebra misma vino a 
llamarse «el arte cósico» o «arte de la cosa». Entre la 
numerosas álgebras germánicas cabe destacar la Die 
Coss , escrita en 1524 por el famoso matemático 
alemán Adam Riese (1492-1559). Este autor fue el 
más influyente de los matemáticos alemanes por su 
tendencia de reemplazar los viejos métodos de cálculo 
basados en el uso de cuentas o fichas, o bien de los 
numerales romanos, por los nuevos métodos utilizando 
pluma y los numerales hindú-árabes. Sus numerosos 
textos de aritmética resultaron ser tan efectivos que 
aún se usa en Alemania la frase «Nach Adam Riese» 
como un elogio a la exactitud en los cálculos 
aritméticos. Riese menciona también en su Die Coss 
el Algebra de Al-Khowarizmi y cita además a un cierto 
número de predecesores alemanes en este campo. 
Entre ellos se encuentran la Coss (1525) de Christoph 
Rudolff, el Rechnung (1627) de Peter Apian y la 
Aritmética integra (1544) de Michael Stifel. 


La primera obra es importante por ser uno de los 
primeros libros impresos que hace uso de las fracciones 
decimales, así como del símbolo moderno para las 
raíces; la segunda es notable por el hecho de que en 
ella en una aritmética comercial a fin de cuentas, 
aparece impreso en la portada el llamado «triángulo 
de Pascal», casi un siglo antes del nacimiento de Pascal. 
Y la tercera de las obras que se ha mencionado, 
Aritmética integra, fue la más importante de las tres, 
trata los números negativos, la raíces y las potencias. 
Mediante el uso de los coeficientes negativos en las 
ecuaciones, Stiffel pudo reducir la multiplicidad de 
casos de ecuaciones cuadráticas a una forma única, 
pero como contrapartida tenía que explicar por medio 
de una regla especial cuándo usar el signo + y el signo 
—. Para las sucesivas potencias de la cantidad incógnita 
en álgebra, propuso utilizar una letra única pare 
representar la incógnita, y repetir dicha letra para las 
potencias más elevadas de la incógnita tantas veces 
como indique la potencia en cuestión. 


Stiffel daba en su obra muchos ejemplos que conducían 
a ecuaciones cuadráticas , pero ninguno de sue 
problemas conducía a una ecuación cúbica, por la 
sencilla razón de que no había nada más sobre la 
resolución algebraica de las cúbicas que lo que sabían 
Pacioli o Khayyam. 

Sin embargo en al año 1545 se divulgó la solución no 
sólo de la ecuación cúbica, sino también de la cuártica, 
gracias a la publicación del Ars Magna de Jerónimo 
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Cardano (1501-1576).Un avance tan sorprendente e 
inesperado como éste produjo un impacto tan 
importante en el mundo de los algebristas, que el año 
1545 sesuele consideras a menudo como el que marca 
el comienzo del periodo moderno en la matemática. 
No obstante, Cardano afirma en su libro que no fue el 
descubridor original de la solución de la ecuación cúbica 
nide la cuártica. La sugerencia para resolverla cúbica 
la obtuvo de Niccolo Tartaglia (1500-1557), que a su 
vez obtuvo la idea de Scipione del Ferro (1465 -1526) 
un profesor de matemáticas que nunca llegó a publicar 
la solución, sino que ee la reveló antes de su muerte a 
uno de sus alumnos, Antonio María Fior, un 
matemático mediocre. Mientras, la solución de la 
cuártica fue descubierta por primera vez por el antiguo 
secretario de Cardano, Ludovico Ferrari (1522-1565). 
Sea como fuere, estos desarrollos abrieron las puertas 
a muchos otros hallazgos matemáticos en los siglos 
posteriores. 


En el Ars Magna aparece además el genial 
descubrimiento de que un polinomio es divisible por 
los factores del tipo (xa) donde a es raíz del 
polinomio, aunque no se da ninguna demostración. 


Una de las consecuencias más importantes tras la 
publicación del Ars magna fue que la solución de la 
ecuación cúbica condujo a las primeras consideraciones 
significativas acerca de un nuevo tipo de número. 
Tuvieron que aceptar la existencia de los número 
irracionales y de los números negativos, pero estos 
últimos presentaban más dificultades ya que no se les 
podía aproximar por números positivos a diferencia 
de los irracionales que podían ser aproximados 
fácilmente por números racionales. Cardano se 
encontraba a menudo con el problema de que la 
fórmula para resolver ecuaciones cúbicas le conducía 
a raíces cuadradas de números negativos. 

Anteeste problema, otroimportante algebrista italiano 
Rafael Bombelli (1526-1573) tuvo una genial ides, 
como los dos radicandos bajo las raíces cúbicas que 
aparecen en la fórmula final solo difieren en un signo, 
Bombelli imaginó que los radicales mismos podían 
estar relacionados entre sí de la misma manera que lo 
están los radicandos; es decir, lo que ahora nosotros 
denominaríamos como complejos conjugados. Pero 
Bombelli se encuentró con que necesitaba conocer de 
antemano una de las raíces de la ecuación, y sin tal 
conocimiento previo su planteamiento fallaba. 
Bombelli plasmó todas sus ideas en su obra póstuma 
Algebra. 

Uno de los avances más significativos en el álgebra 
durante el siglo XV] fue la introducción de un mejor 
simbolismo, lo que hizo posible hacer una ciencia del 


álgebra. Los símbolos + y — fueron introducidos por 
los alemanes en el siglo XV para denotar excesos y 
defectos en los pesos de cofres y arcas; el símbolo 8z 
para la multiplicación lo introdujo William Oughtret 
y el símbolo = fue obra de Robert Recorde, matemático 
en Cambridge, donde escribió un tratado sobre el 
álgebra, The Whet-stone of Witte; en €l decía que no 
conocía dos cosas más iguales que dos líneas paralelas 
y por tanto este tipo de líneas debían denotar la 
igualdad. 

Perosin duda el cambio más significativo en el carácter 
del álgebra relacionado con el simbolismo fue 
introducido por Francois Viéte (1540-1603) un 
abogado francés cuyo interés por las matemáticas era 
puro entretenimiento y describe su In Artem 
Analyticam Isagoge como la obra del análisis 
matemático restaurado. Viéte traza la línea divisoria 
entre la aritmética y el álgebra y propone utilizar una 
vocal para representar una cantidad que se supone en 
álgebra desconocida o indeterminada, y una constante 
para representar una magnitud o un número que se 
supone conocido o dado. Esta distinción entre el 
concepto de parámetro y la idea de incógnita fue un 
paso previo a la matemática moderna. 


SIGLO XVH 


Hacia el año 1575, Europa occidental había recuperado 
ya la mayor parte de las obras matemáticas más 
importantes de la antigiedad. El álgebra árabe no sólo 
había sido asimilada, sino mejorada gracias a la 
resolución de las ecuaciones cúbicas y euárticas y el 
uso de un cierto simbolismo. Por tanto Europa estaba 
preparándose para la matemática del mundo moderno. 
Pero este salto no hubiera sido posible sin una 
excelente transición del Renacimiento al mundo 
moderno. 


Esto fue posible gracias a la intensa intercomunicación 
que huboentre los distintos matemáticos de este siglo, 
algoqueno existía desde los tiempos de Platón. Todavía 
no existía ninguna organización matemática de tipo 
profesional, pero en países como Italia, Francia e 
Inglaterra ya había algunos científicos que estaban más 
o menos organizados. En Italia estaban las Academias 
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dei Lincei y del Cimento, en Francia el Cabinet Du 
Puy y el Invisible College en Inglaterra. Además hubo 
un fraile, Marin Mersenne, que se encargó de que la 
información sobre nuevos hallazgos matemáticos 
circulase por todo el ámbito científico con una rapidez 
y eficacia inusual hasta el momento. 


Estepreludio a la matemática moderna viene marcado 
por grandes figuras matemáticas. 


El escocés John Napier (1550-1617) con su obra 
Canonis mirifici logarithmorum descripto ; los ingleses 
Henry Briggs (1561-1639), Thomas Harriot (1598- 
1621) y William Oughtred (1574-1660), éste último 
introdujo el aspa €: para denotar a la multiplicación 
en su libro Clavis mathematicae, y el flamenco Albert 
Girad (1590-1633) quien en su obra Invention nouvelle 
adopta una notación algo singular, las potencias están 
escritas con números dentro de círculos. Pero el álgebra 
simbólica alcanza su madurez ocho después de la 
publicación de la obra de Girad, aparece La Géométrie 
de René Descartes (1596-1650), que sitúa a Francia 
en el centro del mundo matemático, durante el último 
tercio del siglo XVIL. 


Descartes comienza La Géométrie con la resolución 
de problemas geométricos mediante el álgebra. 
Primero muestra cómo se pueden interpretar 
geométricamente las operaciones algebraicas, incluida 
la resolución de las ecuaciones cuadráticas, y a 
continuación Descartes se centra en la aplicación del 
álgebra a determinados problemas geométricos 
formulando el planteamiento general de una manera 
mucho más clara que los «cosistas» del Renacimiento. 
Alo largo de los libros I y HT se dedica a este tipo de 
problema geométrico en el que la ecuación algebraica 
resultante sólo puede contener una incógnita. Él sabía 
muy bien que el grado de esta ecuación final era el que 
determinaba los métodos geométricos con ayuda de 
los cuales podría efectuarse la construcción geométrica 
pedida. Descartes comenzaba con el estudio de un 
problema puramente geométrico para traducirlo a 
continuación al lenguaje de una ecuación algebraica. 
Él insistía en que al resolver geométricamente una 
ecuación se deberían utilizar únicamente los métodos 
más sencillos compatibles con el grado de la ecuación. 
Para las ecuaciones cuadráticas son suficientes rectas 
y circunferencias y para las cúbicas y las cuárticas 
bastan las cónicas. 


En el Tercer libro de La Géométrie, Descartes afirma 
que una ecuación puede ¿ener tantas raíces como el 
número de dimensiones (el grado) de la incógnita , 
usando la expresión «puede tener», por considerar las 
raíces negativas como falsas. Más tarde, al incluir las 
raíces imaginarias y las negativas a efectos de contar 
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las raíces, concluyó que hay tantas como indica el 
grado. Descartes en esta obra enunció sin demostración 
la regla de los signos conocida como «regla de 
Descartes», que afirma que el máximo número de 
raíces positivas de f(x)=0 donde f'es un polinomio, es 
el número de variaciones del signo de los coeficientes, 
y que el máximo número de raíces negativas es el 
húmero de apariciones de dos signos «+» o dos signos 
«—»consecutivamente. En terminología actual, la 
última parte de la regla afirma que el número máximo 
de raíces negativas es el número de variaciones en la 
ecuación f(-x:)=0. Esta regla fue demostrada por varios 
matemáticos del siglo XVIII. Descartes también 
enuncia y demuestra en este tercer libro que fx) es 
divisible por (xa ) con a positivo, si y sólo si a es una 
raíz de f(x)=0 y por (+4) si y sólo si a es una raíz 
falsa. Con este y otros resultados, Descartes establece 
el método moderno de hallar las raíces racionales de 
una ecuación polinómica. 


En La Géométrie, introduce el principio de coeficientes 
indeterminados. 


Aunque Descartes usó las mejoras en la notación 
algebraica , su libro no es fácil de leer, de hecho 
Descartes presumía de que pocos matemáticos en 
Europa podían entender su trabajo, tal vez por ello, la 
difusión del empleo de ecuaciones algebraicas para 
representar y estudiar curvas fue lento. 


Descartes ve en el álgebra un poderoso método de guía 
del razonamiento con cantidades desconocidas y 
abstractas. En su visión el álgebra mecaniza la 
matemática de forma que el pensamiento y log procesos 
se simplifican, Por ello, propone tomar lo mejor del 
álgebra y la geometría y corregir los defectos de una 
con la ayuda de la otra .Así crea lo que se denominará 
geometría analítica. Él fue el primero en asignar al 
álgebra un lugar fundamental en el sistema de 


conocimiento. Y al argumentar que una curva es 
cualquier lugar geométrico que tiene una ecuación 
algebraica, Descartes abrió de un solo golpe el dominio 


El otro francés importante de la época fue Pierre de 
Fermat (1601-1665) que contribuyó también a la 
geometría analítica y al análisis infinitesimal, aunque 
su aportación más importante fue en el campo de la 
teoría de números, según él gracias haber leído la 
Aritmética de Diofanto. Fermat formuló que no hay 
'números enteros positivos x , y ,z tales que 1*+y*=2"; 
conocida esta afirmación como «último teorema de 
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Fermat».Aunque desgraciadamente no dejó ninguna 
demostración escrita, según él porque «el margen era 
demasiado estrecho para contenerla». 


SIGLO DE LAS LUCES 


El siglo XVIHI fue el siglo de las «revoluciones». En 
1789 estalla en Francia la conocida como Revolución 
Francesa, y en otras zonas de Europa, especialmente 
en Inglaterra, la llamada Revolución Industrial que 
cambió profundamente la estructura social del mundo 
occidental. 


A pesar de la inestabilidad política en Francia, los 
matemáticos franceses seguían siendo el centro de 
atención de la Europa matemática, y fueron los 
responsables de las principales líneas de investigación 
y desarrollo matemático, 


Las gran cantidad de publicaciones anteriores a la 
Revolución Francesa, contribuirían un siglo después 
ala aparición del álgebra abstracta. 


En 1707 aparece De Análysis de Isaac Newton (1642- 
1727); la esencia de la obra consiste en reducir 
cualquier problema a la formación de una ecuación 
algebraica, cuya raíz será la solución del problema, En 
el libro, Newton enuncia un teorema que permite 
determinar el número de raíces reales de un polinomio, 
así como una regla con la que es posible dar una cota 
superior de las raíces positivas. De Análysis termina 
con los resultados de la teoría general de ecuaciones y 
además la resolución gráfica de éstas: mediante la 
construcción geométrica de las raíces. 


En 1646 nace, en Leipzig, Gottfried Leibniz (1646- 
1716), su contribución más importante a la 
matemática, a parte de en el cálculo, lo fue en el campo 
de la lógica. Lo que más le impresionaba del cálculo 
era el carácter de universalidad que presentaba, y esta 
misma idea fundamental, la aplicó a sus restantes 
trabajos. Leibniz pretendía reducir todas las cosas a 
un orden, y para reducir todas las discusiones lógicas 
a una forma sistemática quería desarrollar una 
«característica universal» que sirviera como una 
especie de álgebra de la lógica. Además pensaba que 
se podían hacer descubrimientos nuevos mediante 
operaciones correctas, pero más o menos rutinarias 
con los símbolos, de acuerdo con las leyes del cálculo 
lógico. Su sugerencia revivió en el siglo XIX y jugó un 
papel muy importante en la matemática de este siglo. 


D'Alembert (1717-1783) dio una demostración, 
defectuosa. , del teorema fundamental del álgebra y 
Cisiraut en 1740 ya había publicado un texto, los 
Eléments d'algebre, que llegó a alcanzar tal 
popularidad que aún se publicó una sexta edición de 
él en 1801. Euler no sólo contribuyó a la teoría de 
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números, sino que escribió también un texto de álgebra 
muy popular que se publicó en ediciones en alemán y 
en ruso en San Petersburgo 1770-1772, en francés 
(bajo los auspicios de D'Alembert)1774 y en otras 
muchas versiones, incluidas algunas ediciones 
americanas en inglés. La excepcional calidad didáctica 
del Algebra de Euler se suele atribuir al hecho de que 
la dictó el autor ya ciego a un criado de escasos 
conocimientos, Los libros de texto de Clairaut y Euler 
se utilizaron relativamente poco en Inglaterra, en parte 
debido al aislamiento matemático de Inglaterra a 
finales del siglo XVIX, y en parte también a que 
Maclaurin y otros matemáticos habían escrito buenos 
libros de texto de nivel elemental. El Treatise of Álgebra 
de Maclaurin llegó alcanzar media docena de ediciones 
desde 1748 a 1796. Uno de los textos rivales de este 
tratado fue el Treatise of Álgebra de Thomas 
Simpson(1710-1761) quien pudo jactarse de llegar a 
ocho ediciones, por lo menos en Londres de 1745 a 
1809; otro, los Elements of Álgebra por Nicholas 
Saunderson(1682-1739) se editó cinco veces entre 
1740 y 1792. 


Los textos de álgebra del siglo XVII ilustraban de 
manera clara la tendencia hacia un énfasis creciente 
en los aspectos algorítmicos de la materia, mientras 
que sus fundamentos lógicos permanecían aún 
sumergidos en una incertidumbre considerable. La 
mayor parte de los autores consideraba necesario 
insistir largamente sobre las reglas que regían la 
multiplicación de números negativos, aunque algunos 
rechazaban de forma categórica la posibilidad de 
multiplicar dos números negativos. 

Ajuzgar por la aparición casi repentina de tantas obras 
sobre geometría analítica a partir de 1798, se produjo 
una auténtica revolución en la enseñanza. La 
geometría analítica, que había permanecido eclipsada 
por el cálculo durante más de un siglo, consiguió de 
pronto que se le reconociera un lugar por derecho 
propio en las escuelas; la paternidad de esta 
«revolución analítica» hay que atribvirla 
principalmente a Gaspard Monge (1746-1818). Entre 
los años 1798 y 1802 aparecieron cuatro obras sobre 
geometría analítica elemental, de las plumas de 
Sylvestre Pranqois Lacroix (1765-1842), Jean-Baptiste 
Biot (1774-1862), Louis Puissant (1769-1843) y 
EL Lefrancais, todas ellas inspiradas directamente por 
las lecciones dadas en la École Polytechnique. Los 
«politécnicos «fueron responsables de otros tantos 
textos de nuevo en la década siguiente. La mayor parte 
de ellos alcanzaron un gran éxito, publicándose en 
numerosas ediciones. El libro de Biot llegó a cinco 
ediciones en menos de una docena de años; el de 
Lacroix, alumno y más tarde colega de Monge, apareció 
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en veinticinco ediciones en noventa y nueve años. 
Lacroix se negó a utilizar el nombre de «geometría 
analítica «como posible título de su libro de texto, al 
quetituló Traite élémentairede trigonométrierectiligne 
et sphérique et 

application de Valgebre á la géométrie: Aunque el 
nombre de «geometría analítica « había aparecido ya 
devez en cuando a lo largo del siglo XVIII, parece ser 
que el primero que lo utilizó como título de un libro de 
texto fue Lefrancais en una edición de sus Essais de 
géométrie de 1804, así como Biot en la edición de 1805 
de sus Essais de géométric analytique 


SIGLO XIX 


El siglo XEX merece ser llamado más que ningún otro 
periodo anterior, la Edad de Oro de la Matemática. Los 
progresos realizados en el ámbito matemático durante este 
siglo superan tanto en cantidad como en calidad, la 
producción reunida de todas las épocas anteriores. En 
1874 el dominio del análisis se ve conmocionado por la 
matemática del infinito que acababa de introducir Cantor 
(1845-1918), un matemático alemán que había nacido en 
Rusia. Francia ya no era el centro reconocido del mundo 
matemático aunque produjera la meteórica carrera de un 
jovencísimo Evariste Galois (1811-1832), tuvo que 
compartir este liderazgo con otros países como Alemania, 
país que crea al matemático más importante de este siglo 
o para muchos de la historia, Carl Priedrich Gauss(1777- 
1855).El carácter internacional de la matemática también 
queda de manifiesto en el hecho de que las dos 
contribuciones más revolucionarias al álgebra, en 1843 y 
1847 las hicieron dos matemáticos que enseñaban en 
Irlanda. La primera de ellas fue obra de Sir William 
Hamilton (1805-1865) y la segunda de George Boole 
(1816-1864). No obstante,los algebristas más prolíficos 
delsiglo XIX fueron dos ingleses que vivieron parte de su 
vida en Estados Unidos; se trata de Arthur Cayley(1821- 
1895) y JJ Sylvester (1814-1897) y fue principalmente 
desu alma mater, Cambrige, de donde surgió el desarrollo 
del álgebra moderna. 


En 1799, Gauss publica su tesis en la Universidad de 
Helmstadt que lleva el título de Nueva Demostración del 
Teorema Que Toda Función Algebraica Racional y Entera 
de Una Variable Puede Resolverse en Factores Reales de 
Primero o de Segundo Grado. Este teorema, al que más 
tarde se referirá Gauss como el «teorema fundamental 
del álgebra»,era conocido en su tiempo como «el teorema 
de D'Alembert»; pero Gauss demostró que todos los 
intentos de demostración anteriores, incluyendo los de 
Euler y Lagrange, eran incorrectos. La tesis doctoral de 
Gauss demostraba que toda ecuación polinómica f(x) =0 
tiene al menos una raíz, ya sean los coeficientes reales o 
complejos. Esta primera demostración se basa en su mayor 
parte en consideraciones geométricas, lo cual no resultaba 
del todo satisfactorio para nuestro genio. Por ello Gauss 
publica dos nuevas demostraciones en 1816 y 1850, 


intentando poder rescribir una demostración puramente 
algebraica. En su primera demostración, Gauss da una 
representación gráfica de los números complejos, la cual 
ya había sido publicada en 1797 por Wessel pasando 
desapercibida para el mundo matemático.Gauss considera 
las partes real e imaginaria pura de un número complejo 
a+bi como las dos coordenadas rectangulares de un punto 
en el plano. El hecho de que se pudiera visualizar un 
número complejo como un punto del plano, hizo que el 
resto de matemáticos se sintiesen más cómodos con su 
uso. 


Dos años después de la presentación de su tesis, Gauss 
publicó su libro más conocido, un tratado de teoría de 
números en latín, Disquisitiones arithmeticae. Esta obra 
es la responsable del desarrollo del lenguaje y de las 
notaciones de la parte de la teoría de números conocida 
como el álgebra de las congruencias. La notación que 
adoptó Gauss en su obra es la misma que utilizamos enla 
actualidad, b=c(mod a) y procedió a construir un álgebra 
para la relación análoga al álgebra usual expresada en el 
lenguaje de la igualdad. 

Las Disquisitiones de Gauss, sirvió para que con dieciséis 
años un chico noruego llamado Niels Henrik o más 
conocido como Abel, mostrase un gran interés por las 
matemáticas y tres años más tarde, en 1824 publicase un 
ensayo titulado Sobre la Resolución Algebraica de 
Ecuaciones. En su obra, Abel llega a la conclusión de la 
insolubilidad de la quíntica, es decir, demuestra gue no 
puede existir ninguna fórmula general expresada en 
términos de operaciones algebraicas explícitas que nos de 
las raíces de la ecuación si el grado del polinomio es mayor 
que cuatro. Sin embargo, después de este descubrimiento, 
Abel sabía que había muchas ecuaciones especiales tales 
como las ecuaciones binómicas x"=a- , n primo, y las 
ecuaciones abelianas que eran solubles por radicales. La 
finalidad ahora era determinar qué ecuaciones eran 
solubles por radicales. Esta tarea iniciada por Abel, fue 
resulta en 1830 por el joven francés Galois con tan sólo 
20 años. Galois escribió un ensayo sobre sus 
investigaciones Sur les conditions de résolubilité des 
équations par radicaux. Este texto le fue confiado a su 
mejor amigo antes de que Galois muriera trágicamente 
enn dueloa pistola. Y hasta 1846 que fue cuando Lioville 
publicó y editó en el Journa 1 Mathématiques (revista 
matemática importante de la época) algunos de estos 
artículos, no se dio a conocer el magnífico trabajo del joven 
francés. 


El criterio aportado por Galois para la resolubilidad en 
radicales delas ecuaciones polinómicas tuvo un significado 
tan novedoso que se salía de los marcos del problema a 
tratar. La idea central de la teoría de ecuaciones 
algebraicas de Galoisera la creación del concepto abstracto 
de grupo. Esta idea del estudio de la estructura de los 
campos algebraicos y la comparación con ellos de la 
estructura de los grupos de un número finito de 
sustituciones, fue la base de lo que se denomina «álgebra 
modernas. 
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El trabajo de Galois sobre -la solubilidad de ecuaciones 
mediante procesos algebraicos cerró un capítulo del 
álgebra y, a pesar de que presentó ideas tales como las de 
grupo y dominio de racionalidad (cuerpo) que rendirían 
fruto más tarde, la completa explotación de estas ideas 
tuvo que esperar otros desarrollos. La siguiente gran 
creación algebraica, iniciada por William R. Hamilton, 
abrió nuevos dominios, mientras rompía con viejas 
convicciones acerca de cómo debían comportarse los 
«números». 


Para apreciar la originalidad del trabajo de Hamilton, hay 
que examinar cómo se extendió la lógica del álgebra 
ordinaria en la primera mitad del siglo XZX. Hacia 1800 
los matemáticos empleaban con libertad los varios tipos 
de números reales y complejos, pero la definición precisa 
de estos distintos típos de números no tenía ninguna 
justificación respecto a las operaciones realizadas con ellas. 
Las mayores inquietudes parecían estar causadas por el 
hecho de que se manipulaban las letras como si tuvieran 
las propiedades de los enteros, sin embargo los resultados 
de estas operaciones eran válidos cuando números 
cualesquiera sustitufan los letras. Como no se había 
realizado el desarrollo de la lógica de los diversos tipos de 
números no era posible ver que estos poseían las misma 
propiedades formales de los enteros positivos y 
consecuentemente, que expresiones literales que 
simplemente se mantenían para cualquier clase de 
números reales o complejos debían poseer las mismas 
propiedades. Parecía como si el álgebra de expresiones 
literales poseyera una lógica en sí misma, que respondía 
desu efectividad y corrección. De aquí que los matemáticos 
atacavan hacia 1880 el problema de justificar las 
operaciones con expresiones literales o simbólicas. 


Este problema fue tratado en un principio por George 
Peacock (1791-1858), quien hizo una distinción entre el 
álgebra aritmética y simbólica. En su Treatine on Algebra, 
justificaba gracias a lo que él denominaba álgebra 
simbólica, las operaciones con expresiones literales que 
podían mantenerse para números reales y complejos, es 
decir quería hacer del álgebra una ciencia de símbolos sin 
interpretación, con sus correspondientes leyes de 
combinación., De esta obra se derivó el principio de la 
permanencia de la forma de la adopción de los axiomas. 
Este enfoque allanó el camino para un pensamiento más 
abstracto en el álgebra e influenció notablemente en los 
desarrollos de Boole sobre el álgebra de la lógica. 


En 1833 Hamilton presenta un importante artículo en la 
Irish Academy; en el que introduce y estudia un álgebra 
formal de parejas de números reales cuyas reglas de 
combinación eran las que se dan en le actualidad para el 
sistema de los números complejos. La importante regla 
que definía la multiplicación de parejas era (a , B) + (a 
»B) =(a0-bP,af+ba) 

Hamilton interpreta este producto como una operación 
enla que interviene una rotación. Él se dio cuenta de que 
sus pares ordenados podían interpretarse como entidades 
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dirigidas en el plano e intentó extender esta idea a tres 
dimensiones, pasando los números complejos binarios 
a-+bi a las ternas de números ordenados a+bi+). Pero 
a Hamilton estas ternas le erearon dificultades a la hora 
de operar con ellas. Así que en 1843 averiguó que si 
utilizaba cuádruplas, a +bi+c)+dk, en vez de ternas estas 
erica Para estas cuádruplas se debería 
tomar E +J'+ ki =-1, i¡=k, ji==k, análogamente para 
el resto, perdiendo la propiedad conmutativa. Sus ideas 
las plasmó en su obra Lectures on Qualernions que más 
tardo ampliaría con el título Elements of Quaternions, Lo 
fundamental del descubrimiento de Hamilton no era en 
esencia este tipo particular de álgebra, sino más bien el 
descubrimiento de la gran libertad de que goza la 
matemática para construir álgebras que no necesitan 
satisfacer las restricciones impuestas por la llamadas 
«leyes fundamentales», 


A mediados del siglo X7X los matemáticos alemanes 
sobresalían en general por encima de los de otros países. 
En cambio en lo referente al álgebra, Inglaterra estuvo a 
la enbeza con el Trinity College de Cambridge y el 
Cambridge Mathematical Journal como medio de 
expresión. En esta universidad inglesa trabaron amistad 
dos importantes algebristas G. Cayley y J. J Sylvester: 


Cayley fue uno de los primeros matemáticos en estudiar 
las matrices, como peculiar forma y estructura algebraica. 
Definió la suma y multiplicación de matrices y la matriz 
identidad. 


Por su parte Sylvester consiguió eliminar una incógnita 
entre dos ecuaciones polinómicas; esto es conocido en la 
actualidad como «método dialítico de Sylvester». Este 
método es muy sencillo y consiste en multiplicar una o las 
dos ecuaciones por la incógnita que se quiere eliminar, 
repitiendo el proceso si es necesario hasta que el número 
de ecuaciones sea uno más que el número de potencias de 
la incógnita, entonces de este conjunto de n+] ecuaciones 
se pueden eliminar todas las n potencias, considerando 
cada potencia como una incógnita distinta. Pero uno de 
los mayores logros lo consiguió junto a su amigo Cayley 
en el desarrollo de la teoría de las «formas» o »cuánticas», 
polinomios homogéneos en dos o más variables y sus 
invariantes, de donde les vino el apodo de «los gemelos 
invariantes».Los casos más importantes en geometría 
analítica y en física son las formas cuadráticas en dos y en 
tres variables, que al igualarlas a una constante, 
representan cónicas y cuédricas. 

Mientras tanto, Boole, otro matemático autodidacto inglés 
estaba inventando otro tipo de álgebra radicalmente 
diferente al de sus colegas anteriores. En 1847 publicó un 
libro titulado The Mathematical Analysis of Logic en el 
que afirmaba que la lógica debía estar asociada a la 
matemática más hien que a la metafísica. En este libro se 
expresa claramente por primera vez que la característica 
esencial de la matemática no es tanto su contenido como. 
su «forma»; si un tema cualquiera se presenta de manera 
que consiste únicamente en símbolos y reglas precisas para 
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operar con estos símbolos, sujeto todo ello únicamente a 
una exigencia de consistencia interna, entonces este tema 
constituye una parte de la matemática. En 1854 escribe 
otra-obra, Investigation of the Laws of Though; en ella 
extendió y clarificó las ideas presentadas en su libro 
anterior, construyendo tanto la lógica formal como un 
nuevo tipo de álgebra que se conoce en la actualidad como 
«álgebra de Boole-que es a la vez el álgebra de los 
conjuntos y el álgebra de la lógica. 

Enel siglo XIX aparecia en el Journal uno delos artículos 
más revolucionarios de este siglo; la publicación de 
G.Cantor sobre las matemáticas del infinito. En 1874, 
Cantor reconoce la propiedad fundamental de los 
conjuntos infinitos, atribuida por su compañero Dedekind; 
pero se dio cuenta además, de que no todos los conjuntos 
infinitos son del «mismo tamaño». En el caso finito, dos 
conjuntos se dicen que tienen el mismo cardinal si se 
pueden poner sus elementos en correspondencia biunívoca, 
así que Cantor se puso a construir de manera análoga una 
jerarquía de conjuntos infinitos atendiendo a la «potencia» 
del conjunto. Cantor demostró que el conjunto de los 
números reales tiene una potencia mayor que el conjunto 
de los números racionales; y dividió a los números reales 
en dos grupos, en racionales e irracionales y en algebraicos 
y transcendentes. Los sorprendentes resultados de Cantor 
le llevaron a desarrollar la teoría de conjuntos como una 
rama autónoma de la matemática a la que dio el nombre 
de Mengenlehre (teoría de conjuntos) o 
Mannigfalttigheitaslehre (teoría de variedades o de 
multiplicidades). Durante los años que Cantor puso las 
bases u esta teoría, tuvo que esforzarse en convencer a 
sus contemporáneos de la validez de sus resultados, ya 
que había un cierto escepticismo a la hora de aceptar una 
teoría sobre el infinito. Esta teoría de conjuntos o 
variedades tuvo una gran influencia en la matemática de 
mediados del siglo XX a todos sus niveles. 


SIGLO XX 


El siglo XX se ha caracterizado por las dos Guerras 
Mundiales que asolaron el viejo continente, y por las 
dictaduras que emergieron en Europa. 

Pero estos dos hechos no hicieron entorpecer el avance 
matemático que venía empujando con fuerza desde siglo 
anterior: 

A comienzos del siglo XX era un hecho reconocido que la 
matemática era una forma de pensamiento axiomático, 
enla que uno deduce conclusiones válidas de sistemas de 
premisas arbitrarias. La cuestión de si los axiomas son o 
'no verdaderos, en el sentido científico del término carecía 
de importancia; de hecho las palabras mismas con que se 
expresaban los axiomas son términos indefinidos. 

Pero dentro del ámbito matemático hubo dos tipos de 
pensarniento distintos; por un lados los que identificaban 
ala matemática con la lógica como es el caso de Russell y 
por otro lado los que se inclinaban hacia una concepción 
intuicionista de la matemática, como Sylvester - 


Un matemático decididamente intuicionista, fue Henri 
Poincaré (1854-1912), que marcó una gran transición 
entre los siglos XIX y XX. Poincaré nose detuvo en ningún 
campo el tiempo suficiente como para completar su obra. 


Pero hubo un antes y un después tras la publicación en 
1895 de su Analysis Situ, en este libro se daba por primera 
vez un desarrollo sistemático de una nueva rama de las 
matemáticas: la Topología. En esta obra Poincaré se 
adelantó a lo que sería una de las direcciones de 
investigación más desarrolladas y fructíferas del siglo XX 
. Aunque hay que destacar que la topología no ha sido 
invención de un solo hombre, algunos problemas 
topológicos se encontraban ya en las obras de Euler, 
Móbius y Cantor. 

Actualmente la Topología se puede subdividir a grandes 
rasgos en dos ramas muy distintas: topología combinatoria 
o algebraica y la topología conjuntista. 

El alto nivel de abstracción formal que se produjo tanto 
enel análisis como en la geometría y topología a comienzos 
del siglo XX, no podía por menos que invadir el álgebra. 
El resultado fue un nuevo tipo de álgebra al que se 
denominó «álgebra moderna» y se desarrolló a lo largo de 
la segunda mitad de este siglo. Las letras x e y ya no 
representaban necesariamente números desconocidos 
(reales o imaginarios), ni segmentos, ahora podían 
representar objetos del cualquier tipo: sustituciones, 
figuras geométricas, matrices, etc. 

La transición del álgebra clásica al álgebra abstracta 
durante el intervalo de la Primera Guerra Mundial a la 
Segunda fue casi completa; y los artículos publicados tras 
estos treinta años dan coma vencedora favorita al álgebra 
abstracta. 


Los conceptos fundamentales del álgebra moderna o 
abstracta, de la topología y de la teoría de espacios lineales 
se consolidaron entre 1920 y 1940, pero la veintena 
siguiente fue testigo de una verdadera efervescencia de 
los métodos de la topología algebraica, que se 
transmitieron de forma rápida al álgebra y al análisis. El 
resultado fue una nueva rama conocida como álgebra 
homológica. 


El álgebra homológica es una rama del álgebra abstracta 
que se ocupa de resultados válidos para tipos de espacios 
muy diferentes, una invasión de la topología algebraica 
en el dominio del álgebra pura. La gran rapidez con la 
que se produjo este cruce fue gracias a los artículos 
publicados en el Mathematical Reviews al libro publicado 
en 1956 por el francés Henri Cartan (1904- ) y el polaco, 
Samuel Einlenberg(1913- 1998), Homological Algebra, 

Este proceso de abstracción y el interés creciente en el 
análisis de esquemas cada vez más amplios y generales, 
puede verse con una mayor claridad en la obra producida 
a lo largo de la segunda mitad del siglo XX por «el 
matemático» conocido corao Nicolás Bourbaki. El nombre 
de Nicolás Bourbaki engloba a un grupo de matemáticos 
en su mayoría franceses, como Cartan, que constituían 
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una especie de críptica sociedad anónima. El primer 
volumen de los Eléments apareció en 1939, la obra aún 
no está completa, y su primera parte : Les structures 
fondamentales de I “analyse , contiene libros de Teoría de 
Conjuntos y Álgebra entre otros. En los últimos años 
diversos fascículos de un nivel más avanzado se han 
añadido a sus Eléments, 


Se dice quea partir del conocimiento del pasado uno puede 
anticipar, de una manera muy general, lo que puede 
deparar el futuro. Pero lo cierto es que la historia de la 
Matemática ha demostrado que es imposible hacer un 
pronóstico significativo de lo que va a venir. De hecho, 
una gráfica que represente el crecimiento de de la ciencia, 
incluida la matemática, se aproxima mucho a una curva 
exponencial. 
SIGLO XXT 


Enel verano de 1801 Gauss estaba estudiando los movimientos 
dela Luna, se enteró de la desaparición de Ceres y se interesó 
por el asunto. Decidió utilizar un procedimiento matemático 
totalmente nuevo para calcular la trayectoria de la órbita del 
desaparecido planeta. Envió sus cálculos a uno de los mejores 
astrónomos de la época, quien el 7 de diciembre pudo 
comprobar que el trabajo de Gauss permitía redescubrir el 
asteroide perdido e inmediatamente publicó el método aplicado 
por el matemático con la siguiente nota: «Sin los agudos 
esfuerzos y cálculos del doctor Gauss quizá no hubiéramos 
vuelto a encontrar jamás a Ceres, la parte más bella del mérito 
le corresponde, por tanto, a él». 

El redescubrimiento de Ceres supuso para Gauss su 
consagración como científico y matemático. La Unión 
Matemática Internacional ereó en 2002 un nuevo galardón, 
el Premio Gauss para honrar a las personas cuyas matemáticas 
son particularmente útiles en la práctica. Este impresionante 
ejemplo de aplicación de las matemáticas inspiró el diseño de 
la medalla del Premio. En el anverso se puede verla efigie de 
¡Gauss y en el reverso un círculo y un cuadrado conectados 
por una curva, lo que representa el método de los minimos 
cuadrados con el que Gauss descubrió la órbita de Ceres, La 
primera y única vez que se ha entregado el premio Gauss fue 
enel ICM de 2006 en Madrid. El premiado fue Kiyosi 1tó por 
sus trabajos sobre la formulación y resolución de ecuaciones 
diferenciales estocásticas. La integral de 1tó modela carteras 
de inversión en los mercados financieros, permitiendo la 
asignación de precios aopciones de compra o venta en el futuro, 
con independencia de las fluctuaciones de los mercados. La 
moderna teoría de finanzas y el análisis de riesgos se sustentan 
Loy en los trabajos de 1tó, como los cálculos de Gauss lo hiciesen 
en los de Newton. La teoría de 1tó es matemática del siglo 
XXI. 


Áigobra 


El ÁLGEBRA es la rama de la matemática que 
tiene por objeto de estudio la generalización del 
cálculo aritmético mediante expresiones 
compuestas de constantes (números) y variables 
(letras). 


Al igual que en la aritmética, las operaciones 
fundamentales del álgebra son adición, sustracción, 
multiplicación, división y célculo de raíces. La 
aritmética, sin embargo, no es capaz de generalizar 
las relaciones matemáticas, e: «10 el teorema de 
Pitágoras, que dice que en un triángulo rectángulo el 
área del cuadrado que tiene como lado la hipotenusa 
es igual a la suma de las áreas de los cuadrados cuyos 
Jados son los catetos. 


La aritmética sólo da casos particulares de esta relación 
(por ejemplo, 3; 4 y 5,yaque3? + 4% = 65%, 

El álgebra, por el contrario, puede dar una 
generalización que cumple las condiciones del teorema: 
a+rbs= e. 


El álgebra clásica, quese ocupa de resolver ecuaciones, 
utiliza símbolos en vez de números específicos y 
operaciones aritméticas para determinar cómo usar 
dichos símbolos. El álgebra moderna ha evolucionado 
desde el álgebra clásica al poner más atención en las 
estructuras matemáticas. Los matemáticos consideran 
al álgebra moderna como un conjunto de objetos con 
reglas que los conectan o relacionan. Así, en su forma 
más general, se dice que el álgebra es el idioma de las 
matemáticas. 


Etimológicamente, proviene del árabe (también nombrado por 
los árabes AmucabaJa) (yebr) (al-dejaber), con el significado 
de reducción, operación de cirugía por la cual se reducen los 
huesos luxados o fraccionados (algebrista era el médico 
reparador de huesos). 


El álgebra tuvo sus primeros avances en las civilizaciones de 
Babilonia y Egipto, entre el cuarto y tercer milenio antes de 
Cristo. Estas civilizaciones usaban primordialmente el álgebra 
para resolver ecuaciones de primer y segundo grado, 

El álgebra continuó su constante progreso en la antigua Grecia. 
Los griegos usaban el álgebra para expresar ecuaciones y 
teoremas , un ejemplo es el teorema de Pitágoras. Los 
matemáticos más destacados en este tiempo fueron 
Arquímedes, Herón y Diofante. Arquímedes se basó en la 
matemática para componer su tratados de física y geometría 
del espacio. Herón fue otro que se basó en ellas para hacer 
algunos de sus inventos, como la primera máquina de vapor. 
Diofante fue el griego que más contribuyó a esta área del 
conocimiento; como principales trabajos tenemos al análisis 
diofántico y la obra Las Aritméticas, que recopila todo el 
conocimiento del álgebra existente hasta ese entonces. 


Como consecuencia, el álgebra cambió de rumbo y amplió su 
dominio a todas las teorías que se limbían inventado alrededor 
del tema inicial, incorporando las teorías de los grupos 
matemáticos y sus extensiones, y parte de la geometría, la 
rama relacionada con los polinomios de segundo grado de dos 
variables, es decir las cónicas elipse, parábola, hipérbola, 
círculo, ahora incluidas en el álgebra bilineal. 

Elálgebra se fundió con éxito con otras ramas de la matemática 
como la lógica télgebra de Boole), el análisis matemático y la 
topología 
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Observa los siguientes gráficos: 
$) 


Aquí la suma de las edades de las personas de cada 
fotografía es igual. 


¿Qué de común pueden tener estos gráficos? 


Pues, que en ambos casos existen datos (pesas o 
personas) cuyo valor es desconocido. 
Aeste valor desconocido se le denomina INCÓGNITA, 
Pensando un poquito, podrás determinar los valores 
para cada caso; sin embargo,una mañera sencilla de 
hacerlo, es interpretado ambas situaciones como 
ecuaciones, así: 


* Para el primer caso tenemos: 


platillo platillo 
y izquierdo derecho 
observa que —_ 0 O 
laincógnita 5D+2+242x=3x +3 
es denotada 
con la letra “x” equilibrio de 
fur: 4 la balanza 
5+44+2x=3x4+3> 9+2x=83x+3 
>6=3x-2x> 
* Para el segundo caso: 
fotografía fotografía 
izquierda derecha 
HA H]ÁA SA HORAS 
á4dx+30 = 2x+42 


Luego: 4x-2x=42-30>2x=12 


=[=0] 
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DEFIVICIÓN DE IGUALDAD : 


Es la relación o comparación que nos indica que dos 
cantidades numéricas o literales tiene el mismo valor, 


CLASES DE IGUALDAD 3 

Se distinguen dos clases de igualdades: 
AIDESTIDAD (IGUALADAD ABSOLUTA): 
Es aquella que se verifica siempre. 
EJEMPLO: 


-18+x=18+x 
= (a+ b)?= a+ 2ab + b* 


AECCACIÓNAGUALADAD CONDICIONAL): 


Es aquella igualdad que sólo se verifica para valores 
particulares(numéricos) atribuidos a sus letras. 


EJEMPLOS: 
1) ñ 
) ro miembroz% miembro] Gy +9 =8 


5-2=8 II ráplla 
Incógnita—l y=-1 
x=2 
EJEMPLO : 
La ecuación: — *-9=5 
Se verifica sólo para; x =14 
j Cómo Resoluer Una Ecuación? 


Para resolver una ecuación de primer grado con 
coeficientes enteros, se recomienda: 


1) Reducir términos semejantes (si los hubiera en 
cada uno de los miembros de la ecuación) 


2) Realizar la transposición de términos es decir al 
pasarlos términos de su miembro a otro de la ecuación, 
estos pasan efectuando la operación inversa. 
Lo que está «sumando» pasa «restando» 
(+) (5) 

6=9=>x=9-6=3 
== 

(0) 

=> Lo que está «restando» pasa «sumando» 


x08=6 =x=6+8=14 
SEA 


x 


(+) 


= Lo que está «multiplicando» pasa «dividiendo» 


B3xx =24 => x= =8 


NES 
6) 


2 
3 


(EARL ACAADS 
= Lo que está «dividiendo» pasa «multiplicando» 


£=9 => x=9x6=54 
57 
6) 
3) Reducir nuevamente términos en cada miembro 
y finalmente “despejar” la incógnita. 
SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN 


Se llama astal valor de la incógnita que reemplazando 
en la ecuación verifica la igualdad. Si la ecuación tiene 
unasolaincógnita a la solución también sele denomina 
raíz . 

EJEMPLO : 


al 


* x*=9 > soluciones o raíces : 
$=3 6. %=-83 


CLASIFICACIÓN DE LAS 
ECUACIONES 


D SEGÚN SUS SOLUCIONES PUEDEX SER: 
1) ECUACIONES COMPATIBLES 3 


Son aquellas que aceptan por lo menos una sola 
solución . 


Asu vez se dividen en : Í 
A) ECUACIONES DETERMINADAS : 
Son aquellas que tienen un número limitado de 


soluciones ; 


EJEMPLO : 


«2? -1=24 => tene dos soluciones 
*=56 x=-5 
B) ECUACIONES INDETERMINADAS : 


Son aquellas que tienen un número ilimitado de 
soluciones . 


EJEMPLO : 
Resolver : 
SMx+1)-1=3x 42 
RESOLUCIÓN: 
3x+3-1=3x+2 

> 22 
Significa que la siguiente igualdad lo verifica + e R 
= La ecuación tiene infinitas soluciones . 
2) ECUACIONES INCOMPATIBLES : 


Son aquellas que no tienen solución, también se les 
denomina absurdas o imposibles . 
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EJEMPLO : 

x+4=x+7 > 4=7 (absurdo) 
No existe valor de « x» que verifique la igualdad . 
11) SEGÚN EL GRADO PUEDE SER : 


Grado Forma oa 
dl lax+b=0 1 
2 (art+bx+e=0 2 
3 lad+bti+er+d=0 3 

[e laxt+ba+ c+ dr+e=0| 4 


OBSERVACIONES : 

1) Si se dividen ambos miembros de una ecuación 
por una misma expresión que contenga a la 
incógnita , entonces se perderá soluciones . Esto se 
puede evitar si la expresión que se divide (simplifica) 
se iguala a cero . 


EJEMPLO : 

Resolver : (a + 3)(x 2) = 4(x 2) 

RESOLUCIÓN : 

Simplificando : (+-2) > x-2=0 =x=2 
(para no perder soluciones) 


* Tendremos : 

La ecuación tiene 2 soluciones x=2 y x=1 (de no 
haberigualado a cero, hubiéramos perdido la solución 
x=2) 


2) Si se multiplica ambos miembros de una ecuación 
por una misma expresión que contenga a la incógnita 
, entonces se puede producir soluciones extrañas. Esto 
se puede evitar si previamente se simplifica por 
separado cada miembro de la ecuación . 


EJEMPLO : 


+ resotver: (*+3)(+-2)_ y 
x—-2 


* Primero simplificamos (=—2) y tendremos 
x+3=4 =x=1. 

OBSERVACIÓN: 

Si hubiésemos trasladado (x-2) a multiplicar 


, tendríamos que una solución sería 1=2, que es una 
solución extraña, pues no verifica la igualdad . 


3) Si se elevan ambos miembros de una ecuación a 
un mismo exponente , entonces se puede introducir 


ECaa_ a EZMENME A 


LA ENCreroreDra 2012) 


soluciones extrañas . 
EJEMPLO : 


Resolver: Va +7 ==x-7 

RESOLUCIÓN : 

* Elevando al cuadrado : 
dat 7) = (73 
2:2*4+7=x* -14x +49 
> 14x=423x=3 

Pero si reemplazamos x=3 en la ecuación dada 


tendremos . 
37 +7=3-7 +16 =-4 
4=-4 (nocumple) 


* Luego : =3 es una solución extraña , y la ecuación 
es incompatible, pues no tiene solución 
OBSERVACIÓN : 

Siempre que se potencie los 2 miembros de una 
ecuación , el valor o valores obtenidos para “w” deben 
comprobarse en la ecuación dada ; pues pueden no ser 
soluciones verdaderas . 


ECUACIONES DE PRIMER GRADO O 
LINEALES 

(CON UNA SOLA INCÓGNITA) 
* La ecuación lineal con una incógnita . 

ax+b=0; az0 
* Tiene solución única: y =-_B 

a 

* Por tanto , para resolver una ecuación de primer 
grado con una incógnita se transponen todos los 
términos que contienen a la incógnita a un miembro 
de la ecuación y se realizan las operaciones para el 
despeje de la incógnita . 
EJEMPLO : 
Resolver la ecuación : 


ax+b*=a +bi; ab 
RESOLUCIÓN : 


* Por supuesto, aquí se sobre entiende que la incógnita 
es x y que por tanto, todas las letras representan 
constantes conocidas . Entonces procedemos como 


sigue: 
* Por transposición: ax—bx =a* — b? 


*Factorizando : (a-bjw==a*-t? 
*Dividiendo entre (a —b) si a *b; 
x=a+b 


* Comprobaremos nuestra solución por sustitución 
directa de la raíz (a + b) en la ecuación original , así 
tendremos. aa +b) +b* =a* + b(a + b) 


* Osea la identidad : 
ar+ab+bi=a +a0b+b* 
DISCUSIÓN DE LA HAÍZ : 


x=-B ;dez:ax+b=0 
1) Si: a =0;b = 0 > La ecuación es indeterminada 
2) Si: a =0;b40 > La ecuación es incompatible 
3) Siza +0;b40 > La ecuación es determinada 
EJEMPLOS: 

OD Resolver: S(x— 7) +6 =2x +4 
RESOLUCIÓN: 

* Primero  desaparecemos 
multiplicando 3 por (2-7): 


3(-7)+5 =2x+4 
NA 


los — paréntesis, 


1 
— 3x- 21 +5 =2x+4 


* Transponiendo términos: 
3x-2x=4-5+21>x= 20 
(E) Resolver; 3-8 = 12 


RESOLUCIÓN 
3x=12+8>3x=20>x= 


(E) Resolver: 8(x + 2) = 6x 12 
RESOLUCIÓN 


20 
3 


3 (x +2) =5x-12 
odr + 6=5x- 123% 6x =-12-6 


= 2 =-183:=>2=9 
(O) Resolver: F+ F= 5 
RESOLUCIÓN: 

*Multiplicando todo por M.C.M.:(2; 3)= 6 


> rra =b 1 =1 


EJEMPLO 5: 
Resolver: (+3) +7=(x + 6)(x +4) 
AJ1  BJZ C)-2 DO  EJ4 


RESOLUCIÓ) 


(CATRTITDIERACIS 
* Primero desaparecemos los paréntesis, aplicando 


productos notables: (x:+3)*+7=(x+6)(x+4) 


== 
* Setiene: 4+6x+9+7=+ 10x +24 
—_— 


* Trasponiendo y agrupando términos: 


9+7-28=5% +10x- 2% -6x 
* Reduciendo: -8=4x 
*Luego:  -2=x 


“E Pobismación) 


Nota que se procura tener a la incógnita con el 
coeficiente positivo, 


nora) 
En un viejo pergamino del “País de las Maravillas” 
apareció este dibujo con la siguiente inscripción : “Te 
damos muchas pistas, para que sumando los valores 
que tienen los animalitos, tanto en las filas como en 
columnas, te den los números indicados. 


Mira con atención y utiliza tu ingenio, ya que es más 
fácil de lo que parece” 


Como verás , éste es un ejemplo de un sistema de 
ecuaciones cuyas variables son los dibujos de cada 
animalito ¿descubriste su valor? 


Algebraicamente —, este problema puede ser escrito 


pues a+ y+z+w=13 


2y+22 =18 
Lxa+ y =10 
da  =15 


y+z+w =10 


* Observa que para este sistema se han utilizado 4 
variables: x., y, z , 10, sin embargo en nuestro cago, 


EC es VET 


EDICIONES KUBIVOS 
veremos sistemas con 2 6 3 variables. 


SISTEMA LINEAL DE ECUACIONES DE 
DOS VARIABLES 


* Son ecuaciones del tipo : 
ax+by=c 
de+ey=f 
Donde: *z” e “y” son las incógnitas; a, b,c,d,e y 
f son constantes . 
*¿Que significa “resolver un sistema de ecuaciones”? 
Significa hallar los valores de las incógnitas 


(generalmente x e y) , de tal manera que al 
reemplazarlas en las ecuaciones se verifica la igualdad 


MÉTODOS PARA RESOLVER 
SISTEMAS 


Existen muchos métodos para resolver SISTEMAS DE 
ECUACIONES , algunos más sencillos que otros El 
día de hoy estudiaremos tres de ellos : 


DMÉTODO DE REDUCCIÓN POR SUMA Y 
RESTA : 


Utilizamos el mismo sistema para seguir verificando 
que con cualquiera de los métodos se obtienen las 


mismas raíces . 
3x-2y=7 (1) 
Sx+ y=3 (1) 


* Mediante la suma o la resta de las dos ecuaciones se 
elimina una de las incógnitas ; luego con un pasaje de 
términos se halla la incógnita que quedó . Se observa 
que para eliminar una de las incógnitas , ellas tiene 
que tener el mismo coeficiente (así se anulan al sumar 
o restar) . Si no tienen el mismo coeficiente , se 
multiplica una de ellas o las dos ecuaciones por un 
factor o distintos factores, de modo tal que queden los 
términos de las incógnitas iguales . 

* De acuerdo a los signos que tengan se suman o se 
restan las ecuaciones para anular la incógnita . 


* En nuestro sistema para eliminar la incógnita x , a 
la ecuación 1. se la multiplica por el factor 6 y a la 


ecuación HI por el factor 3 , quedando así: 
x5 | 30-2y=7 > 16% -10y = 85 
x3 | 6x+ y =3 >, L6x+3y =9 
0 -13y= 26 


*Como los coeficientes de las “x” son iguales y del 
mismo signo ; para que se eliminen se restan las 2 


EA EA MEZRE MES 
ecuaciones miembro a miembro . Se despeja “y” 


26 
y=2>-y=2 
y 7 


* Se multiplica por (-1) 


Es una de las raíces. 

*Para eliminar la incógnita y , solamente es necesario 
multiplicar a la ecuación II por el factor 2, para que 
los coeficientes de la incógnita queden iguales . 


> 3x-2y=7 


3-2 =7 
10x + 2y=6 
alga > Eta k 
13x+0 =13 
1 
>. 5 
, 


[=1)> la otra raíz. 


* En este método , el objetivo es eliminar una de las 
incógnitas sumando ambas ecuaciones . 


EJEMPLO 2: 

Resolver el sistema : 
+ 2y=12 om ecuación (1) 
4x-y=13 sumo ecuación (11) 


RESOLUCIÓN : 
* Sisumamos ambas ecuaciones no se elimina ninguna 
incógnita , así que multipliquemos por 2 la ecuación 


a Esteartificioesmuy 


usado en la resolución 


Í a+2y=12 
desistemas 


2(4:-y)=2(8) > 
a+ 2Í=12 
Bx-A =6 
Dx =18: 
Estevalor será sustituido 
en cualquier ecuación 
* Asíobtenemos: y=6 
INMÉTODO DE IGUALACIÓN : 
* Utilizamos el mismo sistema que en el método 
anterior. 3x-2y=7 
de od 


* Tenemos: 


* Sumando: 


>r=2 > 


* Para verificar que al emplear otro sistema, se 
obtienen las mismas raíces. 


*Se trabaja paralelamente con las dos ecuaciones, se 


despeja en ambas la misma incógnita por ejemplo x, y 
quedan dos igualdades con un mismo miembro igual ; 


2 
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entonces el otro también lo es . 


* Se igualan los Zdos . Miembros y se despeja el 
valor de y. Con un proceso análogo se halla el valor 


den [en 
bat y =38 voce MI) 
* Para obtener el valor de x : 
a) Se despeja la y en la ecuación (1) : 
3x-2y=7 


-3x 7+3x% 
2 2 


b) Se reemplaza el valor de la y en la ecuación (11) : 


>-2y =7-3x e ó >y= 


-7+3x% 
Ba +y O 


£) Se realizan las operaciones indicadas y luego se hace 
el pasaje de términos, despejando la x. 
10x-7+3x% a 


= 3 


* Se agrupan los coeficientes de x. 
10% 
2 


pasa el divisor 2. 
13x-7=3x2 


*El7 se pasa sumando 
1 

>. E > 
1 

* El valor de x: es la otra raíz. 


* Entonces : 
Dado el sistema ( 


13x=6+7 


3x-2y=7 
bx+ y=3 


*Las raíces que satisfacen a dicho sistema son: 
(1;-2) osea : 


*=1 


a[y=8 


* Recuerda que se despeja una misma variable en 
ambas ecuaciones, luego se igualan ambos resultados, 
EJEMPLO 2: 

Resolver el sistema 


RESOLUCIÓN: 
* Despejando “y” en (1) : 
x+2y=12>2y=12-2>y= 


* Despejando “y” en (II): 


xro cción PEC TEE EDICIONES KUBIÑOS 


4i-y=3 ANÁLISIS DEL SISTEMA PARTICULAR 3 
>4=3 +93 4-3 =y ax +b,y =0y 
* Luego igualando ambos resultados : 
Pra ax+by=c 
=4x-3>12-x = 2(4x-8) dd 
12-25 =8-6>12+6=8x+x A) COMPATIBLE DETERMINADO : 
>18= 9% > x=2 XxX 
*Reemplazando el valor de “x” en (1) o en (11) E 
tenemos : h Úx;y) punto solución 
2+2y =2>2y=12-23y=H=6> y=6 Ez cs 
y 1 
1) MÉTODO DE SUSTITUCIÓN : PE 
S MPATIBLE EYVDETERMINADO : 
e allas dlmdtodd anterior con la Alfbrendada que E 
únicamente se despeja una variable en una ecuación 1,=L, 
¿y este resultado es reemplazado en la otra ecuación 
EJEMPLO : 
Resolver el sistema : 
x4+2y=12. 
4x- y=3 


RESOLUCIÓN : 
* De (1) despejamos a la incógnita en «x»: x =12-2y 
* Este resultado lo reemplazamos en (11): 
4(12-2y)-y =3>48-8y-y=3 
248-3 =8y + y > 45 = 9y 


>b=y PROBLEMA 1: 
* Este valor se reemplaza en (1) o en (11) y obtenemos 
el valor de “%x”: 
x +2(6) =12>x= 12-10>x=2 E UCION: 
CLASIFICACIÓN DE LOS e +12 
SISTEMAS DE ECUACIONES E 
(DE ACUERDO A SU SOLUCIÓN) DTransponiendo términos : 
A) SISTEMAS COMPATIBLES 3 3x-2r=124+8 
Aquellos que tienen solución , se subdividen II) Reducción de T.S.: x=20 
en: ada. $ Conjunto solución = C.S. = (20) 
A,) DETERMIVADO = PROBLEMA 2: 
Número de soluciones limitado . Fa 
A,) INDETERMIVADOS = » 7 
A AN 7 
Número de soluciones ilimitado . ON 
BD) SISTEMAS IECOMPATIBLES e pos * Suprimir signos de colección: 
AN 


OS 
2) + 3a =32 (Sa +4) 


Aquellos que no tienen solución . 


[AM AZMIZMEMEDA PEC: MET La Excrexorenta 2012) 
* Reduzco términos semejantes: HE 65 630 4 o dz 
=65a-10+3a=6a+8 5 5 5 ES 
* Transponer términos: A 
O E * La ecuación queda simplificada , y. se sigue 


* Despejarll incógnita; 2a =18 > a =22 


* Solución :a =9 => C.S. =(9) 


RPZA: 0" 


PROBLEMA 3: 


RESOL| 0 


PIO 
x (242) =(0-2)(x- 4) 
L- producto notable 


a limar 48m al 6042 28 
»8br=8Bor= E 
* Solución: x= 1C.S. =(1) 


PROBLEMA 4 : 


RESOLUCIÓN: 


* Se busca un denominador común, es decir se busca 
el m.c.m, de los denominadores. 


En la ecuación: ¿ Le 


8 
=Extraemos el M.C.M.:(3, 5, 15)=15 


* El M.C.M. obtenido será el común denominador el 
cual se divide entre cada uno de los denominadores y 
cuyo resultado se multiplica por el numerador 
respectivo. 

En la ecuación: 


En 


aa 
15*15 15 15 


* Se anulan los denominadores multiplicando 
mentalmente toda la ecuación por el denominador 
común. 


* En la ecuación; resultará: 


resolviendo como una ecuación de coeficiente enteros. 
* En la ecuación: 
6x + 6x = 30 + 10x 
* Se reducen términos : 
= 1ix = 30 + 10x 

* Se transpone términos : 

=11x-10x= 303 1x = 30>==% 

* Se despeja la incógnita: x =30 

Solución de la ecuación 

RPTA ; “E” 


* Cuando un número negativo que está multiplicando 
ala incógnita pasa a dividir no cambia de signo. 
EJEMPLO: 


-8x=16= => x=2 
PROBLEMA 5: 


RESOLUCIÓN: 

12(5x- 1) = 20(x — 2) - 16(2x - 3) 
¿M.C.Mo 53,4) = 60 

230% - 12 = 20x- 40- 30x + 45 
230% - 12 =-10x + 6 


280x + 10x =6 + 12 => 40x = 17 


* Solución: += 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 6: 


M.C.M¿,y = 19 
> 7x+2(x+1) = 14x-28 

> 74+20+2=14x-28 

> 9+2=14x-28 

=9x- 14x =-28-2 =-bx =-30 e“ 


EXTRA ME 27 EDICIONES KUBIÑOS) 
>= ni B)2 C)4 — DHO) E) ser 
5 RESOLUCIÓN: 
* Solución: x= 6 * Calculamos el M.C.M. de los denominadores. 
RPTA : “0” 
326j2 
313|3 > 
111 M.CM=2x3=6 
* Se multiplica a toda la igualdad por dicho M.C.M : 
bx-2 2-1 Ta-1 
k 0 9.072 
* Efectuamos los productos indicados para suprimir * Se simplifican con su respectivo denominador y se 
los signos colección: multiplica por su numerador: 


axt+al-x=a+a+1 
* Eliminamos los términos repetidos en ambos 
miembros: 
ea a a+ 1 
* Se suman los términos semejantes (factorizando): 
x(a-1)=0+1 
* Despejar la variable: 


x(a-1) =2+1 
TC pana dividiando 


* El conjunto de solución: 
RPTA : “C" 


RESOLUCIÓN : 

* Multiplicando ambos miembros por (ab) y 
efectuando operaciones: 

a(2x + a) + b(a-b) = 3ax + (a—b)* 

22ax +a? + bx-b'=3ax + a? - 2ab + b* 

sax + bx =2b* - 2ab 

* Sacando factor común y despejando la varinble; 


x(b-a) =2b(0-0J >: 
>» x=2b6505.= (2b) 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 9 


2(6r—2)=8(x—1)+7x-1>10:-4=30-8+7%-1 


* 'Transponer términos; agrupando en un miembro 
todas las incógnitas y en el otro todas las cantidades 
conocidas: 10x— 3x- 7x =-3-1 +4 
*Reducir términos semejantes: Ox = 0 

RPTA : “E” 


PROBLEMA 10: 


RESOLUCIÓN : 
*Abramos los paréntesis : 


(1) + (543) H(6)040), - 


A 201167 
* 'Transponiendo y reduciendo términos semejantes, 
tendríamos: x= 32 + 18-16 => x=-5=-3 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 11: 


RESOLUCIÓN : 
* Simplificando la fracción : 
15 18 
UL 10x + 12 
-* Reemplazando esta fracción en la ecuación: 
pLA! Ed 
E 7 Pr] “ur 10% +12 


(LAN EA NENE MEA 

*Luego; 10x + 12 =24x13 

* Despejamos x : HE >x=30 
RPTA : “E” 


OLUCIÓN : 


* Los denominadores son: 
« c-2) + (2: +3) 
-2ab.Gx = (2+3)(%-2) 
+3 
xs -2 


* Luego el MCM será: (2x+3)(x -2) 


* Multipliquemos ambos miembros de la ecuación por 
el MCM: 
(2) M2) (Pg) 1-2) 
(x24+78 ) 
+3 (a 
*Simplificando: 
2(x +2)(2x +3) -8(x-2)' =2* + 78 
* ¡Cuidado! 
Antes de continuar, tenemos que establecer la 
condición: El MCM por el que hemos multiplicado la 
Ecuación debe ser distinto de cero, es decir: 
(2x4 3)(x-2)9 0 
* Para que esto ocurra, cada factor debe ser distinto 


(2x + 8)(x- 2) 


de cero: 24320 => 24-8/2 
x-2.0 >x*2 
“Ahora continuemos con (1): (desarrollando las 


multiplicaciones) 
40? + 14x + 12-3x* + 12x-12=34 + 78 
*Reduciendo términos semejantes y despejando x : 
26=78 > x=3 

*Aceptamos x=3 como solución correcta porque es 
distinto de - 3/2 y de 2 como establece la condición 
anterior. 

RPTA : “C” 


PROBLEMA 12: 


TEC E 
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RESOLUCIÓN : 
* Efectuamos las restas dentro de los paréntesis: 


(53 


*Multiplicando ambos miembros por “bc” y llevando 
todo al 1? miembro: 
ab(be—x)—od(be-x)=0 
* Factor común polinomio: 
(bc—x) (ab—cd)=0 


> bos ¿dq ber =0> x=b0 pa ¿ug 


. a 

RESOLUCIÓN : 

* Notaras que el MCM de los denominadores es: 
(a + b) (ab) 

* Multiplicamos a toda la ecuación por este MCM. 


aro a + go +rbÍla—0) E 
= Lara 0) E la DO E 


* Al simplificar tendríamos: 
(a +b) (x + a) + (a-b)(x-a) = 
(ab) (x + b) + 2(a + b)(x- b) 
* Si efectuamos las multiplicaciones indicadas, y 
reduciendo tendremos: 
Lax + 2ab = 3ax + bx - ab - 3b* 
* Transponiendo y reduciendo: 
ax + bx =3ab + 3b* 


* Extraigamos factor común: 
x(a+b)=8b(a+b) => x=3b 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 14: 


DJ, ompatibl 
RESOLUCIÓN: 
* Elevamos al cuadrado a ambos miembros de la 
ecuación, considerando que al hacerlo, se introducen 
“soluciones extrañas'” que hay que identificar y 
2 O Nat 
* Desarrollando: 

darias Jarl Jal 1 


(EAT 


EDICIONES KUE! 


* Reduciendo los radicales: 
a+ I+2Vdx*-1+4x-Y=1 
* Reduciendo términos semejantes y transponiendo: 
27 -1=1-2% 
* Volvamos a elevar al cuadrado: 4(x"-1) = 1-4x +4x7 
* Reduciendo términos semejantes: 
4:=5=x=3 ¡Pero.... cuidado! 


* Como hemos elevado al cuadrado 2 veces, es probable 
que la raíz obtenida sea “solución extraña”. ¿Cómo 


identificarlo?. Probémosla ; si reemplazamos * = 2 
en la ecuación original. 


Vie fi=13 74 7 =1 
3+1=1>14=1 >2=1 ... ¡absurdo! 


* Luego x = $ ES SOLUCIÓN EXTRAÑA que ahora 
descartamos. Como no hay más soluciones que probar, 
la ecuación no tiene solución, es decir es INCOMPATIBLE. 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 15: 


RESOLUCIÓN : 
* Si elevamos al cubo a ambos miembros vamos a 
recurrir a: 

(a +b)* =a* + b* + 3abía + b) 
* Elevamos nuestra ecuación: 


[Was Js +Ya=J%|' =Plña]? 
* Desarrollando: 
Mardi la Ji a Narda 
Ala Je Cla+ Jo +3/a Ve )= 60 
* Simplificando: 40-548 Yare 
* Reduciendo términos semejantes: 
3 Va?—-x Yña=%a 
* Nuevamente... al cubo; 
Ela Ye]? =a* > bala? -x)=a* 
* Más simplificaciones: 6a* —6x = a? 


Vba =ba 


* Despejamos x : 2 = 8% 


PROBLEMA 16: 


+ax 


> amn-—anx + bnx = bmn—- bmx + ama 
> amn-bmn = amx-—bmx + anx- bnx 
=> mn(a-b) = mx(a-b) + nx(a—b) 


* Dividiendo por (a - b), quedará así: 


mna=x(min)>x= 20 


RPTA :“C” 


PROBLEMA 17: 


RESOLUCIÓN: 
* Transponiendo términos: 
A 1 


E! 1 xa rb _xaxtb 
0 za 5 30 bla tb ta) 


ee 


* De aquí: 
(o - blx —a) =- (x + b)(x + a) 


PSN 

»*- a= Y- -ab 
(aru (a+ DE 

> 20? =-20b> x? =-ab 


>x=:vVab 


PROBLEMA 18: 


RPTA : “E” 


RESOLUCIÓN : 


* Transponiendo: 
PESO TN EY 1 
Cl ES sb = ER 


=> Ho > ES 
> +(a+b)x+ab=0 
a 


b 


CALZ ERE 
*Deaquí: (x +a)(x +b)=0 
* Donde: 


x=-a n:=-b 


“PROBLEMA 19: 


RESOLUCIÓN : 
* Efectuemos los factores que se indican: 


IMPI + Ple + 4) (2 13) + 2x =60 


(57 -x-6)(77 -x- 20) - (xx - 19)" + 2x =60 


* De aquí, hacemos : a*- a: = a, quedará así: 

> (a - 6)(a - 20)- (a -13)* + 2x= 50 
* Desarrollando ; 

> A -260+120- a + 260 -169+2x=60 


* Transponiendo : 2x = 50 - 120 + 169 


>21=99 > x=49,5 
RPTA :; 


A : 


* Multiplicando por la conjugada en cada término: 


[+2 - [+1 nn 3 [+3 Jx42 
( 24 Jarl O fxA2 fx) (fx 42 (JAS AL) 
far - fx 3 dE, 
€ ja [343 M Jr JS) 
ARAS A ll a =1 


Vir Vr 1+1 Ey a al cuadrado: 


xtd=x 142 J+1o 1=Jx+1 
* Al cuadrado: 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 21 : 
RESOLUCIÓN: 
O x-100 x+48_37_x z 37 
MO at? 25 
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S7b0x024 
AT >x-2 


RPTA : “A” 


el siguiente sister 
(0) 
pr + dy mi 
RESOLUCIÓN : 


1) POR SUSTITUCIÓN + 
Be-2y =11 cuero (1) 
Lr+dy=2 canas (1) 

*De (D.... 5x -2y = 11 

ón ES 

* Reemplazando en (11); 

20 (15% +4y=2> Pr, 4y=2 

> PA4Y+ 209 2 224 24y=10 


> 24y=10-22 
1 


2 
* Ahora de (1) vu... 6x-— 2y = 11 


-2y=11-6%0 -y= PE 
-11 4 6x 
>» y. AE 
* Reemplazo en (1): 
2uara CULEEZ y a qe 4 LEO a y 
2 2 
2 
o AT aora 2 
1 
1) POR IGUALACIÓN + 
* De: 6x-2y = 11 
A pr. 
ir=114+2y >= co (1) 


* Ahora de: 2x + dy = 2 


otr=2-dyox.= A Y 


* Igualando (a) y (b): 
ur LE 225 211429) (2-49)0 
> ey 2 10- ii +20y =10-22 


2] 
> My =-123y hor 
2 


EA EEC 

* Luego despejamos y en (1) y (ID); 

11-5x le 
2 


-2y= 11-5x=>-y= 


* Ahora de : 2x + dy =2 


E 
> 1y=2-2x> y EP 
* Igualando: 
A EA es (11 4 05 = 2/0 20) 44 + 205 44 


2 
A L> .=2 
1 


11) POR SUMA O RESTA+ 
* Para anular x: 


6x-—2y =11=> 10:- 4y=22 
¡2x+ 4y=2 => 10: +20y=10 6 


0-24y=12 


* Para anular y : 
5x-2y =11= 10x-4y=22 
a Lr+ dy=2 6 
12x + 0=24 


=.*.-2 


RESOLUCIÓN : 


* Cuando una de las ecuaciones tiene coeficiente 
fraccionario , para trabajar con más sencillez , se 
eliminan los denominadores , quedando ecuaciones 
lineales enteras. 


* De (1): 


0912 PE 


=1> 12x-1y =2 


12x-y=2 
llx+y=7 
* Para obtener y : 12x—y = 2 conrsonnssrenerasos (1) 


* El sistema queda: ( 


EDICIONES RUBIÑO, 
E E 
o 122=2+y9>2= 


* Reemplazo en (1): 


+y 22+11y+12y 
= 29 y 272 HD 
1lx+y 71 = Je => ;ñ 7 


+7 224 20 =712 2% =84-22> y -= 
* Para obtener x: 
De (1): 12x-y =2 
>-y1=2-12x=>-y=-2+12x% 
* Reemplazando en (11) ; 
Ux+y =7>11x+(-24-12x) =7>11x-2+12:=7 
9 
-2= +. =— 
>23xr- 7>2=74+2>x% 5 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 24 : 


RESOLUCIÓN : 


* Para eliminar la incógnita x: 
A la ecuación (1) se la multiplica por el factor 3 y a la 
ecuación (11) por el factor E 


¡Ex-49=022+-12y=18 
5:-ey=5> 2% dy 2 


-L 
o -8y =G 


* Comolos coeficientes dex son del mismo signo, para 
eliminarlos se restaron ambos miembros de las 
ecuaciones. '4 11 


Ej a 3 
A 


* Para eliminar la incógnita y , a la ecuación (1) se la 
multiplica por el factor 3 y a la ecuación (HI) por el 
factor 2. 


Es 4y= 02 25-12y=18 
¡Se 6y =85= Gx -12y=10 
4x4 0=8 


* Como los coeficientes son del mismo signo, se 
restaron las ecuaciones para que se eliminen: 
-.= Los=-2 


A RPTA : “D” 
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RESOLUCIÓN : 


* Despejamos cualquiera de las incógnitas , sea a en la 
ecuación (1): 

x+3y=6=> x2m6-8y 
* Este valor se reemplaza en la ecuación (11): 
6x-2y=13 
=> 5(6- 3y)-2y =13 => 30 -16y-2y =13 
* Transponer términos , agrupando en un miembro 
todas las incógnitas y en el otro todas las cantidades 
conocidas: 5,9, =18-90=3-17y =-17>y=1 
* Sustituimos : y = 1 ; en cualquiera de las ecuaciones 
dadas: 


* Ecuación (1): x + 3y=6>x+3/)=063x= 0-33 
RPTA 


RESOLUCIÓN : 
* Multiplicamos la ecuación (TI) por 2 , y tendremos: 


(mana | 


* Dado que los coeficientes de “y” tienen signos 
distintos se suman estas ecuaciones porque con ello se 
elimina la variable y: 
Es +8r=20- 46 130-2030 E 2 
“Sustituyendo x'=-2, en cualquiera de las ecuaciones 
didas e 
* Ecuación (1): 6x + 6y = 20 > 5(-2)+ 6y = 20 
2-10+6y=20=>6y=30>y=85 
*Sepide:x+y=-2+5=3 

RPTA: “A” 


PROBLEMA $8: 


RESOLUCIÓN : > 
* Despejamos cualquiera de las incógnitas, sea + en 
ambas ecuaciones. 

* Ecuación (1) 1a +2y =3 >x =3-2y 

* Ecuación (II): 6x - Sy = 2 a. Y 


* Luego se igualan entre si los dos valores de x 
obtenidos: 3-2y= 2% 
* Resolviendo esta ecuación: 
5(3- 2y)=(2+3y)> 16- 10y=2+ 3y 
* Transporte términos , agrupando en un miembro 
todas las incógnitas y en el otro todas las cantidades 
conocidas: _¿py-3y=2-16>-18y=-18>y=1 
* Sustituimos y=1, en cualquiera de las ecuaciones 
dadas. 
* Ecuación (1) :x +2y =3>x+2(D)=3=>x=1 
*Se pide; x—y =1-1=0 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 29 : 
Resolve 


RESOLUCIÓN : 
* Multiplicando por 3 ambos miembros de la ecuación 


(Dm: 
x+2y =10 
12x-3y=3 
18x+ 0=13 
* Al sumar miembro a miembro se obtiene: x=1 5; 


y=5 


PROBLEMA 30: 


RESOLUCIÓN : 
* Dela ecuación (1): y = 2x9 3 
* Sustituyendo en la ecuación (11): 


(MARREOIAOAAA 


EEC ss TH 


EDICIONES KUBINOS) 


Bx+ 2(2x-9)=10 
>I=2B>x=4 ; 


1 


PROBLEMA 31 


RESOLUCIÓN 
* Despejando “%x" en las dos 


ecuaciones: rola, 1 


. ; Lady 13-69 
Tgualando; 12. 


4+12y=20-10y> y=1 
* Reemplazando y=1 en la ecuación 
(11) se tiene; x = 2 


AYORAGTICA 


(BR 
TERMINOS SEMEJANTES 
(GDReducir: 6a + 70 +a 


A) Ya B)i2a  C)i3a 
D)7a E)14a 
(BReducir: «Dx + 2x —4x 
A)-7% B)8x C)7x 
Dix Ej-Ux 
(Resolver; xx + Za* 
Ajó" Bjáxz C)2x 
Di4x E)2x + 3x2 
(BResolver: 

a+ + 3(x42) -6x 
AJOx B)10x + 6 C)10x-6 
DJ E) -6 
(Resolver: 

By + 7y-3y'x 
A)J7xy? B)7w*'y C)8x*- dxy? 
d)0 e) NA 

((B) Reducir: - (-3x +4) - (3-8) 
AJA B)-6x-12 C)6x-4 
D)-4 — EJGx+4 
(DReducir: 
(-5M -2M-3) + (- 3)(5M-4) 
AJ30 B)-30  C)16 
D)60 E)- 90 


(BReducinx.2.x+atx + 79% 


AJ8x +81 B)3x + 21% + 73% 
C)9x D)9x% EJ9x* 
(DRestar: dxy de 8xy +4 
A)-8xy -4 B)-4xy -4 

Cláxy +4  Dj4xy-4 E)-4xy+4 
(DDe 5xy + 8 restar day +8 
A)-xy B)10 C)- 16 
D)-9 Ejxy 
(DReducir: 6x — 18% + 9x +4 
A)- dx Bjáx+4 C)J4 


DJ4-4x  EJO 
(AReducir: 

Te + 8x + 9 —3x + 2) + 12x 
A) 18 B)- 18 C) B4x 


D)-64x  E)-8x +18 
(DResolver: x9(2% + 1)-x(x-3x) 


AJ2x? Bjax" 1910) 
D)-3x*  EJ6x* 
(Resolver; 


-(-(-4)) + (dx —(-4)) 
AJ8 + 4x  B)-8+ dx Cjáx 
DJO E) - 8-4x 
(Reducir: 

6x + 7(x%— 8) —Sídx + 1) 
A)=x +8By Blx-6y C)-63 


D)J56 E) - 59 
(DReducir: 

Bx(x+y) + 2y(0-2) + dy - Bxy 
AJ35 Bj2sy Chat + 79 
DJ8xy + 9x* EJá 
(Resolver: 

xyla* + 5xy) y -dxlxy") 
aJ0 Bixty  Cjx%y 


D)-x%y?  E)-xy 
(BRestar: 2x + 3y de 8x + 7y 
A)- 6x + 4y  B)10x— 10y 


C)6x+4y — DJ6x-4y 
E) - 10% - 10y 
(DRestar: 

6x-3y +7 de Bx-3y-7 
AJ14 B)-14  C)O 
DM0x  EJ6y 


EDDe 5ab-7bc+8ac restar 
-4ab + 6bc + Bca 

A)9a - 13bc Bjab+bc C) -be+ac 
Djab—be E) ab—bc- 16ac 


(Suma, Resta, Multiplicación) 
* Hallar la suma de: 


(D2b + 3a— e;2a+3b+e 


Da -4b +50; 
(Qm+n-p; -m-n+p 


OD -3y+b 5 ay dos 
—6x + dy-9 


O arb-e 
+-3a -b+30 


(D -7x — dy + 62; 10x —20y - 
8z; -5x + 24y + 2z 


(392a +3b; 6b-4c;-a +8e 
(d2x-3y; 6z +9; Gx -4;8y- 6 
* RESTAR: 

(Da-b de b-a 

(Dx - y de 2x +3y 

(O) -5a +b de -70 +5 
(Dx - bx de - +0 

(1) -x4+y-z de x+3y -6z 

* De: 

(1) -9 restar a -8 

(13) 16 restar 5xy - x* +10 
(Mx restar —a* — 8x*y — Guy" 
(E) 3m'-6n* restarm' +8mn + 10n* 
(MB a? -ab restar 3ab +b* 

* Suprimir signos de agrupación 
(Dx —(x-y) 

OY +(-3:-4* +0) 

Ed a +b-(-2a + 3) 

O im -(-2m-n) 

Éd2x + 3y - (dx + 3y) 

Da +(a-b)+(-a +b) 


-7a + 4b-6c 


¡2a +2b-2e 


CAA_ EZ MLZIEMEZ AA 


E) 2a-(-x+a-1)-la+x-3) 


OPERACIONES CON 
FRACCIONES 

FRACCIONES 3 
Una fracción algebraica es el 
cociente indicado de dos 
expresiones algebraicas racionales; 
siendo por lo menos el divisor una 
expresión algebraica. 
NOTACIÓN: 


F= N— Numerador 
D-—> Denominador 


"EDADES FUNDAMENTALES 
DE LAS PMACCIONES 
FRACCIONES MOMOGENEAS : 


Son aquellas fracciones que tienen 
iguales denominadores 


EJEMPLO : 


FRACCIONES UETEROGES 
Cuando las fracciones son de 
denominadores diferentes se 
llaman: "Fracciones Heterogeneas” 
para ello se saca el Minimo Común 
Multiplo (MCM) de los 
denominadores 
EJEMPLO : 
A a e 9 
23. 
MOM de: 
2 
1 
PA 


IS MCM = 2x3 =6 
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(MSumar: > 


5 
Ajx B)2x C)3x 
DEB 
7x,8x 33 

(Efectuar: 7242: 32 
Ax Bi2x  Cj3x 
Diáx  EjOx 

oz 
Dri Er 
(Efectuar: H-E 

o; 

=> 
2 

0% 
(DEtectuar: 5-7 
AD Br Cj-a 
Dja El 
Efectuar: 2-2 
Aj BA 0% 
Dr Ela 
(09 Efectuar: + a+ 72 
AJO BA CA 
DIM EJ 
(O Efectuar: 2+2+2 
AA BAC 
Diz EJ vo 


Y Y 
GE 
(O Electuar: q +39 


AJO 
DIA 


BI 
EY 


C) 


% 


batb_5atb 
(OD Efectuar: “el? a?o 


A 
1 E 
Daty 4x” 
O Efectuar: 2-2 
Ag Ba co 
DEL EL 
(O) Resolver: —am+ Son. 
AZ BIZ OA 
Dz E 


Dto 512 


LES BJ40 (E 

DJ49 E) 1 

(O Resolver: [52 +3=)+ 

AJ2y BJ2 or 
EJ? 


Anta COMBIVADAS 


DE TÉRMIVOS SEMEJANTES 
(0) Resolver: 2x- (3146) +2 +7 
an BJ2 0)3 
D)5 Elx +1 
(1) Resolver: - (-% + 1)-(x-8) 
AJ BJ3 C)-2 

D)J2 E)-1 
(M Calcular: x + 2:(3) - 7(x- 1) 
AJ6 B)J5 CJ4 

D)7 EJ9 

6 Resolver: 43. 1 
AJ2x15 pe C)6x/6 

D)19x/6  Ej2x 

(S) Resolver: 

- 3-2) -—(-x340)) 
AJ4x-9  B)11-4x C)óx-11 


D)4x- 11 EJ11-6x 
(E8) Resolver; 2x—(5 + 2x) + 18/2 


(EA IA 


EDICIONES RUBIÑOS] 


A) 21/2 BJO CJ8/2 
D)-8/2  EJ23/2 

(DResolver:0=+ 35 - 

AJ1S/Z B)2/8 C)2x/13 

D)18x/2  EJ37x16 

(1 Resolver: 

Lx + 33 b(x+2) + 16 

4)3 B)4 C)6 

DJ6 EJ7 


(O Calcular: [29 +52, 
Aj2áx BT 07% 

DJ89 —— EJiS% 
(OD Resolver: 2-02 


AJ12x/30  B)13x/30  C)13x/15 
D)27x/86  EJ17x/80 


(DEfectuar: 
de + (3x4) - (6x + 8) 


AJ2x-9  B)J2x+7 Cjx-9 
D)J9x-2 — EJ9x+7 
(1D Efectuar: 


Ax +3+(-4+2x)-(-6x +8) 


A)J7x-5  BJ8x-7  C)llx-4 
D)10x +6 El7x+3 
(DResolver: 
9x-[-3 + dx] - (6x + 8)-(-4) 
AJ9=-2 — Bjáx C)5x 
DJS E)4 
(QEtectuar: 

Br +2- (2x +4 + (5-8x)) 
A)-3s + 11 B)-8x +7 
C) 9: -7 D)9x + 11 
EJ9x-11 
(Efectuar: 


3-ba+[-244-(70-2) +(20- 6)] 
A)-2-6a B)- da +2 C)-2-4a 
D)2-6a  EJ8-6a 


RAGICANOlA 


Ecuaciones Básicas Y 
Resolver en todos los casos: 


(Dd 4x+8=-20 
AJj-7 Bj-3 CjO 


(0 x+12=5 


D)4  EJ5 


A)J-7 BjO0 Cj1 Dj-1 E)-2 
O 2-4=5-x 

AJO BIS 02 DJ4 EJS 
(O -2+6=-2 

AJ2  BJ4  C)J6 DB  EJO 
(3) -:-5=10 

A-1 B)-8 Cj0 D)4 E)-4 
(D 4-4=y-16 

AJ=4 BJ4  Cj0 Dl EJ2 
(DD 3(-1)-4=2(-1) 

AJ7 BJ6 C)-5 DJO  EJ1 


(3) 16-4x + 6x=12x +8 
A)6/4 B)4/5 C)-8/7 D)1 E)-1 
(Ud) 7x-6x-4= 16: + 3-6x 
AJ-7/8 B)7/8 C)-8/7 D)1  EJ-1 
(0 -23 + 7-3 =3x-x +6 
AJUS B)-3 C)38 DJO E)2 
(D) 7-2) +3 =4(2x-6)-2 
A)-16 B)15 Cj6 Dj4 EJ2 


QQ :-2x+1)=7-4e 
AJS BIE CIL Djá — EJ5 
O 2x+4=4(x-6) 
AJ-14 Bjl4 Cj13 DJS EJ9 


(O) 8(5x + 1)-2(6x +8) = 2(x-1) 
A)J-1 BJ1 C)J8  D)4 EJ6 
(1D) 2x+8-3x=4x + 15-2x 

A)-7/8 B)7IS C)8/7 D)1 EJU2 
(d) 5(2x-4) = 2(8x + 4) 

A) -7 B)1/7 C)7 D)0 E)77 
(O sx + 11 +at23- 1) = 603 409-205 
AJ4  BJ8_ C)-4 D)-2 EJO 
(dd  2x-8=-6x-4 


4J2  B)U2 C)-2 DJO EJ1 
() -S(x-2) + 2(x-1) = 4(x + 6) 
AJ4  B)-4 C)2 D)-6 EJ6 
Ed  (x-8)= (++ 4)(x-6) 


AJ 4/83 B) 83/4 C)-33/4 D)O E)-1 


REANDOMIcIN 
(ED Resolver: 


S(x-2)+5=x-8 
B)-1  Cj0  D)4 


AJ1 


EJ2 


(0) Resolver; 
2+a- (34 +7) =-11 
AJS BS C)J-6  D)B EJ1 
(13) Resolver: 
(x-8) (x +5) = x(x + 8) 
AJ15 B)8 C)-15 D)-8 EJO 


(O Resolver: 

6x(7-x) = 36 -2x(3x - 15) 
AJS B)2 Cj1  D)-1 EJO 
(D) Resolver: 


JO(y -9) - 98 6y) = 2(4y- 1) + 6 +10y 
AS BIS CIS  D)U2 EJ1 


A PRACTICA Tela) 


Ecuaciones Básicas TÍ 
Resolver en cada caso: 
2) 2 2.3 
AJ-8  BJ3  CjO  DJ5 
( s(x-4)+4(x-3)=3(x 2) 


EJ4 


AJV/3 B)13 CIW3 D)19/3 EJS/3 
zz 

(7) 1 

AJ4O Bj-40 C)4  D)=10 EJto 
53,542 

$ |. 

AJ8  B)10 Cj-8  D)-16  EJS 

(3  5(x-1)=8+4x 

AJ13/9 E)9M3 C)13 DJ15 EJ12 


(O Halar el valor de “x" en la 
siguiente ecuación: 
3 


A) 1/10 B)-8/2 C)-112 D)2 
(0) Resolver la ecuación: 


EJO 


AJí3) B)(H CI DI (0) E) (2) 


(9) Hallar la raíz de la siguiente 
ecuación: 


D4x_ Box Y 2 


z 
AJ=5 BJS ()2  DJ4  Ej-=1 


ECAM_EZNIMENE A 


2 x-8_x5-4 
Uitz=22 


El 5 

A)3A7 B)17/3 C)-17/3  DJ1 Eo 
O 
A) 7/53 B)-7/83 C)5Y/T DJ2 EJ4 
O 2 Box Y 2 
ys ms 1 oo 62 
O Eirrntdre 
AJ4  BJ32 C)-32 D)8 E2 

x+8_x-1_x 
O 1 
AS Bj CSS JA EJ2 
O E-ae 
AJ113 B)-3 CJ3 D)2 EJ8B 


TAREANDOMICINIARIA: 
Resolver en todos los casos: 


(Dd (x+2) -2=(x-0) +4 
as BjJ6 c)3 D)5 


(0) Resolver: 
3(2+0) 2-11 _5(2+2) 
Hr E 


B)Y  CjA  DJ3 


B2 


AJO EJ4 


O L-)-:-3- 
AJ8/9 B)-W/5 C)9/8 — DJ1 
102-1059 
B)14 C)7/8 DJO 
10-x.2 

* El 


EJO 


* Resolver en cada caso: 
2+y=10 
Ad 
A)tu:s) B)(3:4) Cjizes) D)t-10-2) E)t6:1) 
x-y=3 


elo 


AJi6s3) B)16:3) Chidcn) D) (254) Elto:0) 


La ENCIcLOrEDIA 2012) 
e E +2y=9 A)(2:5] B)(4:5) C)(5:-1) D)(6:-5) EJtu:8) 
2x- y=-1 ina 
AJi2s) B)t4:11 C) (2:13 D) (258) E) (4:7) 3x+7y=-1 
e ¡de =2y A) (5-2) 8) (652) 0) (3:-21D) (4:-3) E) [153] 
A 5x-2y=1 
A)t6:3) B)í11:4) C)(23:9) D)(0:4) EJ(z:4) o 3 (a+ y)=-12 
Ol 2y=4 A) (21:3)B) (2:41 0) (0:-3] D) (2:-3) E) (-1:-3) 
2x+3y=1 
2x-3y=-3 
A) 10:-21 B) (-2:-110)(6:-510) (2:13 E) (1:-7) 
E le +3y=-7 
o ( y=x+2 
e ag) (3) o 1-0 0(5:3) em 


AJtia) B)(2:11 C)ts:1) DJ (us) Etico) 


MALES 


x-8y=0 
o pesa 


$3) 0-7) 


alos) ap) at) o am 
0: 
3 
o YA 
2 
A)t8:3) B)(6:3) C)t6:4) D)t7:4) E)(s:1 
+3 
o| >”? 
pdas 
ES 
A) (-0:11B)(-8:4) 0) (0:-2) D) (-2:91 E) (107) 


=-1 


2x-4=-y 
Dix+y ol 
2 2 
A) (1:-7) B) (3:-2) C) (45-51 D) (8:-5) E) (1:5) 
qyt a 
e 2 
572 


y-xr=-2 


Ola. 


A) (91-3) B135-8) C)14:-8) D)(0:-2) E)(8:-1) 


o[:: 


-4=y 


x=8-y 
A) 117) B)(3:-8) C)(8:0) D)(-1:71 E)(3:=0) 


2-4=-y 
ES 


ales) ate) os 
DOME NARI 


30630 


o dad 


A)t0:2) B)(=5:7) C)f4:-2) D)t6:1) Elf7r8) 


(ENTRE TAAD 


asa META js 


EDICIONES KUEINOS 


x+2y=5 
e a 
a+t3y=6 
A) 3:12) B) (2:31 C) (4-11 D) 14:01 El(7:2) 


4x=3y-3 

la 

A) (3:3) B)(-8:1) C)16;-7) D) (4-5) E)(0:1) 
x+y=-1 

o dE +2y=0 

A) (2:-8) B) [-2;1) C) (0;-7) D) 14;-5) E) |-2:8) 


y-8=2x% 


o a 


A) 1:10) B)18;-2) C) (4:-9) D)(2:7) E) (07) 
(0) La diferencia de dos números 
es 14 y su suma es 52; hallar el 
mayor número. 
AJ13 B)22 0)33 

DJ44 EJ35 
(E) La diferencia de dos números 
es 40 y su suma es 88; hallar el 
menor número. 
AJ24 B)26 CJ62 

D)J48 EJ42 
(09) La suma dedos números es 190 
y su diferencia es "18". Hallar el 


mayor número, 
AJ84 B)104 C)64 
D)102 EJ56 


(La suma de dos números es 
1629 y su diferencia 101. Hallar 
el menor número: 
AJ648 B)724 CJ812 
D)714 EJ617 
(DUn cuarto de la suma de dos 
números es 45 y un tercio de su 
diferencia es 4. Hallar los números. 
AJ96 y 84 BJ12y48 C)100 y 80 
D)120 y 60 E) 98 y 82 
(OJUn tercio de la suma de dos 
números es 37 y un quinto de su 
diferencia es 3; hallar el mayor 
número. 
AJ62 Bj48 C)54 
D)61 EJ63 


(M)Un décimo de la suma de dos 


números es 16 y un sexto de su 
diferencia es 5. Hallar el mayor 
número. 
A) 90 B)60 Cj100 
D)40 EJNA, 
(EHallar dos números sabiendo 
que si uno de ellos se suma con el 
doble del otro se obtiene 21 y que si 
este último se suma con el doble del 
primero resulta "18". 
AJ3,7  BIB6  C)79 
DJ6,4 —— EJ6,8 


(Hallar una fracción sabiendo 
que si se aumentan al numerador y 
el denominador en 3 unidades se 


obtiene 24 y sí ambos se 
disminuyen en 2 unidades resulta 


3 

Ay BI% 0% 
Di E» 

(BHallar un número sabiendo que 


el doble de la suma de dos números 
es igual al triple de su diferencia 
más 8 y quesu semisuma es igual a 
su diferencia más uno. 
AJO Bj4 CJ7 

D)J6 EJ9 
(WM Hace 6 años Agustín era 4 veces 
mayor que Pedro. Hallar sus edades 
actuales sabiendo que dentro de 4 
años solo será dos veces mayor que 
Pedro. 


AJ11 B)15 C)18 


D)26 E)25 
(1 Cinco cuadernos y 8 lapiceros 
cuestan S/.1165,3 cuadernos y 6 
lapiceros cuestan S/.70; hallar el 
precio de cada cuaderno. 
AJS/. 10 B)12 C)14 

DJ15 EJ18 
(BRepartir 1080 soles entre "A" y 
"B' de modo que A reciba 1014 más 
que B. 


(DHallar dos números enteros 
consecutivos cuya suma sea 103, 


ED) Tres números consecutivos 


enteros suman 204. Hallar los 
números. 

€) Hallar dos números enteros 
pares consecutivos cuya suma sea 
194, 

8 Hallar tres números enteros 
consecutivos cuya suma sea 186. 


(3) Pagué $325 por un caballo; un 
coche; y sus arreos. El caballo costo 
$80 más que el coche y los arreos 
$25 menos que el coche. 


Hallar los precios respectivos. 


En los tres gráficos mostrados , las 
balanzas se encuentran en perfecto 
equilibrio. ¿Cuántas tazas se 
necesitan para equilibrar una jarra? 


a 


= 


6 DEORIA DE Ex 


LA ENCOrEDIA 2012) 


NIE MES, 


OBJETIVOS : 
Al finalizar la unidad el alumno será capaz de: 


* Identificar los diferentes exponentes y el significado 
de cada uno de ellos . 


* Realizar las operaciones de multiplicación y división 
de potencias en una misma base . 


* Expresar un número de diferentes formas , como 
potencias de una cierta base . 


* Entender que las leyes de exponentes son la base para 
el manejo de los distintos tipos de operaciones y 
artificios dentro de la matemática 


CUESTIONES PRELOMIVARES 


Nos introduciremos en las operaciones algebraicas, 
partiremos de algunos ejemplos : 

*Lila tiene 4 libros y Brayan 3 libros. Si los 
juntáramos en un paquete tendríamos 7 libros en 
total esto se puede simbolizar, así : 

4 libros+3 libros=7 libros ó 4 L+3 L=7L 


* Pero si tuviéramos 4 libros y 3 cuadernos, y 
quisiéramos juntarlos en un solo paquete, sólo 
diríamos: 


"setiene 4libros y 3 cuadernos", es decir, no podría 
efectuarse operación aritmética alguna, de donde se 
concluye que: 


'* Para adicionar O sustraer es necesario tomar elementos De un 
nismo conjunto. 


+ Cara no escribir el nombre de tal o cual objeto o cantidad De 
objetos, se les puede nsigxar ciertas letras equivalentes al nombre. 


anterior también se puede 
expresar de la siguiente forma: 


Luego del ejemplo 


«dx + 3x» y se obtendría 7x o en otras 
situaciones setendrá: 7yx*+ 2yx* y se obtendrá 


* De donde , elementos del mismos conjunto 
como 7ya* y 2yx* se llaman “términos 
semejantes". 


E 
¡CUVIURO 
Es una expresión matemática que consta de tres 


partes: 


Exponentes 
Signo ¡—* Esponente 
dy Coejictente=+ 3xy* 
Y E vemabte ESE. 
L—- Coeficiente 
Tévminos S 


Son aquellos términos que poseen la(s) misma(s) 
variable(s) con su(s) respectivo(s) exponente(s) 


EJEMPLOS : 
5 9 
pues y Ai 


— Son términos semejantes 
"2y';-2% ;0,1a* 
perro p 


¡——> No son términos semejantes 
Los exponentes no son Iguales 


Ss IA » 
«Tk y ; 24% . “no son términos semejantes 


Los exponentes son iguales 


ADICIÓN Y SUSTRACCIÓN DE 
TÉRMINOS Y SEMEJANTES 
Si descubrimos que dos o más términos son semejantes 
, estos pueden ser reducidos a uno solo , sumando o 


restando los coeficientes y escribiendo la misma parte 
literal. 


EJEMPLO 1: 
Reducir: 
A= 2% + 5% = (245) = 71 
Son términos semejantes 
NOTA = 
Una manera práctica, es agrupar todos los términos 


TEORÍA DE EXPONENTES EA 89 
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vositivos , luego , los términos negativos , y al final 
restar ambos resultados, colocando el signo del 


mayor». 
EJEMPLO 2 2 
Simplificar: -Sx + 12x — 10x- 3x + 21x - 2x 
RESOLUCIÓN: ¡Negahpod 
+12x+21x — (6x+10x+3x+2x%) 

Observa cómo ve han 

egrupodo los coeficientes B3x__ —  2lx 

positivos conservando au 

proplo slgno 12% 


Entonces la respuestas será : 12x 


E PE 
| Gm c > 
son TS, 


porque: 22y* =y*x* 


El orden de los factores no alteran el producto 
EJEMPLO 3 : 
Reducir: 
Pa-(6x + 8x* - 9x7 + 6)+(16- 10x-6x*) +12x +11x* 


RESOLUCIÓN: 


Si delante del signo de colección aparece + 
eliminamos el signo de colección, y los signos de los 
1érminos interiores no cambian. 


I1)Si delante del signo de colección aparece el signo — 
climinamos el signo de colección y los signos de los 
términos cambian, 


Luego: 
P=+0 23374 90? -6 +16-103* -6* 412% +11" 
>P= +9 -10 +12x* - 30" Gx +11” -8 +16 
> P=(6+9-10+12)* +(11-3-6)x* +16-6 
>P=177 +2x* +10 


>Ya no se puede reducir porque no hay términos 
semejantes 


EJEMPLO 4: 
Adicionar: 
2 -3x-1 con «+30 +2 
RESOLUCIÓN: 
* Ordenando de acuerdo a sus términos semejantes : 
2 - 3x-1 
+3 +2 
(2- 1x* + (3 + 3)x +1 
*- Lo cual es equivalente a: a* +1 


EJEMPLO 5: 

Sustraer: 6x-2 de 1*-3x +2 
RESOLUCIÓN : 

* Ordenando y reduciéndo términos semejantes: 


x- 342 


FA 242 
* Lo cual es equivalente :x*-8x + 4 
EJEMPLO 6: 
Simplificar : 
-[3m-(n+[-m+(2m 1) - (-m+ )]+ 3) + 4m] 
RESOLUCIÓN: 

*Empezaremos simplificando los términos semejantes 
más internos, es decir; los afectados por los paréntesis. 
=-[-3m-(n+[m+2m-n+m-=n]+3n) +4m] 
-8m- (n+2m-2n+3n)+4m] 

— Sm -(2m+2n) + dm] 
- Sm - 2m - 2n + 4m] 
=-[-m-2n]=m+2n 


* entonces al simplificar resulta : m+27 


Leyes de Cafonentes 


Esta unidad es importante para el estudiante porque 
le permite identificar, reconocer qué propiedades se 
pueden aplicar para solucionar un problema planteado. 
Además la expresión an se puede extender al caso que 
"n" no sea un entero positivo , siempre que el desarrollo 
sea consistente con las leyes de los exponentes. Es decir; 
los exponentes pueden ser enteros positivos o negativos 
o cero, números racionales o complejos. 

Si el exponente en uno de los miembros de una ecuación 
incluye una incógnita a* = a*,dondea >0y ay+1- 
Esta última recibe el nombre de ecuación exponencial. 
Las leyes de exponentes son un conjunto de 
propiedades referidas a las distintas formas en que 
aparecen los exponentes, el significado de estos , las 
transformaciones y operaciones que pueden llevarse a 
cabo con ellos. 


Los exponentes, de alguna forma, se relacionan con 
dos operaciones algebraicas: la potenciación y la 
radicación. 

En diversas partes de la ciencia como por ejemplo : LA 
FÍSICA , LA QUÍMICA , LA ASTRONOMÍA ,..., ebc. es Muy 
común tratar con cantidades muy grandes o muy 
pequeñas como la masa de un electrón que es 


CAE MEME TA 


PENAS E 
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equivalentea 9,1X10*' kg ,oel número de avogradro 
el cual es : 6,02 10% ¡ouuuanaorro¡et0. , por ello es de 
suma importancia saber. operar en forma adecuada 
con todo tipo de exponentes . 


A continuación pasaremos a detallar las leyes de 
exponentes y sus consecuencias 


POTENCIA 


Es el resultado obtenido al multiplicar un número 
llamado BASE, cierta cantidad de veces; esta cantidad 
esel EXPONENTE. 


EJEMPLOS: 


5 veces 


Exponente 
dd 
*3x3x3x3x3=3_=243 —-= Potencia 
base 


4 veces Exponente 


“2x2x2x2 =2.= 16 —- Potencia 
base 


Il) EXPONENTE NATURAL 3 


Dada una cantidad elevada a un exponente «n» mayor 
que 2, equivale a multiplicar «m» veces dicha cantidad, 
es decir: 


Exponentes :n eN 
É b"=bxbxbx. P 
Base: k RS 


beR 
EJEMPLOS : 
ad =4x4x4x4=256 


a (8) =(-8)x([—3)x(=8)x(—3)x(—3)=-243 
«5 NENE = 2585 
J 1. 1MALY 


A 


77 7 343 
.-7*=-7)=-49 
*xb"*(xb)” ;para n+1 
IATA EPA 


"axaxaxaxaxaxaxa=a? 


NOTA: 


Es recomendable que se recuerde los siguientes 
resultados; pues, estos se presentan en determinadas 
ocasiones, dentro de ciertos problemas, y hay necesidad 
de expresarlos de la forma más adecuada. 


24 3%=9 4=16  5%=62% 
2 =8 3=27 4 =64 5 %=3125 
2 =16 3%=81 4 =2566 77 =49 
ET 3% =243 4% =1024 7% =343 
2 =614 38=729 5%=26 7% =2401 
2 =128 $ =2187 5 =126 
2% =256 
22=512 
210 = 1024 

» (4)Por =4 e (—yPor =+ 

> (a jimpar yop pia 


1) Todo número positivo (+) elevado a un exponente 
“par” o “impar” es siempre positivo. 

EJEMPLO: 
* (49)* = +81 


* (+4) = +64 * (+2) = +32 


2) Todo número negativo (-) elevado a un exponente 
“par” es siempre positivo. 


EJEMPLO: 
* (7) =4+49 * (-3)' =+81 
* (2)* = 64 «ya =1 


3) Todo número negativo (- elevado a un exponente 
“impar” es siempre negativo. 
EJEMPLO: 
RE Er: 
7) = 2849. > “6R += 216 
impor 

(5) é = 3125 
M) EXPONENTE UNO : 
EJEMPLOS: 

ATP 
-21+6'=2+6=8 
+1P+(-)'+0'=1-1+0=0 


bl=b 
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511) EXPONENTE CEHO < 


EJEMPLOS : =1 


13 
[5% =1|; 6+04(-13) =1 
Ey LAS 
IV) EXPONENTE NEGATIVO 7 


Toda base diferente de cero elevada a un exponente 
negativo se convierte en fracción, cuyo numerador es 
uno y el denominador es la misma expresión pero con 
exponente positivo. 


V) MULTIPLICACIÓN DE BASES IGUALES : 


Si se multiplican 2 o más bases con diferente o igual 
exponente se obtiene como resultado la misma base 
elevada a la suma de exponentes. 


EJEMPLOS : 
erp” Exponentes 
se suman 
SS 

E E 
Bases iguales 

A 
“xr? 1 


Sa 
> (0,7) x(-0,7)* =(-0,7)%* =(0,7)” 
«77 

«xs =3* 30 
rta te. . 


VI) DIVISIÓN DE BASES IGUALES : 

Al dividir 2 bases diferentes de cero e iguales , con 
diferente o el mismo exponente , obtendremos la 
misma base elevada a la diferencia de 
exponentes. 


VII) POTENCIA ELEVADA A UN EXPOYENTE 2 


Si se eleva «b”», a otro exponente se obtiene la base 
«bx, elevada al producto de ambos exponentes. 


Exponente 
| > Edo 
(07 


EJEMPLO : 


“Exponentes s 
multiplican” 


(E 2y =a2= 
=prn [e 3) y 002 _ 
(or) (67) = 
YZI) POTENCIA DE UNA RS 


Si elevamos una multiplicación indicada de 2.6 más 
números a un exponente, este afecta a cada número 
que interviene. 
EJEMPLOS: 


(6r)” 


Pxa?=91? 


+ (32)? 
(ab) =a"xb"4> (2yz) =x"xy 0x2" 
. -2 y" =-(2y)”" 
PRA A ay 
» (Sab? ' = 2430%b'* 
(bay y = (5 ayi y = 125% y? 
IX) POTENCIA DE UNA FRACCIÓN : 


Si una fracción se eleva a un exponente, este afectará 
al numerador y al denominador. 


(AA EZW MZ MEME A 


MEC se 
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EJEMPLOS: 


=2 
INTRODUCCIÓN A LA RADICACIÓN 


El acontecer histórico radicación se remonta a la 
necesidad del hombre de hallar valores a partir de la 
Potenciación. 

Por ejemplo ahora es fácil operar y resolver lo siguiente: 
17*%=x 

El valor de «x» se encuentra fácilmente usando la 
definición de Potencia, por lo tanto + = 289. Veamos 
otro caso: y” = 128, ahora nos piden hallar la base 
«y»; a esta operación, que es una de las operaciones 
inversas de la Potenciación se le conoce como 
Radicación. 

En conclusión la Radicación es una de las 
operaciones inversas de la Potenciación que 
tiene por finalidad hallar la base, dado el 
exponente y la potencia. 


RADICACIÓN 
En general: 


Si AxXaxaxax 
"m" factores 
o 


= ! >a=N 
jj radicando ó cantidad sub-radical 
símbolo radical 


índice de la raíz 


DEFIVICIÓN : 


La radicación es aquella operación matemática en la 
cual, dados dos números llamados cantidad subradical 
e índice, se requiere encontrar otro número llamado 
raíz. 


EJEMPLOS: 

* 3/64 =4; porque 4? =64 

* /25 = 5; porque 5? = 25 

* 1/2048 = 2; porque 2** = 2048 

X) POTENCIA DE EXPOYENTE FRACCIONMUO 3 
a = dar = Ya” ¡n>2 


“El denominador del exponente se convierte en el 
índice de la raíz”. 


= 2% - 16 EJEMPLOS: 


«72-47 cu 1 
2 
«69 Ue? 5 $21 -Y/16 
1 
+ bn =*lb +32 (37 =J3 
«Yb” =b 6” =y6" 


Las potencias de exponente fraccionario siguen 
verificando las propiedades de los exponentes enteros. 


EJEMPLOS: 


+ 343% 3% - 3% -W/gT 


Cuando el índice es 2 , es usual escribir Ja en 
lugar de ya y llamar a Ja la raíz cuadrada de 
a. Al número ya sele llama la raíz cúbica de a. 
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ICIONES KUBIVOS 


OBSERVACIÓN: 

YVE=-2 

[3 = No existe en el campo de los reales. 
Además: positivo 


y 


+ "PR Ia =+r 


negativo 
y 
» MR Sr 


Pla = +1 


+ P2ÍZ a =|No existe en el conjunto delos e 
¿MPLOS: 
+ 4-3; Y=3000 
r (no existen) 

XI) RAÍZ DE UN PRODUCTO : 


'Si tenemos la raíz de un producto, dicha raíz afecta a 
cada factor, así: 


EJEMPLOS: 

» V27a =Y27 xYa = 3Ya 

* YTG:Y2 =YIGx 2 = 32 =2 

OE O lg 7% x 38 49% 3% 
A 
" Y2 Ya = Y2x 4 =Y8 = 2 

YE V2x UT =Y3x 2x7 =8/42 

XI) RAÍZ DE UN COCIENTE : 


2/6) no están definidas en 


« [EAN 3 
49 J49 7 
XI) RAÍZ DE RAÍZ : 
Sia un número le afectan sucesivamente varios índices, 
entonces dichos índices se multiplican, así: 


E Pr 
«2 =>42="Y2 + ¡a Ye 
«0/6 (6 «edo hy 
+ KilVao96 = 223096 =X/12% =2 
XIV) POTENCIA DE UNA RAÍZ : 

Xla” =Ya” =(Ya)" 
EJEMPLOS: 
« /297 = 49" =7* =343 
+ V/85 -Y8* =25 = 32 
«Ya? Va Ya 


CONSECUENCIAS 7 


A) lalo =*Ja"wJb 


B) ax/b =Ya"b ANA 
DONA. 
nmp 


En este tema, tendremos en consideración la 


«JERARQUÍA DE OPERACIONES» el orden 
de resolución para cada operación planteada. 


EA EAN ZEN A 
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EJEMPLO: 


si queremos resolver lo siguiente: 
E=s-647x2-3*+26-21+7 
Tenemos que hacerlo siguiendo un orden: 


Primero: Se efectúan las potencias y/o raíces. 
Segundo: Se efectúan las multiplicaciones y divisiones] 
Tercero: Se efectúan las adiciones y sustracciones. 


El resultado final será: E = 6 


Ah!!... y además hay que considerar los signos de 
colección: 


() Paréntesis ; [] Corchetes ;1 ) Llaves 


* Así, el orden sugerido para efectuar operaciones 
combinadas es; 


1": Signos de colección ( ), [ 1,4 ) 

2%: Potencias y raíces (o); Y/Z 

8”"; Multiplicación y división; X; + 

4"; Adición y sustracción: +; — 
RECORDEMOS: 44+ 3=3 4+4=7 


* Para sumar dos números positivos se suman en forma 
usual; -5-3=-3-56=-(83 +6) 


* Para sumar dos números negativos se conserva el 
signo menos y los números se suman. 


-6+3=3-6=-(6-3)=-3 
* Para sumar un número positivo con un negativo se 
conserva el signo del mayor número y luego se resta el 
"mayor menos el menor. 
54 +(-2)+ (6) «8 


20 + (-2)+(-6)x3 
-10 + (-5)x3 
US 

6 


* Para efectuar una operación combinada de divisiones 
y multiplicaciones se procede de izquierda a derecha. 


»- a0-(0-19-2|.[w.-10(2+9]) 


rca] 
fe Local 


=>B=[ -2 - (-15))=13 


EXPRESIONES CON OPERACIONES QUE 
SE REPITEN IVDEFIVIDAMENTE 


Son aquellas expresiones en donde las operaciones se 
repiten un número ilimitado de veces y a las que se les 
puede atribuir una regla de formación. 


Algunas de ellas son: 


tos dargarda”.... radicales > x= 
ele=rar+0ar + Ya. radicales > x=""Y8| 


NOTACIÓN CIENTÍFICA 


La notación científica (o notación índice 
estándar) es un modo conciso de representar un 
número utilizando potencias de base diez. Los números 
se escriben como un producto: ax10", (siendo a un 
número mayor o igual que 1 y menor que 10, y n un 
número entero). Esta notación se utiliza para poder 
expresar facilmente números muy grandes o muy 
pequeños. 

La notación científica utiliza un sistema llamado coma 
flotante, o de punto flotante en países de habla inglesa 
y en algunos hispanohablantes. 


El primer intento de representar números demasiados 
grandes fue emprendida por el matemático y filósofo 
griego Arquímedes, descrita en su obra El contador de 
Areia en el siglo HI a.C. Ideó un sistema de 
representación numérica para estimar cuántos granos 
de arena existían en el universo. El número estimado 


(ExEOrRÍA DE EXPONENTES 

por él era de 10% granos. Nótese la coincidencia del 
exponente con el número de casilleros del ajedrez 
sabiendo que para valores positivos , el exponente es 
n-1 donde n es el número de dígitos, siendo la última 
casilla la N?64 el exponente sería 63 (hay un antiguo 
cuento del tablero de ajedrez en que al último casillero 
le corresponde - 2 elevado a la 63 granos). 

A través de la notación científica fue concebido el 
modelo de representación de los números reales 
mediante coma flotante. Esa idea fue propuesta por 
Leonardo Torres Quevedo (1914), Konrad Zuse (1936) 
y George Robert Stibitz (1939). 

ESCRITURA : 

100=1 

+ 10'=10 

+ 10* =100 

* 10' =1000 

» 10% =10000 

» 10% =100 000 

* 10" =1000 000 

+ 10% = 1000 000 000 

+ 10" = 10.000 000 000 

» 10% = 100 000 000 000 000 000 000 

+ 10% = 1.000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 
10 elevado una potencia entera negativa —n es igual 
a 1/10” o, equivalentemente O, (-1 ceros) 1; 

+ 10 =1/10=0,1 

+ 10” =1/1000 = 0,001 

- 10? = 1/1 000 000 000 = 0,000 000 001 

Por tanto, un número como: 166 234 000 000 000 
000 000 000 000 000 puede ser escrito como 
1,56234x10”, 

y un número pequeño como 0,000 000 000 023 4 
puede ser escrito como 2,84x10 "Y 

USOS: 

Por ejemplo, la distancia a los confines observables del 
universo es 4,6X10'm y la masa de un protón es 
1,67x10"* kilogramos. La mayoría de las calculadoras 
y muchos programas de computadora presentan 
resultados muy grandes y muy pequeños en notación 
científica; los números 10 generalmente se omiten y 
se utiliza la letra E para el exponente; por ejemplo: 
1,56234 E29. Nótese que esto no está relacionado con 
la base del logaritmo natural también denotado 
comúnmente con la letra e. 

La notación científica es altamente útil para anotar 
cantidades físicas, pues pueden ser medidas solamente 


EDICIONES EULIÑOS 
dentro de ciertos límites de error y al anotar sólo los 
dígitos significativos se da toda la información 
requerida sin malgastar espacio. 

Para expresar un número en notación científica debe 
expresarse en forma tal que contenga un dígito (el más 
significativo) en el lugar de las unidades, todos los 
demás dígitos irán entonces después del separador 
decimal multiplicado por el exponente de 10 respectivo. 
EJEMPLO S: 
* 238294360000 = 2,3829436E11 
* 0,000312469 = 3,12459E - 4. 

OPERACIONES MATEMÁTICAS CON 

NOTACIÓN CIENTÍFICA 

SUMA Y RESTA : 


Siempre que las potencias de 10 sean las mismas, se 
debe sumar las mantisas, dejando la potencia de 10 
con el mismo grado (en caso de que no tengan el mismo 
exponente, debe convertirse la mantisa 
multiplicándola o dividiéndola por 10 tantas veces 
como sea necesario para obtener el mismo exponente); 
EJEMPLO: 

*1x10' +3x10' =4x10* 

* 2x10' + 3x10' =0,2x10* + 3x10* = 3,210" 
Para sumar y restar dos números (o más) debemos 
tener el mismo exponente en las potencias de base diez. 
Tomamos como factor común el mayor y movemos la 
coma flotante, en los menores, tantos espacios como 
sea necesario, elevando los correspondientes 
exponentes hasta que todos sean iguales. 


EJEMPLO: 


2x10" + 38x10%- 6 x10” (tomamos el exponente 6 
como referencia) 


0,2x10* + 3x10'- 0,0610" =3,14x10* 


entonces la notacion científica es una manera de 
recoger todos los O en una base 0. 


MULTIPLICACIÓN : 


Se multiplican los coeficientes y se suman a la vez los 
exponentes; 


EJEMPLO: 
(4x10")x(2x10”) = 8x10 
DIVISIÓN : 


Se dividen las mantisas y se restan los exponentes 
(numerador denominador): 


EJEMPLO: 
(4x10")+(2x10*) =2x10 
Además se pueden pasar los dos números al mismo 


ERE_AZICHEMEZ 
exponente y luego nada más multiplicar. 


DISCREPANCIA DE NOMENCLATURA 


A posar que la notación cientifica pretende establecer pautas 
firmes sobre la roforoncia numérica on matoria cientifica, se 
presentan discrepancias de lenguajo. 

Por ejemplo en EE.UU. 10* so denomina «billion». Para los palsos 
de habla hispana 10* es mil millones o millardo (del francés 
millard) y el billón se representa 10'*. Llegamos a un caso 
práctico donde para los estadounidenses one billion dollars, 
para los hispanohablantos será un millardo de dólares (poco 
usado) o mil millones de dólares (más usado). 

Otra particularidad del mundo hispano es que a 10* (10 000), se 
lo denomina miríada. No obstante para 10 000 so usa diez mil 
como uso frecuente y miríada cuando ae quiere hacer notar el 
lez mil como «muchísimo» respecto a una comparación con 
algo cuantificable que elevó su cuenta sIgnificativamente, sin 
que esta uso tenga fundamento científico sino de costumbres. 


RESOLUCIÓN: 
* Por propiedad del exponente negativo, se Ena 
1 


elote] 


1 
10.205 
e 


nro, 2 


1 
> e=[pxo+ SES (4544 > Edda BT 


PROBLEMA 2: 


RESOLUCIÓN: 
* Al igual que el anterior , por propiedades , resulta: 


a 


=> E=(27+12+10) =(49)* => E=7 


PROBLEMA 3: 


RESOLUCIÓN: 


Por propiedad, se tiene que: 


NG NE 
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dl 
Es ee] > E=(9P=27 


PROBLEMA 4: 


*Enla paces 


(0x0? xo? Kon 07) = (62) =65% 


one x09)=(69)* =5 


A= (6%) x(049)' 67 x0% 
>AS HRS AR 


RESOLUCIÓ 


* En la expresión: 
B=a'b! xa'b*xa*b!. 
Y“ Orlónanda 25 términos 
xa bb bs. xd? 
ea yy 


D (afxa? xa cinco a) = (a* yA =0 1% 
265 términos 
IRA 
26 términos 
* Luego: B=a!* xb!% > 125 + 100 = 225 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 6: 


EDICIONES RUBIÑOS 
* Simplificando, se obtiene; S = 1 


RPTA : “E” 


PROBLEMA Y 


Asta e = (a YO 0 RESOLUCIÓ! 
oo * Descomponiendo: 16 ; 14; 30721; 35 y 80 
Roex?xa oa? = (10?) = q (8x5) (2-7) (2x3x5) 
T= $ 
(2x7) (5x7) (4 x5) 
E IEEE EI 
ed apo ec STA 
a 4 =0 1287 IO 
Reraioo > 1 AO 18 
PROBLEMA 7: 22 x3%x6%x7 oi 
a AA y7. co ea . 2er 
Expresar: 71x 3" x21%,Con PROBLEMA 10: 
RESOLUCIÓN : 


* Como «7» y «3» tienen igual exponente luego se 
tendrá: ) 


(7x3f x218 = 217 = 218 2179 =2p5 MA 
PROBLEMA 8 : ESOLRDINS . 
ny? p Aplicando sucesivamente propiedades y desarrollando 
de arriba hacia abajo: 
Entonces: E =4 
HE 


Calcular el valor de 


RESOLUCIÓN : 
* En este problema se usará: 

ñ y = »] ñ my" mea] RESOLUCIÓN: , es 
axb) =a"xb" |] y la”) =0' 2 => E=27? > 


* Previamente, transformando a factores primos 
2 (8x5) (2*x3) (65) (2x3) 
EPT RETO 
* Utilizando las leyes: 
PEE EEE 
TIRE 
* Efectuando operaciones: 
3Or493 y g000 y gora 
d gy gira gra 
* También: y_ 2x3 x61 RESOLUCIÓN: 
TH x gi y gio * Descomponiendo: 
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74 497 149 


P= 
1949 DT (TN 49 
IO ATA IO" 49? 
LIN 497 7 
+ Factorizando « 497»: 
49” (74-49) 56_8_4 
> P=dom(a9-7) e7s3 


RESOLUCIÓN : É 
* Empezando por las partes internas: 


de [ana] 
2 gal 
=r=(3)'+(£) =3+5= 


RESOLUCIÓN : . 

* En la solución, de este ejercicio, utilizaremos la 

primera ley, que es: 
a 


mia 


=añmxa” 
* En efecto se tiene : 
ATAN rn 
xr? 
% Extrayendo factor común en el numerador y 
denominador : 

q 2 rra x7 21) 

2 27 (25 2x7) 
* Simplificando y efectuando operaciones: 

56-2 _54 

j Me 47187 * 
la RPTA: 


M= 


“gr 


* Tratemos de formar bases iguales : 
e 
(2x32) 


RPTA: 


RESOLUCIÓN: 

* Tratando de formar bases iguales, se obtendrá : 
(exo 23 (2 38x 7) 

27 o (23 
27 


METETE TP REE RES 


E= 


2x6 37 
o 1 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 18: 


RESOLUCIÓN: 

'Notamos que el menor exponente de 3 en el numerador 
es; +1 y el menor exponente en el denominador es: 
x-4; luego descomponiendo en basesiguales y sacando 
factor común se tiene: 


MISAS also] 


CA (pss) 


Aplicando la propiedad “f=a"" resulta: 


E= getHAx4) 35 


= 243 


RESOLUCIÓN: 
225=3* x5*;25=5? Aplicando la propiedad. 
(ar ey =a"P.xb"P, resulta: 


TEORÍA DE EXTONENTES 


ves 25: NE EDICIONES KUBINOS 


a, +] gin+8 nta A +8 gin+8 
PP ¡5745 (4, 5) 
A 
5En+g2 
+ Aplicando la propiedad am resulta: 


E= 2n+9] |¿2n+332(2n+3) 


Aplicando la propiedad : 
A AT 
resulta: E=6x3*=465 


PROBLEMA li 


RESOLUCIÓN: 

Aplicando propiedad [g/e/a —"*"%e/z resulta 
n+1 gn = 

EA "5950? 

* En el índice : 

92 angie 
=(22)” 4= es 
Aplicando propiedad — p/¿ym — qn iretjla 


.” 
¿2 


=25"y 


. 
4 


E= 62584 - 625 


RESOLUCIÓN 

* Trabajando en la cantidad subradical de P; 
PE tn 

407% 


=x 


xr, 22 
a +4 


* Note que: x“"-3 reemplazando y aplicando 


propiedades se tiene: 4x?x 
E 
=4* = [=J =3*=81 


*De forma análoga se determina Q y R ,por lo que 
:Q=R=81 
*Porlo tanto :P+Q+R=81+81+81=243 


PROBLEMA 20: 


RESOLUCIÓN: 
* Transformando : 

Mz po " 
al ni 
A 7 2 16 

RPTA : “E” 


: PROBLEMA 21 : 


yoo ACE 


ORTA 


1 1 
>N= E eN (27.222,10) 


48Y Do 
N=[37+% =(37 +12)7 =492 = /49=7 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 22 : _ 


CASES MEZMEME SA 
RESOLUCIÓN: 
* Primero se opera dentro del corchete, 


* En este caso es conveniente separar los exponentes 
que se encuentran "más arriba" y operarlos aparte, el 
signo menos se considera al final. 


LA ENCICLOPEDIA 2012) 


qt 9% a 
CEST SA SES 
* Pues: 9% (32) 431 
* Esdecir: 81%" =81% =8]7 * Se obtiene; 
18 (931% _ 91 NETA je 8] 
* Pues: 8% =(2%)% =2 E= | +[a-5] 
* Luego: a17 - g1% - J81=9 * Efectuando operaciones 
* Entonces: C =[9?* 9% >R=/9=3 ES o [T 
RPTA : “B” 25 3 
* Nuevamente, efectuando: 
UTA 
¿ sl] [5] 
RESOLUCIÓN : * Invirtiendo: E=3/5+ 3 =Y8 =2 a 


* Primero veamos: 
ES 

O AE CA 
274 2 

* deigual manera sz 


PROBLEMA 26 : 


* Luego: 2 
> p y 
E=196 7 1967" 19887" - 125877 = 19511 A) 
>E-=Y25 =Í5 =5 


RESOLUCIÓN : 
PTA: *C” + Emmpleando teoría: 


E: 


4 1,1 
E 2002/17 el OO ra 


RESOLUCIÓN : 


TEORÍA EXPOR ] EDICIONES KUISIÑ? 
RESOLUCIÓN PROBLEMA 31 : 
* Analizando se obtendrá: 
9rtxiort 9x9! x10* x10* 
PP Ext NV 9979 
_ J9%x10*x90 _ 10% x90 _ 
y (9* +9) A 


10% =10 RESOLUCIÓN : 


. *En el numerador «factorizamos» 2**! y en el 
RPTA= “E” denominador 2*%*, asf 


nt al 2 
METE EEES 
201 (+224+2+1) ale 
E-= SE 
SI a) 
RESOLUCIÓN : Ent 90-32 
* Desdoblando factores; PROBLEMA 32 : 
V2x?l2x Paga _ CEERE = 42 o 7 
V2x2>412 Y2 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 28 : 


Calcular 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 29: 


RESOLUCIÓN 


7 * Efectuando de arriba hacia abajo y tomando a los 
exponentes de 2 en 2: 


: o ' : LE 
RESOLUCIÓN: y =N16 % cdo q 


* Efectuando dentro del corchete;- 
s-[(3) eb) 4 - 
2 [$ ET * 1 8 praia” O RLEMA 33: 


a ps s_ [216 qe (8) se pis 
E 2. Le Jo 125 (5 25 


RPTA : “D” 


RPTA: “C” 


PROBLEMA ad 


O: 
* Recordemos que: ¿tn — ¿pr I Yads 3 
* Luego: E al 
AAA RAE) 1 Si PA al 
2-3 rxs-y 16 E=(-27)3= o 
EE RPTA : “C” Pa 3 RPTA:“D” 


RESOLUCIÓN: . 
: Ls ¿EN sl] 


E=x 
e as 
E=x z +”) 
* Colocando su valor a e 
va E=(2*=2%=61 Aaa] 


HE ss IES LA ENCIeorenrt 2012) 


PROBLEMA 37: 


lificar: 


A 07% bm 


PROBLEMA 38 : 


y ) 


RESOLUCIÓN: 

1 y 5 
[2502 je [2562] 
2500 2507 25077 


= 2561 = 1256 =4 


PROBLEMA 39 : 


RPTA: “E” 


RESOLUCIÓN: 


* Analizando uno de los radicandos : 

142% 
149% _ 142% 7 PUE) a 
142 21 241 

EL 
* Luego por analogía y reemplazando, resultará: 
des 42/38 +3/5* =2+3+6=10 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 40: 


A)J3 


RESOLUCIÓN: WE 3 
* Haciendo: n= JB=n*=3 


REOERÍS DE EXPONENTES 


Luego: RN 
a ea an? 


* Reemplazando: 
HIP JO 1 SE = 3/3 = 813 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 4. 


RESOLUCIOS 
* Se puede apreciar que «E», contiene infinitos 
radicales, luego : 


e=fa 342434243 42 <=" RESOLUCIÓN: 


'Blgue aláito E * Transformando cada base: 
=3Es 16 13 
=> E =/243E ; lo llevamos al cuadrado (5x7)19 (23 x5) xfa?) 
>E* =2/3E; nuevamente lo elevamos al cuadrado: 03 
> E =2%xJ3E* > El =4x3E (2x3x0)% x(32x5) x(2x7)18 
> E? =12>2E=V12 e 519x719 x 948 x 616 y 339 
RPTA: >A 
PROBLEMA 42 : 380 y 330 y 580 y, g10 y 58 y 918 5,718 
; ZE ION ATEO 
2% y 3%0 q 535 718 30.70" 3 
RPTA : “D" 


PROBLEMA 45 : 


* Aplicando un razonamiento inductivo: 
DNÑ7" =7 


1 dir ar. 


RESOLUCIÓN: 
* Reduciendo cada fracción: 


y ms el ls 74140 10% +30% 
NN cante PAR AO 
H i i 74140 o) 


=p +14) he +30% 


5 

TA 
Y) memo 

* Luego: S=16+27+16=59 


RPTA : “D” 


RESOLUCIÓ: 
* Transformando, se obtendrá: 


2x2” Hjoas: 
E "za[ar x2+1 


e 12/29 2? =8 


RPTA: 


“pr 


RESOLUCIÓ 
* Buscando bases iguales: 


la yy y a 
av yo yA a 


Mz la expresión común tenemos: 


Mi =» y” -2 
Ney 2) x 
kr RPTA: “D” 


RESOLUCION 

+ Debido a que las posibles respuestas (alternativas), 
son cantidades exactas (constantes), entonces la 
simplificación no va a depender de «nm», por ello 
haremos que «22» sea 2 (un valor adecuado, que puede 
ser cualquier otro), entonces lo pedido será : 


PROBLEMA 50 


RESOLUCIÓN : 
* Se deduce que : 
La, Js ls d.....15 20, =(8/3/3......J3 >al=3xa,., 
A 


* Con lo que al dar valores adecuados a«n», de acuerdo 
alo pedido, se obtendrá que: 


os = 32003 Y Agos = SA 2005 
* Que al reemplazar en «E», nos resultará : 
E Za009 «Sata00s y 


342003 * U2005 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 51: 


RESGEUCION: 
*Transformando adecuadamentes E 


O 


AEORÍA DE VEXCONENTES J EDICIONES RUBINOS 


Ya 2 PROBLEMA 54 : 


¿ad 


Pia 
L-(**) 2 0274 12 


Z 7 
2 Y gl RESOLUCIÓN: 
>L=|22N% -Y24+/2 =2-0=2 [a A 
peña 


se eliminan pl 
As ua a+ ja Ja > EFE SE Vx = a” 


1 
ler a da + las =a5 


(5/8 = yn y 5/16 gon 


* Igualando exponentes resulta : 


RPTA : “C” 


*” Prerlorrsndo adecuadamente cada parte se 
obtendrá: 


ae 
3 CROMO q y 

4)" 
a A 
SL. =35% =8!=3 J 

RESOLUCIÓN: 

RPTA : “B” 
y"=aly > y" > y="Vx 
RPTA : “A” 


RESOLUCIÓN 

* para mejor visualización haremos el siguiente 
reemplazo: n=/3=>n*=/31n%=3 

* resultando ahora así : 


ja ES 


CAM_ EZ ME MEME A E. J. 2.OPEDIA 20), 


= = AR 13 
= - «n=1>M= ¿e z 
Ed 25 L a [taa a o 
x lx? Jo a 
pi e 
5 y E_>5 x2 
jes, =x 16 ERE 
dl se a ca E 
O [ys RPTA : “D” 
de 
pad 
P El 


la fa A 


x ez 


E) 
* Finalmente lo deseado , será 110 76 =x! 


EROBLEMA 57 


OPCION 
* Reduciendo adecuadamente se obtiene : 


AH >3n=9 
*Se desea :(2x943)+3=7 


* Reduciendo cada a: RPTA : “C” 
PROBLEMA 60 


+2 | 52 
pelo? -al 
5x 


yes [32 _ 
patita pago alo? 11 B=278 


> A=6? x[6* - 1] > A=25x 24 


* Reemplazando en lo pedido: 


S=302( 5, 20 S=100 ; Vx R RESOLUCIÓN 
RPTA : “B” * Reduciendo la expresión: 


CEE lr a” 
E | 


* Pero; afb=atc4+bx* 


PI A 


—RPTA een 


En la expresión , dando valores a m , y tomando el 
valor de la unidad, tenemos: 


(ELORÍA DE EXPONENTES DEC 7 05 CIONES RUBEINOS) 
PROBLEMA 61 : AJ6 B)5 os D)7 EN 


Calcular el valor de la expresión siguiente cuando x+4 +3 
(9 Halla «x» en === 
r=2ey=3. UE 3 4 
E A2 B)3 c)4 D)5 Eg6 
E=| $2 3 MA 
yes [7 sd O Si: x ez, el valor de «x» en 3+3=7es: 
Ar AJ3/2 B)-3/2 0) 3/4 D)-3/4 EJt 
42 1 
22 pa CN2 DIZ ENZ a - 
AB IZ DJZ  ERZ | (O) Elvalorde «er en 5-10 es: 
a A) 10 B)-10 C) 40 D)-40 EJ 50 
x=2;y=3 
4000 
(O Hallar «ao» si q¿+ 5 =13 
A) 360 B) 400 C)- 380 DJ 50 E) 40 
(O) Resuelve : 2x+3(41 - 6x)=32 
AJ7 BJ8 C)12 DJ5 EJ1 
(BResolver: S(x-1)-0+2=3(x+5)-6(2-3x) 
13 4 
AJ2 a 0-7 Da Ej-1 
(O Resolver 1427 =3 
m2 
AJ-=1 aja IS DJ1 B2 


RPTA : “D” (9) En --(2-x)=3(x+1)+x, el valor de x es: 


(PRIMERA AAC CANA 


Os: jr h 25410 09: 
ECUACIONES ELEMENTALES 1 Ae a des 163 
(O) El valor de «a» en x+3=9 es: 
46 Bb c)7 De A 
(1 El valor de x en : 15-10 =a-16 es: da [Et 5% 2j4 05 
ue ys am. aw al a reslver(x+3)+2=L(x-1)-(2-8) 
(3 Marca la solución correcta para: 2(24-x)-40=16 ES qe 
aja BJ5 07 D)-4 EJ2 AT B) 18/5 Cc) 112 D) 8/5 EJ 1815 
(O) Hala «x> si: 143-233 =2x-8 (ED Resolver 25-92-22) 5(522) _ 
AJ6 B)5 c)2 D)3 EJ4 
56 Aina B) 2/13 c)7n9 D)13/115 E) 19/23 
(O Hallar «aos en: 7 = 53 
A7 BJ8 C)9 D)+ E) NA 
284 13 

(9 El valor de «y» en ¿3 "y es: 
A)0,2 B)6,5 C)6,125 D) 0,25 EJ1 
(O El valor de «aw» en a =es: (A) Resolver: 
4)25 830 c)40 pez 92 -3(2x +7) +(-5x+6)-8(1-2x)-(x-3)=0 

HESOR Aa2 B)-3 c)4 D)5 EJ7 
(0 Halla «a» en =¿2=>3 (E) Resuelve: 3(-1)+2(x+1)=3x+11 


> 


CAMI EEZMENE A LA ENCICLOPEDIA 2012) 
m3 BJ4 c)5 pe SA ET 
1 
2, (O) Resolver: 3 HE 
O) Hallar el valor dex en: F+6-7= "+3 “a a 
AJIS B)20 0)-15 D)-20  EJO Aé B)3/1B C)325 Djs EJ1 


UNDAYAR 


ECUACIONES ELEMENTALES MI 
(GDResuelve Lx + 1)-S(x-1) = dx 


Na B)3 c1 D)2 Ejo 
(Resuelve (x + 2)* - (2 -2)* =5 
ES B)x/5 ce D)2 EJ1 
(Resolver: (+ 2) -1+(3-x)* 
AJ3 B)2 1 DJO EJ? 
(6) Hallar x en: (x-3)'-(3-x)” =x 
A3 B)-1 cs DJ E) 5 
AA e e 
2 8 
A)-2 B)-3 c)3 DJ Es 
2x 2x+1 
(0D Resuelve 7 7-1= E 
244 BJ1 C) No tiene solución Djo EJ2 
3x-1_3x-7 
OResuelvo 344 
AJA Ba Cc) 34 DJ Ejt 
Resuelve £-3_3+6x _ 2141 
A 
A) -03/55 B)55/03 C) 5/0 D) 0/5 
EJ1 
(Resolver: (4 -6x)(4x - 5) =(10x- 8) (7 -2x) 
ANS B) Y35 C) 1135 sd E) 3/17 
(D Resolver: (x+3)'=x?—9x* = 54 
Ayo B)-1 Cr DJ2 EJ-2 
4 
(O Resolver: 6 2 7- an 
AJB B)-6  C)j6y-8 D) ada E)incompatible 


(O) Resolver: x-4+2/5-x =8-x+V20-4x 
AJO B)-6 C)6y-8 Djindeterminado E) incompatible 
(GHallar el valor de «a» en: 
6 (na 


24 > 


-r-2 


x- 


AjxeR Bjxep 0-3 D)xeR-12) Ejx=5 


* RESOLVER EN CADA CASO : 


15 Ejn+m 
Dja+b EJ2 
DJ4 EJ5 
(MD ex-Jx-1=3%-7 
Aa1 B)2 03 DJ 1553 
(OD ix+Jx+8 = 2/x 
El B)2 03 DA  EJ5 
ED Vx=3 +V/2x+1-2/x =0 
AJ1 B)2 03 DJ4 EJS 


* RESOLVER L SIG 
(DI6x—10=6x—(x+2)+(-x+3) 


AJ1 B)2 03 DJ4 EJS 
a 2P-x , a 

o HE. 

Aarp BJP C)ja Dja+P EJ2P 
MAA ap 

ej+-)- 4-9 4(+-9)-0 
27 56 46 66 

A BE O DIE Ela 
2x5 2(x-1)_3, 3(2:-15) 

Oictiaca 5 ddz 

A3 B)9 C)-5 DF7 E)-9 


(03) Sia, b y e son constantes positivas; hallar «a» en: 
x-a,x-b, x-0 
b+e ate atb 


Señalar como respuesta: E= (AFA 


=3, 


Aa BJb de D) abc Ejarbro 


POTENCIACIÓN 


Si 


o 
ARRE L AL io Bn BEBA L A A ion 
De ta ds 


Eroría DE EXPONENTES 


so E 


EDICIONES KUBIÑOS 


A 
Halle: (A-B) 
A) 518 B)300 cr D) 300 E) 512 
E 236% 
implique: 25" x 36" x 32 
O Simplifque: 22 
1 1 1 
TA yz 57 D)2 EJ5 
10 7 
(O Reducir 2 IAE a 
x 
at Es a 9 06 Dj24 
1 DA 
(O Calcular; C= [ 3) a(z) -E 2) 
A) 97 BJ90 C)95 94 EJ9 
2 (23 a 
(O) Reducir: y «(+ (+) 
Ra 
Ax Br ox Dx Earn 
na? 2 
(Calcular: R= 3) +7 +(-8) 
A) 50 B)-50 Cc) 48 D)30 E) 40 
gas gun ¡¿ 
(O Simplificar: | 
m2 B)4 C)6 DB EJ 16 
9 
Calcular: 22 
o 2(2"") 
Az BJ3 c)4 DJS EJO 
ga gen 
(1) Simplificar: PIPE 
ys Ba E Da ES 
Me Zi 
(DReducir: (0%0%-..5)(18x18%....:18) 
Br x5 
126 5 25 3 
AJ16 BIG ra DE EJE 
: 43 y qar2o 
(O) Reducir: A 
A 
41 B)2 os DJ4 ES 
Lp ERA GA os 
Qeducir: P= jor, pro, por, gor 
1 B)2 C) 16 D) 32 EJ 64 


(MD) Efectuar: M=2*%*? —(0,25)x4"*'2 


AJO B)2 03 Dr — EJ5 
(2) (2 
peer 
Efectuar: a 
(O Efectuar: yA x(22) 
A2 B)4 01 Dj1/2 Ej 14 
Era 
(O Reduzca: M= nz 
A7 BJ8 c)9 Dja ES 
MSia'=2:b"=5 
Calcular: get, ga 
A)25 B)37 C)32 Dj29 E) 57 
un qien 
EY Re —— A ÉÁ 
15x2" 
2 BJ8 C)4 DJO EJ5 
MS: *=5 
ha 
Calcula ; 1% 
A) 25 B) 625 C)3125 DJ125 EJ5 
ñ 
AAA jr: 6x3%47x00 
Do a aero el 
1 1 
m2 B) 2 Cc) 4 D)8 E12 
(OM Si:x" =2; hallarel valor de: A= ate 00” 
16 BJa2 004 D) 128 


DReducir EA e an cnd 


iaa a 
a7 Br 90 3 as 
ber 1 
(BEfectuar: N= a 
y B)9 0)27 DJ3 E 
63(ges 
Oli, o qa 
vs Bra ES 
> '» : grel xq int 482 
(ASimplificar: y 2242" +8" 
16(27) 


AJ45 — BJ25 C)35  DJJ3 E) 


y2 
(Siendo ab -0. Al reducir: EAN (amy 


se obtiene: 


CAER RIRERE TA EEC so MA LA ENCIe OrEDIA 2012) 
Ma pa 12 (QCaleularelequivalente de: R= (e NES Ja 
TAYPRACMEANDIRICIDA EN E E E SES 
RADICACIÓN (2 Calcular el equivalente de: 
(DA! reducir, se obtiene: NN =8727" qe rl ld de 
, se obtiene: N = a lada: 
AJO25  BJO75 CjOS5 DJ2,5 1 2 E 
E y2, EJ2 A) Hlx Dz oz DIE EJ Nx 
$256 -Y9 7 
(DReduzca: [eS DSimplificar: (ezo? MN 
A : 
Hs a É Ele Y EJS Ayu? Bot CJ? DS Eo? 
(E) Simplificar la expresión: Y 
, y ze 
A O Simplificar: Wer La 
" PR 
5/5 1 
A Pe E En AJÍz  BiJzx C)x DM Ei 
de (O) Hallar n si al reducir: 
OSia=10 ¡y=4* ¡213% 4 
Calcule: ay) "z+ 4 4 . ] , el exponente de x es 6. 
AJ2 B) 4 01 Da EJS 
8 Bm 
(6) Simplifique la expresión: 3 A pes id ide 
0156 Aa (O Simplifcar-e q LE 
4 V18 q 
MAÍZ 308 OZ AB a O EE ce an 
; ee 
DO Metectuare y EA, (OCalcular el valor de: R= (Vi d61 ») 
yaa 45) 1 B)2 03 DJS EJ6 
Mm 
m2 BJo en DJ3 IS (O) Pfectuar: A= (245) «(tes s=ayT) 
O Calcular: eS ] Y) Di c)0 Dy12 EJ 3824 
E A E a an (O Calcular el equivalente de: y = A 
q A an B) tx C)x DJ EJO 
(O Calcular: Es (a lo,5.[o,5.Jo,5 ) 2 Siel exponente final de x es 16 en: 
AZ BIZ 02 DJZ Ez PO 
1 
uz «Halle a 
(Q Calcular el valor reducido de: E= ls 3 z EE 
AJBA5 BJ4/5 C)7/3 D)1/30 Et Y e ye de 2d 
45 factores 
Va -Ya--Ya at 
Efectuar: E= 
de e 
20 fuelores 
Aja BJ1 0)2 D)2a EJ3 Aja B)b Cjab —  Dja/b EJ ba 


(ALOBRÍA DE EXPONENTIES 


1 er TA 


EDICIONES RUBINOS) 


AJA BJ6 03 DJ9 EJ8 
e 
5) o 
(ASimplificar: S= [do A r 
AJb BJ» c ; Djb* EJb* 
a 
(ASimplificar: do 
Aja “Ba c)b D) ab EJNA. 
1 
A (Cid dl 
ct (22722) 
AJatb 8) ab C)atb  Djeb  Ejatb 


CUINTANRRACTICAMO!R GIO, 


A 9, pr 
DReducr: A agan 
A) 64 B) 128 C) 256 D) 512 E) 1024 
. Be nz 
VReducr: E= 573 307 
AJ2 BJ4 ce De EJ12 
(MSabiendo que: p . ¿yaa 
ia 

Q= 42/22 
calcular: P+Q 
AJ36 B)13 C)15 D)17 E) 23 
DReducir: M=(yri0 y” 
AJA BJ10 cJ6s D) 128 E) 250 
(Si:ab=1. Hallar: E=(a*Y5) 
Aja B) ab ca D Ya EJ Yb 

Ji 
457 

(3) Reducir : E= pea 

«| ¡gi 
E) B)2 c)4 DJ J2 Ya 

16" x6? 
OCalcular: *= 275 795 
AJ40 B)80 E) 200 D) 100 E) 50 


(63) Calcular: N=32% x 81% x 27% x 33-02 


AJ9/ B) 274 0)3/2 D) 9/4 E) 108 
Dra tant 
E=(4" 427) (5 +(2) ) 
AJO B)12 Cc)18 D)24 en 
(OSi: 3 =2 halle: E=(%/g3*, gr)" 
A) 27 BJ8 C)81 D)729 EJ 
A 
(O) Reducir: E= EE 
Para x =-2* 
At BJ8 0418 D)6 EJ 16 
e a 6%+ 10% 
Simplificar: 5712957 
Si x verifica la ecuación: 3" + 6* =6 
m0 B) 1/3 c)3 D2 EM 
(E) Sabiendo que: Ya = Vb =Ve 
| 
y E=z 
tao 2-65 
mM B)Jb 1515 Djabo  Eja 
(MD Si:a" y” =10";x" y"=10" 
Hallar: C=(x y)9/% 
APPO DO de 1 y? e 
Lal qe 16 
p10 15) ol) DJLO  EJ10 
OS: en ao 
Hallar: E=2 
al 
py Bn Car DJx Dar 
(DHallar aye si: 
mel (9 +5 
may (2 
2n+7 ¿96 
AJ1/32 BB C)1/186 DJ 116 E16 
(B8abiendo que: 


La relación que existe entre «a» e «y» es; 
Ajx=y Blx=y  C)jx=4y  DIx=4y Elx=2y 


CALIBRA 


(ES) Reducir: 1372 Bloszis 


pet 33 


AJ1 BI3 


((D Reducir para 37 radicales: 4 


AN2 


BA2 


(9 El 


OZ 


DIW3 EJVS 


4 


DN2  B2 


DBeducir: ya” y or 2n 


Para yy 


4A)ax 


y 
Bjx 


=a 


C)a* 


Dx E)a* 


ED Siendo: n= als =] 


nn? 2 
Reducir: 13] 
AJxt  Bjx  Cjx Dx EJx 
(8) Si: x =-'% indicar lo correcto, 
Ax + 1% =/2 B)-x* =/2 
025 =4 D)yel=2% = 0,25 


ENsi: 5% =0,25. Calcular: 9/16 


A) 0,04 


B) 0,02 


C)0,16 


D) 0,08 E) 0,01 


EBreducir: E= 2 yor y x 216 


AZ 


BN2 


0N/32 


DNÍ8  EN2 


AH 62) CIN UICLOPEDIA 2012) 


( )-84+3 
( ERAS 
a 


AJVFV B)VVF — C)FVV D)FVF EJFFV 


an 
Simplificar: 4 = 55, EN 
(03) Simplificar: OPE GRT" 
41 B)2 C)j2x  D)2x+1 E)2x-1 


(3) Simplificar la expresión: yl 


Am» BM/3 C)3— DIJS E 

((2 Simplificar la expresión: 
pa. 2 25 

E=—=4 5 7 Hodicar: JE 

AJIO — B)-10 cr/10 DJ00 EM 
5%.6*.12%,15% 
(03) Efectuar: TIN TIE 
AM BJ2 0)3 DJ4 EJ5 
1 E 
(09 Calcular: 49797 489 
AJ8 B) 5/6 c)2 DJO EJ5 
(02) Efectuar: 
on 2 
a O 
= 2 1 
(8%) (8=) ia 
aya B)3' cy3! D)3* EJ3S* 
(03) Reducir 
ans, al 
P= th — ¿0 
Pal a 

AJO  Bx Cjx" Dx" E)1 
(09) Sabiendo que: 

P=22 22? A N=8B148 4814... 48% 

4% veces A? vesos 
calcular el valor de: E 
le valor de: ¿| 

AJ4 BJ8 C)16 D) 32 EJ 64 


(10) Calcule el valor aproximado de: 


y19+ 3 24/3/24... 


[EDICIONES _RUBINOS EJ 62 TEORÍA DE EXPONENTES) 
AJ2 B)3 014 DJ5 EJ6 ae 
(E) Sabiendo que: A = [le +8*)(s6* +72*) de 
(5) Si «x» es diferente de «y» , simplificar: 
LE, señalar: JA 
ki Ex rr AZ BJ3  C)18 D) 112 EJ1 
mxn 
a E A y mp  Edsi: M=y2V6/7J6... 
A A E 
o Es .: E my N= +57 5/7... 
(22) Teniendo en cuenta: 77 = 3, calcular el valor 
des par qa a 
dll 2 
AJ27 — B)32 C) 36 D) 40 EJ42 indicar: yy 23 
2 > AJ BJ2 Cj-l D)-2 E) 
(63) Efectuar: fa”) as ) to 
AJ Bja* C)ja* Dja? Eja 


(EBReducir la expresión: 


1 E 
ay? 


A)Jxy” B) 


(Reducir la expresión: (ayas 


Ajalb — Bjbla C)ab D) 1lab EJ1 
Andi Jm 
Si: m =64n , reducir: P= 
(Dim = 64m , reduce: PITA 


AJ8 B)2/2 C)4 D)JY/2 E)2/2 
(2) Reducir a su mínima expresión: 


3paa+ 
92mn+4 EE 92mn+2 


mn 


ECUACIONES ELEMENTALES Y 


0D 0DD 
07)D 08D 
IDA 1DA 
1DD 19E 
02)D_03)D 


AJ2 BJ10 1913 D)J4 E)2 
e 
4h 

(63) Reducir la expresión: (a ) 

1 1 
Ajh BJ C)Jh Diz EM? 
) De ) Ea 


s 


CAME MENE 


LA ENCICLOPEDIA 2012) 


OBJETIVOS 


* Aplicar lo aprendido en la teoría de exponentes en 
la resolución de ecuaciones exponenciales, 


* Descomponer números en una ecuación exponencial 
, para acomodar en forma conveniente sus miembros, 
y aplicar uno de los principios fundamentales con que 
se resuelven aquellas. 


IVTRODUCCION : 


La palabra ÁLGEBRA viene de «ilm aljabr w'al 
migabala» título árabe del libro escrito en el siglo 
IX por el matemático muhammad ibn musa al- 
Rhwarizmi. éste título se traduce como «ciencia de 
la restauración y la reducción» 


El álgebra es una rama de las matemáticas que estudia 
la forma de resolver las ecuaciones, por ello, todas 
las operaciones algebraicas , reglas , fórmulas , 
definiciones , etc. tienen un solo objetivo: el cálculo de 
incognitas. una de las características es que utiliza 
símbolos o letras para representar números.Por 
ejemplo la letra «x», puede representar el valor de 
una temperatura, una edad , una velocidad o la medida 
de un ángulo; pero el álgebra no estudia estas 
magnitudes , nos muestra las operaciones en general 
sin precisar qué tipo se está tratando. 


ECUACIONES TRAS SCENDENTES 


son aquellas ecuaciones donde al menos uno de sus 
miembros no es una expresión algebraica , asi pues 
tenemos: ' 

1)formando parte de un exponente: 


3%=27 1;  56%=3025 
1)como base y exponentea la vez : 
"7 4x=61 ;  x%=256 
111) afectada por algún operador: 
senx=0,6. ;  Logyx=6512 
Obsoroación: 


una EXPRESIÓN ALGEBRAICA es un conjunto de 
números y letras relacionados entre sí por los 
operadores matemáticos de la adición , sustracción, 
multiplicación , división, potenciación y/o radicación 


,en un número limitado de veces. 
ECUACIÓN EXPONENCIAL 


Es la ecuación trascendente donde la incógnita está 
como exponente en unos casos , y en otros como. 
exponente y base. 


EJEMPLOS: 
*25"=1 213413"! =14 
» x"=0,26 

CRITERIOS DE RESOLUCIÓN 


CALES » ENTONCE: 


1) AMAS] 
IGUALES 3 


XPONENTES 


Para resolver una ecuación de este tipo, para los casos 
más elementales, se usa una secuencia de artificios, 
basados en las leyes de exponentes; junto con los 
siguientes principios. 


Si: bi=b* > e«=y ; b0,b*+1 


[Sisx"=y" > x=y ; n20] 

NOTA: pl 
si a+b y ambos distintos de cero :|x" = y" => 
EJEMPLOS: 


*Si:2%* 122227 + 1=7>x=6 
"Si: "=(0+1)" >b5=x4+1>4=x 
EJERCICIO 1: 
El valor de «x» 
9% = 27%, es: A 
RESOLUCIÓN: 

Expresando ambos miembros en una misma base: 
SUPRA SA 

Aplicando el principio: 2x + 4=3x- 6; 

entonces: x =10 

EJERCICIO 2: 


Enla ecuación: 95*-3= 95*+1. el valor de «a» es; 


que verifica la ecuación: 


(ECLACIONES EXPONENCIAL! 


TS, 


EDICIONES KUBINOS 


RESOLUCIÓN: 
* Expresando ambos miembros en base 6: 


(ey? y (saya => 50? gent 
Aplicando el principio: 3-9 =2x +2 €NtONCes: y=11 


EJERCICIO 3: 


Luego de resolver: (2x—1)** =(x+2)**, el valor 
de «ac» es: 

RESOLUCIÓN: 

Siendo azb y ambos distintos de cero: 


at=b">x-=0 

Observe que x +2 o, pues de lo contrario el segundo 
miembro sería: go (es una indeterminación). Entonces, 
aplicando el criterio: 22-1=x+2=>x=3 


1) FORMAS ANÁLOGAS: 


Para resolver algunas ecuaciones trascendentes , a 
veces, es necesario recurrir al proceso de comparación 
comunmente llamado método de analogía , el cual 
consiste en dar forma a una parte de la igualdad 
tomando como modelo la otra . 


RESOLUCIÓN: 
*transformando al segundo miembro se tendrá: 


ul 
Y 03 
EJEMPLO 


El valor de «x» en la ecuación ; 0% = 


5] 


RESOLUCIÓN: 


¡Acomodando el segundo miembro como una potenci: 
de modo que la base y el exponente sean igual 


2 1 El 
3 2, 1 
PA (rat + [7 
Luego, aplicando el principio: + 3 


* En general: 


EJEMPLO 4: 
El valor de «x» que verifica la ecuación: 


5 
e =Vg 
RESOLUCIÓN: 


Fíjese con cuidado cómo se acomoda el segundo 
miembro, tratando de que su estructura sea la misma 
que la del primero: 


Ys a 
De donde podemos afirmar, por la observación anterior, 
que = YE 
EJEMPLO 5: 


y 
Dela ecuación: 4%" = 27722 el valor de «x» es: 


RESOLUCIÓN: 


En el segundo miembro, descomponiendo 27 y 729 en 
potencias de 3, se tiene: 


A 90 
a 277 =(8*) =8 
Luego, se puede afirmar que: x =3 


Debemos tener cuidado con el método de la analogía 
pues nos brinda una solución , pudiendo haber otras. 


EJEMPLO: 
en: /x =/2 se observa que =2 
pero /2 =4/4, con lo cual tenemos : 
Ya =Y/4 se observa que x=4 

Ok ae 


g 


A) Si; pS 


2 
Brsi (ar Y 
Artificio usual 


OO CETZITI TIN 


€) Siv(a"=b" / a+b)>n=0 


q asraf =a-a=Ya 


EJSi: E 
IM 
oa mat (¿$ : 
(¿q 


AN al 


x 


RESOLUCIÓN : 
* Debido a que 8 y 4 (las bases), son potencias de 2 , 
entonces trataremos de formar bases iguales. 


(25 2 = (92 4-1 > 93 (2-2) - 92 0-1) 


SY 22x=4 


RESOLUCIÓN: 


* Debido a que la incógnita se involucra en la base y en el 
entonces tratemos de formar una «analogía». 
e =p 


> (x5)" =4 > =4>1*=2=>x=2 


RPTA: “D” 
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RESOLUCIÓN: 
Como ¿=0 ; entonces, por la observación: 


2r49= 0 0=-E 


RESOLUCIÓN: 


En el segundo miembro, el exponente de 4 es: y**, 
por eso debemos poner ( ). Sabemos que: 4=2*, 


Paya tn_ 


* Luego: qart? gar 


qa 


reemplazando: 


Como las bases son iguales, entonces: ¿4+9 — 9x+4 


*Nuevamente: (22)* — 9t=99) - g2xr0 - gura 
De donde 
PROBLEMA 5: 


2x+6=x+4 ; despejando x--2 


RESOLUCIÓN: 


* En ambos miembros, multiplicando los exponentes, 
resulta: grrti012) _ PU raro _ gra 


* Igualando exponentes , resulta + 
17% x 172590 — 179546 — 1796 
Nuevamente, igualando exponentes resulta: 


3x +6=36 , despejando: x =10 Reemplazando, se 
tiene: 10*+10*= 200. 


PROBLEMA 6: 


(ECUACIONES EXPONENCIALES 


PEC ez 1H 


EDICIONES RUEINOS 


* Realizando un intercambio de exponentes en cada 


s 
= (69) =(65)5* 

* Aplicando propiedad: y3=a“%>y=a , resulta: 
2 5% Despejando y 


PROBLEMA 7: 


miembro: (42 me 


Halle «a» si: (am) 


=n 
RESOLUCIÓN: 
* Sabemos que: 
an Se ” 2 
(eyO == an=xva" =Yn 
* Reemplazando se tiene: (ejer A roll 


* Aplicando la propiedad: +" —g2" + y—g,resulta 
an 


* Despejando, resulta ; a = 


PROBLEMA 8 : 


A partir de : (24% = p28 nta 8 
valor de =34 —s6- esigual a: 
RESOLUCIÓN: 


* Dela segunda ecuación despejando - ¿ » , seobtiene 


hb = ?9-3/,7 


* Reemplazando en la primera ecuación exponencial 
2. 70 
O 
% Como las bases son iguales, igualando exponentes, 
7x 28 de 
2a— 36 


(2a—3b)' =14* >2a—3b=14 


resulta: 


se tiene: 2a-3b= donde 


PROBLEMA 9: 


Un terno estándard cuesta x* nuevos soles y un terno 
[cuesta el triple que un terno estándard. Sise 
estándard y x ternos especiales, 
:, si se gastó en total 324 nuevos 


calcule e 
E 
RESOLUCIÓN: 

Costo : x* estándard , 3x* especial 


Gasto = (Cantidad).(Costo) > 324 = x.x*+x.Bx* 


Efectuando resulta: 


E A E 
PROBLEMA 10 ; = E 
Sia” =4, calcule: a+I ( 2atila 
> E=sa* aan $ a 
RESOLUCIÓN: 


Acomodando la expresión que piden 


1 
calcular: E=a% 2 + [ant J 


sabemos que: a%=4> a? =16 


Eeemplazando: E=a** +(a100)"2 
Aplicando la siguiente propiedad 
ar =(ar)” ¿(emy =a”" y reemplazando: 


E=(a*)f + a? reemplazando otra vez lo anterior: 
=4% + 16 =256 + 16 = 272 


PROBLEMA 11: 
Después de resolver la ecuación; 


RESOL, UCIÓN: 


z elevando a la «n», se 


an 5” 1 


obtiene gg" 42m 
* Multiplicando: 


(ur +87)a” = 80% 4 2" => 4%x" +20" =80" +3" 


4 


Factorizando y agrupando resulta: 


ea A =80" 20" =20" (44) 


*Después de simplificar: ;" = 20", de donde: x =20 


*Luego, reemplazando: 


E= 20: y 60 = Yogi6 =5 


PROBLEMA 12: 


1 ss E LA ENCICLOPEDIA 2012) 


RESOLUCIÓN: _ 
, É RESOLUCIÓN : 

*Aplicando la propiedad: Elevandoambos miembros al exponente 12, para 

(Pam nr provocar una forma análoga: 
3 5 MT PE 

Eno [A =46% = (y *=6* 
x = =>n=x" O a 
igualando los exponentes): A 


PROBLEMA 17: 


Pero: AN 


PROBLEMA 1: 


RESOLUCIÓN: 
* Por producto de bases iguales: 99x-13 Z 95 


RESOLUCIÓN: * Entonces: 9x-13=5>9x=18 
Dat" =x.x* =2x =>x=2 
1D) 1923 — 2% — 4 RPJA:"D" 


PROBLEMA 18: 


II)R=x** = x0* =(+*) =2% 256 


PROBLEMA 1: 


* Como 8 y 4 son potencias de 2,se tiene: 


RESOLUCIÓN: Yes PU=l2 > Ya = Y/92="2 
an a A orerponente io, resulta: 
A bases iguales se tiene exponentes iguales: .o 22 
A 2.1 2 
2 $ * Igualando exponentes , se obtendrá: 
Una vez más, a bases iguales exponentes iguales: ds 
1—6=2x+5=>x=-10 AE 
* Despejando la incógnita: x=17 


PROBLEMA 19: 


RESOLUCIÓN: 

* Llevando todo a potencia de 6: 

(633 = (5229 > BUE UA 
* Entonces: 3,9. da 


ORTA DO 


(ECUACIONES EXPONENCIALES 


E EDICIONES RUBIÑOS 


RESOLUCIÓN: 


* Del dato, se obtendrá: 
e-2* 
2-2 
> 1M4=9:2" >16=2% => 2=2% 


* Entonces: x=4 


=2 29 -2=2%:2* -2% > 128=8x2*42* -16 


RPTA : “B” 


RESOLUCIÓN: 
*Tratando de formar una analogía, así: 


5 <5* 
A 4 


RPTA: “CH 


LE 


* Entonces :+=Y5 


READ 22: 2 


: Be 
RESOLUCIÓN: 
DE + 57d = 160 


> 5*(5' +1)=160 > 5%x 6 =150 


10225522 


PROBLEMA 23: 


RESOLUCIÓN: 


* Consideremos el 2do. A 
forma análoga: 


iaa 


cf 


Ma] 


RPTA: “E” 


* Transponer el índice: 
LA 
Ea 
STATS TU RAT ST ASI 470 
> 7-75 SALTAR 


>7=21?>32=8 


RPTA; “Cc” 


PROBLEMA 25: 


ÓN: 
* Transponiendo -2? slo miembro: 


*= cl Debido al 


Traspaso 
* Formando analogía (usando artificios a la izquierda) 


qe 


RPTA: “A” 


AA otr 
(Y => (00 =p" 
> =n>x=Un>x="Yn 


PROBLEMA 27 : 


>=-[(4) ye = (1002 


RPTA: “E” 


PROBLEMA 28 : 


RESOLUCIA ÓN: 
* Considerando el miembro derecho. 


(2/2 
az" 2. (243,21 
=/2/2 
E (212,2 

E 2/2) 
EIA =(2/2)(242) 
> Va= 22 => «(2/27 = 230 
>x=614x2 =612 
PROBLEMA 29 :- 


RPTA: “D” 


RESOLUCI ÓN: Y 
Ya 
Apra (5) 


ay 


1 
E ON 


A 
0>+=4=0,25 


RPTA : “C” 
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* Haciendo: =a > =a*>4=0% 


* Al reemplazar resulta: e 
añ =92a” =99 
>a=U9= 0 =Y9 
24-19 =>: =Y9 
>= Y9 =V/9 =Y3 
RPTA: “B” 


po 31 


RESOLUCIÓN: 
* Haciendo: x=y-1>y=x+1 


y LL 
EN eri idan AE 
ga 


>y-1=14>y=5 
RPTA: “C” 
PROBLEM 


RESOLUCIÓN: 


* Haciendo: El 
ea dl 
41,5 
ER Ys LS 
Ty) 
117) 
1) 
* De (1) y (11), se obtiene: 
Li q >n= pp e 


* De (11) y (ID), se obtendrá: =x:1*". 


(ECUACIONES EXPONENCIALE 


js ETT 10 


ICIONES KUBIÑO;, 


Dela) y(BX ¿8 ton O m4 


* Piden: s="*%n =Y4 


> 


RPTA: “E” 


PROBLEMA 33 : 


4 3 
vu o B) Z 04 D)2 EJ3 
RESOLUCIÓN: 
* Haciendo: a=3*-*-1 
A ge 
sa=lx-1 “ =YVa =Yar 


>a=x-193 *-1=x-1> 8 =x 


PROBLEMA 34 : 


Resolver: 
dis E E 
x = 


ciJz 


DIR a 


q EN a 
AZ Bl EJ9 


RESOLUCIÓN: 
a Y 1) 
2 


* Por una minuciosa comparación , se obtendrá , que: 


E 
2 


Ep. 


5 


RPTA:“B” 
PROBLEMA 35: 


o Ag 149% 


AJ1 B)9 CJ9 DIM EJ9* 


RESOLUCIÓN: 


oz 


PROBLEMA 36: 


Resolver: 
AJÍ BZ ONg=1 DMZ BENZ 


=p) 


RESOLUCIÓN: 


* tratemos de formar una analogía , así: 


EA 
> 22(a- 720 2 (a Y 


o 
A NA 


=*=42-1 RPTA : “C” 
PROBLEMA 37 : 

Resolver: 25*4+9"=2(16") 5 pe 
AZ BIO CNS DMZ  ENz Sen 
RESOLUCIÓN: - 


* como 26 ; 9 son cuadrados perfectos haremos la 


siguiente transformación : 
(5 PA3 P =25% M3) 3 (5% -2(5* 18) + (3 P =0 


ES E A 
Ed 
js ds 
PROBLEMAS DE EXAMENES 
DE ADMISIÓN 
PROBLEMA 38 : 


Si: a =a*,a>0-Hallarel 


46 BJ4 CJ8 


RESOLUCIÓN: 
* Como a > O, igualando exponentes : 


a 3a— 
at=2>a*"=8 A on 


PROBLEMA 39 : 


si(23/7)=3130 
A) 32 B) 29 
RESOLUCIÓN: 

* Jgualando bases tenemos: 


(1837) =(56)* > (56) =(56* 


* De donde: 
>. > x%4+1=37 


RPTA : “E” 


LA ENCICLOPEDIA 2012) 


*Se observa que en la ecuación un factor común es 2% 
,entonces por teoría de exponentes podemos expresar: 
(22 +(2") (2) +(2")+(2") (2) *+(2") (2)*=248 
* Podemos factorizar (2*): 


CUARTA 248 (214 r 291 74 048 


* Operando: (9013 j=948 => (2%)=4 2%) 
(2 =4(89=2* > x=5 
* Se pide: 2%*142%42%1=204+254+21=112 


REZA: 2D" 
PROBLEMA 41 : 


RESOLUCIÓN: 
* Multiplicamos por 2* a ambos miembros ; 
DD a a ao 622 


231x2" =62x2*> 2% =2% 
es 
> x=V6 y x=-J5 


* Pero como x>0 > :- J5 
RPTA: “A” 


A 
= 32+2= g90-96 
* Luego: 2x +2 =3x- 36 
238 =x 
> Sumade cifras: 3+8=11 
REZA: "DB" 


EP BI OBCENSDMIGIEL ER 
RESOLUCIÓN : 


* Del último dato , se obtendrá: 
x=y>o(y=y9>y=x? m1) 

* Ahora en (1) en: 7 
Y =xol(a =1>2=1>x=> 


Ent: (1)-1 


4 
*Se pide: P+2=3 


mo! 


RPTA : “E” 


q 


* Del dato ( yus_q= 
(57 
* Elevando a la octava ambos miembros , se obtiene: 


UGT) 


x** - 2 elevando al cuadrado 


(oa?) 7 =2* 
*Por comparación ; 


ata 221? 
x 


Además: /2x=1 
*Reemplazando convenientemente : 


1 
ay 
ES 


1 1 
O) 


0 yt 


(ECPCACIONES EXPONENCIALES 


Ps ET 


PROBLEMA 46 : 
Sí 25% + 9*= 2(16*), detezminar el valor de 


al 5 dz 
o METAL ) 
4)10 B) 2/5 CI6 DJ8 EJ15 
RESOLUCIÓN: 


* Del dato se obtiene: 
(57 + (3 =2 (5"x 3") 
(57 - 2(5")(3") + (3? =0 

* Recuerde que: a?—2ab + b* = (a + b)? 


* Entonces: (5*—3*)*= 0 
Luego:5"= 3" > x=0 

543% 
Reemplazando en «E» E= 225 

767) 

RPTA : “A” 

PROBLEMA 47 : 
Enla siguiente ecuación: 
16% - 256 = (60,4% el valor de x es: 
AJS BJ4 C)-4 D)9 EJ)1 
RESOLUCIÓN: 
*La ecuación se puede expresar así: 
4 256 = (60) (4% 
* Haciendo y =4** tenemos: 
y'- 60y-256 = 0, cuyas soluciones son y, = 64, 


Y=4 
* Entonces: 64=4%% ;-4=4V% 
+ La primera de estas ecuaciones tiene por solución a 


x =9 y la segunda no tiene solución real. 
RPTA : “D” 


ES 48: 
+39 =27; 8" =11, calcular el valor. de 

E, 
B)216  C)729 DJ e EJ 843 
RESOLUCIÓN: 
* Del dato: (37% + (3% =27 5 
* Luego: 

(37% + (3% + 2(3'1(3") =27 + 2(11) = 49 
* De donde: 

(8439) =49 2343 =7 

(343 =7' = 343 


Sx3 =11 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 49 : 


SA» Ae pia que verifiquez 


EDICIONES EUBINOS)] 
Dar como respuesta: (2+3)43:000 q 
AJ6 BJ4 0)7 DJ12  EJ3_ 
RESOLUCIÓN: 


* Reduciendo adecuadamente se obtiene : 


(ATA E 2H > 


*Se desea :(2X9+3)+3=7 


PRAGUICA 


RPTA : “C” 


DIR 


(RIMERA 


ECUACIONES EXPONENCIALES I 
(DEI valor de x en: (2— 2)? = 128 es: 


A) 13 B) 4/3 C)2/3 D) 5/3 E)1 
(D Resolver la exponencial: 279* =327%* 

:xpo! 
PES B) Ñ OF DF LES 
(O Resolver: 3%" =2432"* 
AJO B)1 C)2 D)J3 EJ4 
O Resolver: [6] =0* 
07 B)5 C)6  D)J25 EJA4 


(3 Calcular «x» si: (5x)*=5*” y proporcionar el 
valor de /x 


AJ B) Y CI DIF EJ5 
1 

MSix* (3) Dar el mayor valor de x. 

A Bj CF Dé Erj 

(1) Hallar a? en: *=3% 

A) (81? B) 81 CC) 80 D) 90 E) 100 

(1) Resuelve la ecuación: Ja? x Ya" = Ya? 

AJ-7 B) 35 C) 12 D) -12/7 E)7 

(09) Resuelve la ecuación: 27* + 391 =12 

AJY8 BJ2/8  C)8/2 D)3 E)-3 

(D El valor de x en a***- a? =0 es: 

AJ3 B)4 C)65 DJ6 E)2 

(O Si:(2/7) =3136 dar el valor de 1*+1 

A)37 B) 34 C) 35 D)36 E) 38 


(O Resolver: 1619 =6942; six >0 


CAM_IZIZMENE TA stes EZ late LA Excrez.orenia 2012) 
AJ12 BJUS  CI8S/2 D) 7 
ps 54 J a EC ne E 57 
Halle 1%+1 en 8” +8**! = 
pd Es: ()Si:a>0 
Az BE 04 D) $ Ez a 
pa +; 6 8 > e 3 ¡calendar a 
En: 2% + 4" =72 
to cs E Ni Bi C)9  DJ8 DÍ 
AJ28  BJ27 0)26 DIJ24  EJ26 (DSig* =94% 
(5) Hallar x en: Hallar: g=/x 
12 «3/4 x 3/8 =U2 A) 1/4 B) 112 C)1/8 — D)1/116  E)1/32 
AJ18  BJ42 C)80  D)35 E) 34 a 
(calcular cv 5 a>1 (3 Hallar «xo», siiy=x" ¡9% =x 
ax "lax Ga x* Ya = al [mn 
AL BZ 0J3 DJS o Wimn BR OR DA 
(MCalcular «x» en la siguiente igualdad: NDA 
EVE GRIS = Ut s 
AJ77  BI38 Ch  DJ9 mo9 ECUACIONES EXPONENCIALES MH 
(0 Hallar el valor de «zw en: OD Resolver para ne 
Y5 35 3 
3057) 3(67)= 4014 11(679) SRA cala = 
A ñ 
Al B)2 C)3  DJ4 EJ 6 isa 
(O Resolver: A)26  B)27  C)28  D)29 E) 30 
PO A (Resolver: 27% *x9*'!=81*'? 
( a sE aa AJ12  BJ18  C)19  D)16 E) 20 
37 (DResolver:(2%7*)* =612% 
y proporcione el valor de «x + y» 1% e 
Ad B)J6 06 D)7 aja Pindicar: Ye +3 
B 
(OD Dar el valor de verdad en: a e OS ao 
py O Hallar xsi:gx-7 ¿39-02390475-0 
57 =mo=0m A)5 B)6 C)7  DJ8 EJ O 
+ En una ecuación exponencial la incógnita puede La 
encontrarse en la base, O Hallara: 2 Ja” le 
+ 2 =2 es una ecuación trascendente. x d ES 2 E, 3 
E) o e e 
A)FEVV BIVVEF. C)EVVV DJEFEF EJVEVF (9) Resolver: 8/gri 8/3 %*" 
A) -39 B) 18 C) -29 D) -42 E)J64 
DResolver: (33/56 


(DHallar «os en: Y 


A BE 


(6 Calcular «e» si se cumple que: (¿25% 2 = 0,04 


1 1 2 
AJO BJZ2  C)-Z Z  EJ5 
y) Y ) 5 DJ ) 


(1 Resolver: V22*7** =8* 


A)8 B)4 C)3 D)2 EJ) 1 


(ECPACIONES EXPONENCIAL] 


as OE 


EDICIONES KUI 


'0oS 


(O) Resolver: 16%" =4 E Hallar x* si: 
1 1 “z 
AF 7 03 02 1 0 =2 
(DES E 

252" =02 M4 BI ONZ DJ2  ENZ 
AJS  BJ4  Cj10 DJ9  EJ13 (€2) Resolver la ecuación: 

(O) Sise cumple: Ja*y/2 = Ya 9or3_grr2 grtl_or pp" 
o Dar como respuesta : x* 
Hallar: (a="") al ol 

AJ16 B)1  CJ2 DJ8  EJ4 
(D Resolver: (3) Calcular el valor de x enla 
ecuación: 
.. hs + .. > > ano 
A OT -. 
5 
1 2 5 El 2 
a BZ OZ DSZ EZ 1 1 5 2 3 
El 3 2 4 5 3 Br e DIS Ez 
(O Resolver: / 2: W2=Y/2""" S)Siendo: 
AJZ  B)-3 CJ4  D)-5 a 1024 
O Hallar x si: Determinar: AS 27427492 
3433 9220. AT BJ2 :C)4 DJ16 EJ258 
E A a 
14730 S É3) Luego de resolver la ecuación: 
1 
Dg HERE IR IS amina a 1 
(D) Resolver: (2*.x)* =/2 AJA 'B)-3  Cj-2  DJ1  EJZ 
AJ2% BIz* 02% D)2* EJ2% (8) Enla ecuación: 
(O Resolver: *-/8x ="/256 "> 2/g1. 3/81 3/81 =39= 
AJ2  B)4 Cj8  DJ186 EJ250 E radicales 
(E Resolver: Determinar: a* 
TP ACI 
A B2 03 D4 ES EdSi:x"=27 calcular: 
(BEn la ecuación: : EA 
a 
Yala. radicales =22 yg BNE CRE DE a 
Dondk 2%. pa E) Resolver: 14 x**! 
a ci 2 nt, 
Hallar: n 4x0 Bindicas: Ye +Ue 
AJ3 BJ4 CjO DJ7 EJ8S AJO BJE  C)7 DJ9 EJ2 
Oñallar x sis(m ajo mir O Hallar =: ES 
les 
A AS 
Dieter" 1 ANJZ+ 1) B)2JZ-2 C)1 
Deia mear DMJZ-1)% EJ3 


ED Hallar el valor de x en: 


25 pd ne 
HT (gar) 
Wi Be o DJ9 EJ? 
OD Resolver: ¿= =(-1E2 
ai mi CNS-1 DMA ENE 
BResolver: Ge 
A A 
2 
Ss ONE DMZ  EMZ 


OM Mencionar el valor de «x», si: 


9%? =9" 4240 
AJ2 B)-2 C) 0,5 
D)-0,65 EJ 0,3 
(2 Indique verdadero (V) o falso 
(E) según corresponda: 
( ) Si:128 =32* >x=6 


() Si:9%=x27%* =1=>x=-13 


(1) si: dx 2 =4>x=-6 


AVVF B)JVVV C)VFV 
D)VFF E)JFVV 
(AHCalcular «x» en: 
Aa 
e al 

AJ-3 B)J2 C)-1 
DJO EJ2 
(E>Cumpliéndose que: 

(lad575 je 
Calcular «mn» . 
AJ8/3 B)9/3 C) 10/3 
D)11/3 EJ10/3 


Or ¿de e 
28 eta el 
Dz) a 


CALETA 


SC7e JI 


(08) Cumpliéndose que: /2%* x 4% = 8?-= 
proporcionar 11x. 


AJ13 B)26 C)24 D)J12 EJ1 
13 
5 28 
ds: Y ¿7 (a «| calcular x* 
AS Bs os pjaw Eje 


(75) Luego de resolver: 4924 4” 4+47**= 84 
indique lo correcto. 
A)nes par B) 
C)jI<n<4 
Ejn=4 


nes primo 
D)Más de uno es correcto 


"”." 


a(5) 3) Ol Dr[9/9) Er[943) 


(O) Si se cumple que: y Ya - gg, calcule el valor 
de: m*- 6n + 16 

4J38 B)40 C) 42 DJ46 E)J61 
(DA Partir de: mo" =Y2 > ,calcular: 


14m"? 4 m% 


Aya BJ6 C)6 D)7 EJ8 
(3 si: 77 =2”* calcular el valor de 167. 
A B)1 C)2 D)-2 EJ1/2 


(0) Sabiendo que yn" — yyu"! ¿calcule el valor 
den*. 


A B)100 CC) 121 D) 132 EJ14 
(USi se cumple: 3/22 = 4/4, calcular: 3/4 
42  BIJ2 0)4 DJ8 E)16 


(L0)Cuál es el valor de «ri» que satisface: 
EEE "3% 
ES FO 


aJ1 B)2 C)4 DJ6 EJ6 
Qs: y layo*a Jo”... = aro? calcular:a +8 
AJUS  BJS/2 C)2 D)112 EJa 
2 (2+y)=10 
((B)Resolver el sistema: 1 
(a+ y): =5 


(256) BA(14)) CM(112:6)) DA(2:4)) EN(13)) 


3*x5* =76 
3x5" =45 


(AD) Luego de resolver: | 


calcular: 2? 4 y" 


A) 18 B)J9 cj10 DJ3 EJ12 
EN) Resolver: 92%+1 y 95*2 — 16 

AJ1 B)-2 0)2 

C) Más de uno es correcto DJBóC 


AI JA 
(02) Calcular el valor de: 
[a J 
R= 
5 
fur] 
Aj1 msc cra ol al 
3 3 
O) sabiendo que: m*=hAn7=-2 
pr min 
calcular el valor de: Fl =m' +n 
4 5 
AI EM CI D)á ENS 


¡ONES HUBIÑOS 


77 PE] Ecuaciones Exponencialen) 


(9) Conociendo que: n"=n-+1, la siguiente 


expresión: T= rl y 
An Bj"  Cin"+1  DiVn Ej" 
(03) Si: n”= 2, calcular el valor de: 
E=Í rta 
AJ2 Bj4 C)8 D)16 E) 32 
(09) Luego de operar: 
*b"sumandos TZ 
A res 
Ya+Ya+.../a| 
Ya xYa.....La 
selec Í...Ela 
AS 
*a+1" radicales 
Se obtiene: 
AJía  Bja CJ Djal Ea” 
(7) Si x e y son dos números positivos, entonces 
la siguiente expresión: = 0 z007 y yoo 
GP, y 20m 

es equivalente a: 
AJ1 B)2 C)jx D)jx+y EJxy 
(03) Sabiendo que: 

a Y a ya E 

mea [28 c+112%] | y _gf¿[200+60 
28% +7* 25% 45% 

entonces el valor de M- N es: 
4J0 B)7 C)14  D)28 E) 36 


(09) Sabiendo que: a+ri=1 a br 1-1 
b e 


calcular el valor de: as (01 
E=a 3 —+bi 
ar+1 b”-1 

A)-2  B)-1 cJ0 D)1 EJ2 
Reducir: JE 

(D Reducir. fa 

5-(v8 
AJL  BJ2 04 D)8 E) 16 


Ayo a 
(O) El valor de: K=(e* ) Ja 


para: a=22* 


AJ2  BJ4  CIWZ DE A 


(|) Indicar el exponente final de «x» en: 
”o ym? el m3 e lan 


Bn C)m+1 D)n+1 


E)mn 


¿ 2-7 pa == pa 
> A 
sabiendo que: xeZ* A x 22008 

41 B)jx C) 2x D)2 


(E Simplificar la expresión: 


s 


EJx* 


Ax 


B)x! 
(3) Resolver la ecuación: 5%*!- 3x0% = 560 


y dar como respuesta el valor de 2%, 
D) 2,76 


C)x D)x* E)1 


42 B) 2,25 


ECUACION! 


012,5 
EXPONENCIAL. 


E) 3,6 


ECUACIONES EXPONENCIALE, 
z do 


06) A 07)C 08)D 09)1 

ADE 12)A 13) 1M)E 18)C 
16) A 17)B_ 18)C 19)C  20)A 
B1)D 223)A 23)E 24)M 25)B 
26) E 27)€C 28)A 29)D 30)D 


21) 0 33) B 


TERCERA PRACTICA 


LA Excrezorebpra 2012) 


OBJETIVOS : 
Al finalizar la unidad, el estudiante será capaz de: 


* Utilizar de modo preciso la definición y la notación 
polinómica . 

* Reconocer las características y propiedades de los 
polinomios, distinguir sus elemento determinar sus 
grados. 

* Realizar operaciones básicas con polinomios . 
INTRODUCCIÓN : 

Los matemáticos para poder expresarse hacen uso de 
símbolos o letras, es decir, hacen uso de fórmulas donde 
aparecen símbolos. Éstos pueden ser sustituidos por 
números reales. El valor de la velocidad de la luz 
siempre es el mismo, aproximadamente 300000 km. 
por segundo, o sea es una constante. Mientras que la 
velocidad de un auto varía con el tiempo, según la 
aceleración que lleve, es decir, es una variable. 


Enel álgebra, generalmente usamos símbolos para 
representar elementos arbitrarios de un conjunto. 
Por lo tanto la notación xeR, significa que x es un 
número real en particular . Un símbolo literal que 
se usa para representar cualquier elemento de un 
conjunto dado , se llama variable . Las últimas 
letras del alfabeto tales como x y Y y Z , W y ooo Se 
emplean a menudo como variables. En cambio El 
numeral que se utiliza para indicar un elemento 
fijo de un conjunto numérico se llama constante . 
Por ejemplo , el numeral representa únicamente al 
número cinco. 

En este capítulo , vamos a suponer que todas la 
variables representan números reales, en algunos 
casos , debemos restringir el conjunto de valores 
permitidos para una variable a algún conjunto 
de R por ejemplo , cuando trabajamos con la 


expresión algebraica: P(x)=Wx, si queremos 

garantizar la existencia de la expresión P(x), 
entonces x debe ser no negativo (x20). El 
subconjunto de Rdonde se encuentran los valores 
permitidos para la variable de x de la expresión 
P(x), se llama dominio de P. 


EXPRESIÓN. VALGEBRAICA 


Es aquella que está formada por variables y/o 
constantes donde las variables están relacionadas con 
las operaciones matemáticas adición , sustracción, 
multiplicación , división, potenciación y radicación , 
en un número limitado de veces. 

EJEMPLO : 


4 
*A(s)=6x*+x--5 ; lo variable es x 


y 
Blay 227 


* En la siguiente expresión algebraica : 
Play) =V2xy' —3x "y" +m* 
son variables: 2, 97 
1 
* Son constantes: V2; 3-3; ms m 


Las constantes que se representan con símbolos literales se 
Maman parámetros. En el ejemplo anterior , m y n son 
parámetros. 
ALas siguientes expresiones no son algebraicas: 
*R(x) =>" +senx 
*Glx) =1 4 FAIR rs 

Ez 
*Fla)=1- + HL 
e J(x)=x* 42042" 
* H(x;y)=2x* + Logxy-Seny? 

TÉRMINO ALGEBRAICO 


Es aquella expresión algebraica donde no participa la 


operación adición y sustracción : ñ 
EJEMPLO: es 
Mes Eo 
Blx; y) =4-4; 


Coeficiente di E Variables Ñ 


GRADOS y POLINOPTIOS 


 Doso más términos algebraicos serán semejantes 
si los exponentes de sus respectivas variables. son 
¡guales. 

EJEMPLO : 


R(x y) =4de y" y Síeiy)=6x y! 


san semajantes 
Alasb) =a*b* y Pía) =4a*b* 
no son semejantes 


* Los términos algebraicos : 
Alsy=20%Y y Nay=30Y son semejantes. 
* Los términos algebraicos ; 


M(=:9) 


Ey n= =E 

no son semejantes , pues no tienen las mismas 
variables. 

MONOMIO : 

Es un término algebraico , cuyos exponentes de sus 
variables son números naturales. 

EJEMPLOS: 


Las siguientes expresiones son monomios ; 


(PARTES DE UN MONOMIO. 


Todo monomio posee las siguientes partes : 


(e pal 


TU 
mz 
Coeficiente e 
¡VALOR NUMÉRICO) 


Consiste en reemplazar las variables de un monomio 
por números determinados. Así , se obtendrán un 


resultado, denominado VALOR CO. 
EJEMPLO : 
Si: P(x) = 7-2, hallar «P,¿yo 
RESOLUCIÓN: 
* Reemplazamos : x =6 

P,=7(0)-2 


sis QUEZCAO les 


EDICIONES 
> Py = 35-2; Luego, P.,,= 33 


POLINOMIO 


Es aquella expresión algebraica donde los exponentes 
delas variables son números enteros positivos , además 
dichas expresiones están definidas para cualquier valor 
que se dea sus variables. 

NOTA : 


Se llama polinomio a la suma finita de expresiones de 
la forma: ax” (si el polinomio tiene una sola variable) 
o de la forma: ax”y" (si el polinomio tiene dos 
variables). 

donde: 


* a: esuna constante, a la que se denomina coeficiente. 


HUM! 


* x, y : son las variables. 
* mn :son los exponentes de las variables, los cuales 
son enteros no negativos. 


En particular, al término ax” sele llama monomio de 
variable «a» y al término ax” y”, monomio de variables 
«am e «y». 


EJEMPLO : 


£ 742x172", Si es polinomio , porque todas 
sus variables tienen exponentes enteros no negativos. 


6 


£ 9x"- 6%” + 19x”- 6,No es polinomio, porque 
una de sus variables tiene exponentes fraccionarios. 


12x- om + 9x'y*, No es polinomio, porqueuna 


de sus variables tiene exponente negativo. 


OE E A 7) 
LQ() =x0-0 Comicnn ..- (No) 
AB(a)=x*+y"" . (Si) 


NOTACIÓN POLINÓMICA 
Es la forma abreviada de la representación de un 
polinomio.Un polinomio se denota así : 

*P,, = 30 + 2a* 
.x es la única variable 
Nombre genérico 
del polinomio 
Selee: «P dex» 6 «Pena» 
*Quy = 6x y - 7 y 


x=, y son variables 
del polinomio “Q'Eo lee: «Q dex, y» 6«Q enz,y» 


CaAM_AZEEMEME A 
* P(x)=13x* - 2x+7, es un polinomio de variable x; 
donde los coeficientes son los números reales : 13; 
-2;7 

* Qluy) =7xy - 4 y' + 11x*, es un polinomio de 
variables x e y ; donde los coeficientes son los números 
reales: 7; -4; 11. 

Un polinomio de variable única «x», tienela siguiente 
forma general 

P()=0a +00 +0 tt aa 
¡a9r0. 

Donde: 

* x : es la variable 


+4, 


* n : es el grado del polinomio. 
* ay, a, ,4,,..., a, : son los coeficientes 

* a, es el coeficiente principal, ag * 0 

* a, ; es el término independiente. 

»Además podemos nombrar los polinomios de acuerdo 
ala cantidad de términos que poseen. 


.» Monomio 


Play) =x y... 
Pla) =5% + 6% 
Qlouy) =y* + xy- 6%... Trinomio 


snsras- Binomio 


Q() = x*- +x-1... Cuatrinomio 


o simplemente polinomio de cuatro términos. 


La expresión E(x; y) = FE ¿ no es un 


polinomio , porque no está definido para: x=0 1» y=0. 


FORMA GENERAL DE UN 
POLINOMIO EN LA VARIABLE 
“KO 
[P(x)=a,P+0,0"+ a,2"*+...+4, 
a, 0 


Donde: 


39, 3,5 «su» 3 a, som los coeficientes del polinomio. 

% g,es el coeficiente principal (coeficiente de la variable con mayor 
exponente) 

* 6, es ol término independiente. 

EJEMPLO: 

el polinomio: P(x) =6x%-a* + 2-3 

* Es de cuarto grado (puede llamársele polinomio cuártico aunque 
mo es muy usnal. 


LA ENCICLOPEDIA 2012) 


Además: 
«Su coeficiente principal es : ay = 54 
+ Su término independiente es :-3 
+ Su término lineal es : 27 
+ Su término cuadrático es : (x” (carece de término 
cuadrático) 
+ Su término cúbico es :-a* 
L además: 
P(x)=x+T.accoo. Polinomio de primer grado 
Q(x)=2x* - x+1... Polinomio de segundo grado 
Plx)=x* -x+7.... Polinomio de tercer grado 
G(x)= 3x*+x*+ 5..Polinomio de cuarto grado 
FORMAS GENERALES : 
POLIVOMIO LIVEAL 3 
(Polinomio de primer grado) 
Pla) =ax +b;axr0 
POLINOMIO CUADRÁTICO : 
(Polinomio de segundo grado) 
Píx) =ax* +bx+0e ;ax0 
VALOR NUMÉRICO (V.W.) 
Si le asignamos valores a las variables de una 
expresión algebraica y efectuamos las operaciones 
que se indican , el número real que se obtiene se 
llama valor numérico de la expresión algebraica. 


EJEMPLO: 
el valor numérico de 


Píx ;9)=3y/=+6, cuando x =9;y =2 


¡él 


Es: Píx ;9)=312) J9+6=23 

Lamas za mos piden 

Sea P(x) = -3x* +21 +x-6 

* Six =-1 entonces: 

Ple) = -3I-I +2-D+(-D- 6=- 2 

* Six = 2 entonces: 

Plx) = - 3(2)3 + 2(2)2 + (2)- 6 =-20 
sora 

Si P(x) es un polinomio, entonces se cumple que: 

+ P(1) = suma de coeficientes del polinomio 


+ P(0) = término independiente del polinomio 


GRADOS yy POLIVOPTIOS 


EXT sz 


EDICIONES KUBIVOS 


KJEMPLO: 

Para el polinomio: P(x)= 2x* + 17x* + 3x - 4, se 
tiene que: 

“P(1) =2+17+3-4= 18 = Sumade coeficientes 
del polinomio 

P(0) =0 + 0 +0-4=-4= término independiente. 


CAMBIO DE VARIABLE 


Las variables de un polinomio (o expresión algebraica) 
pueden ser sustituidas por cualquier otra variable o 
polinomio , quedando el polinomio en términos de la 
nueva variable. 


EJEMPLO 1: 
Dado el polinomio P(x) = 4x6 
Malle : 
DP(Y+D 

RESOLUCIÓN: 
D) El dato es P(x) —"2P' 44m, p(y+1) 
Aquí hayque reemplazar directamente a: por y+1 
en P(x). 
“Luego: P(y +1) =4(y + 1)-6 

>Ply + 1) =4y-1 
11) Igual que el anterior : 
El dato es Píx)—> P(8s-1) 
* Reemplazamos x por 8x1 en P(x) 
* Luego: Pí8x -1)= 4(3x% —1) -5 

> P(8x -1)=12x -9 


mM) P(8%-1) 


EJEMPLO 2: 

Sea Fx =85+6 
Calcular : P.,, 
RESOLUCIÓN : 


* Primero se calcula el valor de la variable igualando 
las notaciones polinómicas. 
Py = Py entoncesx=4 


* Reemplazo el valor encontrado en el polinomio original : 
si x= 4entonces P,, =9(4) + 6 =42 
EJEMPLO 3: 

Piso =8x 1 
Calcular: P.,, 
RESOLUCIÓN : 


* Primero se calcula el valor de la variable igualando 
las notaciones polinómicas entonces ; 2 + 4 = 5 


Piro = Pip, 


luego ==1 


* Reemplazo el valor encontrado en el polinomio original : 
Pro = 8-1 


*Por lo tanto: P.,, =7 


Dado el polinomio : P(x —4)= 10% -7 

Hallar P(x) 

RESOLUCIÓN: 

+ 1ra. Forma: 

Hagamos aparecer la primera variablex:-4 en el 2do. 
miembro , asf; 


=> Plx- 4)= 10x 40 + 83 
Plx- 4) = 10(=- 4) + 83 


Aquí reemplazamos 2-4 por x 
> Píx) = 10x + 83 
+ 2da. Forma: Seva a recurrir a un cambio de variable 
así: 
*De  P(x-4), se hace 
x-4=y —x=y+4 
* Reemplazamos en Pl - 4)...... Dato 
> P(y)=10(y + 4)-7 > P(y)=10y +33 
*Ahora cambiamos y por 4: 
P(x) =10x +33 

» 3ra. Forma: (Método super práctico) 
Hallando la regla como operar de: 

Plx- 4) = 10x-7 
PREGUNTA CLAVE: 
¿Qué podemos hacer a la parte interna de «P» , es 
decir a «x- 4», para que aparezca «10 x- 7» (miem- 
bro derecho)? 
RPTA. : P(ax-4)=10x-7 


+4x10-7 


(e +4)10-7= 10% + 33 


Pla) 
ar 
MÁS EJEMPLOS: 
*Si: Plx)=2x+3 > Plx)= 2x +8 
pa 
203 

«Si: T(x- 2)=x* > T(x-2)=x* 

123s; 


+24 
Y Si: QUx-3)=x +1 


CaAn_aZMZMERME IA 
*Si Pely)=6y-1 
=> P(3/y)=5y-1 


(x6-1 
*Si: P(x)=3x+1 
Plx)=3x+1 


> de+l= Fe) ¡forma 
¡E 


inversa 
148 
GRADO DE LAS EXPRESIONES 
ALGEBRAICAS 
El grado es una característica de las expresiones 
algebraicas, que en una ecuación indica el número de 
valores que debe tener la incógnita. 


El grado absoluto si se refiere a todas las variables y 
relativo si se refiere a una de las variables. 


Grado do un Monomíio 
GRADO ABSOLUTO: 
Se obtiene al sumar los exponentes de las variables, 
GRADO RELATIVO: 


El grado relativo a una variable es el exponente de 
dicha variable. 


EJEMPLOS: 
* Si tenemos los polinomios: 

Peiy= 6% 9%; Miapjy=0 0%0? 
* Entonces sus grados absolutos serán: 


GAP.) 9 3+6= 8 
CAM paje) )= 4439220 


* Si tenemos los polinomios: 


G. =3 
Bay=0 Y"; entoncesí” Eds 
GR) =5 
o Oy =4 
Ms.) = a 0%e?; entonces > G.Rug) =3 
* Fly) =0at y Y GB) =2 
G.R.(x) =5 
GR(y) =8 
GAL(F) =8+5=18 
Grado de un Folinomio 
GRADO ABSOLUTO: 


Está dado por el mayor grado de sus términos. 
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GRADO RELATIVO: 


El grado relativo a una variable es el mayor exponente 
de dicha variable. 


EJEMPLO 1: 
*Hallar el grado absoluto del polinomio: 
Pay =5%%y - 30ty? + 47y? 
ERAS ER 
y y y 
G.A=9 GA=6 GA=4 
*Luego el resultado es el mayor G-A. 
>6.4(Ry)=9 
EJEMPLO 2: 
* Hallar el gradorelativo de «xv» e «y» del polinomio 


¿Poy = 6d CN ra dy 


RESOLUCIÓN: 
* Hallamos el grado relativo para cada término: 
ey sy sr ay 
Y y da 
G.R.(x)=2  G.R.(x)=4  G.R.(x)=2 
G.R.(y)=7  G.R.(y)=2 G.R(y)=2 


* Luego, cogemos el mayor en cada caso; así: 
> G.R.(x)= 4; G.R.(y)=7 
EJEMPLO 3: 
Ple) = 6x7 y- 3%? y? + 2xy" 
GR(3)=7 ; GRy)=5 5 GA(P) =10 


CÁLCULO DE GRADOS 
EN OPERACIONES 


DEn la adición osustracción se conserva el grado del 
mayor: 


EJEMPLO: 
Si P(x) es de grado: a 
Si Q(x) es de grado: b 
tal que: a >b 
=> Grado [P(x) +Q(x)] = a 
11) En la multiplicación los grados se suman; 
EJEMPLO: Ñ 
(4 y + 710 y + ty 2) 
> Grado: 6 +9 =15 


111) En la división los grados se restan: 


EJEMPLO: yt 03 
¿Y ASAS do:9-6=3 
ic = 


GRADOS y POLINOMNIOS 


IC ss RE 


EDICIONES RUBINOS 


TV) En la potenciación el grado queda multiplicado 
por el exponente: 


EJEMPLO: 

(ya? y + 22 )10 > Grado : 9X10 =90 
V)Enla radicación el grado queda dividido por el índice 
del radical: 

EJEMPLO: 


3 hy +25 -7x% > Grado: ES =d 
Observaciones : 
* cuando empleemos la palabra grado a secas, nos 
referimos al grado absoluto del polinomio. 


si todos los coeficientes del polinomio son nulos , el 
polinomio es llamado nulo (o polinomio cero ) y en este 
caso diremos que carece de grado . 


POLIVNOMIOS ESPECIALES 


En esta parte definiremos algunos polinomios de uso 
frecuente y para los cuales existe una terminología 
de uso común: 


I)POLIVYOMIOS NOMJOGÉNEOS: 
Son aquellos en los que todos los términos tienenigual 


EIEMPLO: 
+ a +x yz? Es homogéneo de grado 5. 
*Ploysz)=0 +y +2 +ayz 

Es un polinomio homogéneo de grado 3. 


Otra definición de polinomio homogéneo es : 
«P(Rkxzky;kz;...kw)=k"P(x; y; Zj.a.s 10) 

donde: kez;k=0 

1) POLEVOMIOS ORDENADOS: 


Un polinomio será ordenado con respecto a una de sus 
variables , si los exponentes de dicha variable están 
aumentando o disminuyendo según sea el orden 
ascendente o descendente a partir del primer término 
(contando de derecha a izquierda). 


EJEMPLO: 
Eatyiat ia y 

Está ordenado ascendentemente con respecto a y. 
*P(xiy)=5x y "+3: y +3x y" está ordenado 


ascendentemente respecto a x y descendentemente 
respecto a y. 


UNPOLEVOMOS COMPLETOS 3 


Un polinomio será completo con respecto a una de sus 
variables si contiene todos Jos exponentes (potencias 
sucesivas)de dicha variable desde el mayor hasta el 
cero inclusive. 

EJEMPLO : 

ay? - y + xy? + 3% y? Es completo respecto a 2% 
* Plxzy)=6xy* +? xy +a*y*-8 es completo respecto 
ay. 

En 

Un polinomio completo no tiene porque ser ordenado 
y viceversa . 

EJEMPLOS: 

* el polinomio P(x;y)=3x*y+xy*+x*y* - 7es completo 
respecto a la variable x, pero no está ordenado respecto 
a esta variable, 


* el polinomio P(x)=6x* +x*+x* - 2 es completo 
respecto a la variable x , y está ordenado respecto a 
esta variable . 


(E5]_erorizoao_] 


En todo polinomio completo y de una sola variable, el 
número de términos es equivalente al grado 
aumentado en uno. Es decir: 


Número de términos=Grado +1 


EJEMPLO: 


Plaj= —at42o 7411042 

* Como es completo entonces : 
Número de términos =5+1= 6 
IV) POLLYOMIOS IDÉNTICOS (= 


Dos polinomios son idénticos si tienen el mismo valor 
numérico para cualquier valor asignado a sus variables 
. En dos polinomios idénticos los coeficientes de sus 
términos semejantes son iguales. 


EJEMPLO: 
* sea: ax+by+0z=8x+22- 6y 
entonces:a=8 ; b=-5; c=2 


* Los polinomios; P(x) = 16x* + 45x + 98 y 

Q(<) = 98 + 45x + 16x”, son idénticos y se denota 
así: P(x)= Q(x) 

* Si: P(x) = ax + bx" +0 y Q(u) = 9x* + 31x* + 20 
, son idénticos ax? + bx? +e = 9 + 31x* +20, 
VeR- > a=9; ;c=20 


CA AÑ EZ MEME SA 


Mis ETE il 


LA ENCIOLOPrEDIA 2012) 


F)POLEVOMIOS IDENTICAMENTE NULOS(=0): 
Son aquellas expresiones que son equivalentes a cero 
«Estando reducidas se cumple que cada coeficiente es 
igual a cero. 

EJEMPLO: 

*oeasax+by+ez=0 

entonces:a=0 ; b=0 ; 0=0 

* Si Plx) = ax' + bx + e es idénticamente nulo, 
entonces: a =0;b=0 y c=0 


DEFIVICIONES ADICIONALES 


POLLSOMIO MÓNICO : 
Es aquel polinomio de una variable cuyo coeficiente 
principal es 1. 
EJEMPLO: 
Los polinomios : 

Pl)=x +20 3 +4 

Qlx)= 2544 30 + 0-2 

son mónicos. 

=Pero los polinomios : 

Fla)=x? +20 2% +3 

Glaj=x 4 0d 204 

No son mónicos. 


POLLVOMIOS CONSTANTES : 


Son aquellos polinomios (de una o más variables) de 
la forma P(x)= Rh, «k» es un número real. Si A*0, 
entonces definimos el grado del polinomio constantes 
¡como cero , pero si k=0, entonces P(x) 0 es llamado 
polinomio idénticamente nulo , cuyo grado no está 
definido. 


EJEMPLO: 
Los polinomios. 

Pla)=7 5 P(sy)=-1 5 Plx)=V2 
son constantes de grado cero. 


* Pero el polinomio P(x)=0 es el único polinomio que no tie- 
no grado. 


PROPIEDADES 


Consideremos el polinomio de grado «n». 

Plx)=0 "+02 ag. 40, % + 
donde: 2,0, luego : 

SUMA DE COEFICIENTES : 

En todo polinomio de dos o más términos la suma 


de sus coeficientes se obtiene evaluando el polinomio 
en1.Es decir suma coeficientes es Py 6 Pyy.1, 6 Pyoso1y 


(según la cantidad de variables). 


a 
Y 4, =4,+a,+a3+...+a, =P(1)| 
¡h=0 


TÉRMINO INDEPENDIENTE : 

En todo polinomio su término independiente se 
obtiene evaluando dicho polinomio en cero. Es 
decir: 

Término independiente Py, 0 9,0, 0 P c0;0;0) (Según 
la cantidad de variables). 


EJEMPLOS : 
* Sea el polinomio: 
P(x)=3x'*+x-2, luego: 
> Suma de coeficientes: P(1)=3+1-2 =2 
= Término independiente: P(0) =-2 
* Sea el polinomio: 
Q()= x(x% + 2) + 2(x-1) + 4, luego: 
> Suma de coeficientes:Q(1) = 1(3) + 2(0) +4 =7 
=> Término independiente:Q(0) = 0(2) + 2(-1) + 4 =2 
* Sea el polinomio : 
Plx +2) = 4x'-x +3, luego: 


=>Suma de coeficientes : 
x+ 2 lor =-1 
> Pl)s 4(-1) -(-1)+43 


*Luego: P(1)=0 
> Término independiente: 


x+2=0>x=2 
>P(0) = (2) -(-2) +3 
*Luego: P(0)=-27 


OPERACIONES CON 
POLINOMIOS 


SUMA DE POLINOMIOS 
Al sumar polinomios, se reducirán sus términos 
semejantes. Aquellos que no lo sean, serán 
colocados conservando su propio signo. 
EJEMPLOS: 


¡NODPIIPS 


GRADOS y OL 


MEC ss 


EDICIONES RUBINOS 


(Dados los polinomios: 
P(x)=7x* +3x-5 
Q(x)=5x* -23+9 
Calcular: P(x)+Q(x) 
RESOLUCIÓN: 
* En primer lugar; escribimos los polinomios uno al 
lado del otro: 


Plx) Qs) 
DO 4306451 249 


* Ahora seleccionamos los términos semejantes: 
Te + 3064 bx - 2049 


> Hecho esto, reducimos los términos, seleccionados 
obteniendo el resultado: 


12 +x+4 


(3 Calcular P(x)+Q(x)+R(x) sabiendo que: 
P(x)=3*+5;Q(3)=8x+5x* -1 
R(x)=8:+4 

RESOLUCIÓN: 

* Colocamos los tres polinomios juntos: 
E 

* Los términos semejantes se reducen, los Otros son 

colocados con su propio signo. 

Ex + Br *+8r +8 


RESTA DE POLULINOMIOS 


La gran diferencia que existe con la suma, es que al 
polinomio negativo (precedido por un signo —) se la 
cambiarán, previamente, los signos de TODOS sus 
términos. Luego de esto, se procederá como en la suma. 


EJEMPLO: 
Si tenemos: 
P(x)=2x 54 +10x-7 
Q)==*-7:*+8x-11 
Calcular : P(x)— Q(x) 
RESOLUCIÓN: 
* Tenemos: — pp a 
2-5 +10x-7-(x*-73*+3x-11) 
Q(x) es el polinomio negativo (observa el signo a su 
izquierda). Nota como se han colocado los «( )». 
* Ahora cambiamos los signos a todos los términos de 
Q(x): 25-57 +10:-7- +77 -8x+11 


* Observa que al cambiar los signos. Los «(J» 
desaparecen automáticamente. 


* Seleccionamos términos semejantes y reducimos: 


2x*-5x? + 10% - 7-2 + 70?*-3x + 11 
— e = 


= +2 +7x+4 


MULTIPLICACIÓN DE POLINOMIOS 


Para multiplicar polinomios debemos tener encuenta 
a la siguiente propiedad: 


ar xa” =a"*"); 


¡nEN-aER 
* Considerando esto, veremos los siguientes 
EJEMPLOS: 


ED Multiplicar 4? por 3x*—2x +1 
RESOLUCIÓN: 


* Tenemos: 5x(352-2x + 1) 
E 


=P x3 a ll 

¡ERRE 
= 30-20 
Observa como se usó la propiedad mencionada. 
(|) Multiplicar (x* +x") por (2 -a* + 2-1) 
RESOLUCIÓN: 


E TnCIm08 (ay? 4 8) (207202 4 De 1) 


* Luego, multiplicando tenemos: 
Aaron 


= 2 a+ 200084 La 074 2 a 
e O ee == 


aros 


Observa como hemos reducido los términos 
semejantes. 


(E) Multiplicar 
A(=)=2"+x+1 con Blx)=x+2 
RESOLUCIÓN: 


(rxr lll) = 2 22 


LED s<ersrracrz 
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*otambién 4 x +1 
+2 
ata 
sumamos 
+20 74 2r + 2| 
074 3074 Br +2 
“Luego Ca) ex" +3x*+8x+2 
* Con respecto a los grados : 
A(=)B(=)=C(=) 
a 
* Se observa que el grado de C(w) resulta de sumar los 
grados de A(x) y B(x) 
EJERCICIO 1: 
Reducir: 
Az 5x + 2-[-(6x% + 2) - (8 + x)] 
AJO B)-1 C)2  DJ4 Es 
RESOLUCIÓN: 
Anbx+2-[+6:-2+8-x) 
>A=8x+2-[8x+6] 
>A=8x+2-5x-6 
>A=-4 


[multiplicamos 


RPTA : “E” 
EJERCICIO 2: 
Multiplicar (2+ + 3y*) por (6x* - y) 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicando la propiedad distributiva conforme se 


(2x+ 3yY(Bx*-y) 


laxbx -Laxy+3y ix bx? -8y xy 

=10x7-2ay+15x y! -3y* 

EJERCICIO 3: 

Multiplicar Sa? — 6xy +y* por —- 2x*y% 

RESOLUCIÓN: E 
(3x*5xy + y*)-2x y) 


* Aplicando la propiedad distributiva: 
3x2 y lay y 2 y xx yl 
=-6x y +10x%y*-220%y 

EJERCICIO 4: 

Reducir: (23 +65y)(=-9)-(2* +3y)(2x-89) 

RESOLUCIÓN: 


*Aplicando la propiedad distributiva: 


(2% + Exyl 9) — (2? + ay (2 Ey) 


m(2x-2xy+5x'y-Bxy")-(23 -5x*y+22*y-Sxy”) 
24 2 yr y NA Ay lay 
=3x*y+10x'y 

EJERCICIO 5: 

Reducir: (+ +5)(2x-3)-(2x+1)(+-4) 

RESOLUCIÓN : 

* Aplicando la propiedad distributiva : 


EN 


1. 
(+ 5)(2x-3) - (2:+1)(x-4) 
Ar 


=(2+* -35+10x-16)- (227 -8x+x-4) 
=20 +7%-15-(247 -72-4) 

=24 +7%-16-2É +7x+4= 16:11 

* De donde lo reducido es : 14x — 11 
EJERCICIO 6: 


Multiplicar a”**-4a” —2a'*! pora*-2a 
RESOLUCIÓN: 
* Análogamente conforme se indica: 


(a""2-Zar-2a"*)(a?- 2a) 
de = 


=0a"?xa?-4a"xal- 207 xa?-am? 


x2a+4a” x2a+2a”*x2a 


O A 
amd? Bam? 

LA REGLA DIAGONAL 3 

Una disposición usual para ejecutar el producto de 
polinomios mediante la regla de distribución es la 
variante de orientación rectangular, la cual se expone 
a continuación: 

EJEMPLO : 

Efectuar: E = (317 + 7x +21) (4? — 9x+11) 


RESOLUCIÓN: *= 


€ oe eqepvwvs 


GRADOS yy POLINODIOS 


TEC 67 A 


EDICIONES KUEINOS 


1)Disposición rectángular  II)Ejecutando una fila 


del 9411 4% 9x4 11 
elas 70498 
ze Ze 
a 21 


UI) Desmodo análogo ¿3 7,7 
-9x 
A 278 1390 


21 | 84x? - 189x + 231 

Luego de sumar términos semejantes por las 
diagonales, resulta: 

E=12x% 4x7 + 64x? - 112x + 231 
RESUMEN : 
Los polinomios son expresiones algebraicas racionales 
enteros de dos o más términos. A los polinomios se les 
denota de la siguiente forma: P(x) , P(%3y) » «. 
Los polinomios poseen grados relativos y absolutos y 
estos son enteros y positivos. 
Los polinomios especiales son: Polinomios ordenados, 
completos, homogéneos, idénticos o idénticamente 
nulo. 
Con los polinomios podemos efectuar las operaciones 
de adición, sustracción, multiplicación y división. Esto 
último se estudiará en posterior capítulo. 


PROBUEMASPRESUELTO 


PROBLEMA 1: 


3 A=ímx* Ea a 

Lo son términos semejantes. 

“B =J5x? Y 

Hallar: Vn? +17 

4)9 B)8 CI-1 > D)12 EJ 181 
RESOLUCIÓN: 


ED: 
T7nx 
eo Don T.S.>Los elementos de «x» deben 
ser iguales. Entonces: n-1=70 n =8 


* Pero me piden hallar: Vn* + 17 = 18? +17 


RPTA : 


9 


PROBLEMA 2: 
Calcular el UN. de M'; para a=-1; 

M=-10a-2b + 6a +2b 
AJ1 B)2 C)2  DJ4 
RESOLUCIÓN: 


E) 8 


* De: M=-10a - 2b + Ga + 2b 
=reduciendo: 
M =-10a + 64 =M =-4a 
pero a =-1,, luego : M =-4(-1)=4 
RPTA ; “D” 
PROBLEMA 3: 


ee 
SP 221 Cll pS LI =EOrA 


P(=2)+P(=1) 
AJ1 BJ2 C)3 DJ4 E) 8 
RESOLUCIÓN : 
*Calculando por — partes: 


* P(2)=2(2) -1=2(4)-1=8-1=7 
*P(1)=2(1)' -1=2(1)-1=2-1=1 
*P(1)=2(1) -1=2(1)-1=2-1=1 
=P(0)=2(0)' -1=2(0)-1=0-1=-1 
*P(-2)=2(-2)” -1=2(4)-1=8-1=7 
*P(2)=2(-1) -1=2(1)-1=2-1=1 


BETA A" 
PROBLEMA 4: 
SP, = +20 -4x +5 
Hallar : E=P(1)-P(-1)+P(2) - P(-2) 
4-2 B)-6 04 DU E) 10 
RESOLUCIÓN: 


*P()=(1)+2(1) -4(1)+5=1+2-4+6=4 
*P(1)=(1) +2(1)7 -4(1)+5=-142+4+5=10 
*p(2)=(2) +2(2)” -4(2)+5=8+8-8+5=18 
* P(22)=(-2)” + 22)” -4(-2)+5=-8+84+8+5=18 
* Luego: E = 4- 10+13- 13 =-6 

RPTA: “B” 
PROBLEMA 5: 


Si P,, = 3? +x-3 Calcular el valor ] 
10) 


EJ6 


41 B)2 C)0 DJ > 


RESOLUCIÓN: 
* Nos piden calcular: “ 


(0) 
> Ry =3(0*+1-3 
> Py =3(1)+1-3=1 


CA EZONE NE A 


EE ss TEA 
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*Entonces : 


ln] 


PROBLEMA 6: 

Sea: Plx)=(2a 1)? + ax a+3 

un polinomio mónico , indicar el término 
independiente : 
AJ1 BJ2 
RESOLUCIÓN : 
*Si P(x) es mónico , entonces su coeficiente principal 


RETA: HN 


013 D)-2 E) 4 


es 1, es decir : -1=1> 2 =2>0=1 
«Se pido: : 
Se pide: Término arm 11902 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 7: 

2n-3 0-2 372 
CEL 


nr 


Sereduce a un monomio de 3er. grado, calcular el valor 
de er, 


45 B)J3 0)7 D)1 E)-2 
RESOLUCIÓN: 
* Efectuando tenemos: 
A ón 12 018 
Eh ES TOR 
An 21 


> Flx)=x 
* Ahora como es de grado 3, entonces: 
8n- 21 =3>8n =24> n=3 
RPTA: 
PROBLEMA 8: 
Luego de reducir clasifique la expresión algebraica. 


Pasar) PER O e yt 


D)No admite clasificación e 
ETrascendento 
RESOLUCIÓN: 


* Llevamos las variables al numerador: 
Pz y 


Obsornación : 

Exponentes de las variables son múzeros enteros , esto hace 
que la expresión algebraica sea racional, pero como hay por lo 
menos uno que es negativo se concluye que P(x,y,z) es una 
expresión algebraica racional Fraccionaria. 


RPTA: “Cc” 


PROBLEMA 9: 
Si el polinomio completo es de «3r» términos : 
P(x)=2nx"+(2n DP" 4 (20 2)a 7. 


Calcular «1... 
AJ1 B)3 


RESOLUCIÓN: 
* Se puede apreciar que Pl») está ordenado 
descendentemente, entonces: 

Grado [P] = 2n 


* Además sabemos que : 
Número. «e Le pd de 
E 


065 D)7 E)9 


Grado+1 

A 
2n41 =>=n=1 
RPTA:*“ 


Sn = 


PROBLEMA 10: 
Calcular «a» y «b», para que el polinomio sea completo. 
Ple)=(2 +0) 3% +54 2x0 
eindicar: a*-b 
A)-1 BJO 
RESOLUCIÓN: 
* Coro el polinomio es completo y de 4 términos , 
entonces P(x) es de grado 3, donde el grado de los 
otros 2 términos serían 3 y 1; luego una de las 
posibilidades será: —a+b=3 y a=1=b=2 


* Piden: a*-b=2*-1=3 


C)2 D)J5 E)3 


RPTA:* 


PROBLEMA 11: 
Si el polinomio: 
Play = lat + a yo lar yate y 

es homogéneo , hallar la guma de sus coeficientes. 
4)16 B) 19 C)11 DJ4 E) 22 
RESOLUCIÓN: 
* Por ser homogéneo se cumple: 

G.A.(término 1) = G.A.(término 2) 

at+2+a = 2a-1+0*-1 

de aquí: a=4 
+ Luego: 
+ Donde: 


Ecoef. de P(x,y) = P(1,1) 


P(1,1)=a*+1+ 0+1= 22 
RPTA : “E” 

PROBLEMA 12: 

SeP(x)=(m +n)x"" =(mon)a"" 

Es idénticamente nulo, calcular: mxre 

AJ1 B)2 cJO. D) -1 

RESOLUCIÓN: 

* Como P(x) es idénticamente nulo, entonces: P(x)=0 

5 luego: 


E)-3 


GRADOS y POLINOMIOS sE EDICIONES RUBIÑOS 


“2630 ¿ GAP) = 11; G.R.(x) =G¿R(y)=5, 
*tab=0 Luego: 2m-+n- es: 
2a=0—>a=0—b=0 4)5 B)15 C)10 — D)J25 E) 12 
* Piden: axb=0x0=0 AP CIanA 
RPTA : “Cc” *Analicemos los grados de dos términos: 

PROBLEMA 13: *G.A.(T,) =m-+n +1) De aquí 
Si los polinomios: *GA(T¿)=m+n- Less» 
P(x)=(a- 2 +(2a—b—3)x+(2c—3b) » Usando el dato: m+n+. 
QUe)=-4x% -5x +6 =m+n=10 1) 
son idénticos, hallar: a+b+e +Además del polinomi 


aAJ1 B)2 C)-1 D)-4 EJ3 
RESOLUCIÓN : 
* Como P(x) =Q(x), entonces : 


G.R.(x)= n+3 a G.R.(y)=m-2 
*Pordato: G.R.(x) — G.R.(y) =6 


(n +3) - (m-2) =5 
«Deaquí: n-m=0 > m=n 
*Reemplazando en l; 
m=5 nn=5 


>2m+n= 165 RPZA :"B" 
PROBLEMA 16: 
Determinar el grado del polinomio P(x) sabiendo que 


De (1): x =-2 
* Reemplazando en (1): 2(-2)- b-3 =-5=b =-2 


AS O el grado de [PG+)J* [Q(e)]' es igual a 21, además ol 
Portanto: a+b+0=-2+-24+0=4 grado de [P(x)1* [Q(x)1? es igual a-20. A 
A)2 B)J6 C13 D)7 EJ1 


RPIAF ID" RESOLUCIÓN: 
* Sea: [ee [P(x)I=m ) E ¡Grado[P(x)]*= 2m 
en mo EIA ¡Grado [Q(x)I=n ¡Grado[Q(x)1*= Sn. 
()=7 a? +(p-13)x+2p= * Donde: 2 e 
"Tiene como coeficiente principal a 17, mientras que el Grado[P(x)]* [Q(x)"= 2m+ 3n 


término independiente es el triple del coeficiente del» Por dato: 2m+ 3n = 21... 
término líneal. 
Calcular: m + n +p 


PROBLEMA 14: 
Siel polinomio cuadrático : 


* Además: — Grado[P(x)1'= 4m 


AJB1  BJ12  C)201 D)123 EJ80 Grado[Q(x)]*= 2n 
RESOLUCIÓN: > [P(5)11 [Q()I"= 4m+ 2n 
A * Por tanto: dm+ 2n = 22..csam (11) 
q A o * Resolviendo (1) y (IN): m =3 ; n =65 
* Además: > Grado [P(x)] = 8 
= RPJA: "C" 

Coeficiente principal =17  ¿=17=n=68 PROBLEMA 17: 

¿Cuánto hay que agregar al polinomio : 


* Según último dato: — 2p- 5=3(p-13)> p=34 


Qu nba 
* Piden: m+n+p= 21 +68+34=123 add 
RPJA : con respecto a «x» y la sun 
PROBLEMA 15: además e Pe e 
100S A) 3xty + 899 PYR BN 
po 4 D)l1x3 + 8y* EJ13x% y + By * me ,] 


Play)=3 y LI tt nos RESOLUCIÓN: 


(EAA_ EZ NZMENMZ AA 


13 oo ET 
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* Lo que vamos a agregar al polinomio para que sea 
completo respecto axy homogéneo a la vez es a 
y+by* ahora tendremos el polinomio: 


Py = Sra y- 20 y? + 6xy* + by? 


* donde: 
Paya 32) + a(2% (1) - 22) (945120 + b(1)% 
=114> Py, 50480 +b=114> a+b=15 


* También: 3+a+-245+b=21>a+b =165 


8a +b= 64 


* Resolviendo el sistema: E Eb =15 


Tenemos: a=7;b=8 

* Entonces debemos agregar: 7x*y+ 8y* 

RPZA : “BD” 
PROBLEMA 18: 
Silat+36)2+a*+0a=6+13a%x 5e cumple para 
todo número real x, los valores reales de «a» son : 
AJ=2y38 B)2y-3 C)2,-2,3y-3  D)2y3 
RESOLUCIÓN: 


* Si la igualdad se verifica para todo número real x, 
entonces se concluye que ésta, es una identidad. 


* Por lo tanto, dando un valor conveniente. 

* Parax=0, se tendrá : 
a+a=6>a +a-6=0>(a+3Ma-2)=0 
*a+3=0>a=-3 
*a-2=0>a=2 


RPJA : 
PROBLEMA 19: 
Sien el polinomio de grado par: 
Pro=[(+Da"1] ne -1)"+2n 


neZ'se verifica que la suma de coeficientes excede su 
coeficiente principal. 
4) 256 B) 512 
RESOLUCIÓN: 


* Pordato: Py —50P.p, =14. 


€) 621 D)725 E) 729 


(1) 


* Enel polinomio: e [mear 1] mor +20 


* Evaluando y reemplazando en (1): 

(+11) =nf1-1)+2050|(2) =n(-1)'+20]=14 
>n"+2n-50[1-n+2n] =14 
=>n"+2n-50-50n=14 


=n*=644+48n 
* Como neZ'>n=4 


* Luego el polinomio tiene la forma: 
Po) = [53% 11% - 4 (41 — 1) +8; de donde: 


* Coeficiente principal: 5% -- 4= 625-—4= 621 
BPZA: CC" 
PROBLEMA 20: 
De las siguientes sentencias , cuántas son ciertas ; 
DP.) = 52 + 2./3x""", es homogénea si a=10 
ID El término independiente de Res =7: 
Pier) = 2-7. 

JD) La suma de coeficientes de P...yes: 

145 Fc. B3x+11, 
IVISi:Q() = ax! +bx* + cx% + dx+e se anulapara 6 
valores , entonces Q(x)= 0 
4)1 B)2 03 
RESOLUCIÓN: 
*Analizando las proposiciones : 
D FALSO: Pues el polinomio está en una sola variable 


y no se definen polinomios homogéneos de una 
variable. 


U) De P,, y) =2%-7> Po) =2x-9 
Luego: Pr.) =-2x-9 
FALSO pues el TI ¡p,=-9 


D)4 E)5 


1) En: Pe, y = 3% +11 


TV) VERDADERO 

RPTA: “A” 
PROBLEMA 21: 
se F(sx* -1)=./7%+16 +8 
Calcular: F(-6) 
4)9 BJ5 Cc)11 D)19 E) 10 
RESOLUCIÓN: 


Píbx* - 1)=V7x+16+8 
E 
F(-6)=[1()+16 +18 


El valor que se 
'va hallar dex 


5x*- 1=-6 
>5%=-6+1 


> bx =-5> 0%=-1 


GHADOS y POLINOPIIOS 


EEC or MET 


EDICIONES KUBINOS 


Con lo que: 
F(-6)= 7 -D+16+8=4/9+8=11 

REZA: "0" 

PROBLEMA 22: 

Si: H(x«-5) =3x* +1 

Calcular: E =H(2) + H(1) 

A) 129 B) 427 C) 121 

RESOLUCIÓN: 

» Calculando la regla de como operar, (3ra. forma): 


H (x- 5)= 3x%+1 
ETS] 
> H(2)=(2+5)2x3 +1= 148 


D) 257 E) 203 


A ASA 
H(1)=109 


rl 
Piden : E=148 +109=257 
RPTA : “D" 
PROBLEMA 23: 
Si: G(e + 3)=7% 
A) 49 B) 28 
RESOLUCIÓN: 
Considerando la regla como operador: 
Glx+3)=7x% 


Ahora calculemos , primero: 
(4-3)7=7 
EEE: 


Calcular; G(G(4)) 


C) 42 D)21  E)26 


G(G(4))=G(7) ri 
RPTA : "DB" 
PROBLEMA 24: 
SiPlesysz)=daz +5, 
Calcular «rt», en + 
P(1;2n;8) =5P(2;3;n) 


dl 13 2 1 
oz pls Diz EJ3 


A 
RESOLUCIÓN: 
* Al aplicar la definición en ambos miembros , se 
obtendrá: 1? —(2n)3+5= 5 [2? — 3(—n)+ 6] 

> 1-6n + 5=20 +15n + 25 


e 13 
*Al despejar: === 
RPTA: “DB” 


PROMLEMA 25: 


Si F(x%=1)=x+5 Calcular: «y» 
F(F(y)+1)= 7 

AJ1 B)-1 C)3 DJO EJ 4 

RESOLUCIÓN: 


* Hallemos la regla como operar, peroen forma inversa 
(de afuera hacia adentro), debido a que el dato está en 


el miembro derecho. — (y? +5 
-UP-5 
Ahora en: F(F(y)+1)= 7 
uP-5 
> (7-5) -1=F(y)+1 
6=F(y) 
ME 
MF7a 
-59-1= |: 
3 (6=5P- 1=y => 0%): opa mp 
PROBLEMA 26: 
Si Plat y)=P(x)+ P(y) be 
P(7) = 42 Calcular: P(1) 
4J6 B)5 cJ0 D)-1 EJ JZ 
RESOLUCIÓN: 
*Haciendo ; ¡se tendrá P(1+1)=P(1)+P(Y) 


=>  |P(2)=2P(1)) 


> P(2 + 1)= P(2)+ P(1) 

> P(3)= 2P(1)+ P(1) 

> P(3)= 3P(1) 

* Análogamente se obtendrá que : 
Pm =7P(1) 


42 =7P(1) 
>6=P(1) 


PROBLEMA 27: 

S  G(x+1)=x?-2x+2 
Fle-D=x +x +1 
Q()= Fe +1) +G(-1) Za 


RPTA : “A” 


Calcular: Q(3) : o 
AJ32  BJO C)27 —DJ8I > m3 
RESOLUCIÓN: 


* Se deduce que: Q(8)= F(4) + G(2) 
* Pero F(4) se obtiene para x- 5 en F(x-1) y G(2) 
se obtiene para x=1 en Glx +1). 


* Luego: * F(4)=5* +5 +1=31 


¡[SVT FT ZITIN 


TJ 92 
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+ G(2)=1"-2(0+2=1 
* Con lo que: Q(3)=31+1=32 


RPZA: “A” 
PROBLEMA 28: 

Si P(2x-7)=10x+2 — Calcular: P(x) 

AJ6x=33—  B)6x+37 C)6x-1 
D)óx+1  Ej4x-9 

RESOLUCIÓN: 


* Hallando la regla como operar, se tendrá : 
P(2x-7)= 10x + 2 


[7 +2 10 +2) 


>P(x)= ES) 10+2=5x+87 
e +2 «10 | 


PROBLEMA 29: 
Apartirde: F(w)=I+x +++ a 


Calcular: K=Fgg, 
4)2 BJ 2,5 
RESOLUCIÓN: 
* Se puede apreciar que «F(x)», posee infinitos 
términos , luego : 

Fa =1+ x (144 4 4... 0 ) 

Esto también vale F(x) 

> F(x)= 14 xF(x) 
=> F(x)-xF(x)=1 


> F(x) (1-x)=1> |Fla) 
1-x 


* Haciendo: x=0,6 ; entonces : 


1 
£(0.6)= EA 0,4 


C)3 


E)4 


D) 2,8 


5 


RPTA: "DB" 


PROBLEMA 30: 
Indicar el coeficiente del monomio: 


My = 2 Y 3 lay 


si el grado del mismo es «21m» (n e Z*) 
4)3 BJ8 C) 12 D)24 
RESOLUCIÓN: 


* Tendremos: a%x ax Ya" 


Tn . 
Sam e 
* Por condición de grado: 5+—= 2n 


E) 32 


>2>I5+n=69n>15=5n>n=3 


* Luego Coefyy= 2 [30137 =29 08 =28 


RPJA: “D" 
PROBLEMA 31: 
A partir de: P,,=4x + 2 adonde: PIP[P,,y1]= 298 
Hallar el valor de «x» 
42 B)3 
RESOLUCIÓN: 
* Hallando la regla como operar, en forma inversa , 


o d+ 2 =P(u) 
SHÉ=) 


21 


* Ahora para poder eliminar a P/P[P(x)]] , tendremos 
que aplicar 3 veces la regla. 


298 =PIP[ P(x)] 
¡A 


2 


C)4 D)6 EJ8 


24 = 


x=[[[(298- 2)+4]-2]+4-2]+4=4 
RPJA: “0” 


PROBLEMA 32: 
Dado: F¿; + 3=2Fx 4 1746 Además: F, 9, =6 
Hallar: F/g) 


AJ3S B) 37 
RESOLUCIÓN: 


* Haciendo +=1., se obtiene: 
F(4)= 2F(2)+5= 2(6)+5 
> Fía)= 17 
* Haciendo =3 , se obtendrá : 
F(6)= 2F(4) + 6> F(6)= 2(17) + 56 = 39 
RPJA 3D" 


C) 38 D) 39 E) 40 


PROBLEMA 33: 

se my 2 

Además: P[P,.,]=3x-8 
Hallar el valor de «a». 
AJ1 B)2 
RESOLUCIÓN: 

* Al reemplazar en el miembro izquierdo, se obtendrá: 


03 D)4 E)6 


PE) =3%-8 


221 
ETT 
772 


> E 99-82 1-1 


= 


GHADOS y POLINOP?MIOS 


ST 


EDICIONES KUBINOS 


PROBLEMA 34: 


Si: PIP[P(*)I] =8x+ 21 Calcula: P(6) 
4)23 BJ C)13— D)14 E) 20 
RESOLUCIÓN: 
Se deduce que: — Plx)=2x+b; 
1 
5 
va que: PLP[P(x)1] =2%x% + 21 
ma) 
* Aplicando la regla como operar en: 
P[P[P(x)1]= 8x + 21 
12 +bx24bx24+b 
> [(2x+b)x2 + b]x2+b = 8x + 21 
Ex +7b= 8x +21 
7b=21>b=3 
* Con lo que: P(x)=2x +3 => P(6)= 2(5)+ 8=13 
RPTA : "0" 


PROBLEMA 35: 

Se define una función lineal quesatisface las siguientes 
condiciones: F(2) =6 ; F(5)=10 

Hallar: F(20) + (30) - F(40) 
AJ24 B) 31 C) 38 
RESOLUCIÓN: 


* Se sabe que la función lineal se denota por : 
Fíx)= ax+b 
* Luego dando valores : 


Para: x=2> F(2) = 2a + AA] 


Dj 40 E) 10 


Para e =3>F(8)=30+b=> 10=380+b 
4=ayb=-2 
“Conlo que: F(x)=4x- 
47 
4(20)-— 2+4(30)—2- [4(40) - 2] = 38 
> RPZA: “0 
PROBLEMA 36: 


Si Flx)=x? + 3x +5:2 G(x) =2x +1 
Hallar: F(G(»)) 

RESOLUCIÓN: 

Mediante la Regla establecida : F(G(x)) 
*Sustituyendo G(+)=2x+1 :F(2x+1) 


* Sustituyendo en F(x) : =(2%+1)*+3(2x+1)+6 


* Desarrollando 
PROBLEMA 37: 
Si Fle+1)=13:4+7 A G(2x—1) = 6x+11 
Hallar; F(G(x))+G(F(x)) F. 
RESOLUCIÓN: 

* De los datos: F(x+1) = 13: + 13-13 +7=13(x+1)-6, 


i=4 + d+ 14634340 


entonce Fí=) = 136 

Además: G(2x—1) = 6x3 +3 +11 
>G(2—1) = (2-1) +14 

entonces Gíx)=85+14 

* Luego: 

F|G(x)|=F[8x+14|=13(3:+14) 6 

= 39:+182—6 =39x+176 AG [F(x)] = G [13:—6] 
= 3 (13x—6) + 14 = 39x—18 + 14 

= B9x-4 

Sumando: F(G(x))+G(F(x)) = 78x + 172 
PROBLEMA 38: 


llos 2 y 
Si rlLx+2|= y da 
i e 7) 16x+2 


Hallar : F(F(=)) 
RESOLUCIÓN: 


3 ls ” 1 2 
* haciendo cambio de variable: a 
1 2 6 
Y despejando «a»: ¿20 >x=30—¿» entonces: 


Fa)=[sa- q) 100-1042 =460-16 
* Luego: 

FUB(s)) =F(46x 10) = 45 (46x — 16)-16 = 2026% —736 
PROBLEMA 39: 

Si F(x) es de primer grado. e cum; 


AT 
* Por ser de primer grado: Fíx*)=ax+b 


>a(x+1)4b+0(23+1)+b+0(30+1)+b=42x+24 
F(85+1) 


Fx) F(2s+1) 


[PUDE ET ZITTTDIEN 


> ax+ta+bilax+a+b+3ax+a +bmdlx +24 
=> Gas +3a+3b = 42: +24 


entonces 84 = 421 3a +85 = 24;de donde: a=7yb=1. 
*Luego: Fíx) = 7x +1 

* Cálculo de : 

FlF(<) =P (05 +1) =7(7% +1) 4 1=40+7+1=40+8 


=> F(F(F(5))) = F(49x +8) =7(49x +8) +1 
=34%x +00 +1= 3485 +57 


Finalmente, reemplazando, se tiene: 
E= 7x+1 + 49x + 8 + 343x + 57 = 399% + 66 
PROBLEMA 40: 

El número de términos del siguiente polinomio 
completo: y 
Ple) = (mx +(m—2)0"3 4 (m3) 74 cn es 
RESOLUCIÓN: 

* Como : (m6) < (m— 8) 


* Entonces Pís) es además ordenado en forma 
ascendente: 


Luego: 
=> P(x)tiene 5 términos 


m-6=0=>m=8 => Pla) =5+4x +30 +20 43% 


PROBLEMA 41: 
Bisfl)=5% hallar f(2x) en términos 
x-1 
def). 
6f(x) 3f(x) 

Mza Oros 
RESOLUCIÓN: 
*Hallemos fí2x): f(2x) = 


ye 


6fíx) 
Fx) + 8 2 Da 


1(x)-3 


fx) 


pe 
=D 
*Dividir por (a-1): 


2(3x, 
f2x)= 
1+ 


RPJA: “CC” 


PROBLEMA 42: 


Jl donde ne Z* 


EMB (8 (2))..J;meN E 

*m* paréntesis 
y) y, E gy py y mn 
NAME MANX MAA NM MENA 
RESOLUCIÓN: 


* Aplicando un razonamiento inductivo. 
»Sea:x <>g(x) 


Pa MA 
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MB() 


Ea" nal 
y nz 
n-x 


N=8(x) 


.. (2 paréntesis) 


ala) 


Bla) 


8 _nglx)_ E 
“Bea! n-2g(x) n-2( nx ) 
n-x. 


as '3 paréntesis) 


* Si continuamos vamos a tener: 


PROBLEMA 43: 
Sea : P(x)=x*-2 


Calcule: SPIPIPL PIPIPC-P O). ASPIeea 2))) 
ERRE 


E) 12 


84 Bo os Dz 
RESOLUCIÓN: app) = 222 
P(2)=2*-2=2 
P(P(2))= P(2) =2 
a 


P(P(P...P(O)...)) =2 
*P(P(P(J2)))=P(P(0))=2 


* Reemplazando: 


3(2)+ 612) 
2 8 


RPTIA: "0" 
PROBLEMA 44: 
Si: P(a)=0 

PIM(<) + Glx))=4x + 6 


PIM(x)- 2G(x)]=x + 12 
Hallar: -M(G(2)) 


4J0 B)1 
RESOLUCIÓN: 


*Si  Píaj=x 

> P[M(x)+G(x)]=M(x)+G(x) 
* Usando el dato: M(x)+ G(x)=4x + 6 1) 
* Igualmente : P/M(x)-— 2G(x)] = M(x)-2G(x) 
” Del dato: M(x)-2G(x)=x +12 1045) 


de ms m8 


Exanos y TOnNormos 


+ de (1) - (I):3G(x) = 3x6 => Glx)=x-2 
* Gíx) en (1): Míx) + (x—2) = dx+ 6 
> M(x)= 3x +8 


” Luego; M(G(2)) = M(0) = 8 

RPTA : “E” 
PROBLEMA45: 
Sabiendo que el polinomio: 

Po = (e Dílax+b)+c(14x04 3?) 
esidénticoa:Q 4) = 23? + 5x - 1 Calcular:c=a -b 
AJ1 B)-1 Lea DJ3 E)0 
RESOLUCIÓN: 

* De Fa)" Q_); 0 sea: 
(«-1)(ax+b)+c(1+x4+12)= 2x* 45x-1 
* Ahora evaluando: 


? Parax=1:30 =6 > [e = 2] 


* Para x=0: -b+ 2=-1=>[b= 3] 
*Parax=2: 2a + 3+2(7)=8+10-1 

>2a+17=17 >|a=0 
* Luego: c—a—b=-1 


RPJA; “BD” 
PROBLEMA 40: 
SiP.es un polio definido por; 

Py = at ae galo, 9 

entonces el número de valores enteros que admite 
«ma es: 
4)2 BJ3 
RESOLUCIÓN: 
* Como se trata de un polinomio, luego: 
(e: n-2; 12m; njez 


0)4 D)J5 EJ 6 


>n=20n22 NS 12An=38 


an=612sns12>n=6vn=12 
=n admite sólo 2 valores 

RPTA: "A" 
PROBLEMA 47: 
Sila guma de los grados absolutos de los términos del 
polinomio: 

2n=4 nz 
P(oy)=mx"" *—-5mn(xy)"" +ny 


es de (m**+1)* entonces el yalor de n es: 


isa META 05 


EDICIONES KUBINOS 
C) 14 D)16 E) 18 


AJ1T BJ 16 
RESOLUCIÓN: 
* Del enunciado se planteará la siguiente igualdad : 

A 

(m7 07 = (m0 +1) 

-7=10>n=17 

AI RPJA: “A” 
PROBLEMA 48: 
Sea P un polinomio definido por: 

Py (143%) + (23 +1) > 

Si la suma de coeficientes excede en 23 al término 
independiente, entonces indicar el valor de verdadde 
las siguientes afirmaciones: 


1) El polinomio Ff, es de grado 2. 
11) La suma de sus coeficientes es 25. 


UN Eltérmino cuadrático del polinomio P¿,yes 122%, 
A)VVV_ B)VFV_ C)VVF D)FVV E)FEV 
RESOLUCIÓN: 
* Del enunciado se desprende que: 
sumade Y_o, (término 
coeficientes) — independiente 
> Fy=23+ Fo, 
4745" =23+2>n=2 
és 2 2 
* Reemplazando: Pr, =(143x)" +(2x+1) 
* Luego: 
DG.A.(P)= 2. (Verdadero) 
11) Suma de coeficientes: 


=P =4 +5 =25 
TIP, y = 1337 + 10% + Qacconana (Falso) 

PROBLEMA 49: 

Si P es un polinomio definido por : 
Py TY ce 

'Tal que cumple las siguientes condiciones: 


D El grado del polinomio'es 28 

1 GR G.R.,,=6 e ” 
Entonces el valor de Dia 78 É” FS i] 
4)8 B)10—-C)12 DJ16 EJ 24 
RESOLUCIÓN: 


1D G-A.(P)=20> 3m+2n -—2=28 
> 3m+2n=30 cul) 


CANE NTNE REA 

MD GR. .)- G-R«y)=6 
> (2m+n- 2)-(m+n+2)=6 
>m=10 

*En (a): 3(10)+2n=30 => n=0 

* Se pide : M=10+0=10 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 50: 
Sip es un polinomio homogéneo « definido port X y 
O) a 

inces el valor de T = Ga Ro By es 


A BZ CJ3 DA ae 
RESOLUCIÓN: 
* Como es un polinomio homogéneo, 


entonces: n* + 3 =2n +m=3n+m-2 
*De:2n+m=3n+m-2=>n=2 
*Den*+3=2n+m=>m=3 

* Luego, reemplazando: P(x, y) =3x*y? -6x"y* ay 
* Dedonde: GR,,, =6 — G.R,,, =3 
> T=G.R,)- GB) >= 3 


PROBLEMA 51: 


RESOLUCIÓN: 
* Como se trata de un polinomio homogéneo, 


entonces: 2? + 5n +2 =38n+n* +8=2(a+8b) 
n=3 . a+3b=13 


* Luego, la suma de coeficientes de P será: 
Py =5(a+n)-2(2a -40=n*)-5(b+n* - 2n) 
> Fi) 09480 8n +16 =13 27 + 46 
> Poy = 31 

PROBLEMA 52: 


RPTA: “A” 


omo se trata de un polinomio homogéneo, luego: 
3n-1=2n+2=3n-1 


RESOLUCIÓN: 


ESCss TE —— ———— La Esararorenra zolo) 


* De donde:n=3, reemplazando se tiene. que: 

G-Ayp) =8 

*Por propiedad :Si P(x,y) es homogéneo de GAj9 =P, 

entonces: Pl, ,y) =R*.P (x, y) 

Ra Ry Ry 228 4 k=4 
RPTA : “C” 


RESOLUCIÓN: 


* Como se trata de un polinomio homogéneo de grado 
8 y ordenado en forma ascendente en x, entonces ; 


eya y gel y al 
* De donde: o+b+2=81b=0+2 
>a=2ab=4 
* Luego, el grado de y en el monomio B es : b+1=5 
RPTA ; “C” 
PROBLEMA 54: 


* Como el polinomio es completo y ordenado, luego 
observamos que los exponentes de x; primero aparece: 
6m+5n + p y tres lugares más; 6m-+5n. 


=es completo y ordenado en forma descendente y 
además p=3. 
* Luego: 6m+5n+1=5m+4n+5p 
di 5 

ES ES 
=>m=bpn=9 
2 Además: G.R«p)=6m+5n + p=6x5+5x9+9=84 
* Se pide: Número de términos = 84+1=86 

RPTA: “C” 


PROBLEMA 55: 


GRADOS y POLINOMIOS 


is UE ui 


EDICIONES RUBIVOS) 


Talesqúe Pz, =0/,, entonces el valor de Msabed és: 
A)=126B)-116  C)-106 D)-96 E)-86' 
RESOLUCIÓN: 


De: Q,,, = ax" +3a0*+30c%x+a0* +bx+d 


> Q4)= ax" +3acx?" + (Zac? +b)x+ac*+d 
Como FP.) = Q() se tiene: 

a=1n3ac=6 A 3ac*+b=20 nact+d=2 
>a=lnc=21b=8ad=4 


Entonces: abed= -96 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 56: 
Si Py Q son dos polinomios definidos por: 
Playa) =x(*- 92) ey (y 25) 4z(2-29) 
Qu) (rre) ++ 22) 4 


Tal que P(ss5x)=KQ(% 32), entonces el valor de k 
es; y 


AZ BL Oz EJ-2 
RESOLUCIÓN: 
Como: P(x;y3z)=kQ(x; 932) 


> P(1:1:0) =kQ(1:1:0) >1+1+0=k(2)(0+1+1) 


D)-1 


22243 k=h 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 57: 
Si se cumple que mx+my+nx=ny-16%=7y=0, 
para todo valor real de x e y, entonces el valor de 
M=mxn es: 
4)16 B) 36 
RESOLUCIÓN: 
* Dando la siguiente forma: 
(m+n-15)x+(m-n-7)y=0 
>m+n-156=0am-n-7=0 
* Dedonde: m=11 A n=4 
* Luego: M=mxn=44 


0) 44 Dj70 Ej 121 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 58: 
SiPesun polinomioidénticamente: nulo definidopor: 


ii AS 


Entoncesel valor deM= =PHe es , 


AJ-2 B)=1 
RESOLUCIÓN: 
* Como: Py = O, entonces: 


c)1 D2> EJ3> 


>a-b=b-c=c-a=0>a=b=c 


RESOLUCIÓN: 


* Sia P, sele resta 12x*y* su grado absoluto 
disminuye; esto significa que 12x*y* debe ser idéntico 
a uno de los términos del polinomio. No puede ser 
idéntico al último, entonces sólo es posible 
que:12x y* = nx” y? 

=>m=3An=12.p=4 
*Luego: Py, y) = I2adyi+ 3x0 y+ a? 


> GR) =4 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 60: 

SimeN y A, esun conjunto definido por: 
Am = [Fiz / Pooyes un polinomio de grado mm) 
entonces determinar el valor de «verdad de las 
siguientes proposiciones: 


1) SiPi2y+Q (+) € Am» entonces Pt Oy EA 
1) Si Fx) Q 2) € Am ventonces PR.) Q 4) Ar 
TIDSi RL) Amo entonces Py Qiay LA 
AJVVV BJEFV.C)VVE. D)VEVEJVER 
RESOLUCIÓN: 

D Si Fis»Q(=<)5 Am, entonces: 
necesariamente € Ay. 

POR EJEMPLO: 

Py =4+x+1 y Qu =-"*+2€ Az; 

sin embargo P,,) +Q(«) = 9 +3£ Ay. 

* Luego (1) es FALSA. 

ID) Si Pi Q(2)S Am» entonces PQ) no 
necesariamente € An, como puede verificarse de 
inmediato. 

* Luego (11) es FALSA. 


2 


PayQiay NO 


CALAGIZIEREA 


1 os 


LA Excierorenta 2012) 


1) Si: Pe»yQ2) € Am entonces 


GA») = G-Ap) + GA q) = m+m=2m 
> Pio) Ua) E Az (£ Am) 


* Luego (111) es VERDADERA. 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 61: 


Ñ Eo y Qu) son dos polinomios, entónces 
inar el valor de verdad de cada una de las 


afirmaciones siguientes: 
D GR(K.,+0,)=max[68(2,).cx(9,,) 


GR (p,)=G.R(_, ran 

toeficientes principales de Pr. y y Q,y0s cero, 

UDS SE(P,)=GR(Q.)=m, 
GR(A,)=GR(Q,)=m 

AN VER B)FVV  C)VEV. D)EVE  E)JVVV 

RESOLUCIÓN: 


D) Analicemos las únicas posibilidades que se pueden 
dar: 


*GA pp,  G.Ajg, 

>GAprg)= más[G.Am:GAo)] 

*GAp)=GA q) > GApsq) S CA p) 

Pues, se puede dar que: 

By Q) 2 42048 

(GA p, = Gig) 

* Conlocual: Py +Q<) = 27 +2x+2 

* De donde: G-Ajp, q) < GA py»== (FALSA) 

I)GA y, =GAp,q)+1=>GA(p) > G-Ajp.q)=(a) 

Sk Cho) * Ag) > Cho) > G-Ag) Y Gabo) < Cho) 


*Si GA») > G-Ag) > GA(p,q) = G-Ar) 
(contradice a (a)). 


"Si: GA p) <GAjg) > G-A9.0) =GAo) 
(también contradice a (a)). 


GA(p) = GAo)) 


entonces el 


*Sólo 


además: GA», 9¿<GA py 
Sólo queda que los términos de mayor grado de 
PQ se eliminen al sumarlos. 


queda que: 


>La suma de los coeficientes principales de 
P An Q debe ser cero 


(como el ejemplo dado en I)uww (VERDADERA). 


1) GAjy) =G.Ag) =m> GApp,q) Sm 
(como se indicó en 1).....FALSA) 


RPTA : “D” 

PROBLEMA 62: 
Scar, =orartaj tao In polinomio de grádo 
mío, Pee define un operador 


Pu 
Doy ras ato tota 
Si: D[r]=20 + 00 entonces la suma de 

coeficientes del polinomio P es: 

1 E 5 El 2 
Alg+ó, Blz+so C)z+os D)z+00  EJg+0n 
RESOLUCIÓN: 

* Como: D[ Re | =3x* +2x* 
2 ,+ 209% + 3agr* + da + na 7 ga 2 
>24,02,=0%, =34a0,=2,05=05=..=0, =0, 126 


20203 0 n03=1 A 04= GA apaga 0,=0 


n28 

* Luego: 

Pi) = 00 +x* qa > Eeoef(P)=09+1+F=49 +5 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 63: 


Indicar el valor de verdad de las PA 
afirmaciones: 3 


DEl polinomi 
Ba=(e- 230 es 3 tiene unida aa 


D)vneN:P: a OS 
polinomio. 


1) FALSA, dado que F,,,= 0, entonces no tiene término lineal. 
11) FALSA 
II) FALSA , dado que vP,Q polinomios: 

GAjp,) máx (CApyGAg) 

GA pq más (GAp GA) 


=> G.App, q) no siempre es igual a: 


G-Ap-9) 


RPTA: “E" 


GRADOS y POLINOMIOS 


EEC oo TUN 


EDICIONES RUBLVOS) 


PROBLEMA 64: 
Sea P(x)=a,+a,4+..+a,x" un polinomio de grado 
n. Definimos un operador sobre los polinomios 
mediante 
Dlay+ 0% +. tax] = 

a+ 2a +3 +. tna, 1 


Determine el” polinomio 
DIP(2)]=3:*4+2: 


Dar la suma de sus coeficientes como respuesta. 


P(x) tal que 


Nat Bay ay + Dag ts Das tz 
RESOLUCIÓN: 
- Se sabe por dato: D[P(x)]=3x? + 2x5 
* De acuerdo al operador tenemos: 
D[P(:)]]=3x*" + z E 


* Se concluye que: 
da P(x)= + Ex +09 


* Piden la suma de coeficientes. 
Ecoeflp1=P11=09+= 
El operador D aplicado al polinomio representa a 


la primera derivada del polinomio. 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 65 : 
Sean los polinomios 
Plaj=ax+bxt+roxtd ; Q()=axi+d AR(x)=ax+b 
SiP(0)=2 , Q(1)=R(2) =1.. halle x talque 
R(x)=0 
AJ=3 B)-1 
RESOLUCIÓN : 
* Por dato: 

P(0) = 2 >P(0) = a(0)* + b(0)* + c(0) + d =2 
* Luego resulta que: d =2 
* Dato: 

Q(1) =a+d =1>a =1-d>a =-1 


cJ0 Dj1 E) 3 


R(2) = 2a+b=1>b= l-2a>b =3 


* Por tanto: R(x)=ax+b= -x+3 , pero como 
R(x)=0=x = 3 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 66: 
Dada la función polinomial + 


P(x)=x% =10000x* - 10002x + 9999 i 


Calcule el valor de P (1001). Ñ ¿ 
AS B)-2 C)-1 DJO BJ1 
RESOLUCIÓN: 
* Sea: 10001 = a 
* Reemplazando en la función polinomial: 
Pla)=x* -(a- De - (a+ Ux+a-2 

+ Nos piden: 

Pía)=a* -(a-1ja? -(a+1)a+a-2 


Plaj=a pl ll - dd 2 
* Entonces: P,yo901,==2 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 67 : 
Sean B Q dos polinomios dados por; 
Pl) =ax+b d+ cs +d 
Q0)=20-P HB LO 


Si P)= Ql-1) E 
determine elvalorde:a+b+c+d. — 
AJO BJ1  CJ2 D¡3 EJ6 
RESOLUCIÓN : 


* Por dato se sabe que Píx)=q(=-1) es una identidad 
por definición, podemos evaluar en cualquier valor: 


Evaluando para 2=1. 


* Luego: P(1)=Q(0) 
* Reemplazando, se obtiene : 
a +b(1+e(1)+d=2(07 — 0%+8(0)+1 


* Por tanto, el valor es: a+b+c+d=1. 


PROBLEMA 68: 
Sea P(x)=ax*+bx+e tal que P(1)=-2 , P(2)=3 y 
P(5)=34. Determine un valor de x* de modo Dn 
Píx*)=0 


¿RE E mar E 


PIES paa 


RESOLUCIÓN: 

* Del enunciado , se tendrá lo siguiente: 

P(1)=a+b+c=-2. e (1) 

P(2) =4a+2b+0=3 mamacas 

P(5)=250+5b+c=34.. 

* Restando: (1) (1): 3a+ 
(HI) ): 210+3b=31 


£ 13 
. ¿al ¡bt em 
Donde:a=3 ;b=1; 5 


CA AZNZNE NETA 


Moo MEN 


LA _ENCI.OFEDIA 2012) 


*Al reemplazar los coeficientes tenemos: 


138 
Plx)= pe A 


* Resolviendo: P(x)=0 


*Luego: Ea Dos ar +3 1920 x= ES ELA 


3- pita 


* Por lo tanto: BE > 
5 


PROBLEMA 69 : 


li 120 
Bea mara seo 


Sidefinimos g(£)=h(t+2)-h(£-2), entonces se cumple 
que. 


O; 1 


0 tar o ts1 
Aglti=|L 1<8<2>  Bigl)=l1 1<t<2 
, CN o 122 
(0 t<1 0. ts-2 
E 1 1st<l  DIg(U=|1-2<1<2 
o t>2 o 122 
0 ta-2 
Eau l-2st<2 
Í O 122 
RESOLUCIÓN 
* Según la definición de h(£) , se tiene que: 
15122 
mesarol Os 0<-2 
me aro! os 


* Por dato: g(tjah(t+2)-h(t-2) luego , restando n(t+2) 
menos h(t- 2), tenemos: 


(A 122 
Bl =hl+2)- hd an -Qat<2 
(O; 12 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 70 : 
SADA 
le: R=/H 416,25 
21 m0): +2 Et ej21 
O 
TITAN 
* Delo dado : 


[E=07+5-D6+2)= Ne 307 +32) 
* Haciendo un cambio de variable : ?+w-2=a 


* Reemplazando: 


H=fía —28)a +19 =lía 147? =la 14 


* Donde uno de los valores será : H=="+x-16 
* Reemplazando : 


R=lxF+x-16+16,26 = [iZ 
q 4 
»R=, =+2) > BS READ? 
PROBLEMA 71: 
Indicar el ¡valor d ES de as siguien 
8 afirmaciones: — Ñ o sa 
D Pe a: cita) =P 212) 
es también homogéneo. - 


1) siP(xy) y Q(5oy) son EEE dela mismo Mad 
, entonces SNC es también ica del 
mismo grado. " Y 


1D) si Q(=;y) es un polinomio homogéneo de gradog 
y Q(152)=5 , entonces Q(2;-4)=-40 


A) VVV BJ VVE C)EVVO D)ERV. ElERE 
RESOLUCIÓN: 


1) consideremos Q(Rx;ky) el cual se escribe como : 
Q(Ex;ky)=P(kx+2ky ; 2kx+ky) por ser Plx;y) 
homogéneo, digamos de grado n , se tiene : 


Q(kxsky)=k'" P(x+2y:2x+y)=k" Q(%;y)»—. (VERDADERO) 


1) H(x;y)= P(x;y) +Q (%;y) entonces : 
H(kx;ky)=P(kx;sky) +Q(kxsky)= RR" (xiy)+R"Q(s;y) 
=k"[P(x;y)+Q(<y)]=k" H(x;y) eccosomsrrees (VERDADERO) 


TIDQ(x;y) es un polinomio homogéneo de grado 3 
entonces: Q(x;)=R*Q(%;y); luego: 
*para:x=1;y=2;k=-2 se tendrá: 
Q(-2;-4)=(-2)"Q (1;2)=-8(5)=-40 
(VERDADERO) 


RPTA : “A” 


PROBLEMA 72: 


>mezam=ón2<ms E 


=>m=3Vm=6 


(GRADOS y POLINOIOS 


101 


EDICIONES RUBINOS) 


sim=3 => P(x;y]no es trinomio 
pues P(x,y)=3xy+y" 
sim=6=>P(x;y)=3x* +3x%y? 4 y" 
es un trinomio. 


luego: ocipy-s+9+1-27 RPTA : “E” 


PROBLEMA 73: 
Indique uno de los grados absolutos que puede tomar 


Z A 
elpollnom lo: Po; y) =60"2 +6 y01 4 gy 


4 BJ 6 C)7 DJ 
RESOLUCIÓN: 


*Como lo dado es un polinomio, entonces: 


EJ9 


¡HC N > MEZALENSBAN1 
es un Divisor de 8 

=>n=2Vn=3Vn=5 

n=2: P (.,y6+6y +9xy" > GA(P)=8 
a=5:P q, y=6x+6y*+9xy* > GA(P)=4 


n=30 P (q, 6x7 +6y*+9x > GA(P)=3 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 74: 


Determine el grado absoluto del polinomio: 
Poy) = +" Mya my 
Er 


43 BJ4 
RESOLUCIÓN: 


C)5 D)J6 


*Lo dado es un polinomio, entonces + 
fm. ¡0=min-s) cn =>m,nEZ/3<n<m<6 
>(n=4Am=5)V(n=4Am=6)v(n=5Am=6) 
Dn=4Am=5>GAp,=6 
I)n=4Am=6=>GAp)= 

Hin=5Am=6> GA p)= 


* Luego, el menor grado absoluto: GA p, =6 


RPTA: “D” 


PROBLEMA 75: A 

RO A y 
= Ts Bl 9 

oJ=a6eHy + 3 1% ¿ud ra 


'esuna expresión cuya equivalencia es un polinomio, 
indique cuál(es) de los siguientes enunciados son 


correctos; 7 TRES 
D GR(f) =180 > 


IDEl término constante es la mitad del grado: 


TI) La suma de coeficientes de f(x) es: 101 
A)L, 1 y HI B)ooloT C)oolo 11 D)solo 1 EJIy UI 
RESOLUCIÓN: 


*Como lo dado es equivalente a un polinomio 
entonces : 


on -o>a=9n6=11 
b-2 


f(=)=10(* +1)" 49% 49 

1) GR(,=9x 20= 180........... (Verdadero) 

MTL y = hoy = 11490 + 200 .... (Pal 
TI) = fio) = 114902 (Falso) 


VD corr(r=r (3112) =101....(Fatso) 
luego , son correctos :sólo I. 
RETA: “B” 
PROBLEMA 76: 
Se define el polinomio + Yo 
Play PL 0 qua 
qe 


de grado absoluto 41, y la diferencia a los E] 
relativos a y e y es 2 


Determineel valorde: Fs 422 
Aja —B)B  CJ6 Dz eno. > > 
RESOLUCIÓN: 


GA¡p, = 3a + 2b= 41 


GR¿;)- GR(y,= 204+b=72 — J=2 
>a-5=2>4a=7 
*En(0): 3(7)+2b=41>b=10 
AS ARA 
A 
>E=6 
RPTA : “C” 


BJ13 


a E 


RESOLUCIÓN: Dato:GAp,=47 > TY 


* Como se trata de un polinomio , entonces; > 8n+8(n—2)+9=47 A 
(20—6;a+2;0—4;20—7;0-5;0—9) Cr o 
E Luego: 

Esun subconjunto de Ny>aEN/9>9 coeficiente principal =9*x3""* x1=3%9-3 
Además : > (oosficiente principal = (¿747 = 9 


RPTA : “C” 


GAy,)=20-1;GAj¿,)=20-—2:GAy,)=20-4 
AGA4,)= 2014 
> GA p,=20-1 


Éste será mínimo cuando a tome su mínimo valor: 
Omin=9 GA pymin =17 

¿ug 
PROBLEMA 78: 


D)solo TIL EJA . . "De(a1A (811 2m+88n =6 
RESOLUCIÓN: >m=dan=2 


Esun polinomio >n€NA7<n<0 conerto: Py =xy 4 y Qu, = y al 
Sy aryry ya yr > GA) =6 


PROBLEMA 81 


RPTA: “B” 


20) D por definición, P(*) no es un polinomio 
OLUCIÓN: A y 1177) 


By=(0s9 7) (209320 1) (22 + 9) M)Q,=1+3*-x+8:% no es ordenado...( Falso) 77% 


(GRADOS y POLIVODIOS 


HE 103 RE 


EDICIONES RUBEVOS 


A 
es homogenéo , todos sus términos tiene el mismo 
grado absoluto... (Verdadero) 


;. son correctos : solo HI, 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 82: 


Si el polinomio: 

Puy Tay A a y 
es homogéneo. Determine el producto de sus 
coeficientes. 


AF2 B)-1 Cj0 
RESOLUCIÓN: 


* Es homogéneo , entonces : 


DJ2  EJ3 


a+n=b*+12=b*+42n 
>a+n=0*4+120%4+12=0*+2n>0* -b*=nAn=6 


Luego, el producto de coeficientes del polinomio es: 
Plarbi03 ab) + Ha? 0) —¿16)=1 
RPTA: “B 


PROBLEMA 83: 
Si ge cumple que: 


Als 128) + Ble—1)(% +0)+ Cls—3) (1 +5) =10:* —44x +58 


para cada + er, cuál(es) de los siguientes enunciados 
son correctos. 
DA+B+C=10 

IA =B* + C*- 3BC. 

1) A>C>B 

AJIyH_ B)HyOr 
D) solo IT E) solo TIT 
RESOLUCIÓN: 


C) Ty ur 


*=1:C(-2)(6)= 24=> C=-2 
x=3:B(2)(8)= 10(9)- 44 (3)+ 58 
16B=16>B=1 


por otro lado; considerando sólo términos en "x? ,se 
tiene: 

A+B+C=10>A=11 

1)A+B+C=10 (Verdadero) 
11)B*4+C*-3BC=1+4- 8(-2)=11 

=> A=B*+C*-3BC. (Verdadero) 

HI) 11>1>-2=> A >B>C....(Falso) 


+. son correctos : I y II 
RPTA 
PROBLEMA 84 : 


¿Cuántos términos posee el polinomio 


homogéneo 


Pl y=+ y a 


sea de grado 40 respecto a la variable «y» 

A)19' B)20 C)21 Dj22  EJ23 

RESOLUCIÓN: 

*Dado que el polinomio es homogéneo y de 
GR) =40de donde, se nota claramente que: 


Número de términos =21 


para que 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 85: 


Sea P(x;y;z) um — polinomio homogéneo de grado 
3 quecumple P(1:23-1)=4. 3 


Determine el valor de P(-4;-8;4) 
A)-256  B)-128 C)-32 D)-16 E)64 
RESOLUCIÓN: 

propiedad: 
entonces : 


sí P/x;y¡x)es homogéneo de grado n, 


Peheshyihe) =K" Plz; yz) 
pord dato : P(1; 2; 


RPTA: 


PROBLEMA 86 : 
La siguiente suma: 


neta enla zeta La CONMEN ES 
iguala. . An 


Qro "MES EA 


ñ m1? x-1 arta 

gáL+D_ ns DD 
ST TES 

RESOLUCION: 


* Sea S lo que piden y multipliquemos la por x a 
ambos miembros : 


Son + (na + (m2) + 24 (1) 
>S=nt(n-Ma? +(m-2)x0 4.4297 4 xa (M1) 


* Restando convenientemente((1)-(1D)) : 


ISS rata at 


> 4 El Cal 
A TAE 
RPTA : “D” 


LAN MZ NENE 


RESOLUCIÓN: 


*Porrecurrencia: x, (14 /1+/T+= — (nradicales) 
* Juego: 
x= IA x y > ASH q 


además: 
xd, ¡14x, > xp=x 8, 1onnwalcuadrado 


ata, 2, ¡HL cccocoon ss (IL) 
"De :(1)=(1)> 14%, ¡3% 21 204,141 


...(1) 


* Reduciendo, se obtiene : a, y — 2x7, ¡xy 1=0 
RPTA : “A” 


PROBLEMAS DE EXAMEMES 
DE ADMISIÓN 


*Si: 
frl)=x? 1x4 1(x- Ax + (x+1 2) 
* Sihacemos (x+1)=y ; tenemos: f(y)=y(y-2) 
* Luego evaluando: fY1) = (0)*-1 =-1 
f0) =(-D'-1=0 
fol) = (2) -1=3 
* Entonces , reemplazando tenemos: 
EDE(0)_ 140,1 
SED EJ 3 


RPTA: “B” 


¡CLOPEDIA 2012) 


* Sumando +1 y quitando -1 la expresión dada: 


f(x)=x*-33*4+8x 14141 
flx)=x* - 3x0? 43% - 142 =(x-1)542 
(o E 


* Para: x= 1,00] 
fa, ETA 17 +2=(0,0017 +2 


£(1,001)=0,000000001+ 2 


=> f(1,001)=2,000000001 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 91: 
yz . y 


naaa y y = MAD) — [A] cacao (1) 
Dato: flx) = 1 + X: .oucorsronaronracorearisseemssesras (HL) 
* (1D) en (D: 
= f(14x) - ÑA-x) 
By =24+x-(2-x)>B5y=2x 
RPTA : “E” 
a a EA 2 


Decano OO parao iRd a 


fí2-D)=(x410*-1 
+2, 


* Luego lo aplicaremos en: 
fía) - f(b)=b-a 


(a+2P -1-[(b+2) -1]=b-=a 


6+2)" =b-a> (a+b+4)(a-b =b-a 
RPTA : “E” 


(GHADOS y POLINOMIOS 
RESOLUCIÓN: 

E x) 
*Dato: 3f(x)=x+4+ 2 


* Despejando flx): f(x) === 2ue 


ao». 


* Luego: f(4)= =0 


20908 == MAN =(0)=% 


RPTA: E 


f(0)= 


* Sabemos que en todo polinomio con más de un 
término se cumple que : 
P(1) = suma de coeficientes 
* Usando la igualdad se tiene: 
Pla) - P(x -1) =-2x 
* Ahora evaluamos para: x= 1 


>P(1) - P(0) = - 2>P(1) =P(0) - 2 
* Por dato : 
P(0)=P(1) = 0-2 => P(1) = -2 
= Suma de coeficientes: -2 y 


PROBLEMA 25. z 


RESOLUCIÓN: 
*F(x)=x* +2x-3 > 2F(x) =2x* +4x- 6 
*F(2x-1) = (23 + 1) + 2(27-1)-3=4x'-4 
* Si 2F(x) = F(2x- 1) entonces se tiene que: 

2 + drbdA. 
* De donde: 


a*-20+1=0>(x-I=0>x=1 


* Reemplazando este valor en x'-x+1, se obtiene: 
(-1+1=1 
RPTA : “C” 


RESOLUCIÓN: 
* hallamos gradualmente, asf: 


Eos ES 


Eo RUBIVOS) 


TENE +1_l- ES 


ma (E, 
=- 
Al 
E] 
2x 
AH, 


7 


Q(2(=))= 


> rea) (E ce » 


E) «nor 


ODIA, LAS z 


RESOLUCIÓN : 
* Se tiene que: 


P[P(x)] = a(P(x)* +b=a(ax'b)' +b 


* De donde resulta: a%x* + 2a%bx* + ab' + b 
* Luego por igualdad de polinomios: 

1 t+2atbxrab*+ b=8x* +24x* +0 
* Entonces: 
da =8>a=2 
2a*b =24 >b=3 
abi+b=c>c=21 
*Porlotanto: a+b+c=26 


RPTA : “E” 


RESOLUCIÓN: 

Como: pra)=ax*+bx+e y 1(0)=- 2 
> a +bM)+c=-2>0=-2 

* Además: 

PU)=6 >04+b40=6 > 0+b=Becacoccntocanaooa (12) 

* También: 

£(3)+F(2)=76 

> a(3 +b(3)+c+a(2)P+b(2)+0=76 

> 91 +3b- 2+4a+2b-2=76 


> 130 +5b=B0...camcanmas neransesarases (8) 
* De (a) y (B) se obtiene: 
a=5 y b=3 

>3a+2b+0 =8(5) + 2(3)+(-2)=19 


RPTA: “D” 


CAL GIZNEFEA PA 106 MES LA ENOrOrEDrA 2012) 
PROBLEMA 99 : y determina lo siguiente: 

El polinomio : D B(x)-Alx) = 

Pl)=(at ate at IN REr3J oa (ss 1D Co) Bl) = 

7n)(5x EE tiene como término ES III) Clx) - A(x) = 

112. Hallar . 
as ea Oe Deo Ena IV A) +B6)-C(5)= 
RESOLUCIÓN : V) C(x)- [A(x) - Blx)] = 


* Dato: P(0)=112 (2 Tomando en cuenta los polinomios anteriores, 
* Entonces: determina: Q(x)+25(x) 

AJ10x" + 9x* B)23x* Cr + 90 
D)18x* + bx" E) 5x* + 18%? 


EA E (E) Tomando en cuenta los polinomios anteriores, 
MLS 2 TS termina: 6S(x) + A(x) 


E a ARS: Indicar la suma de coeficientes del resultado: 
Lada AJ29  BJ67  C)49  D)87 EJ9l 
Los polinomios son expresiones algebraicas racionales 
enteros de dos o más términos. OhEfectuar: 

'Alos polinomios se les denota de la siguiente forma: — *(-6x*)M(8x*)= 

Pl) ,Plxiy) y cas 

Los polinomios poseen grados relativos y absolutos y estos * (22"M-8x")-6%*)= 

son enteros y positivos. 

Los polinomios especiales son: Polinomios ordenados, + (-0x*y*)(-8xy)(2x*y*)= 
completos, homogéneos, idénticos o Idénticamente nulo. 

Con los polinomios podemos efectuar las operaciones de, 

adición, sustracción, multiplicación y división. Esto último —* CSsvl22"y)(-8:*y)= 
se estudiará en un posterlor capítulo, 


'PRIMERANARACICA 
Operaciones con Polinomios 


(O Considerando los siguientes polinomios: 
Pa) =2x* -7x* + 6x + 3 Qíx) =6x*+ 2x6 


1125 (—-SIUAJ 4 NUS ARMA 112 
* Analizando tanto para n par o impar resulta: 


* 25" (6% -9x+6)= 


* 35 (2% +8x-92*)= 


"2x y (gay 6x y) > 


(OSimplificar: 5x(6x* - 2) + 10x 
AJ30x* B) 30x* C) 30x*-10x D)x EJO 


Ra) = 7420? Se) =90-0 +3 Obten es a 45) 
Calcular: A) dx" B)4x%  C)0 D)1  E)4x 
DP)+Q()= bl ( Rae (arras. 2). hallar la suma de 
1) Q6)+R()= coeficientes de 
UD) R(=)+S(=)= A)24  BJ12  C)O D)8 EJ6G 
IV) P(x)+S(x)= (G9Reducir: A=m(m+2)-Sím —m*J4m-=m? 
PR6)+20)+R(2)= A)50m*  B)8m" C)m* Dim En 
(BAhora, considera los siguientes polinomios: Grada ca 
A(x) =3x? +6x-6 Aj14y  Bji4y  C)-10y D)iy Ely 
2 
Blx) = 4:* -11x-1 (O Reducir: M=x(=+4)+=(=+2)-x(x+4) 


1 C(x) =8x* a? +9 AJx-2x Bix Chet + 2x 


(GRADOS y COLINOMIOS 


PE 107 MET 


EDICIONES KUBLVOS) 


D)x-1 Ejx+x 
(Asi atm) mó 
B=m'(m? -6)+6m* 
Hallar «AxB» 
AJm Bjomt  Cjom" Dm" Ejm* 
(13) Efectuar: (-2x*(-3x(6:*) 
A) -36x* B) 12 C)36x% D)36x  EJO 
(O) Efectuar: 2x*%1-3x* -8x*) 
A) 6x? — 16x* B) -6x"- 16x* 


C)-6x"-16x* D)6x-1 E)1+6x 


(M¡¿Cuáles de las siguientes expresiones son 
equivalentes a 4x ? 


Dix-D+4 DD) 4(x +4)-4 
TD 4(x + 1)-4 
AI B) 1, H C)I,HT D)NA. E) ED. 


((DSimplificar: 2x(8x* —6)+ 12% 


A) 6x*- 12x B) 6x* 
D) 6x E) -6x 


((DReducir: A=x(3+1)-2(x-2?)+x- 20% 


C)6x 


A)3%*=x Bix? Cjx* D)x Ej=x 
(3) Reducir: g=-518y-Sy')+ y(-3+y)-(491(4y) 
A)J-43 B) -43y C) -43y+ 10y* 
D) 4y E) -4y 


(Reducir: N=x(s-2)+x(2+1)-x(2-8) 


Aja +2x Bja-3e Ox 
D)x-1 EJx +1 

EDS: p=x(x+1)-x A Q=attal 3) 3? 

Ballar PxQ 

Apt Bra ja? ja EJaS 


MER DOMICILIAR 


(DSi: P(x)=x"-x+1 5 Plai=at+x-l. 


Calcular: P(x) + Q(x) 
A)2x%-2x +2 B)0 C)x* D)-x= E)-1 


(A s:Q)=54-2% +70-1:R(x)= 53% +7x. 
Calcular: Q(x) — R(x) 


A)2x*+ 1 
D)1 


B)-2x?- 1 
E)-2x* 


C)2x* 


OSi y (x)=2%* -5x+4 5 N(x)=3%*-7+86" 


Calcular: 3M(x) — 2N (x) 

A) x= B)x Ox Dix" EJ1 
(1) Si: Pa)=24-x+3; Qu) =3:-1+2. 
Calcular: 3P(x) -2Q(x) 

AJ-x B)5 C)x-5 D)-x+5 Ejx-5 
(O) Efectuar: x(x+1)-a(x+2) 


A)J2x%-x B)2x* Cjx DJ0O Elx 


Operaciones con Polinomios YI 
(DSi: P(x)=x+5;Q(x)=x-5. 
Determinar: [Plx)1[Q(x)] 
A)Jx%+25 B)x"+25 Cjóx D)-5x EJO 
(DSi: Mi=x*+x+1:N(x)=x*-x0+1. 
Determinar: [M(x)1N(2)] 
Ajxi-a2-1 Bja+x 0-1 Ojxa+at4+ 1 
D)x'-x* +1 EJx'-1 
(AS: G(x)=2:*-5;D(x)=2: "+5. 
Calcular: [G(x)1/D(x)] 
A)4x"-25  Bj4x"+25  Cj4x'-5 
D)4x"-25  E)4x*-25 
(E) Sabiendo que: 

Rx) =x+258(x)=3x% -x+1 

Entonces : [R(x*)][S(x)] será : 


A) 3x*- bx +2 B) 5x?- 3x* 

C) 3 +5x%+ x- 2 D) 3 +50 x + 2 
E) 3x4 2-2 

(65 Si: 


Pla)=(=+1) 5 ¿ Rle)=(x-1) 


Determinar el valor de: [P(x)J[Q(<JIR (2)] 
A+ 1 Bj +2x?-x-2 

C)xa+xt1 D)i2r+x+2 Ejxx-2 

(09) Si: Alx)=x-3;Bx)=x=+2 , y también: 
Clx)=x-6;Dlx)=x+1- 

Calcular: [A(x)xB(x)] - [Clx)xD(x)] 

Ax B) 5x C)-4x Dix  Ej4x 

(6) Siendo; M(x)=x=+2;N(x)=x+5 y también 
Tla)=x+35 Ulx)=x+4 

Calcular ; [M(x*)x«N ()] — [T()xU(2)] 
Ax B)=x C)-2  D)2 


(3) Reducir: (x+2)(+*-3:+1)-x(x—-1)+5(x+2) 


Q(=)=(x+2) 


EJ 0 


CALA EIIENEZ TA 


EY 1os [EE 


LA ENCICLOPEDIA 2012) 


4) 10 B) 12 08  DJ6  EJ4 
(DSimplificar: (x+3)(x?+x+1)-4x(x+1) 


Ax+3 B)jx-3  C)jx*-3 
D)x+3 Ex +3 


(MEfectuar: (x+1)(x+2)- x(x +8) 

4)2 B)4 C)8 D)10 E)12 

(O) Efectuar: x(x*—5)-x" 

Alb B)6x"  Cjx*D)-x* EJO 

(MD Efectuar: 2x(x? —3x)+ 6x? 

A) 2% B)2x*  C)2x*% D)2  E)2x 
(3 Simplificar: 3x(x +1) x(x +3) 

A)2x"  B)3x*  C)x* D)-3x*  EL2 


(E) Reducir: 7x*(x% — 227 )+ 2(07 +7x*) 
AJ9x"  B)6x*  C)6x*  D)14x" EJO 


(Si: P(x)=7+x-1;Q(x)= 1” +1,calcular: 
PP (5)<Q(%)) - [Q(x)«Plx)] 


A rei+xa  Bja-x+7 07-349 
D)l4x'-1  EJO 


ODSi:Pl)==7+x+21 
Calcular: P(3) 
AJI B)2 C0)5 Dj4 E) 13 


(1) Si Pla)=3x+7 
Evaluar: P-1) 


84 B)7 C)10 D)12 EJ6 
(Si Pix) =(2x+D* +10 
Evaluar: P(0) 


4)11 B) 12 C)13  D)14 EJ16 
(OBSI Plx)=x" +25 +4 


Calcular: /PC2) 
AJ1 B)2 03 D)4 EJ5 


(Si Pla)=3a*+a+3 


POP 
Calcular: E= EI 


4)-2 B)-1 02 DJ4 EJ 
9 Calcular F(f(f(1))) 


Sk f()=x+3 

AJ4 B)7 CC) 10 D)11 EJ9 
(ODSI:Pix)=5x7 +7x—12 

Calcular: (pp) 


AJ1 B)-1 c)2 D)-2 EJO 
(OBSi: Pla) =x*-3x +1 
PAP 
Calcular E) pt) 
A)1 BJ4 C)4  DJ2  EJO 


(Si se conoce el polinomio: P(x)=3x*+x-3 
Calcular el valor de: E=P(P(P0)) 

A4)1 B)2 013 D)4  EJ5 
(Msi: P(x)=(m-2)x* + 8x5 

Además: P(-1)=10- Calcular “mm”. 

A) 25 B) 30 C) 35 D)40 E) 15 
(DSi: P(x)=ax*+2ax+3n-1 

Además: Pr—2)=5. Calcular: “n” 

4)2 B)3 C)4 — DJ5  EJ7 


(A Si: P(x)=2x* nd 


E 1 
Calcular: p(-2) 

8 El El 8 El 
ET B)ig Oi Diz Dz 
(E) Se define: f(x — 2)=x?+3x+1 
Calcular: f(8) 

A) 41 B) 42 C) 39 D)38 E)37 


(Si: P(s+2)=5x+7. Hallar: P(3)+ P(D) 
A) 12 B) 14 C)11 D)-11 E) 15 


(Si: P(x)=x"%-16x% + 4x-3 
Calcular: E= P(2)+P(D + P(0) 


A) 12 B)-12  C)11  DJ11 E)165 

(O Si:Ftx)+G(x)=3x+6 
F(=)-Gíx)=7x-3 

Calcular: G/F(2)] 

A)J-18  B)-15  C)-16  D)-17 E)26 

OSi: Pla) =3(x% +x*)- 2(= + El 

Evaluar: P(-1) 

A) B)1 C)2  DJ3  EJ4 


(05 P(5-1)=2%. 


(GRADOS y POLINOPIOS 


Calcular: P(2) 
A) 18 B) 20 C)21 D)24 E)19 


(DSI: P(x)=mx* +5(m-1)x+1 


Además: P(-2)=17 

Calcular “m>”. 

AJ1 B)2 013 D)-1 EJ4 
ENSi: Fix=e"+a" y  F(4)=1 


o pa ED FS) 
Calcular; R= poa 


at mi Cjae D)-a0 EJZ 


(MAREANO, 


7) Si: Plx)=2x"+x-4 


IO NTION 
ES) 


2 2 2 3 1 
AEB O DL 


(3 Hallar el VN. de M=x* +2xy+ y? 


AJ0 B)-2 C)J=1  DJ2  EJ1 
(E) sr.) óx+ 12 


Calcular: P(-1) 
A) B)-10 C)-12  D)-14 E)-16 


Os: r(5-2)=4xea 


Calcular: J/P(0) 
4)3 B)4 C)5 D)7  E)-13 


(BSi:Plax+b)=a-bx 
Qla+bx)=b-ax 
Calcular: P/Q(a)] 


MIGITARIA 


AJb B)-1 Ca D)a Ejab 
CUARTA NE RACTCANDIRIGIO 
Polinomios TI 
¡DESAS 
Calcular: P(2)+P(3) +P(6) 
aJ1 B)2 0)3 DJ4 EJG 
(Si: PlaJ=35-1 


Calcular: P(P(2)) 


109 EDICIONES RUDINOS) 


AJ12 B) 14 C)8 D) 10 EJ5 

(O) Si: Fix) =2x*-2 

Calcular: F(F(2)-2) 

A) 70 B) 60 C)50 D)40 EJO0 
(E9Dado el polinomio: Pt+)=="+2=-1, halla P(2) 

AJ5 B)6 C)7 D)J8 

(63) Dado el polinomio Plx)=x*-2x* +3% —1, halla : 
P(2)-P(3) 

A)-13 — B)-15 C) 14 D)-12 


(MSir(+)=22 halla R(5)-R(0,5). 
A) 2/3 B) 3/4 C)j1 D)-1 


((3Se han hecho cuatro compres, la segunda ha 
costado «a» nuevos soles más que la primera , la 
tercera «b» nuevo soles más que la segunda y la cuarta 
«e» nuevos soles más que la tercera. ¿Cuánto se ha 
gastado en total si la primera costó «a» nuevos soles? 


A) x-(abe+rac+a+1) B) x+a+b+0 
C)jxara+b< D) 4x+30+2b+0 
E) dx+30+2b< 


63 Si: f,., 331 +2 

Hallar: f.,.3, 

A)J2x+5  B)3x-5 C)3x+6 D)3x+5 E)x-4 
(9) De un juego de 52 cartas, se sacan primero 
(2x*-3x+1) cartas y x más; la segunda vez se saca el 
doble de lo que se había retenido la primera vez y a* 
más. Indique lo que queda. 

A) x%-2x-51 B)x*+2x+51  C)2x+51 

D) -7:*+6x+49 E) 7x*-6x+49 

(MD Si se cumple Pla+1) -Pla-1)+x 


Calcule Py, , Si P,,y=-2 
80 B)1 C)10 DJ18 E)20 


(y Hallen ei: Pig) Pray x Proy % ox Pezny=145 


donde:P,, = +1 


1 
A)10 B) 24 C)45  D)72 EJ145 
(DSi: h,ysáótar y f 2323 
Halle el valor de «a» si se cumple h(f,¡7,)=2 


A)-4 BJO C)J1 D)2  EJ3 
(O) SH oy 017 = Bosa) + Bios +2 Y B2)=1 
Calcule : My 

A)4 B)-2 C)0 D)J2  EJ3 


(O Si) =D) Ha-D HD 4. lay 
A 


D) 3x+(39-1) EJO 


(E) Sea F(z) un polinomio que cumple con : 
F(x+1) = 3F(x) - 2F(x-1) 
Además : F(4) = 1, F(6) =4 


Calcular : F(6) 
AJ1 B)2 C)3 D)J5 EJ6 
(Si: F(2x+1) = 6x+1 

Halle F(3x) 

Ajx+1 B) 3x-1 C)9x-2  D) 9x+2 EJx-1 
(Si: F,,, = 3x+1 


Calcule; Flx+1+Fg,,, 
Ajx+1 B)x-3 C) 12x+8 D) 2x+1 EJjx-1 


(9)5Si Fíx) es un polinomio lineal que 


CAL GEZIEMEA MELuo 1 LA EXCzOrEDIA 2012) 
Halle (4) cumple de de coeficiente principal positivo. 
AJO B)J1 C)-2 D)3n Ejn Calcule: F(F,,,+F, y) 
OS Mp, = VI+ 252 A)-7 BJ0 C)3 D)15 E)40 
Mi a 048 Es: r(23)=3 . Calcule Fa, 
e Nay + ; x+l 
4-3 B)-2 C)-1  DJO EJ1 AJO BI1 O Dix EE 
(10) Si Fl2x+1)=G:-10 y F(G,,,- Y =34 
Halle Ga UINTANRRACTICAND! 
AJx+1 B)x+4 C)x+6  D)x+8 E)x-2 
OS Hy= (yl)? GRADOS 
pa Haylie Huo) (OD En el polinomio: 
1 1 1 1 he 'n q. 
o Bs Cliz D)1 E)2 Play)=- 2" 2_ Dat ym 4 8x” ye 
ie =xt, 
A Se tiene GRtx)=20 calcular: m*+GR(y) 
6 7 C)8  DJ9  EJO 
Calcule Plos=Pyo ===) Y a a DIE 
¿ EpranrraTÍ (Calcular la suma de coeficientes del siguiente 
0 E O A polinomio sabiendo que su GR(y) = 6; 
z Pay) =V2m*x* - 5 /2xy"" +3 /2my"" 
(O) Calcule : Py, Py, 
Si Pe) =P(-1)4x* AJ149/2 Bj141/2 C)-J/2 D)/2 Ej133/2 
45 B)6 C)10  D)54 E)60 (2) Halla el valor de b -a, sabiendo que el grado relativo 
0 Si: F(x)=3x-2 ax es 6 y el relativo a y es 9: 
Hallar: (PERE Qla;y)=-x* 13092 + 2x y b+1 3x0 yo 
A)1 B)2 C)3 DJO EJ4 
A) 8% B) 8''g-310 CC) 8Ux-(810-1) O Etsciuar: 


baty (ab) ay? arto 
siendo términos semejantes. 

aety Body 
(La siguiente expresión se puede reducir a un 
monomio, proporcionar su valor reducido. 


ES ETS 
Aja BJai Ci Dix EJ 


(O Clasificar: 
ETA 


Bjirracional 
Djracional fraccionaria 


Cjáxy  D)axy Ejacy 


Ajracional 
C)raclonal entera 

Ejirracional entera 
(Calcular la suma de los valores enteros distintos 
de «mn» que convierten a la siguiente expresión en 


racional entera. 
E 


(GrADoOSs y POLINONMIOS 


Cara 


EDICIONES HKULDINOS) 


A) 33 B) 24 C)32 D)22 E)J36 
(OS el grado de P es «m» y el grado de Q es an» 
(m>n). Hallar el grado de: aer 


Ajm BJZ CIA DO Ejm—n 


(Q Sabiendo que el grado relativo respecto a x es 5 , 
halla el valor de 2a . 


Ría) =24+3%"! bx" 439-3994 


6 B)J8 06 D)3 E)1 

(MO Hallar el valor de a/b, sabiendo 
que: Pla; y) =2x%% +10 — guta es un 
polinomio homogéneo. 

AJ2 B) 10 C)U5  D)12 E)-2 


(DSi el polinomio: 
P(x)=0,5x* -6x” + 0,78% -0,2 es opuesto a 


Q(s)= Ax +(B-4)x7 +(C-0,0)x+(D-0,2), 
entonces el valor de (A+C+D)xB' es; 
AJ-0,5  BJ10 C)-35  D)35 E)-10 
(MD) En el polinomio homogéneo: 

Plajy)= yate qual y ion y goto 
Calcular: (a + bJab 
A) 60 B) 100 C)160  D)200 E) 180 


(B)ndicar la suma de coeficientes del polinomio: 
Play) =a tx" "bx y +aby*t 
Sabiendo que es homogéneo. 
A) 35 B) 36 C)37  D)388 EJ89 
O Si: Pl)=x 420430 4dx ot 
Es completo y ordenado ascendentemente, 
Calcular «abed». 
A) -12 B) 12 C)+6 DJ6 EJ 3 
(M) Calcular el valor de «n%» (ne z*), si el producto 
de los grados relativos de «0» e «y» es 24. 
Rx, y)= "iy ty 
AJ 0,2 B) 0,3 CJ 0,4 D) 0,5 EJO,6 
(MD Determinar el término central del polinomio: 
Pl(x)=nx+(n-1)a*+(n-2) +... +2" 
Sabiendo que la suma de sus coeficientes es 163. 
AJ8x" — BJ9w"  C)9x*  D)10x" Ejx" 


(O El grado con respecto a x es 6 y con respecto a y 


es 2 en el polinomio. 


H(x,y)=8x""" +2%x"y477y""ImneZ 


Calcule su grado 
A) 5 BJ0 


(MSi el polinomio 
Play) CITAN y gi me z 
tiene grado 39 y GR,[P]-GR [P]=6 


C)3 D)J6  EJ10 


Calcule m —n 
44 B)5 C)7  DJ8 D)9 
((DHalle el grado del monomio. 
Elty=Ty 2 
40 B)1 C)7 — DJM EJ13 


€D)Halle el grado con respecto a y si el grado del 
polinomio : 


Bs Lomo 4 ios , 
Big CRY yr 


es 24 y el grado con respecto a x es 18. mn « Z 
c)9 


AJ5 B)6 D)10 E)J12 


(DSabiendo que: 
Plx)=0,6x"-0,3%"'-x"** es séptimo grado absoluto, 
la afirmación incorrecta es: 

A)m<3  B)m>0  C)ns<3  D)n=3 

(3 ¿Cuál es el grado absoluto de Q(x,y) si se sabe 


que es de cuarto grado relativo a «a» y de sexto grado 
relativo a «y»? 


Qe) =6 200 +3 
A)áto. Bj5to. C)6to.  D)7mo. 


(E) Qué valor como mínimo debe tener ar» para que 
la expresión sea fraccionaria: 


a 

AJ3 B)4 D)J6  EJ7 

(63) ¿Cuál es la condición necesaria y suficiente para 

que el polinomio Q(a,b,c) sea homogéneo? 
Qlajb,e)=a tr parao 

4)m=p  B)m=n=p C)p=q D)m=p=q 

(A Sabiendo que: 

o 

es completo y ordenado; determine su número de 

términos. 

4112 


C)6 


BJ8 Cc) 11 D)10 EJ9 


LALAGITENZOA 


LA EXCICrOrEDIA 2012) 


SEXTANERACICA 


DIRIGID: 


(ODSI el grado de «Mo es 6 y el grado de «N» es 
6.Calcular el grado de (M*N?). 

A)51 B) 180 C) 28 D)30 E)56 

(M El polinomio: 


Fly) =(m+ n-5)a* y +(mon- 3)xy 
es identificado nulo. Hallar «mn», 
AJ2 B)3 C)4 DJ5 
(Calcular la suma de coeficientes del polinomio. 


Plejy) =ma" "4 67 y nat? 
si es homogéneo. 
AJ10— Bj11 
(E) ¿Qué valor debe tener«n» para que el polinomio 
«Po sen completo? 

P=6x"%4+3x" "+1 
a)4 BJ5 CJ6  DJ7 EJ8 
(63) Hallar «mn» con la condición que el siguiente 
polinomio: 
(oc + 3)"(m46)+(x-5)* (n+2) 


sea idénticamente nulo. 
A6 B)6 C)8 


(Si: PG) =2(0-2) Var Jo" os de tercer grado, 
indicar el cooficiente. 
AJ20  BJ12 
OS: Plxy)=3x"" y" +5xTo% y 4 2x0 yo 
tiene GR(x)= 6. Hallar el grado absoluto. 

AJ22. BJ21 CJ19  D)14 E)23 
Os: ; 

Plosy)= 29 mt Ey tg ty nta 
es de grado absoluto 33, hallar «me». 

A) 15 B)17 0)7 D) 13 Ej 1 
(DHallar la suma de coeficientes del polinomio 
homogéneo. 


E) 6 


C)12 D)13 EJ14 


D)10 EJ 12 


C) 18 D)22  E)l4 


Mn + En q om 8 


Play)=2mx""""+n*x" y y 
A)21 B) 18 C)19 D) 24 E) 17 
(Hallar «m+n+p» en: 


mx(14x)+n(x + p)+x*=3x*+8x-12 


4)2 BJ6 
(OHallar «Rs en: 
Py) =P Y YO A 
sabiendo que GR(x)+GR(y)=19. 
AJ4 B)9 c)2 
(LD La siguiento expresión se puede reducir a un 
monomio, proporcional a su valor reducido. 
M=taof Nat + ot aj NA ab YE 

AA Bjaii CIR DIR EJ 
(M Clasificar: 

ETT 

tabip (ado 


A) racional B)irracional 
Cjracional entera D) raciona fraccionaria 
Eirracional entora 


C)-4 DJS  EJ)7 


D)12 EJ8 


(B Calcular la suma de los valores enteros distintos 
de «n» que convierten a la siguiente expresión en 
racional entera. 

(o 
A) 33 B) 24 C) 32 D)22 E)36 
(Qué valor como mínimo debe tener «m» para que 
la expresión son fraccionaria. 


avar va Wa Var 


AJ3 B)4 C)5 D)6  EJ7 
(MHallar el valor numérico (WAV) de: 
ENE 
2 
y 
Para: x = 0,125 ; y = 0,0001 
A)2 B)3 C)4 D)J5  EJ6 


(MSi el grado de P es «mw y el grado de Q es «no 
(m>n). Hallar el grado de: 


re (PAJPO) 
2Q 


Am BZ Ca pea Em-n 


(3) Deun- juego de 62 cartas, se sacan primero 
(2x*-3x+1) cartas y x= más; la segunda vez se saca el 
doble de lo que se había retenido la primera vez y 2? 
más. Indique lo que queda. 

AJx*-2x-51 Bjx*+2x +51 C)2x 51 

D) -7:*+6x+49 E) 73% 6x + 49 


(EDICIONES HUBIÑOS 


a 


GRADOS Y POLINOMIOS ) 


EPIA PRACTICA NETO) 


(OD Si: P(x) = 5x*+7%—12 


Calcular: E=[P(=2]% 


AJ B)2 cJo Dj1 E)-2 
(OBS: P(x)=x* +20" —2(/2+1) 

Calcular: P(/Z) 

A)J-1 B)NW2 C)28/2 D)J8 E)O 


(ODSi: P(x)=x*+x—3 calcular: E =P(P(P(1)) 


Al B)-1 cj2 DI2 EJ3 
(7) Sabiendo que: P(x+2)=2x -1 Calcular: P(3) 
BJO CHI DJ2 E)-2 


ar 
(63) Calcular «m» (m < 0) de: 


P(x)=(2%* +22) (mix+6)+x+2 


si la suma de sus coeficientes es 24. 
aJS BIS CJ4 DJ4 


(O9) Calcular «mo» en: 


E)-5 


P)=(+1) (c+n) (+3) .+x0+1 
si su término independiente es 73. 


AJS BM c)2 DJ4 EJ3 
(02) Si el grado absoluto del monomio: 
Mía; y)=3nx*"*"y%-“ 
es 17. calcular el valor de «m». 
AJ6 BjJ4 C)J3 Dj2 EJ1 
(03) Calcular el coeficiente del monomio: 
min) smi2n,6m=n 
Míx; y)=|——x 
(2; y): == ») Es 
si: GA(M) =20 y G.R(x)=14 
AZ Bj2 cr3 DJ3 EJ 


(09 Calcular el grado absoluto del polinomio; 


Pleiy)= 2: y 24 gue yate 
si. G.R(x) = 16 y G.R(y) = 60 
AJOS B)J64 Cj60 


DJ50 EJ58 


(10) Calcular la suma de los coeficientes del 

siguiente polinomio mónico: 
P(x)=(n—2)x*+(n—3)x*+nx—1 

a)3 B)4 05 DJ6 EJ7 

(si os siguientes 


A 2 
semejantes: Bam yn+5 y gartóym 


términos son 


indicar el mayor valor de: m + m. 


AJ3 BJ7 CJ9 D)J11 EJ13 
(Bs: Pa)=(m- 2)3*+8:-5 

Calcular «rr». sabiendo que: P(-1) = 10 

AJ25 B)J35 CJ15 D)30 EJ40 


(3 Sabiendo que: P(x) 


-Pl)+P1) 
calcular: E= P(2) 
AJtI5 BJ2/5 CISI5 D)2/8—— EJS/2 


(MCsicular m + n + p, si el monomio: 
M ( 13 y5 2) Ez amm loyImin+3p¿Emi2n+p 


tiene grado 48. 
AJ6 B)7 CJ8 


(d3) Calcular (n — mm), si: 
Plesy)= arenosa y mean, mens 


tiene G.A(P) = 28 y G.R(y) =2 


D)j9 EJ10 


AJ B)2 CJ3 DM EJ6 
(AOSi: P(«)=6:—11 
Pl(F(x)|=12x%—17 
Calcular: F(6) 
AJ2 BJ CJ3  DJ6 EJ9 
(ODSi: P(x) =x"-6x+9 
calcular: (a -1 J*, sabiendo además que: 
P(a + 3)-P(a- 3)= 12 
aJ1 BJ4 C)9 D)16 EJ265 


Ms: rl-2 —7x +4 calcular: [P(O) 


AJ6 B)3 Cja D)J65 EJ7 


Gira ANETO CAPARO 


(19) En el polinomio: 


P(e+1)=(2+1) +(3+2)" —128(2x+3) 


la suma de coeficientes y el término independiente 
suman 1. Calcular el valor de «n» (n es impar). 
Aya B)J9 C)7 D)J6 EJ3 


ENCalcular: Esm+n+mn, si el G.A del 
polinomio: 

Plx;y)= gros Fama mo amy 

es 8 y el grado relativo a «x» supera en una unidad 


al grado relativo de «y». 
AJ15 B)14 CJ16 


AGA 


(0) Si al polinomio: P(x:9)=2x"Y'—6x*y*+3y! 


es homogéneo, calcular; E= VallaYa... 


A)2 B)/Z C)2/2 D)IJ/2 E)28/2 


DJ18 EJ13 


OGTA VA 


(02) Calcular (m+n) del siguiente polinomio 
homogéneo: P(x; y)=3x*"y"* —de"yU4 yt 


AMG BJ16 cr7 DJ8 EJ19 
(3) Calcular la suma de coeficientes de: 
Píx;y)=mnx"* —8nx"y" 4 my"** 
si el polinomio es homogéneo. 
AJ8 B)10 cn2 D)14 EJ24 
((2 Si el polinomio: 
Pla) Pe ta 
es completo, calcular «nm». 
AJO BJ cJ2 DJS EJ4 


(03) Indicar el valor de «a», si el polinomio es 
ordenado en forma decreciente: 

Ple) =a 0 a po 
AM BJ2 cJ8 DA4 
(0) Dado el siguiente polinomio completo y 
ordenado en forma ascendente 


Pla)=6x "842 rtn9 — arte 


EJ6 


calcular: m + n-p 
AJ6  BJ10 Dj14 EJ16 


(0D Si: a(+— 2)+b(x+1)= 5(x— 5), encontrar el 
valor de: a/b. 


Ccj12 


AJ2  B)-2 cr D)-1 E)-1/2 
(03) Señale el valor de (m- 1%, si: 

4(2x—1) =m(x + 2)+n(x— 2) 
AJ128 — B)64 0)8 DJ16 EJ32 


(O) Si: (a-6)x* + (b-3)x + 2c-14 = O, calcular 


el valor de: E=Ya+b +0 


AJI  BJ3 0J6 
(10) Si el polinomio: 


P(xsy)=(9—n)x*y + may? + 31*y— 2xy* 


DJ6 EJ9 


es idénticamente nulo, calcular: fr? 
AJ6  BJ4  Cr2 D)226 


(O) Si el polinomio 
Plajy)=x"*"y? + yal y yan 


es homogéneo, calcular su grado de homogeneidad. 


E)144 


AJ5  BJ6 0)7 D)J8 EJ9 
(2) Dado el polinomio homogéneo: 

Playiz)= yz yz yt 
calcular: G.R(x) + G.R(y) + G.R(z) 

A)15  B)2m C)17 Djn* E)2m+n 
(3) Dado el polinomio homogéneo: 

Plx;y) e] ayi + ae tbyto + atea 


calcular: a+b+c, si su grado de homogeneidad es 6. 
AJ9 B)J8 C)7 DJ6 E)6 


(DDSi: Pla) =x"""4+2x'*-bx"*94 7 está completo 
y ordenado, calcular: a+2b+3c 
AJI2 -B)-12 CJ8 DIS 


(13) El siguiente polinomio está completo y 
ordenado en forma descendente: 


Pla)=x?"0 4 gumtn7 _ pyn=to 


E)-10 


(EDICIONES ROMS 


loss MET 


GRADOS Y POLISOMIOS) 


Calcular: E=/mnp +1 


AJA BJ5 CJ6 D)7 EJ8 


(7) Calcular (m + n + p), siel polinomio: 


PlaJ=x2ro — tmena0 y nina 
está completo y ordenado en forma descendente. 
AJ6 BJ6 07 DJB  EJ9 
(2) Calcular la suma de coeficientes del siguiente 


polinomio: Píx;y)=ax" +bcx*y" + dy” si está 
completo y ordenado respecto a sus dos variables. 
AJ6 B)4 C)3 DJ2 EM 


pe E 5x4+13 
(1 Si se cumple: x+2 343 a7+6x+6 


señale el valor de: m”. 
AJA B)8 C)9 


(ED Calcular (a + b +c), si: 


D)27 EJ32 


a(x—(x-2)+b/2—1)(x3)+e(x2)/x-3)=2%=x+5 
AJO BJ C)2 D)-1 E)-2 
0) Calcular el número de términos del siguiente 
polinomio ordenado: 
Ple)=(n—5)x" "+ (n— 6) (m7) 04 
A)13 By12 c)10 DJ? EJ6 


completo y 


ErQAGIICA Pelo, 


(0) ¿Cuántos valores de «m» hacen que la 
expresión: 

Ele;y=a" y o ym a lar 
nos represente a un polinomio: 
An B) 12 C) 13 D) 14 E)15 
(0) Sea: P(x) = (a*- 7)x* + ax +a* +1; un 
polinomio mónico (a e 2). Calcular el término que 


no depende de la variable. 
AJ2 B)5 C) 10 


(E) Si luego de efectuar: 
T(x)=0, "4032 ayx" 7 + 10% 


D)17 E) 26 


se obtiene; mx* (a,ayay + 0), calcular el valor de: 
M=a,+2a,+3a,-m 
B)39 0) 37 D) 36 


AJ40 E) 35 


(06H) El producto de los coeficientes del siguiente 
binomio: 

He; y) = ayyy 
es: 
A) -24 C)12 D)24 E) 28 
(03) Sea el polinomio: P(x) =4x + 7, además; 

4, + My + My +... + 4,0 = 35. Calcular el valor de: 
F =Pla,) + Pla) + Play) + ... + P(a 9) 
A)310 B) 300 C) 290 D) 280 E) 270 

(Q8) Se define la expresión «En» (me Z*) 

como; F, (x) =mx + b. Sabiendo que: 
F,,(F,,(0)) = F.,,¡ (6) + b, calcular el valor de: 

H= FF(I)+F(EI)+F,(6) 
A) 100 B) 96 C)90 D) 80 E) 75 
(02) Halle el término lineal del polinomio mónico 
P(x) de menor grado (Gdo(P)>1), tal que: 
P(1)=1; P(2)=2; P(3)=3 a P(4)=4 

Aj=x  B)-47%  C)-48x  D)-49% E)-60% 
(03) Si P es un polinomio definido por: 

Ple 1 )=(3mx dm) + (3% 4 9 a 74d; mee z* 
tal que la suma de coeficientes de P es el cuádruple 
de su término independiente, entonces la smaja de 


coeficientes de dicho polinomio es: 
AJd B)J8 C)16 D) 32 


Os: r(Etp)jarros 24302004 6, 
x*—-1 

calcular el valor de: 7 = [F(2)J%4 

A)3125 B) 625 C) 125 D)25 


(O Si: P(x+3) =6x +7 


además; P(A(x) - 3) = 16x + 2 
entonces el valor de P(A( 1)) es: 
A) 32 B)35 C)37 


B) -28 


EJ 64 
EJ5 


D)81 E) 120 


(O) Sabiendo que: ru, hallar F(2x) en 
mE 


términos de F(x). 
6F(x) 3F(x) 
F(x)-2 F(x)+8 


(1) Si: A(x) = 2x + 6; además: 


A(B(x) + C(x)) = 4x-1 
A(B(x) - C(x)) = 6x + 11 


calcular el valor de: E=B(4)x %/C( = 8) 


3Fix) D) 6F(x) E) pl 


E F(x)=3 0 /F(3)+3 % Fx) 


Cc) 


CAL GET oa EAT nl TI NUCICLOPEDIA 2012) 


AJ125 BJ5Y/12 Cjw0  Dj1 Ejo  yedemás: F,,,(x) = F,(F,(x)). Calcular el valor 
de: Fa goa(2 000) 


AJO Bj2000 Cj-]  DJ09995 -E)1999 


eE 25* 
(3) Sabiendo que: F(x=)=_2—, calcular el 
25*+5 


1999 
valor de: 
A A E CLAVES 
1001 1001 1001 1001 
AJ400 B)450  C)500 D)550  EJ600 OPERACIONES CON a 


00) E 10)A 
190 15) € 
19) 4 20) 5 
0%)1 05) D 


(Ud) vx € R-1-1; 0; 1; 2) se define F como: 
Fx) x F(1—x) =x(x-2) 
Encuentre el valor de 1 —»m, tal que: 
E(m) 
AJ0,25 BJ05 CC) 0,75 D)1 E) 1,25 
(43) Sea P un polinomio definido por: 
Ple; y) =n "ym 07? 
tal que si a dicho polinomio le restamos el monomio 


12x%y', su grado absoluto disminuye. Entonces el 
valor de map es: 


1 1 
AJ2 B)3 C)1 DJ EJ 
J ) ) Y Ur 


0%) D 
06) E De 08) E 09) E 
19) 4 


05) E 
10) A 
15) E 


0%) D 05) 0 
YO 07)1A 08) 091 10)1 
12)1 18)A 12) 15)5 
16) A 173€ 1830  19)D 20)D 
0%) 1 05) € 


(9) Calcular el valor de «m» para que el grado del 
polinomio: 
T()=("+7)" (6 -1)"*(x*-73+2 008) 
sea igual a 18. 
AJ1 B)2 C)3 D)4 EJ5 


(€) Dado el siguiente polinomio homogéneo: 
Pla; y) =6x y + 7 y + 120 y" + 0y? 
entonces el valor de a + b + ces: 


AJ20  B)30 C) 40 D) 50 E) 60 
(63) Si se cumple que: y 02) 05) E 

09)1 10) 
ara ray. a93+ 0 =(2x*+x+1)" 1)A 184 


5 
calcular el valor de: R= )) %on 
n=0 


A) 530 B) 529 C) 528 D)527  E)526 


(19) Dado el polinomio completo y ordenado 
descendentemente: 
A E 


Calcular el valor de: J = Pía) + 6*P(0) 
4) 94 B)99  C)100 D)114 EJ 199 


(0) Sea la expresión matemática «Fy». 
E= 1,2533... ; definida por: F,(x)==*— 


(PRODUCTOS NOTABLES 


OBJETIVOS : 


* Conocer aquellas multiplicaciones indicas muy 
conocidas y utilizadas en el desarrollo del curso de 
matemáticas. 


* Utilizar los productos notables, en forma correcta y 
cuando sea necesario, para efectuar la multiplicación. 


Cuadrado de una suma 


(arb)?= a?+20b +02 


el doble producto del 


Cuadrado de una diferencia 


(ab? = al 2ab + 1? 


“Cuadrado del 
primer término, menos 
el doble producto del 
primero por el segundo, 
más el cuadrado del 
“segundo término 


Suma por diferencia 


(a+blla—b)= a? $ 


Cuadrado del 
término, menos 
el cuadrado del 
segundo término. 


EDICIONES RUBINOS 


Si nos piden multiplicar (a + b) (a — b) obtendremos: 


(a + bla + b) = a?+ ab + ab + b? 


Osea :(a+b)'=a* +2ab+b* 


Lo anterior es un resultado obtenido algebraicamente 
al multiplicar dos binomio. Sin embargo, no es la única 
Existe la 


manera de obtenerlo, 
GEOMÉTRICA. 


Observa esto: 


manera 


* Ahora, juntemos los cuadrados por una de sun 
esquinas y formemos imaginariamente un cuadrado 


* Sin embargo el área de ese cuadrado mayor, puede 
ser obtenida mediante la suma de las áreas que están 
en él. 


AM AZ MEME A 3 


[a] 


* Observa el siguiente producto algebraico : 


(a +b)a-b)=a+ab-ab+b 
LJ] J-* p* 


GE li 


+ El área del rectángulo es (a + b) (a — b) 


a 
b 


+ La diferencia de áreas es: a* - b*(corresponde al 
primer cuadrado) 


* Entonces: (a +b)(a-b) =a* - b*; que es el resultado 
requerido. 


Productos Nolables 


Son los resultados de ciertas multiplicaciones 
indicadas, que se obtienen en forma directa, sin tener 
que efectuar la multiplicación. 


ID) BINOMIO AL CUADRADO 3 


(Trinomio cuadrado perfecto): El cuadrado de la 
suma (diferencia) de dos términoses igual al cuadrado 
del primer término, más (menos) el doble producto de 
ambos términos más el cuadrado del segundo término. 


(a + b)= a?+ 2ab + b? 
(ab)? = a? — 2ab + b? 


EJEMPLOS: 
"(+6 =x +20 (5) + (5)? 


> 3 


y LA ExcicLorenía 2012) 


>(x+5P =x*+10x+25 
*(2x-3yP =(2x)* - 22x1(3y)+(3y) 
=>(2x-3y)? =4x* -12xy+9y* 
+ (25 + /2y)? =(2x)* + 2(2:(J29)+(/29)1* 
= 4x* - 4 J2xy + 2y* =2(2x* - 2/2xy +y*) 
IDENTIDADES DE LEGENDRE 


(a +b)? +(a—b) = 2(a* +b?) 
(a +b)? — (a —b)? = dab] 


EJEMPLOS: 

«(+2 eur 2) 2(V7? 4.2%) - 22 
: : 

e eje 

dd 


(a +6) - (a—b)! = 8ab(a? +b*) 


1) DIFERENCIA DE CUADRADOS 3 

El producto de la suma de dos términos por su 
diferencia es igual al cuadrado del primer término 
menos el cuadrado del segundo. 


(0: (a-b)=a? -b? 


suma diferencia 

EJEMPLOS: 
*(x+2y)(x-2y)=x? -(2y)% 

>(x+2yMx-2y)=x? -4y? 

* (a+6)(a-6)=a?-6? =a? -36 
> (6x? -3y* (6x? + 3y*) 
= (622)? - (39? ? = 255% —9y 
»(n+3)M(n-3)=n*-3?=n?-9 


.(a2+1)M(x?-1)=(13?)? -1P=x! 


6 


-1 


(PRODUCTOS NOTABLES -119 EDICIONES KUBINOS) 


1) TRINOMIO AL CUADRADO 3 


ta — be 


[ta +5 +0 =a* +8? +0* + 2(ab + ac + bc) 


EJEMPLOS: 
o (min+2)P =m?+n? +27 + 2(mn+2m+2n)>(m+n+ 2 =m? +n? +4+ 2mn+4m+4n 


1Y) BLVOMIOS AL CUBO : 


«El cubo de la suma de dos cantidades es igual al cubo de la primera cantidad más el triple del 
cuadrado de la primera cantidad por la segunda , más el triple de la primera por el cuadrado de 
la segunda , más el cubo de la segunda» 


Forma desarrollada : 


[ta +8)" =a? +3a7b + 3ab? +0*] 
Forma abreviada : 


[ta +b) =a* +6* + Sabía +b)] 


«El cubo de la diferencia de dos cantidades es igual al cubo de la primera cantidad menos el 
triple del cuadrado de la primera cantidad por la segunda , más el triple de la primera por el 
cuadrado de la segunda, menos el cubo de la segunda» 


[ta-6)% =a* -3a*b + 3ab? —b*] 


[tab =a* —b* — abla -b) 


Cara HZME MEA 


PE 120 ME 
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EJEMPLOS: 
o(tI= + 30 (1)+3: (041)? 
(IP =x +30 748041 
o (n-24=n* - 2 -3n(2)(n-2) 
> (n-2'=n* -8-6n(n- 2) 
V) SUMA Y DIFERENCIA DE CUBOS : 
[ta+b)(a? —ab+b*) = a*+ 6*] 


[la—b)(a*+ ab+b*) =a*—8*] 
EJEMPLO: 
«(+10 -+1)= += +1 
»(a*+ 4)(a* -4a*+16)=a%+64 
+» (n*-3)(n*+3n9+9)=n* -27 
VI) MULTIPLICACIÓN DE BIVOMIOS CON 
TÉRMIVO COMÚN : 


El producto de dos binomios con un término común es 
igual al cuadrado del término común, más la suma 
"algebraica" de los términos no comunes por el término 
común, más el producto de los términos no comunes. 
Suma “algebraica” de términos 
no comunes 


o o)(x + b) =x?+ (a + BJ A 


Cuadrado del Producto de 
término común — términos no 
comunes 


(c+ ajlx+bllx+c)= 
+ a?(a+b4c)+x(ab+ be+ ac)+abe| 


EJEMPLOS: 


(1) Efectuar : (3) (1x6) 
RESOLUCIÓN: 
(=-8lx-6)=x* +(-3-6)x+(-31(-6) 
=x*-9x4+18 
(a Efectuar: (x—7) (x% + 4) 
RESOLUCIÓN: 
(2-7) (+4) =x* +(-7+4)x +(-71(4) 
=x*-8x-28 
Ola +2)(0+3)=2%+ (24 8)3+2x8=3*4+ Gx + 6 
0 1)0+7) = + (147) 1)x7 =x 4657 
Al desarrollo de un binomio suma al cuadrado, se le 
Mama también trinomio cuadrado perfecto ( T. C. P). 


* Luego: 
(a+bJ? = 
y 
binomio suma 
al el 


a? +20b+b*? 
o 
trinomio cuadrado 

perfecto 


RECONOCIMIENTO DE UN 
TRINOMIO 


CUADRADO PERFECTO 


Para saber si se trata de un T .C. P: 


a)  Sesaca la raíz cuadrada a los extremos. 


b) El doble producto de los resultados debe coincidir 
con el término central. 


EJEMPLO: 
* Reconoce si es un T. C. P: 16? + 24ab* + 90% 


1) Saca raíz cuadrada a los extremos 
A «301 


2) El doble producto de los resultados es: 
2(40(3b*) = 24ab* 


Por lo tanto, si es un T. C. R 


VI) DESARROLLO DE UN TRIVOMIO 
AL CUBO : 


[a+bro7 0 + sabra tor 300 +30 013070 + Sc 'b+ Gabo] 


(ODEfectuar : (=—8) (x +16) 
RESOLUCIÓN: 
Gr A =x* +(-84+16)x+(-8)(16) 


Términocomún=x*+7x-—120 


[a+ b+0P=a7+b7+ c% s(a+b)6+ cjía+e) 


[o+b+r Ps at+o7r c+ sta +b+cj(ab+bo+0a)- Sabe] 


(PRODUCTOS NOTABLES A 1 MAT EDICIONES KUBIÑOS 


OTRAS IDENTIDADES FE) TEOREMAS 3 
A) IDENTIDAD TRIVÓP”TICA DE ARGAND : Sean: (a,b,e) Ri la.bej 2% 
Luego: 
E z EA 
(ate a + Da — a+ D= at a+ 1] 1 la?" +5 +cP=05a=b=c=0] 


2 2 2 A 2 2 A 
ray dai tira] lar b7 0? abarca > a=b=el 


GENERALIZANDO: 


ar+bó+c?=3abeo>a=b=có6 
[ara aora a) = a aro] 3) 


a+b+c=0 


BD) IDENTIDAD DE GAUSS = 
[Fedor e? gabe = (a+ b+ cMat+bi+ c*—ab—be—ac) 


* de donde : 


PROBLEMA 1: 
EHRIRATS 
cir ( 


a? +0" +0" -sabo=2(a+b+0)[(a-0)'+(0-c) +(e-a)'] 
|8 3 


€) IDENTIDAD ESPECLAL 7 


lx + y My + z)(2 +) + xyz =(x+ y + 2)(xy + yz + zx)! 


(lab +ac+ bc)" =a7b? + ate? +b%c? + 2abe(a +b+0) 


*Desarrollando los binomios se obtendrá: 
D) IDEN AD DE LAGRAS 2 
Aia ai lay BR (+ 22y+ 9) + (3? 239 +9) 
(AAA ar dea ir" duntando los términos semejantes, se obtendrá: 
2 
20*+2y RPTA : “C” 


E) IGUALDADES CONDICIONAL, 
Si: a+b+c=0, entonces se cumple: PROBLEMA 


[a? +b? +0? = -2(ab+bc+ca)) 


RESOLUCIÓN: 
a? + 3 +0? = 3abe! 


* Desarrollando: 
[tab +bc+ ac)? = (ab)? +(ac)? + (ca)? a? + 2ay+ y? —(x? - 2xy + y?) 


>? + lay + y? 074 2xy- y? 
* Eliminando, se obtendrá: 4xy 


[as +b% + 0% =-5abe(ab+bce+ ac)| E io REI IAEA = 4xy| 


at+btsot (a +07 4+0?)? 


(a? +6? +02? =2(0*+b%+ a*)] RPTA : “B” 
a 
3 2 E 5 


ar+ror+roNat+rotrc?) a+ a” Ejecutando por partes : 
E 5 = 5 *(a+b](a—b)=a* 1? 


*(0+8b)][a—3b) = a? —(35)? =a* —ob* 


EAS *(a+0b)(a—6b) = a? —(6b)' =a* 200% 
s *Luego, reemplazando: 
an, 2 Esaf-b* 40-957 +0? 205? 
y a b 
¡LACIE => E=3a*-—350* 


2 


RESOLUCIÓN: 

Usando la suma y diferencia de cubos: 
- (0+b) (a%—ad +0?) = ateo? 
(0-0) (a*+ab+b?) =a* 6? 


* Luego: K=a%+b +0 -b” =>K=20* 
PROBLEMA 5: 


*Considerando lo obtenido en el problema dos en "M”, 
se obtendrá: 


o 1 
a [2-7 =V4=2 
xy 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 6 : 


RESOLUCIÓN: 
* Ordenando para poder aplicar la diferencia de 
cuadrados: 


= ul 
M =[(x+18)(13-x)+(x+12)(x-12)]2 
Ml 12 
=>M = 169-144 = J/28 = 5 


RPTA : “E” 


da E) 0J3 
RESOLUCIÓN: , 
* Desarrollando los productos de los binomios: 


M=[x*+(148)32+1:3]+[:* +4x+4)-2x* -7 
M=x +4+3 4x7 +40 44-20? -7-Ex 


>M=3x 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 8 : 


A) 16 B)=16 C)24  D) 
RESOLUCIÓN: 
*Desarrollando los productos de binomios: 


e E LA ENCICLOPEDIA 2012) 


E=x*+2x-8+x*-2x-24- 21? + 
=>E=2x? -32-21? > E=-32 ale 
RPTA : “D" 


PROBLEMA 9: 


DJ4EJ6 


+ Buscando un productó notable quexelacione a a+" 
,"ab"y"a? + b”, encontraremos a: 


(fa +b)% = a? + 20b+b* 
6lta+b)" =a* + 6* + 2ab| 

* Que al reemplazar datos, se obtendrá: 
(2 =a?+6%4+2(1)>4=a0*+b*4+2 


>4-2=0%4+b >2=0*4+6*? 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 10: 


va=b 


RESOLUCIÓN : 
* Aplicando un criterio análogo al problema anterior , 


pero con: 


(a - 5)? = a? - 2ab+b* 
6 lta—b)? = a? +b? - 2ab] 
* Reemplazando datos: 

(2) = ab 42134 =a tb 2 36=a*+b* 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 11: 


Y 1 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicando lo obtenido en el Problema : 
2(J6P -E? =4(1)35-4=E*=31=E*>31=E 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 19 : 


* Elevando al cuadrado a "+3" 
*Es decir: (x+ 1) =9* 


rd) ont: ao 


ato 7 


A 


Busquemos alguna identidad que 

involucre únicamente a «a-+b», 

«ab» y a «a*+ b*» ; la cual será: 
la4bP =a*+2abrb? 


1a+bP = a? +b?4 2ab 
+ Al reemplazar valores se 


obtendrá: 
WE? =E+ 21) 
D5=E+2>3=8 
REZA: “0” 
PROBLEMA 14: Ñ 


RESOLUCIÓN: 


- Elevando al cuadrado, ambos 
miembros del dato , con lo que se 


1 
4 2424 

Ed RPTA: “D” 
PROBLEMA 15: 


RESOLUCIÓN: 
* Del dato se obtendrá: 


>= 


RESOLUCIÓN: 


5 (lar a floor 
> Eo? 40? +200)' + (a? +0* 200)" 
* De los datos: 


(2)=198Ab= 128501 


Emfrarra zi 017] +[10+1203/2117"| 
(104 O/EY + (10 -0JEp 

*Según Legendre: 

E=2|10* +(6/2)*] > E=2|961472] 
=> E=2|433) = 866 


PROBLEMA 17 ; 


= Consideremos: 
(minP = +1 +3mn(m+n) 


do o! 


=>2 =4+3mn(2) 


RPTA : “B” 


+ Del dato, se obtendrá: 
=-2-Y 
(2-2) =5 
2 —3(2)x* +8(2Px-2 =6 
> -6x* +12x-8=6 


La expresión a calcular 
RPTA ; “B” 


ESOLUCIÓN: 
po tr 
eu A 11) 
(241) = 40 

ata (aa!) 65 
+ 3/8 = 6/8 

> 28 como A) 
*De(a)x (8): 
(4 2)[2 +5 2)= 9(245) 
ear OJO 
rr! 6/5 


RESOLUCIÓN: 
* Dela condición: 


pd =0xy 
Pi 623x194 yin 03 y 
* Sumando miembro a miembro 


aro 
A 
[sayo] =6try" 


me 
oyo 8 fx”: raid 
+ [y > a 


La A 2012) 


M=la+bP JP lla? PR 
7 Del dato : x(x+3)= 2 


” Ahora en la expresión pedida : 
di pe =M=8/10+1) Cl100 -NTO+1) 
A > M=S00+1m CO" -X0+ 1) 
(743x042) amaia ind 
Ya > M=80+1)=88 
=P 42)-2 42 =24+2/2-2/2 =2 RPTA : “D” 
RPZA: "0" 


* Consideremos la identidad de 
Legendre: 
(a+ yP (xy) =4xy 
xy? (WEN a (JE) 


* Al sumar los datos se obtendrá ; 


a+rb+e=0 


* Según lo obtenido (igualdad 
condicional), be obtendrá que: 


ya dele = Y5 Y6 
* Piden: ad +b* +0? = Babe 
Ser yMx—y)=(JEX VEN YE) =5  * Entonces lo pedido será: 
mp E = 3abe - Sabe =0 
RETA: “A RPTA : “C” 


PROBLEMA 26 : 


Asociando adecuadamente: 


+ Consideremos la siguiente (+ +=-4P (2-24x+9)(5-1(5+2) 
identidad de Legendre: 1er a 
Pi * Haciendo: a =x* + x;5e 


(a+bf + (abr =2(0* +b*) 


obtendrá: 
» Al reemplazar valores se p 
APtacarks (a-4P -(a-6Na-2) 


Pi (a-bY =218) 


> P=/16-(0-bP 


=0'-80+16-0*+80-12=4 
REZA: “D" 


¡PAE Pue PROBLEMA 
TS A 
ae E 


=> M=l(a+bJ +(a DY Jlla+bP* -(a- 07) 
Ma [2a* +b*)) [dab]>M =Bla* +8" lab PROBLEMA 33: 


* Efectuando los 2 primeros 
trinomios por Argand: 
(CAR a 
SN 
(++ 13D 
panes 


A TA 


dell] 
-[»e¿Je no 


REZA: A" 
PROBLEMA 20 : 


” Hagamos los cambios: 


NS az 
Ez 
== 


+ Donde a une 


anos pen: 7 


Anya 


=y2 
*Pero de los cambios vemos que: 


r+y+2=0 


cr (E) 


y cuando esto ocurre , ee cumple 
quere y +2? = Boyz caro disi? 


«Reemplazando en (a) E 
RPTA: “E” 


(PRODUCTOS NOTABLES 


PROBLEMA 30: 


» Dela condición: a =1 


* Se pide: 


2 xy +1= y" otambién 
Ayoyl cmo (2) 
+ Además:y += 1= Ly 


T=(20-eJ* +(20-bP +(20-a 
* Desarrollando y acomodando, se 
obtendrá: 


T=3(201 -d0la+b+ro)rla?+bisot) 
=> T= 3(400)- 40/20) + 800 = 700 


=Invirtiendo: «* da 


RPTA : “B” 


*De (aJx1 8): 


¿pe (| Er .- 
y, de 5) 1 
* Elevando a la 34 s(xy21'% 1 
ly lo -1=0 
PROBLEMA 91 ; 


RPTA: “C” 


* El dato se puede acomodar, así: 
at 20% '+b%=0 
Sala! -0Y 00 =b 
'*Luego en lo pedido: 
PCC 
AT Errar 
RPTA: “C” 


* Del dato: , 
29 L-3-2 " 
F 
sell) 


a PROBLEMA 34; 
1 1 
r-=|] =1>r-221 8 
r r 


* Elevando al cubo: 


Pa, 


1 

P- 3-90 A 
ant A 

+ Ahora: 
Ll 
¡A 
-. E + 1 
A E Aug 


A AI 


PROBLEMA 32 : 


O A 


ass TTD als | EDICIONES KUEIÑOS) 


(arbroP mal +b? set + abrbe+ca) 
$ =7+2(0b+bc+00) >ab+be+ca=1 


* Reemplazando; A=+ 


RPTA: “A” 


RESOLUCIÓN: 
* Lo pedido es equivalente a: 
¿ete? 
(ab + be +ca)' 
* Pero de: 
(a+rbrc) <a" 4h? 40 + 3la+DMD +oMo+ ad 
alasbro =3+3)3a+br0=0 
* Además: 
(abrborcal ata y matar bre) 
aurbremorlabr boro arte rota 
* Reemplazamos en (1): 


y teibtetae y 
RT 


RPTA: “A” 


cnersnenssoreona (E) 


PROBLEMA 30: 


RESOLUCIÓ 


* De; 

INR UNION) 0 + ra 

PU nt 17) (0? + N? +) GUN 

UN PUT NI 1) > GUIA 
auto nta 1) (Ut 4 Nte 10) 

SS 
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(CAME MEME ZA 


Mr propiedades derazones 

y proporciones en (11), se obtendrá: 
3-1_at-(0+e) 
yal 2b0 

*Observando a detalle (111) y (1), 

seobtendrá que: 

yl 


a Loy x+y=1-2) 


A (11 


(UNS (my 
+ (M1) 


(UN+NI-UP=<UNP ANI? +0U+2UNICUEN+D 
(TY 494 2UNTWU +N +1) 
=UNI(U+N+1)=0 pero,UNI +0 
2U+N4I=0=U*%+N* +1 =SUM 
* Luego: 
PENN AN +1 UN ++ UN 
U+NI+ 1 +UNI 
> PIPAS UPN NP 
+N TIT +UNI 
BUENA S(SUNI) 
NS UN SUN + UNI 
RPTA : “C” 


o 


de 
/5 /S 


Srl d+ r=2 


* Tanteando: x=1 


* Como P,,, es un cubo perfecto, so 
deduce que debe ser de la siguiente 


foma: PC0=(sa +05) 

* Luego de su desarrollo: 
2bx(1) =3:=b=1 

* Entonces: Pix) =(34* +21) 


* Evaluando para:==-1, 
obtendrá: 
(3-1-D'=27-27+m+174n-3-1 
>m+n=-12 


RPTA: “C” 


RESOLUCIÓN: 
*Reduciendo: 


Datos:m+n= IZ Amin 2/18 
Si men=312 


Elevando al cubo: (manf M2 


Efectuando:m* +n74+3 Aena 


Luego: m3+n*+36=12 
Reduciendo:m? +1? =-24 


*Entonces :P=- 


PRIMERA NO RAGNCANOTA e! 


(PRODUCTOS NOTABLES HNIVEL BÁSICO) 


(GDDesarrollar cada uno de las 
siguientes expresiones: 

>(x+ 2) = A 
A 
(2517 = emos + (+6 )(x 6) 
AS iia ARA INR) = ce 


(O Reducir: 

(m +n) (m—n) +nxn 
Ajmi Bn Cj0 
DJ Ej2n 
(E) Reducir: (++3)' -x*-6x 
AJ9 B)-9 C)3 
DjJO E) 12 


(E3) Reducir :(s+6M=-8)-x" 


AJ6 B) 25 C)-25 
Djo E) -5 


(O Reducir: (e Ds r1? 


A) 2x*-2 B)2x* +2 C)2x* 
D)2 EJo 
(CDEfectuar:(++37 -(+-97 

A) 12x B) 6x C)-6x 


D)2x* +18 EJ0 
(6) Efectuar: (45+6)(4x-65)+25 


A) 4x* B)16x* — C)8x* 
D)10x* Eja* 
(G3Efectuar: 

(+3 M3-3)+ (7 + (7-2) 
A) 40 B) 49 (95 
D)2x* EJO 


(CD)Efectuar: (+-6) 


A)x* + 12x +36 B)x*- 12x + 12 
C)x*- 12x +36 D)x*-1E)*+1 


(0D Efectuar: (x+7Mx-7) 


AJx*-14  B)x*-49 Cjx*-7 
D)x"-1 EJx? 
(DReducir: 

E= (a +b)(a—b) +bxb 
AJar-b? B)W Cat. 
DAN 


(ERODLCTOS NOTAMLES WA 17 EA EDICIONES KUBINOS 
(O Reducir:(+-2) -l+4x AJ121  B)1 C)1 coeficientes: 
Aa B)1 C)-2 DJ0 E) 4 AJ-72  B)-78  C)-77 
DJO EJ6 (63) Luego de reducir, señalar el DJ)-67  EJO 
(BReducir: (+4: +02 mayor coeficiente de E, (O Calcular el área de la siguiente 
e e E C)-16 P=(2x43yP+tx+yM=y) figura: 
ME AJ8 B) 12 C)5 
a Se Ed e Y 
(a + 1)(a-1)(a* +1) 5 y 
e E AE AE) =7 
Dja*-1 EJO Ajx*+4x +77 Bjx'-4x- 77 
(PRODUCTOS NOTABLES IMNIVEL BÁSICO) 
(Reducir: (x+1)(x-1(+ +1) m ISE IA 
A) xt B)x'- Pda En Dsatla cada uno de los E) 1 
Dis-1 Eél ia ns netas notables: (O) Determinar el área del 
pa A siguiente rectángulo. 
(O Calcular: (rama? (At 7D. 
+ (m+b)(m-2)= 
e Es ce C)8 »(m+2)(m-6)= 
x "(2x+5P = 
(Reducir: Gaia (DEfectuar:(x-7)1x-0,. Dar como 
43 Br4 C)5 respuesta la suma de coeficientes: — A) 2x* + 26x + 80 
D)J6 EJ7 A) 47 B) 48 C) 78 B) 4x* + 26x + 30 
Efectuar: DJ63 E) 70 €) 4x* + 80x + 26 
pibas z D) 2x* + 30x + 26 
(2 Mx 42) (39303 -x) (Reducir: E) 30 
A =(x-3Mx-2)-(x- 0Mx + 1) 
e a 03 4)-10% Dio 10 C)12 e Cuál es la suma de áreas de las 
= figuras: 
(reducir: aviat rara? GYReducir: 1 
AJ1 B)2 C)3 Dx] 
5 E Es (%-6)(x +4)-(x + 1)(x-8) | E 
e B)21  C)27 
EDReducio: dx +6" (+97 68. D)-27  EJO 4 EN PR 
EA 2 A 13 (Efectuar: (x-6:x-7). Darcomo  p) Ese 6x +90 
E respuesta la suma de coeficientes: — () 6x + 81 
MATE DOMICIIA AJ42  BI30  C)29 D)2x*- 6x + 90 
Peres A D)-13 — EJ40 E) 6x + 90 
lucit: (++ 6 (2-57 areas dia 
AJ2x" +60 B)2x*+20 C)50 = (x-2 (3-1) (0-4) + Y noo de 
Djx-6 Ejx+6 Dita B)2  C)6x+6 T T 
(alar la sta de elanta il 2] 
de *R": OReducir: === 2000 
R=(7x-3y R= (x + 8)(x— 6)- (x + 4)(x-2) 
A) 49 B) 21 C) 16 A) 56 B)4x-40  C)40 1 
D)J5 E) 4 D)40  EJO $ 
GLuego de reducir. señalar el (3 Efectuar: (a: -4)(s — 6). Dar AA 
mayor coeficiente de “N'.. como respuesta la suma de AJa"-66  Bja*+55  C)x+65 
eS Le ES E coeficientes: Dix-65 — Elx"+6x+87 
DJO E) 40 a OS (DReducir: 
(O Hallar la suma de coeficientes - (AAA 
de"Q" (69 Efectuar: (a -12)(a + 6). Dar A)1 B)2 C)8 
Q=(6x-6yP como respuesta la suma de D)4 E)5 


EI MZMEME A VEres 05 LA ENCICLOPEDIA 2012) 
(E Simplificar: 5 EA E E a 2 C)x+25  G)Efectuar: 
(x + 6)(x-2)-x* Celler E del (+ 1 -(-1P-6 
cular la suma de áreas delas 
Hbeao aaa PEI gentes gus q ás a 
(BCalcilarel tren dela siguiente 1 3 1) (O Efectuar: 
figura: lb _ - | E 2 A=(a+2m)"+(a-2m)*-2a(a*+12m%) 
+6 Bjx+2  CJ2x45 4a B)-1 cJ0 
D)J6x+2  EJ5 D)m E)-2m 
a mil0—— (E Reducir: (a + 4)(x-4) (0) (Dí + 610 8)- (5 +4M*-7) 
m- + 
B) m*- 8m-20 AJ16 B)-16  C)2%* Edo ie CH t+2s 
C) m* + 8m + 20 DJO EJ E 
D) m* + 8m - 20 (OD Si:ab=4,0*+b' = 17 
A = 
od 2) Haller: (a +0) 
os , CRODUCTOS NOTABLES HNIVELINTERNEDO)) 4) 0 ERA 04 
(+2 (x + 1)(x +8) * Indicar el equivalente en cada A] 
a ga c)3 caso: (MSis+L=4 
1 
DReduair: D(- 127 Calcular: "+27 
io AA ICE Ao Badr Opt 
pjala- 42) Era 243) D)62  EJ40 
12%  B)10%  C)8x 2 
pe Da Des Ms 5) Calcular: 242 
lx" + 
(DEfectuar: B)4x"+20x*+25 Si: a+bald ; ab=z 
(+26)(x+1) — (104 6)* ON A) 4 B) 2/3 C)-1/2 D)-3/4 
AS +: 
y pe cea C)12x EJ2x*-10x%425 (Efectuar: R=11+2) (0-28 121 
, (Misa - 3) A) 12 BJ 14 C) 16 
EN Reducir: A) 9a'"- 9 D) 18 E) 20 
B) Ya - Ya" +9 
(=+3)(3+7)-(x+1)(x0+ 9) TAR (Efectuar :Etee-e- y? yate) 
AJ2 BJ6 cy10 D) 8a'"- 184* + 9 
Dy12 E)14 E) a'"- Ya*- 9 A EN: al 
Er - y OO ix + 4)" + (3-4)*-2(x* - 4) PA E 
TAREANDOMICIUIARIA NN Ebo 
D)x* E)20 3 
(ODEfectuar : (x - 6)(x= 7). La A)2 B)3 c)4 
suma de coeficientes es : O) (2a +3) (203) (40? +9)+81  D)5  EJ6 


A) -13 B) 42 
D) 30 EJ O 
(Efectuar: (x— 9)(x + 12). Dar 
como respuesta la suma de 
coeficientes. 

3 B) -108 €) -105 
D)-104 EJ0 

(3 Calcular el área de la siguiente 
figura: 


C) 29 


A) 16a*-18a*+81 


B) 81 

C) 16a* 

D) 16a* 

E)7 

(DIA E) 
AJ1 Bjx" C)jx* 
D)a*+1 E) x* 

(3) 


(+ 1(x+2)+(042)(x43)-2(x-6)(2-2)-x 


A)28 B)x%+áx+28  C)2s-12 
D)x+28 — EJx-28 


(DLa diferencia de dos númeroses 
Y3 y su producto 5; calcular la 
diferencia de sus cubos. 


A) 12 B) 10 C) 13 
D) 15 E) 17 
(MSi:a*+b*'=46 
ab=18 
Hallar: a*- b* 
AJ170  B)179  C)183 
D) 189 E)200 


(MD Si:a+b=6 ; a*+b*=20 


FE 129 MET 


EDICIONES RUBINOS) 


A)7 B)8 C)9 
D) 10 E) 12 
EDEfectuar: (9r*+35+11(8:-1) 
AJOx*-1 Bj9x*+1 C)27x-1 
DI27%0 41 EJ2IR A 
TAREANDOMICIMIARIA: 
ODEfectuar: 
(zo -Y2)(YT700 +8/20 +Y4) 
AJ3 B)J6 C)8 
Dy10 E) 12 
(DErectuar: 
a da 
AJ2x* B)-2x* Cj3x 
D)-3x* Ela 
(E)Efectuar: (x +2)? Gx(x + 2)-8 
Ax Bjx* Cjx* 
Dix* Ejax* 
(Efectuar: 
la7+3ab(a+b)+0* -(a-b) 
la? - Jabla—b)-b* +(a+b) 
AJalb  Bjbla  Cjab 
Dja EJb 
(3 Si: a4=6; hallar: a*+ 2 
A)195  B)198  C)200 
D)205 E) 210 
(CUARTA RAGTEANDIRIGIOAD 
(PRODUCTOS NOTABLES IXNIVEL INTERMEDIO), 
(Efectuar: 
Malr2 ec ra a2 Sr 
AJO B) 2x Cc)2 
D)-1 EJ2x-1 » 
(62 A qué es igual: 
E= ly + ay :x>y>0 
Ajx+y  Bjx C)xy 
DJO EJx-y 
(GAEfectuar: 


R=(Ve+ y) (VE Jy)'; ves y e Re 
A)Axy Bjlzy C)O D)xty E)2x+2y 


((BEfectuar: 
R=(Vo+2/6)x(/5-246)+1 


AJ1 B)2 O) 5 
Dizja EJ 
((3Efectuar: 

S=(x4+6)* -(x+8)(x+4) +1 
A)1 B)2 013 
DJ4 EJ5 
(Reducir: 


+9) (1 18)(x+5)-2 


Ea ora) 


AJ12 BJ1 C)2 
D)4 E) 1/4 
(3 Si se cumple: 
(a+b)? =a* +b* 
Hallar: a/b 
AJ1 B) -1 c)2 
D)-2 E) 1/2 
Oia» ¿) 
Hallar el valor de a*+ di 
A)27 B)J6 C) 12 
DJ45  EJO 
OS 
Calcular el valor de: E 
ay, (tl 
a tay e 
A E 
aa O e 
Dada la expresión: 

(a+2b)* + (a-2b)" = Bad 
Hallar el valor de: Mia 
AJ1 B)2 03 
D)4 EJ5 
(DENSA 
Calcular: 4% + h 
A) 34 B) 23 C) 47 
D)49 E) 45 
(1 Simplificar: 

(er 6x+6) Creer 243) + 0) 
AJO B)1 c)2 
D)3 E) 4 
(E) Efectuar: 

E=(2x+5y)* — (2x-5y)* -36xy 
A)xy B) 8xy C) 4xy 
Dj6xy E) 12xy 


(DSi: ++ 5-v3=0 
Calcular: x(x+1) (x+4) (:+6)-4/3 


A)2 B)3 05 

D)7 EJ 9 

(BResolver: 
NOTRE] 
A) 40 B) 36 C) 60 
D)18  EJ72 


(O) Si a y b son números reales 
tales que a* + b* = 1, entonces el 
valor dea! + b% es: 


AJar+b?  B)1 C)3 
D)a*-b? E) L-3a*b* 
+1=3x 
+? 
A) 36 B)24 C) 18 
D) 29 E) 31 


Msi (1+1)= 
Hallar el valor de: nt+2 
AJGJT BAT CIT DJ2N7  EMi7 


(1) Simplificar: 
le) 


AJ1 B)2 C)a 
D)b E) ab 


ED Si: Jmrn+ mon =n 
Calcular: /m+n-/m=m 


A) m B) 2n [9] ) 
D)2 E) 1 
DOMICIHNA 

(E) Efectuar: 

Es(x + 2y)* - (x-2y)* -dxy 
A) xy B)3xy  C)dxy 
D)6xy  EJ9xy 
(1 Reducir: 
R=(a+b)*-(b-a)* + (a-2b) -a*-4b* 
Aa B)b c)o 
D)2ab  Ejab 
(E) El valor de: (Ja, /24 + Js-/24) 
esigual a: 
A)6 B)J8 C) 10 
D) 12 E) 14 
(Luego de efectuar: 


Eslx+1)(x42)+(2+3)(x+4)-2x(x45) Be 
obtiene: 


A) 15 B) 14 C) 13 
D) 12 E)11 

(3) Si: m=2a + 2b + 2c 
Caícular: 


FT AZ IZMEME TA 


TE 190 ME 


LA Excicrorema 2012) 


m'-(m-aj' -(m-b) -(m-eJ” 
mart 


AJa+b+e BJ1  Cjat+bi+e? 
D)abe  EJ-1 

(QUINTANA RAGTGCANOIRIGIDAS 
E reducir E ETT 
Ajx+3 B)x-3 C)x+27 
D)x-27 — Ejx-9 


(DSi: *-y'=m;x-y =n, entonces, 
¿Cuál es el Hed at 


pl pa 
Dñetoo B 

(4S)(3 78549) + (2435 +9)(x-8) 
Ax B) 18 C) 2x* 
D) 54 E)27 
(EBReducir: 

(5+2)(5-2)(0-2x44)(1*42x+4) 
Ajxt+6d — B)x%-64 0)x"464 
Dyxt-64 — EJx"+16 
((3)Luego de efectuar: 

RUT VENVAG «UE +25) 8 
Indique lo correcto: 
AJR+1=0  B)2<R<3 C) REN 
D)R'+1=3 E) R-1=7 
(9 Teniendo en cuenta que : 

a+b=?2ab=1 
tb 

calcular: R= Se 
AJO B)-1 Cc)1 
D) 12 E) -2 
(1) Calcule usted el valor de: 


ral la+b+e) -a e 
Doo (e+a] 


A)-3 B)- cJ0 
DJ1 E) E 
(O Sabiendo que: 


a+2b+30c=0 


Indique el valor de: 
(a+b)+(b+20) +0" 
Ta +b)(6 + 2)e 
AJ6 B)3 C)1 
D)-3 E)-6 
()Si:a+b+c=0 


Lat+birot 


efectuar: R= A 


A)-3a B)-3 C) 3a 

DJ3 E)-1 
(OSi:a+b+c= 

(e-1 o 2) +(c-3) 
CEE 
A)-3 B)-2 c)0 
D)2 EJ 3 
(Hallar el valor de: 
(04D)? + (bre)? + (a+e)*- (a+b+eJ? 
Siat+b+o=7 
AJ5 B)6 07 
D)8 E) 9 


(D si: a ; b; cen; y además se 
verifica: 
at+bi+et +21 =2(0+2b+4c) 


Calcular el valor de “abc” 


AJ1 B)2 C)4 
DJ8 E) 16 
(MHSi:a+b+re=0 
Efectuar 

y ala? 1 boda bb? y acda elo! 4 ade) 

la +bMa+cMb+e) 
A)-Zabe  B)-3  C)-Gabe 
D)-6 E) 3 
(E) Si se cumple : a+a?=4/8 + 
Calcular el valor de: 
dara Ha? ra) 

A) 54 B) 56 C) 58 
D) 60 EJN.A. 


(O Si: Ya +V+Y=0 

entonces: Lo eepeey 

es equivalente a: 

Ajtaber* Brlabe CltabeJ" DjsVabe Ejabe 


(0 Efectuar: 

(ay ts pio a 
A) dy 

E pel, 

(Encontrar el valor de: 
Estay) 4ay ay) 913% +3xy +29") 


Para: :=8-2/2 ; y=3+2/2 


A) 32 B) 27 c)0 

D) 36 E) 216 

(3 Efectuar: 

Sd +2) 24 la 4 8)(x -8)-128 
AJ10x" BJo C)16x 


D) 10x EJ16x* 


(ODSi:xy ty? =2 

. 
calcular: EXE 

- 

AJ6 B)7  Cj8  D)27 EJ1 
O Si:*-x+1=0 
Calcular el valor de: F=x'+x% 
AJ2 19H) 
D)1 


(CD Halle el valor numérico de : 


a+ 
para:x = 1997 
A) 1996 B)1997  C)1998 


D)1999  E)2000 


(BCalcular el valor numérico de; 
(a-b)l(a+b)' + 2ab + (a-b)'1 +2b* 


Si a=Y4 b=VV2-=1 


4)2 B)4 0)8 
D) 16 E) 12 
(Si x; y; z son enteros 


diferentes de cero, entonces si 
x+y+2=0 se cumple: 

A) a 4yi+2" =Bxyz 

B) +y*+2"=3xyz 

C) xt 4y!+2t=xyz 

D) x*4y*+2*=dxyz 

E) x"4y"+2%=0 


Cc) 12 


(Si: 17 +15 +Y% =0, calcular “n'*de: 

(E O 
Gayz 

AJ6 B)5 

D)J3 E)2 


(CENTATARAGUC OR IGIOS 


(DRenlizar: 
da (3x+4y)" -(3x-4y)* 
xy 
A)4 B) 12 
DJ48  EJ72 


(03 Si:at+b*+c*= 300 


C)4 


0) 36 


(PRODUCTOS NOTABLES 


131 


EDICIONES RUBINOS) 


a+b+e =20 
Calcular: (a +b)*+ (b + e +(a +0)" 


AJ400  B)500  C)600 
D) 700 E) 800 
(Efectuar: 
Valet+arBl 2) Aa +4 1) 444) 
AZ B)-2 C) 6x 
D)-6x  EJ1 
(Si: x+y=5 

a +y =25 
Hallar: x=y 
a3 B)5 c)7 
D)9 E) NA. 
Si: x-y=2 21 1y=8 
Hallar: x + y 
A)2 B)4 C)8 
DJ6 E) NA. 

Reducir: 4 2-b >; 
o MO 
sia+b=5 
A5 B)3 c)7 
D)9 E) 15 


(9 Si:a* + y! = 12xy 
Calcular: 449 


e 
A) 145 B) 144 C) 143 
D) 141 E) 142 


(Si: x=24 4 y =22 
Calcular: 

Ral2ler yl + y ly yo 
A)128  B)24 C)12 

D) 64 E) 144 


(Hallar el valor de: 


=8-(3+1103%4+11(3%+1)+1 


Al BJ9 C)27 
D)81 — EJ729 y 
(DM Calcular el valor de: 

y e 


Para: a=2 ;b=1-/2 c=/2-3 


AJ1 B)2 013 
D)4 E)J5 
Divaluar: 


er ta YT lao ta 0 Y 
Para : a=J099 ; b=J997 
AZ BJa cj6 Djs 


EJ10 


(O) Si: a*+bt+e*=abrac+besabe ER 

Además: 
m=UL+U2 +98 +. + "2000 

Calcular: P E 
par + 


AJ1 B)2 c)3 
D)4 E)5 
(O Calcular: 


P=(a+b+o)” - (b+e-a)* 
le+a—b) -(a+b-c)” 
Calcular: a=Y2; b=Y2;0=4/2 
A)12 B)24 C)26 0)28 EJ4B 
(DHallar el valor numérico de: 


Cuando: a =13;b=17;c=30 
AJ9 B)27 C)g0 
D)900 E) 2700 


(VPara «w» e 0 er 
Además: x*+ y*-4x+6y =-13 
Hallar el valor de: x + y 


A)1 B)5 04 
D)-2 E)-1 
(MEL valor de: (Ja, /34 - Js + /24) 
es igual a: 
A) 6 B)8 Cc) 10 
D) 12 E) 14 
(Calcular: 

po JE DE JA 

2 + D(J2 1) 
AJ3  BJ4  C)5  DJ6  EJ7 
(Si: (1 + y)* =4xy 
Calcular el valor de: 
RA 

4)2 BJ8 C)2x 
DjJ4 EJ5+x/2 
OD sisla+bro+a) -4(a+bMe+d) 
Calcular el valor de: a*B)/gc1a 
41 B)2 C) ys 
D)3 E) yz 


DSi: 2y2=/x+2y2+/x-2y2 
Calcular: R= /z+2y2-/x-2y2 


A)J3 B)2 C)1 
D) 1/2 E) 1/3 


EDSi: + y =16 ; x+ y=4 


Hallar: xy 
AJ1 B)-1 C)2 
D)3 E) 4 


Si: =-027 ;y=03 


CN 
Hallar: k= E 
A) 18 B) 24 C) 18 
D) 16 EJ 9 
(E3Simplificar: 

(+Nx+1) =2lx +43 + (34 7)(x 48) 
AJ6 B)-6 03 
D)-3 EJx 
Ed Sii xy +22 + 

x+y+z=6 
Calcular: 4 4543 
y 
A) -5 B5 C) 10 
D)-10 E) 1 


EA Si:x"+ y =10; xy=6 
Hallar: 
E = (x+ y)? -18(x + y)+ 20 


A) 18 B)5 C) 30 
D) 20 E) 10 

" 1 
OSie-w 1/5. Hallar: +3 
AS BJ4 Clap 
Diada EJ2 


DSi x+y+2=0 


Calcular: 5 e 
yy] 


AJ1 B)2 C)3 
D)4 E) 5 

ED si Vx + Jy= VI: sy 4 
Hallar: Y5-/5 

A)1 B)Jz cu 
DG E) 3 

ED Si: x-y=y-2==2 
Calcular: 


CA CE CR 
B 


B)2 


03 EJo 


Hallar el valor de: 8= a 
Y + y] 


AJT  BJ2  CIV4 DI EJ 


Ear a HZ REME A 


13 133 154 


LA ExcIcLorenta 2012) 


HABILIDAD 
OPERATIVA 


La capacidad para efectuar 
rápidamente operaciones 
aritméticas mentales parece tener 
sólo una moderada correlación con 
la inteligencia general y menor aún 
con la intuición y creatividad 
matemática. Hasta matemáticos 
más sobresalientes han tenido 
dificultades al operar, y muchos 
aficionados a la matemática se han 
visto en aprietos cuando de 
operaciones mentales se trata. 


Sin embargo, algunos grandes 
matemáticos han sido también 
diestros calculistas mentales. Carl 
Friedrich Gauss, por ejemplo 
gustaba hacer alarde de que 
aprendió a calcular antes que 
hablar. Se dice que a los tres años 
de edad corrigió el resultado de la 
'suma de una larga lista de números 
que su padre había efectuado. 
También se afirma que el 
matemático Zerah Colburn 
multiplicaba los números grandes 
fraccionándolos en partes y 
multiplicándolos, empleaba una 
técnica algebraica mental. 


EJEMPLO : 


56 x 42 seconvierte en (50 + 6) x 
(40 + 2) las operaciones se hacen 
como se indica a continuación 


1% paso: 50 x 40 =2.000 


56D 50+6 20pa0:50x2 = 100 y 


20 4+2 Fpao:Bx40 = 240 
40 paso: 6x2 =_12 
= 2352 
Es recomendable ir sumando los 
resultados parciales luego de cada 
paso. 
A continuación presentamos una 
manera curiosa de multiplicar 
números comprendidos entre el 6 y 
el 9 mediante los dedos de la mano. 
EJEMPLO : 
sabemos que 8 x 7=56 


Expresemos el ocho y el siete 


mediante excesos respecto del 6 así: 


B=5+0); 7=5+Q) 
Representemos el 3 y el 2 mediante 
los dedos extendidos en las manos 


estendóos sendidos 
dedos 
cerrados 


De8x7= 
Praga de ala e os dedos 
cerrados en errbea manos (2x3)' 
MULTIPLICACIONES 
RÁPIDAS 


* Para multiplicar por 6 al número 
se le añade un cero y luego se le 


EJEMPLOS : 
agregar 
uncero +2 
. 74x5=74 370 
agregar 
un cero +2 
. 243x5=243 1215 


* Para multiplicar por 9 , al número 
se le añade un cero y se le resta el 
número original. 


EJEMPLOS : 
egregar 
unceo  -26 
A 

26x9=26 260 234 

egregar 
uncero  -67 

» 67x9=6 670 


Siguiendo este criterio podemos 
realizar otras multiplicaciones 


Multiplicar 
por 99 


EJEMPLOS: 
* $6X 99 =3 600- 36 =3 564 
* 12599 = 12 500-125 =12 375 


Se le agrega dos 
ceros y se le resta 
el número original 


De manera práctica, para 
multiplicar un número por 99...99, 


al número sele agrega tantos ceros 
como nueves tenga el multiplicador 
y luego se le resta el número 


original. 
EJEMPLOS: 

* 397 x 9B9 = 397 000 - 397 = 396 603 
EJERCICIO 1 : 


Calcule las cuatro últimas cifras del 
producto y dé como respuesta la 
suma de ellos. 


4568 X 9 999 
EJERCICIO 2: 


Calcule la suma de las dos cifras 
centrales al multiplicar de manera 
abreviada 99 988 x 99 996 


EJERCICIO 3 : 


Calcule la suma de cifras del 
resultado al operar : 


M = 22 X 202 x 20002 x 100.000 001 


0A 00 090 00 


10) 1 
0%) B 05) D 


27) 0 


28) E_ 20 


NENE 


TRODECTOS NOTABLES) 


ORI6IDA 


(03) Observe y relacione correctamente: 


Da? —b? ajdab 
1) (a+b)? b) (a+b)(a-b) 
1) (x+a)x+b) e) ad+b*+3ab(a+b) 


IV) (a+b) —(a—b? d)ja?+b*+2ab 


V) (a+b)? ejx?+(a+b)x+ab 

Ajla — Hd - [le — IVb - Ve 

B)Ib - Hd- Hle- IVa -Ve 

C)le - 11d - 1IIb- IVe - Va 

D) Ib -1Id — Ile — IVe - Va 

E)la — He — Hd -IVe —- Vb 

(03) Sabiendo que: P=(a+2bJ* 
N=(2a — bJ? 
M=(b+a)(b—a) 

obtener: P+N+5M 


AJO B)10a?* C)10b* 
(DSi (x:y) CR' además: 
A = (3x+29)%+(3x —2)* 


B =(3x0+ 2y)* — (3% — yl? 
C =(3x + 2y)(3x— 2y) 


obtener el equivalente de: Ja +B-C+(2y) 


AJ3x + 2y B)3x - 2y C)3x + 4y 
D) 3x - 4y E) Más de uno es correcto 


(E) Reducir: 


(a+c+ bla +c- b)+(b+a -elb-a +e) 
Ajare B)a-e Cjac D)2ac  Ej4ac 


(03) Luego de reducir: + 


(e+2) (a? + 424) (2) (? 424) 


D)5a? E)5b* 


se obtiene: 


A)J2x* B)4x* C)4x* D)12x* E)16x* 


(08) Luego de reducir: 


M=(n+2)(n+3)(n+4)(n+5)—(n*+7n+11)* 
AJ-10 B)-11 C)-9 D)-1 E)-6 


(OdSi:==82+J2 17 =V1-J2 


calcular: 4+9x y? + y? 
A)27  B)18 (07) 


03 Cumpliéndose que: 


D) 81 E)36 


x=3a+b*; y=3b+a*;ab=1 reducir la siguiente 


expresión: Naty)? ¿lo — y)? donde: 


la;b;x;y) CR 
AJ1  B)2 C)4 DJO EJ-1 
(ODSi: x= Y=1 +22 + 4 calcular el valor 
3 
a 
3x— 
42 B)-1 co D)1 E)2 


(oc +6)? —6x + 36) —(x— 4 Ma? + dx + 16) 
A)280 — B)220 C)292 — D)296 EJ300 


(O) Efectuar: 
(+ 9)(0* ay + 9*)+(2-9)(27 +2y+9*) 
(«+2)(2? —22+2?) 

c)3 


a)1 


(() Si se sabe que: 


B)2 


D) x+y 


Ejy+z 


resucir: 


A) 1/2 C)4 D) 2 EJ1/4 
(a ls. ye 
(E) Calcule el valor de: 57374290 
2 
ib (xy) 
AJ1  B)-3 0)3 D)2 EJ-2 
(Qdsi: a=Ja+b+Va—b 
b=Va+b—Ja—b 
calcular el valor de «a». 
AJL  B)2 C)3 D)4 EJo 


Cumpliéndose que: 3a+b=3nab=1 


CAL IZIENE SA 


METIO a 


EN CICLOPE 


A2012) 


AJUS  B)1/6 


(LO) Reducir: 


let 7) (20) + 2)(=3)(x +4) 
AJ1 B)2 


(2) Simplificar: 


ah +3(2%+1)[2%+1)[2% + 1). [29 E 1) 


C) (63)? D) 4/9 EJ1 


C)3 D)4 EJ5 


a)1 D)8 


(US) Si a?+ bi4c?=2(a+b+c)—3 


B) 16 C)4 EJ2 


además: (a; b; c) C R*, calcular : a*—b*—e* 


A-1 B) 18 C)-26 D)-48 
(£9) Sabiendo que: 5% 4472 = Já calcule: 
DEAD IAZ>O 

A) 1 B)2 C)3 
€E0) Cumpliéndose que: x* — 2x—1=0,1%0+ 
1 


nd 
Cr1144 


EJ-108 


DJ4 E)5 


calcular: A=x=%4+ 


A) 1124 


OCTAVAN ACUCANO/AIcIO, 


(OD) Observar y relacionar: 

Día +b +c)? 

Mía + b + cy? 

ITI)Si: a +b+c=0 

IV) at +a%b* +b* 7 

Aja?+b*+ c"=3abc 

Bja*+b*+ c*+2(ab+ac+bc) 
Cl(a*+ab+b? )J(a—ab + b*) 

D) ad+b%+c"+3(a+ b)(a+c)(b+e) 


BJIA - UB - HIC- IVD 
D) IB- JD - HIIA-— IVC 


B)1134 D)1154 E) 1164 


AJA — JC - MB - IVD 
CAB -HA-IHD —- IVC 
E) IC - HA -MIC - IVD 


(02) Cumpliéndose que: a*Hé+e*= 6 abractbe=6 


adernás: P=(a+b+cr? 


N=(a —b+eP 
M =(a+ b-c)* 


calcular: YPF N+M 


A) 1 B)2 C)3 Dj EJ5 
(ODSi: m+n+p=0, simplificar 
(min) + (map) +(n+p) 
mn—p? 
A) 1 B)2 0-3 D)-1/2 E)-4 


(2 Si existen tres números a,byee.R, que 
verifican las siguientes condiciones: a+b+e=4 


(4— aJ(4— b)(4-c)=12 . Calcular: a? + 640% 
A) 27 B) 28 C)29 D)32 EJ36 


63) Indique verdadero (V) o falso (F) , según 
corresponda: 

()Me+1 Mo+2)(0+3)=x*+6x*+11x+6 ) 

( Jo+1 Ma+2)(a—3)=x* —7 6 

() (6-1) 2)(x—3)=x* —6x*4+ 11x—6 


A) VVF  BJVFV  C)VVV  D)FVV EJVEF 
ODSi: x+y+2=0 
E s 9 
Calcular: 9) Herz) +Hy+2) 
(eto)(e+2)(y+2) 
43  B)-2 C)-1 DJ3 EJ 13 


(02) Calcular el valor de: 


¿tol mp) (pm) 


5 —n)(m- p)(n— p) 
sabiendo que: m=n =p 
A) 1 B)1 C)3 


(03) Cumpliéndose que: a*+b*4+0?=12 
ab + ac+be: 


D)-3 EJ2 


6 


calcular el valor de: he ; 


a(b+c) +b(c+a)' +c(a+b) 
8)3  BJ3" C) 2/9 DJ18  EJG 
7) Cumpliéndose que: 
at + ab +b=8 
atab+bt=4 


(EDICIONES RUMINOS 


155 En 


PRODICTOS NOTAN 


al+atb?+b* 


calcular: (a+ +(a+0) 


((a +87 —(a—0)'] 


A)20,3 B)21,3 C)22,3 D)23,3 E)24,3 
(D)si:(a;b;c) C Z* ;abe es el menor valor posible. 
además: a*+b* +0? =810 +b7 40 = ra 


calcular: 3a — 8b+9c 
A) 41 Bj42 


(O) Sise cumple que: (m+n+pP=3(mn+mp+np) 


C)43 D) 44 EJ45 


además: mn A pER calcular: 
'Sm+24n +18 
9m+3n—10p 


ANTO BIS CI DIS EJ9 


(Si: 2(0+y+2)=x*+ yi+ 2%=4 


(9) +(22)* + (ya 


xyz 


calcular: 
A 2 B) 1/2 
(3) Sabiendo que: 


calcular: 2 
A 2 B) -1 c)1 D)2 
(Si: a +6 +0 "=1jabc=0 


E)J3 


A 24? + ate + bio? 
reducir: M= 221 CEC +De 
ES abe—2(a+b+0) 
Aja B) b C)e Djabe 
((3)Dado: a+b+e=1 
ab+ac+be=0; abe +0 


Eja+b+e 


(ab) + (ac) + (bc 
abe 
C) 1/2 


calcular: 


A) B) 2 


(E) Sabiendo que: 
(Ya 46) [Ya +15) [Va +12) ==c 


D)j1/4 E)2 


(a? +8* +0*)(a? +0* +0?) 
abe(ab+ac + be) 

A) BJA C)-6 

(1) Sean a, b, ce R, tales que: 


calcular: 


DIS E)-113 


(ab +(acj"+(beJ= R* 
abe=a+b+e=k ¡(h > 0) 


R 
Calcule: 73 
yS0+bo+as 


343 
Djabe+a+ b*+o* 


(E9)si men=10 


A Bjía +b +0)" C)2ab + ac+ be 


EJ3 


m-—38)' +(n—3)' 64 


implificar y calcular: 
simplificar y calcular: RR 
A)9  B)J-3mm  C)-3  Dj6mm ES 
(19) Cumpliéndose que: 
a+b+e=1 
at+bi+ot=2 
a+ bi o=3 
ab+ac+be 
calcular: 
AJ-3  B)-2  C)-1 D)-1 EJ6 
EN Si:a+b+e=0 
reducir: 
M=a* 40% 40% —2(a%* + ae? +b%0*) 
A) 1 BJO C)-2 DJ2 Ejabe 


a PRACTICA 


a Se DU 


a PRACTICA 


Pie == 


DOOM O A | 


CA EME MEME LA 
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E ADA 


(PRIMERA 


EXPONENIES Y RADICALES 
(Dd Dado: a=2;6=V24a ya? 


Calcular el valor de: « a? » 


A)512 — B)256  C)64  D)1024  E)258 
(2) Calcular A”, sabiendo que: 
-s Sn 
E 16 
aJ1 B)2 
D) 1/3 E)1/8 
(E) Efectuar: 
2] 1 
a ajo 
b 1 la 
b 
A)bla  Bjlla  C)1b  D)1 EJalb 
(A) Calcular: h 
E . 113 
1 2) 12 
1 ls) ES 16] [2 rl: 
3 2 4 
AJ1 B)2 03 D)4  EJ5 


(1) Señalar la verdad (V) o falsedad (FF) de cada una 
de las siguientes: proposiciones: 


JuaSix > 0: (a?) =1 
()--2(3")=6" 
MEA 
AJVEF. — B)FVF  C)VVF D)VFV E) VVV 
() Al multiplicar: 


ds 


4)2 B)8 c)4 D)-3  EJ2 
(E Alsimplificar: 
+ lo +2 
E se obtiene: 
4)2 B) 2: C)33  D)66  E)128 
Efectuar: ” Ii 
o Ja? 22 xd 2 
4)2 B)4 C)J8  D)16 E) 32 
(OD Si:a =b +e;al reducir: (b + e) ar=9+2 
se obtiene: 
A) ar B)a* C)b*  Dja  EJb 
as 


(MEn la expresión: | el exponente de x es: 


AJn"=1 Bn" C)A Din"+1 El 

(O) Alsimplificar la expresión: 

Li Gin se obtiene: 
2 

A) mia man om DJ114  EJ4 
e Y 

O Reducir: |2 (¿70 

AJJZ B)2 C)a DJ2* EJ22 

PET 
(O Simplificar: E= E 
A)4% By4% CI8% DJB> EJ2% 


Py. magra ge 
(E Simplificar: GaT— ygal 


ER 127 51 


AJ2 B)3 Cj6 D)2/3 E)3/2 
(A Calcular el exponente final de «Sv en: 
rial rra 
9 
AJO BJ2  CJ3 Djm  EJ%n 
MSim"=2 calcular H=mrtrTt 
AJ2 B) 256 C)612 DJ8  E)16 


(QQ Calcular el producto de los dígitos del valor de la 


A) 49 


BJ56 
(3) Calcular el valor de M, si; 


A 


BJu15 


C) 36 D) 32 E) 14 


A) 6 C)1 
(MSi:2* =3 calcular: K=Y9I-Y3+1 


42 B)3 C)4 DJS EJ6 


ED Simplificar: jaa ga 


42 BIJZ CIA DIRZ EMV 
D Calcule el exponente de x en : 


(E 


D)25 E) 125 


2n-1 


les 2 y y (2n +8) 


2! 


(8 Calcule el exponente final de x luego de reducir la 
siguiente expresión : 


aja Ho. 


0-1 WI 
=p np o 1 


B)1 C) Er 


alan! E) 
nl 


.»(10radicales) 


(2n+57" 
2 


D) E) 


ECUACIONES EXPONENCIALES 


(DIndique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 


*Si 7 =343 >m=1... 
>si 72 > 2 
=UZ 


C)FFV  D)VVV E) VFV 


six” =2>x. 


A)FVF.  B)VVF 
(A Calcular «m» en: 
198X128X128......X128. =3232X82.......X32 
Edi ciclo 
(n-1) veces (n+5) veces 
A16 BJ8 CJ12  D)-10 
(O El valor de «ax» en: 51993 46 goh= 
a)4 B)3 D)2 


IB gr gtn7 
e 


AJ(12) BiM11) C)(10) D)(9) 


E) 14 


C)5 EJ6 
(E) Resolver: 
EM8) 


(O Resolver la ecuación: 


AA 


calcular: Y =(1-2)0% 


= 1692145 


AJYZ BJ2 CN2 DNI ENS 


(O Resolver: Ja gore yor? 

A) 112) B)(10) C)(6) D)16) EJ 13) 

(A) Calcular «P» en la siguiente igualdad: 
o/0,2 *J0,04 =*/5 

B)-50/3 C)-50/3 — D)-3/50 


St-3% 
En 


A)1 EJ60/3 


(3) Resolver: =26 


Luego indicar el recíproco de «a» 
48 BJ8  CJ1B D)4 Er 
(O) Si A esla solución de la siguiente ecuación: 


54 52 = 26 entonces lo incorrecto es: 


KCaA_ IAE MENE A 


138 3 
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AJAEO BJA>2 CJAER DIA GI EJAcI 
(0) Luego de resolver: 


zo +2 =3125825"* 


se obtiene que «m» es: 


A) Par B) Negativo — C) Fraccionario 

Djimpar E) Irracional 

(O Resolver: — (19**1]"*=(197) Dar como 

respuesta Q=yJ4x+1 

AJ5 B)6 C)8 DJ2 EJ7 
+3 

Os: 5-8 ¿ab Calcular PLA 

AJ10 B) 13 CJ14 Dj16  Ej17 

O Si: =2* calcular: a? +a +1 

AJy10 Cy14 Dj13  EJ21 


(1) Resolver: /3s-2 3/21 - as fa? 


indicando luego: Jz 7 


AI B)2 03 D)4 E)J5 
(63 Calcular «Xb Si: gY-4 4 ¿9-3 4 4% = 69 
di B)2 C)4 DJ8  E)J5 
(A Calcular «a» g3%* _ 9/5 dando: p-(a3+1 
a BJ/Z8  CciVa DJS EJ9 
rm E 

Dar el valor de: J2x+3 

Aa BJ2 05 D)7 EJ3 


(O Resolver: (8%x)"=8%" 


aforo) BAep DAo*] Emp?) 


AS B) 15 C)1 D)25 E) 125 
(Calcular: yy — y-=* si se cumple que: 
5 
E 
a” —3125 
Aa2 B)J3 C0)4 D)J5 EJ6 


ED Resover: yx — 738 


Dar como respuesta: f E 


AJA B)7 0J8 DJ5 EJ6 
ED ¿Qué valor dex verifica la siguiente igualdad ? 
* 
a 9? 
AJUZ Bra  Cj2 DJ3 — EJt8 


MERCERANERACTCANDIRICIDA)] 


GRADOS Y POLIVOMIOS 


(E) Del polinomio: P(y)=5y—7y* + 3y* — 114 y? 
indicar verdadero (V) o falso (F) según corresponda 
en: 

€) El término lineal es 5y. 

( ) El polinomio es mónico. 


(-) El coeficiente del término cuadrático es 1. 
AJFFF B)VFF C)FVF  D)VVV EJVFV 


(2 En el siguiente polinomio: 


Pay) = 74 y? —5x1y? + 3x*y” indicar correcto 
(e) o incorrecto (i): 
(  )ELG.Ríx) = G.R(y) + 1 


( ) ELG.A(P) =18 
(3 La suma de coeficientes de Pía; y) es 16 


Ajeci Bhice Cjeñi — Djiie  Ejcie 
Ms: 

P(x) =7(?—D) +93 -x? + 1) + 8x? —(3x).x 
calcular: P(/3) 

aJ1 BJ4  C)3 DJS EJ9 


(Si: P(x) =x? — y +2, calcular: 


M =P(PL2-P(- DN 


A) 64 B) 36 CI58 Dj44 EJ49 


MS: Plu= == . Calcular: N'= P(P(25)) 
M8 BJ1 CS DJ4 E)25 
OS Pla) = (+ 19 (1? 10 


Calcular : e (2) 


AJ25  BI45 CI2 D)J1  EJ35 


(ue 
(Millos términos algebraicos: 7,=3a*x%-1,12-b 
TA 


ENNATIRATA ñ 


son semejantes, indicar la diferencia del mayor menos 
el menor. 


Alsexty"  Bjo6xty? Ciao y? Di36xty? Ejoarty? 
(63) Si: P(3x -2)=12x 5 
Calcular: J=P(e+ 1)- P(x-1) 


7 B)-1 C)8  DJU EJ1O 
(SI: Píx +5)=3x -2- 

Calcule «to, además : P(2x + 1)=6x + 7 

AJA B)3 C)5 DIT EJB 
(Si: Ple) = (x-1)* -1 

Calcular: 1 = POLE peta 

4J6 B)1 c)2 DJ4 EJ3 


(O) Dado el polinomio: F(z + 2)= 22-52 +m si el 
término independiente de F(z) es 6, calcule la suma 
de coeficientes de F(2). 

AS BI8 Ca DJ-2 E)8 


(( Calcular la suma de valores que puede tomar «rn» 
para que la expresión: M(x)=x""34 747" 6x2 
sea un polinomio. 
412 B) 10 
(O) Sila expresión: 


Mío; y) = abx dre ya—d y agro yaya 
puede reducirse a monomio, encontrar su coeficiente 
AJ=3/2 B)-1/2  C)-1 D)2 EJ-2/3 
(Si Plx)=x +2 P|Pla)+x]=0x +b. 


Calcular F(2), si F(x) =x + ab 
A 13 B) 24 C) 16 


(63) Sea el polinomio: 


C) 25 D) 15 E)9 


D) 10 E) 42 


Plxs y; 2)= ax* Ey0=6_bx7 08D p< 
además a y e son números pares y b es impar 

Calcular el valor de (a + bje 
AJO2 B) 66 C) 42 
(19) Si el grado del polinomio: 
Play) =x Py 1 4 za PNL pz y 


es 19, calcular el valor de n*. 
A B)4 C)9 


D)70  E)38 


D)16 E) 25 


139 (71 


EDICIONES KU BIOS 
(O Calcular «mm + no si el polinomio: 


Qle; ye Ay mem2 y gimen ment y gimin—Z men 


es de grado absoluto 28 y la diferencia de grados 
relativos a «x» e «y» sea igual a 6. 
A) 17 B) 15 C) 13 


(3 Dado el polinomio: 


D)10 EJ9 


P(2x-3)=(2x+8)"" + 2(12% 67" +(23+1J4" 
calcular «m», si su término independiente es igual a 1 


A) 1 
O En: 


Plx+ 1)=12x +1)" + (x+2)" - 126(2x +3) donde 
«n» es impar, la suma de coeficientes y el término 
independiente suman 1, entonces el valor de «n» es: 


B)7 co DI3  EJ2 


AJ7 BJ9 CIS DJ6 EJ8 
ip .2)- 8 

ense E E E 

Calcular: M = P(2) XP (4) XP (6) Xoao DP (Zn) 

M1 B)n  Cin+1  D)2n  Ej2n+1 


ÉDDado el polinomio: 


48 
Ply)= ((6rry" 2 tamy] 


si GR(y)=48 . Determine el GR(x) , si el grado 
absoluto de P(x) es 96. 


AJ24  B)J36 C)48 — DJ96 E) 108 
EBSi el grado de P*(x) Q*(x) es 19 y el grado de 
P? 
a es 4. Determine el grado de Q(+). 
42 B)J3 CMA DJS EJ6 


(EBSi el monomio MIx;y;z) = (x2)"(xy)*(yz)" es de 
grado 18, y los grados relativos a x, y, son 3 números 
consecutivos (en ese orden). Calcular: abe . 
A)J6 B)8 C)12 D)18 E 


(8) Determine el grado del polinomio: 


24 


42 me, ment m8 
pan cPm+9,; 


AA macia 


Plxjy)=x 47x y 


Sila suma de los grados relativos a x e y es 21 y además 
el menor exponente de y es 2. 


ay12 B) 13 C)14  D)15 EJ16 
3) Si Pa,b,c) es idénticamente nulo determine 
MY%4+N* , siendo: 


KCAA_ EZ ZME NE SA 


Eo TEN 
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Palo? +07 +0 +4%)-ta? +6? -c* -d*P+Mlactbd” +Níad-be* Determine la sumar de los coeficientes de P(x;y) 


AJ-16 — B)-2 C)-48  D)-81 E)-128 
9 El polinomio Pfx) es ordenado y completo. 
Ple)=(n—2)x "9 + (n-8)a"* + (nda? 4. 
Calcular: M =gr(P) + (N* términos de P) 

817 BJ12 0) 13 D)16  EJ18 
(E) Sea P(x;y) un polinomio homogéneo de grado 2. 
Si P(2;-4)= 4, hallar P(- 4;8). 
a)J1 B)2 197 


D)J8 E) 16 


(E) Indicar cuales de los siguientes enunciados son 
correctos. 

D P(x3y) = xy es homogéneo. 

1) Py) = 0. es homogéneo. 

III) Ptx;y) =e os homogéneo. 


A) Sólo 1 B) Sólo 11 
D)Iya E) 1,1 y HL 


C) Sólo UI 


Ed) Se tienen 3 polinomios en x, P(x), Q(x) y R(x), se 
sabe que la suma de los grados de Q y R excede en 10 


al grado de P.. Asi mismo el grado de P?QR es 10 y 


(pay 
el grado de ai A 34, hallar la diferencia entre los 
grados de Q(x) y P(x). 
4)2 BjJ4 c)7 D)9 EJ 


(D) Sean P y Q dos polinomios con: 

Plx) = (x + aJ(b + cx) + ax 44 

Q(<) =(% + bi(x +2) +x 
SiP(x) + Q(x) esun polinomio de grado cero, entonces 
46? + c*esigual a. 
AJ1 BJ4  C)5 D) 10 E) 17 
(O Sial sumar M(x) y P(y;z) se obtiene un polinomio 
homogéneo donde: 

M(x) = axtor0'0") 


Plyz) = y 0 pt 
Calcular: e/b(a+1);ab=0 E 
4,2 BIZ C)VI2 D)1  EJ3S 
(2) Sen P(x;y)Jun polinomio homogéneo de grado 
homogéneidad 2, si: 
P(4:1)=6 ,P(150)=1 y P(2;1)=-1 


A) 2 B)-1 CJO.  D)2 E)2 
(3) Si se cumple: (a+2x+b)(a - 2x+b)=(a-b)' 


(a+a)(%+b) 3 


Simplificar: EA 


1 E 
A) -1 os co DJ E) 1 


(3) Sean los polinomios: P(x)=2x*+5x?+4x+1 


Q(<) = (ax + bJ'(ex + d)* + Rk;k=1 donde 
Píx) - Q(x) =0; 


a 
Calcular: aj ate”) 


AJ1 B)2 cr D)-2 EJ 
lr ade ae dá 
(É3Sca 2V4V6 "V2V3V5_ ¿cual enel 


valor numérico de P(x)=="4+3x +1 en x=xp? 
AJ5 B)2 CJ17/8.— DJ5/38 En 


EBIndique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

D) El polinomio P(x)=ax?+bx+e siempre es 
cuadrático . 

HI) Enel polinomio Q(x-—1)=mx? + nx + p 

sus coeficientes suman m+n+p 

TID) El polinomio P(x;y)=a+b*,0=0Ab>0 es un 
binomio . 

IV)La expresión P (+*;y)=x"+ y” esun polinomio 
AJVVV. B)VFVF C)VFEF  D)FEFF E)FFVV 
E2 Dado el polinomio: Plgx+y = 6% —1 


Se sabo que: "a-q=.] 2 


Luego, calcule el valor de a+5 
AJI4 BJ20 C)16  D)24 EJ22 


() Halle la suma de coeficientes de un polinomio 


(EERaASO PARCIAL qu EDICIONES RUBIVOS) 
P,,, de mínimo grado que cumple 
E 2 cifras 2 cifras 
(22) = Peg 135% - si P,¡ esmónico. Pr > 
40 BJ CHI D)2 E)-2 e 
complemento 4 x 7 
«Fl1- 
(DSea :f ( SEGUNDO : 


Calcule el valor de n si: 


se comple. que 15) [3/1 (5)...0[27)=a5 


4)8 BJ12 Ccy10 D)20 EJ25 


(0D) Si P(z) es un polinomio que cumple: 


P(1—2:)=3 P(x) mx —7 cuyo término independiente 
es m , Calcule la suma de coeficientes. 


A)J7 BJ6 CJ6 D)3 EJ 


(O) Sean los polinomios ; 

f (2) =V2a* — (24241)? + (2-42) x + /2 
G(+—1)= x.calcule f (G (V2)). 
ANNZ-1 BN2+1 CM-V2 DJ2J2  E)-VZ 


(2) Sea y=flx) tal que fíx)=x-1 Indique el valor 


lets + Us Es A 
ENTERAR si se cumple qué x,yeRr*. 
AJuUS BJ12 CJ1/4- DJS/4 EJ1 
(1 Six es un número de modo que 
10% +10x?+4=32*—6, ¿cuál es el valor de 
ae 
(+2) 
x 
A) 10/13 — B)3/10 C)10/3 D)13/10 EJ1I5 


MULTIPLICACIÓN 


POR COMPLEMENTO 


Para poder aplicar este método, ambos números deben 
tener la misma cantidad de dígitos. 

EJEMPLO : 

para multiplicar 96 X 93. 

PRIMERO = 


Se calcula los complementos de cada número y se 
multiplica ambos complementos. 


Se resta a uno de los números el complemento del otro 
número. (Por ejemplo 93 - 4) 


96 x 93 = 8 928 
7 


93-4 
La operación ha culminado 96 x 93 =8 928 


EJEMPLO : 
Si desea multiplicar 87 x 91 


2 cifras 2 cifras 
EUROS dí 
complemento mx 9 
117 


» Se multiplican los complementos 13 Xx 9 = 117 
escribo 17 y llevo 1. 


87 x 91 = 7917 


13 
e 


» Se resta 91 —- 13 = 78 y se adiciona lo que llevo 
78+1=79. 
La operación ha culminado 87 X 91 =7917 


EJERCICIO 1: 


Calcule la suma de las dos cifras centrales al multiplicar 
de manera abreviada 99 9889 x 99 9968 


HEJERCICIO 2: 


Calcule la suma de las cifras centrales al multiplicar 
de manera abreviada 99 90000099 x 99 9955 


EJERCICIO 3: 


Calcule el producto de las dos cifras centrales al 
multiplicar de manera abreviada ; 


89 8888 x 99 99996 


Can ano rere7a 


EII) 


AA 


(O) Efectuar: p_(2+6)" —(=+1D(x-1) 
(+3) —(2+ 5)(<+1) 
A7 B)J6 C)8 
(02) Simplificar: 
%s E +200-0 5 +(a?-20b-b*P 
2 

MNat-b* B)2a*  C)2b*  Djat+b' Ejab 
(03) Sea: A= (x= + 1)(x + 2)(x +3) 

B= (+ 2)(x + 8) + (x + 2)(x + 4) 


D)9 E)-5 


Indicar: Arz? 
B-5x*-8 
82 B)3 C)1 D)o EJx 
(€) Encontrar el valor de x*- 4: — 4, si: 
x=V/2+1+ 4/21 
4 BIS cJ1 DJO E)-2 


(03) Si:a +b+e=2p 
calcular: T= (p-a)* + (p-bP+ (p-0)*+p* 
Na+b+re B) abe C)lI+abe 1 * 
Dat+b4 0 E)1 


(09) Efectuar: A 
Es( + 1-20 +1 43M + 1(- 1) 


Dar el valor de: E + 1 
A1 BJO 0 Dx EJx" 


(2) Dados los números a, b, e tal que a=bxe, 
además (a +b + e)? = 8(ab + ac + be). 


Calcular (apt (are + (bre? 


ar4a e? 
a2 B)4 C)J8 D)J6 E)1 
(03) Calcular el valor de: 
glnralMr+b)_ 
Ca+2x+b ab 
si: (a +2x +D)(a-2x +b)=(a- DY 
Ai BJO C)4 D)2 E)J3 
(DS: a-Z=2, calcular: 
(+=) 
A 78 BJ80  C)82  D)84  EJ86 


(0) Sea la expresión: 
(a+bl-(a-bY _, 
(a?+b*)P-(a?-b*) 
4a+2b 
Calcular: N= 
AE 
A B)2 o De EJ4 


A 
(OD) Si se cumple: 4155020 
E 
señalar: G=x0+L 
7 
A) 625 B) 627 C) 626 
(|) Dada la expresión: 
2L(x+y)+2(2+10) = (0 +y+z+10) — (20+y-2-00)? 
calcular: y E + 2 
a+ w 
43 B)4 c)2 D)1 EJO 
(1) Reducir: M= (3 +1)5-1)( +3? +1) 
six =V/8+ 45 + V3-J6 
AJ99 B) 100 CC) 1000 D)999  EJ1 
(1) Si: a? + b* + 0* =ab + ac + be, simplificar: 
g=1-0be+(1-djac+(1-cjab 


ala-b)+b(b—c)+e(c—a) 
Aja+rb+c Bja+b-e Cja-b-e DJO E)1 


(1) si: a+ 1=6; calcular: 


(la*+a?)(a*+a) 
pal lía ya a 


D)528  E)629 


Ts € BYE o e] 
ENDE 
jes, ElO0JI 2011) 


RUBINOS 


(EDICION 


OBJETIVOS : 


Al Ginalizar la unidad, el alumno será capaz de: 
* Reconocer los elementos y las propiedades de la 
división 

* Efectuar la división usando los métodos de Horner 
y Rufííni 

* Encontrar el resto de una división sin'efectuar la 
operación (en ciertos casos) 

* Reconstruir polinomios, bajo ciertas condiciones, 
usando la divisibilidad polinómica 

* Conocer la importancia y aplicaciones del teorema 
del factor. 


IVTRODUCCIÓN 7 


Al empezar nuestra” historia matemática", desde 
muy pequeños vimos las primeras cifras 1; 2; 3 jue 
ete. Y luego de eso, tratábamos de relacionarlas 
mediante las operaciones aritméticas 
fundamentales: suma(adició: esta(sustracción), 
multiplicación(producto) y división. Y es aquí donde, 
quizás para mucha gente, empieza el "GRAN 
DOLOR DE CABEZA" con respecto a las 
matemáticas, al tratar de resolver ejercicios un 
tanto más complejos. Sin embargo, esto no tiene 
necesariamente que ser así, pues la matemática 
puede ser disfrutada a plenitud aplicándola a hechos 
reales vividos día a día. 

Debemos recordar que la primera operación vista 
fue; 


LA SUMA(+), con ejercicios clásicos como lo son: 
2+2 ; 5+2; etc. Posteriormente, vimos una 
operación opuesta a la anterior: 


LA DIFERENCIA(-), y resolvimos ejercicios como. 

7-2;5-1, etc. 

Luego conocimos lo que se denomina "suma 
'', Osea: 

LA MULTIPLICACIÓN(X) y calculamos productos 

como: 8x2; 5X4,etc. 

Y finalmente llegamos a una operación opuesta a la 

multiplicación: 

LA DIVISIÓN( +). Aquí, distinguimos los siguientes 

elementos: 


Dividendo — 21 | 5 —-Divisor 
20 4 —-Cociente 
Residuo <=— 1 

Bueno, pero a lo mejor te preguntas, "¿Y qué tiene 
que ver esto con el álgebra?", pues la respuesta es 
muy sencilla. 

Toda nuestra "historia matemática" vivida de 
manera aritmética (es decir, utilizando 
únicamente números) será repetida, pero ahora 
de manera algebraica (es decir, utilizando 
polinomios). 

La división de polinomios se origina con la división 
entera de números naturales, y hay una relación 
directa entre las propiedades de ambas divisiones. 
Así, las operaciones algebraicas de polinomios son 
análogas a las operaciones de los números naturales, 
de este modo, la adición y multiplicación de números 
naturales generan eros naturales, en cambio, 
la sustracción y la división de los números naturales 
no siempre generan números naturales, Luego, para 
dividir enteros se creó el algoritmo de Euclides, y 
como consecuencia de la operación de división nace 
la teoría de la divisibilidad entre enteros, pero no 
solamente estos resultados se pueden aplicar para 
dividir números enteros, sino también se pueden 
aplicar para dividir polinomios y en forma análoga 
aplicar la divisibilidad entre polinomios. 

DIVISIÓN DE POLIVNOMIOS 


La operación de división tiene por objeto calcular 
dos polinomios denominados COCIENTE y 
RESIDUO , partiendo de dos polinomios conocidos: 
DIVIDENDO y DIVISOR. 


En =Divisor 
Dx) Le) 
Residuo-— R(x) QU) 
L-. Cociente 
La división es un proceso en el cual, conocidos dos 
polinomios llamados DIVIDENDO y DIVISOR , 


se obtienen otros dos llamados COCIENTE y 
RESIDUO. 


D(x)= díx) q(x) + R(x) 
Identidad fundamental de la división 


Can anne n=Z A 


TEX ETA FE NCICLOPEDIA 2012) 


*Donde: 

+ D(x) : polinomio dividendo 
+ d(x) : polinomio divisor 

» qg(x) : polinomio cociente 
+ Ríx) : polinomio residuo. 
*Además: 

“(D(x)] 2 *ld(x)] 21 


“[R(x)] < "[d(x)] vR(x) =0 


EJEMPLO: 

A partir de: 
Al (-D+ 1 
ee”; 


2 
podemos afirmar que: al efectuar la división == se 


obtiene como cociente q,,, =x-1 y como x+1 
residuo R,,,=1;donde además se puede observar que: 
GA(R) < GA(d), pues GA(R) =0 y GA(d) = 1. 
OBSERVACIÓN 


Para poder dividir dos polinomios estos deben 
encontrarse completos y ordenados. 


EJEMPLOS: 
HSea el polinomio: P(x) =6x + 3 +2x* 4 x* 


[Ordenando] > 76) => +20 +65 43 
¿Sea el polinomio: Q(x) = 3x? + 6x1 
[complelanda > Qt) = 35 + 05 + 6x1 


¿9 Sea el polinomio: J(x) = 2: + 8x1! + 6 


0) Ulx) = 3x4 0794 2x4 5 


EJEMPLO: 
23044 ml 1) lA + 0 242 
Diz) ADA 


CLASES DE DIVISIÓN 
De acuerdo a su resto, se pueden clasificar en: 
ID) DIVISIÓN EXACTA : 


Es aquella que no deja residuo o que: R(x)=0. Con 
esto, el ALGORITMO de la DIVISION queda así: 
Dix) = d(x).q(x) 

EJEMPLOS: 

Al dividir? — x -12 entre x +3 se obtiene: 


2% —a-12 =(2+3)(2-4) 
Dix) COEN 


donde: R(x) =0 
*Veamos a otro ejemplo : 
al + 13% +34 = (x +2) (2? -2x +17) 
Dis) UNC ETDERE” NÓ 
*Es una división exacta es decir: Rx) = 0 


YI) DIVISIÓN INEXACTA 3 


Es aquella que sí deja residuo o que: R(x) + 0. 
EJEMPLO: 
Al dividir 2? - 2x + 6 entre x* + 2x -1, se obtiene: 
2046 =(1?+20—1)(0 2) +(73+4) 
Dx) díx) qíx) Rix) 
donde: R(%)+ 0 


*A partir del algoritmo, dividiendo ambos miembros 
entre d(x), se obtiene: 


*La expresión del segundo miembro se denomina 
cociente completo y se denota por Q(x); es decir; 


Qlora La) + E 


EJEMPLO: 
al + 13% +34 0 (x +2) (x? -2x +17) 
O A 
*Es una división exacta es decir: R(x) = 0 
OBSERVACIÓN: 
Si R(x) =0 tenemos D(x) =d(x)q(x), 
podemos decir : * d(x) es divisor de D(x) 
» d(x) es factor de D(x) 
« D(x) es divisible por d(x) 
EJEMPLO: 
El polinomio d(x)= x —1, es un factor de: 
Díx) = 3x* 42% -6 
*pues, D(x) es divisible por d(x), es decir : 


D(x)_3:74+2x-5 s 
o ed A 


PROPIEDADES DE GRADOS 


En cualquier caso, la división de polinomios se 

efectúa con respecto a una sola variable. Según esto, 

con respecto a esa variable, se cumple que: 
*GA(D) > GA (8) 


* GA(q) = GA(D)-GA(d) 
* GA(B) <GA(d) 
* GA(R)máx =GA(d)-1 


luego 


(EDICIONES RTMIÑOS 


TERCs E DIVISIÓN DE POLIVOMIOS ) 


EJEMPLO : 


Si [d(x)] = 3 , entonces el resto podría tener la 
forma: R(x) =ax* +bx +0. 


Si a =b=e=0, entonces R(x)=0 
CASOS QUE SE PRESENTAN EN 
LA DIVISIÓN DE POLIYOMIOS 
DIVISIÓN DE MONOMIOS : 


EJEMPLO: 
Aplicando las leyes de los exponentes se tiene: 


m 

20%” _%o ¿mn para dy 0 

Box" do 

8 _28 1715_1 5 
=E ==x 

24? 24 3 


DIVISIÓN DE UN POLIVOMIO 
EN UN MONOMIT 


Para dividir un polinomio entre un monomio se 
divide cada uno de los términos del polinomio 
separadamente entre el monomio divisor y se suma 
algebraicamente cada uno de estos términos. Es 
decir, aplicando la propiedad distributiva de la 
división se tiene: 


ar+b+e_ 
m —m mom 
EJEMPLO: 
sefad+3_ ba a 8 
z xo oz 
DIVISIÓN ENTRE DOS 
POLINOMIOS 


La división de polinomios está definida para una 
variable tomada como referencia, a la cual se le 
lama variable ordenatriz. 

MÉTODOS PARA DIVIDIR 

POLINOMIOS 

Para dividir polinomios se utilizan los siguientes 
métodos: 
» Método clásico o general 
+ Método de los coeficientes separados 
»Método de Horner 
» Método de los coeficientes indeterminados 
+Regla de Ruffini 
Antes de efectuar una división de polinomios, 
debemos observar que el dividendo y divisor sean 


=6x* +3 


polinomios completos y ordenados en forma 
descendente, con respecto a la variable ordenatriz. 
Si faltase algún término, ya sea en el dividendo o en 
el divisor, éste se completará con “0”. 

Por su facilidad en su aplicación, debemos 
considerar como lo más importantes los métodos 
de Horner y de Ruffini. 


A) MÉTODO CLÁSICO : 


se emplea para la división de polinomios de 
cualquier grado ,para ello se tienen en cuenta los 
siguientes pasos: 

1)Se completa y se ordena los polinomios dividendo 
y divisor con respecto a una sola variable (llamada 
ordenatriz ) en forma descendente, en caso de que 
falten términos,estos secompletan con cero . En caso 
de que halla dos variables se asume a una de ellas 
como tal y las demás hacen el papel de números o 
constantes . 


2)Se divide el primer término del dividendo entre el 
primer término del divisor , obteniendose así el 
primer término del cociente ; luego este último se 
multiplica por cada uno de los términos del divisor 
y el producto asi obtenido se resta del dividendo , 
para lo cual se le cambia de signo colocando cada 
término con su semejante .. en caso de que algún 
término de ese producto no tenga ningún término 
semejante en el dividendo , se escribe dicho término 
en el lugar que corresponde de acuerdo con la 
ordenación del dividendo y divisor. 


3)Se baja el siguiente término del dividendo y se 
repite el paso anterior tantas veces hasta que el resto 
sea a lo más de un grado menos que el grado del 
divisor (resto de grado máximo) , o en todo caso 
hasta obtener cero como resto(división exacta). 
EJEMPLOL1: 
*dividir P(x)=6x*-2x"-15%+8 entre Q(x)=-5+2x* 
RESOLUCIÓN: 
*Se ordenan y se completan los polinomios de acuer- 
do a la potencias de x ; 
6x7 - 20? -16+8 |2?+0x-5 
* Se divide término del dividendo entre el primer 
término del divsor :- 6x*+2x*=3x ; se multiplica 
este resultado por el divisor 2x*+0x— 6 y se resta el 
producto del dividendo. 
6x* —2x*—15%+8 |26*+0x-5 
-6x* + 0x*+15% 3x 
-2x+0 
*Se baja el siguiente término del dividendo (+8) y 
se divide el primer término del dividendo parcial 


LAN AZUTIEME SA 


entre el primer término del divisor -247+24'=-1 
¡continuando el proceso hasta llegar a un residuo 
cuyo grado pea menor que el grado del divisor. 


6x* -2x* - 16148 |21* +0x-65 
6 +0x*+15x y Sx-1 
-2x*4+ 048 
+25*+ 0-5 
“luego : 3 
COCIENTE: 3x-1 ; RESTO: 3 


EJEMPLO 2: 
Dividir: 3v!? -—4r? +90 -4x” +85" -2 


40-73086]| 238 
4-6 
6 3 231004 
6_9 
2 3 
2-3 
0.0 
o_0 
0.8 
00 
85 
3 -12 
1 
Donde: 


Cociente: U) =2:* 242% +4 


35+2 Residuo: R(.)=-7 
RESOLUCIÓN: 
DÉ: y] . : 
a €) MÉTODO DE WILLIAM G. HORNER 
El esquema para efectuar la operación se muestra 
3407-47 +90 4 +32 | 3442 en la figura 1. Sobre la línea horizontal y a la 
347-202 20220 4315 1Jerecha de la línea vertical ge ubica el dividendo; y 
TO a la izquierda de la vertical se coloca el divisor, el 
67 4970-47 primer término por arriba de la horizontal con su 
6% de propio signo y los demás términos por debajo de la 
A AAA is i biado. 
ZO UE misma pero con signo carl 
IAN Se completa el esquema trazando una horizontal por 
AS la parte inferior y también una vertical, que separa 
34 -2 a partir del final un número de coeficientes igual al 
35+2 grado del divisor. Suponiendo que ya se terminó con 
0 la operación, el cociente y el residuo se obtienen tal 


*Como puede observar es una división exacta, donde: 
Cociente: q, => 227 +8%% -1 

Residuo: Ri) =0 

B)MÉTODOS DE LOS COEFICIENTES 
SEPARADOS 


Es un procedimiento/similar a la de la metodología 
clásica, con la diferencia que en este caso, sólo 
se utilizan los! coficientes. Debemos tener en 
cuenta que a parte de la ordenación, tanto el 
dividendo como el divisor deben estar completos. 
Caso contrario, se sustituirán con CEROS los 
espacios correspondientes de los términos que 
faltasen, 


EJEMPLO: 

Dividir: 42-74 +347 + 81+6 
2x+3 

RESOLUCIÓN: 

* Utilizando sólo los coeficientes, se tiene: 


como se señala en la figura 2. 


DIVIDENDO DIVIDENDO 


30mmael 


COCIENTE 


figura 1 figura 2 


Se emplea para la división de polinomios de 
cualquier grado, para ello se tienen en cuenta los 
siguientes pasos: 

1)Se completa y se ordena los polinomios dividendo 
y divisor con respecto a una sola variable (llamada 
ordenatriz ). En caso de que halla dos variables se 
asume a una de ellas como tal y las demás hacen el 
papel de números o constantes . 

2)Se distribuyen en forma horizontal los 
coeficientes del dividendo . 

y en forma vertical los coeficientes del divisor 
con signo cambiado a excepción del primero, 


[EDICIONES RUBINOS 


E 


DIVISIÓN DE POLIVOIOS ) 


3) Se traza una línea vertical separando tantas 
columnas a partir de la derecha , indicado por el 
grado del divisor ; de esta manera se marca la 
separación entre el cociente y residuo. 


4) Se divide el primer coeficiente del dividendo entre 
el primero del divisor y se obtiene el primero del 
cociente . Luego este se multiplica por cada uno de 
los coeficientes del divisor que han cambiado de signo 
y el resultado se coloca en la segunda fila , 
corriendose un lugar a la derecha . 


6)Se reduce la siguiente columna (se suman los 
eveficientes ), y se repite el paso anterior tantas 
veces hasta que la última operación efectuada caiga 
debajo del último coeficiente del dividendo. 


6)Se suman directamente los números que están en 
las columnas que corresponden a los coeficientes del 
residuo . 


7) El grado del polinomio queda determinado por la 
diferencia entre los grados del dividendo y divisor ; 
y el grado del residuo queda determinado según la 
cantidad de términos. 


ESQUEMA : 


Primer ente — (90) O MAD END O 


0% 


Linsa divisioria 


$ 
1 
6 
Ñ 
[s) 
s 
13 
Á 
M 
B 
1 
A 
D 
[2] 
Ss 


Cocficientes de D() 
A 


1 
aia a 


Coeficientes de d(x) 


ES: E y) 
Coeficientes- Coeficientes 


deQ6) — deR(o) 
2Q(u) =q4* +q/% +9, A Ríx) =r zx sr, 
OBSERVACIÓN: 


1)El primer coeficiente del divisor d (x) mantiene 
su signo, los demás coeficientes van con signo 
cambiado. 

2)La línea (punteada) vertical que separa los 
coeficientes del cociente con el coeficiente del resto 
se traza contando desde el último coeficiente del 
dividendo, un número de espacios igual al grado del 
isor, 

En nuestro ejemplo */d(x)]=2 , luego 2 coeficientes 
del dividendo quedan a la derecha de la línea vertical. 


JasemeLos ILUSTRATIVOS: 


EJEMPLO 1 : 

Efectúe la división e indique el cociente y el residuo 
de: 

16% 1142107 2? 43 
Ba +2 

Fíjese que falta el término en “x” en el dividendo. 
Trazando el esquema y completando con *0” aquel 
término, ubiquemos los coeficientes del dividendo y 
divisor como en el primer cuadro, Efectuando las 
operaciones correspondientes como se muestra en 
el segundo cuadro. 


EN GENERAL: 


Este es el métodos general para dividir polinomios. 
Consideremos los polinomios completos y 
ordenados: 


Díx) = 0,1! +0, +0,3* +0,5+0, 
díx) = byx! +b,x 4b, 

Donde: a,+0 y b,*0 

Para mostrar el esquema de Horner. 


315 11 210% 0 8 


3|15 11 21 -1 El 


Luego, el cociente será: q(x) = 6x7 - 27 + 3x +2, 
el resto: R(x) = - 4x- 1 y el cociente completo 


4x1 


será: 3 2 
E 
Quo E 


CAM_EZIZHEMESA ¡a ME ca NCICLOPEDIA 2012) 
EJEMPLO 2: EJEMPLO 4 : 
4 
Dividir: 82% +4x%+652+6%-1 Dividir: 42 495% + 65% 1 
de? -4x +2 +20 1 
RESOLUCIÓN: RESOLUCIÓN: 
*colocando según el los coeficientes del 
a dea e O e 
* + + * * lugares = d*= 2D(4) = 6x0 +4x! +91 +0x* +03 —1 


1 d(x) = 2x* 40% +x% —1 
*Aplicando Horner : 


Coeficientes del "q" Coeficientes del "R" 

*solo se obtienen coeficientes, la variable se agrega A 
de acuerdo al grado . 
*asi tenemos : q%= 6- 2=3; R'=2-1=1 BARS PAZ 

q=2%+3x*+20+2 “ Ss $5 

R=10x-6 Coef. del qua — Coef.del Ry 
EJEMPLO 3 : Como D(x) y d(x) presenta todos sus términos y 

están presentados en forma descendente, entonces 

Dividir: 67% +6x%-4x?-8x7 -6x +4 a(x) y R(x) también debe presentar todos sus 


términos y están orientados descendentemente. 
Además como: 

gradíql:5-3=2 y maxgrad[R]:3-1=2 
*be tiene: q(x) = 3x* +2x +3 


2: 4+32?-1 
RESOLUCIÓN: 
*Aplicando el criterio general: 


o Bla) = Lu! -1x +2 =0-x +2 
d(x) = 2x* +3x* +0x —1 EJEMPLO 5: 
Halle el cociente y el resto de la división: 
xa —-bx-4 


(+1 
Observe que faltan 3 términos en el dividendo, pues 
siendo de grado 6 debería tener 6 términos. 
Completando con “ceros” aquellos términos y 
desarrollando el divisor, el esquema queda asf: 


g(x) =3x* -2x-1 ; R(x) =2x* -8Bx + 


(EDICIONES _RUBE 


DIVISIÓN DE FOLINOMDOS) 


q(x)=*-2x? +3x-4 
R(x)=0 
EJEMPLO 6 : 
A- 3460030 +4 
Dividir: E REORE=RS- EE 
22 -30+4 
RESOLUCIÓN: 


donde : 


*Aplicamos el criterio general: 
D(x)= xt 300 46% -8x +4 
díx)=x*-3x +4 


Q(e) =* +1 0; 
La división es exacta: 


D) MÉTODO DE PAOLO KUEFINT 

Es un caso particular del método de horner . Se 
utiliza cuando el divisor es de primer grado de la 
forma x:+b o en aquellas divisiones donde luego 
de un cambio de variable se obtiene un divisor de 
primer grado. 

El esquema para dividir usando la regla de 
RUFFINI consiste en dos líneas, una horizontal y 
la otra vertical, tal como se muestra en la figura 3, 
El dividendo se coloca más arriba de la horizontal 
(a la derecha de la vertical) y a la izquierda de la 
vertical se coloca el “valor” que se obtiene para we» 
luego de igualar el divisor a “0”, 

Se completa el esquema separando, con una vertical 
adicional, el último término del dividendo. 


divisor=0| DI Y 1D END:O 


COCIENTE 


PASOS A SEGLIK: 


1) se ordena el dividendo con respecto a una letra y 
en caso de que falte una término se completa con 
ceros 


2) En caso de que halla dos variables se asume a 
una de ellas como tal y las demás hacen el papel de 
números o constantes . 


3) Se distribuyen los coeficientes del dividendo en 
forma horizontal , luego se despeja “x” del divisor 
igualando a cero al divisor y el resultado se coloca 
debajo de la siguiente columna. 


4) Se baja el primer coeficiente del dividendo, siendo 
este el primer coeficiente del cociente , luego este 
valor se multiplica por el valor del divisor y el 
resultado se coloca debajo de la siguiente columna. 


5) Se simplifica la siguiente columna y se repite el 
paso anterior tantas veces hasta la última operación 
efectuada caiga debajo del último coeficiente del 
dividendo . 


6) Se reduce la última columna y el resultado será 
el valor del resto , y este siempre será un valor 
numérico. 

OBSERVACIÓN : 

cuando el divisor es de la forma : 

ax+b ¡donde a +1 dondeen este caso se procede 
en la forma similar al caso anterior pero al 
resultado del cociente obtenido se debe dividir entre 
el primer cocficiente del divisor . 

ESQUEMA : 
Aquí va el 
coeficiente == 
Independiente, ; 
del divisor 


pero con signo + 
a Corficiente del Coclente Residuo 


Las operaciones a realizar con los coeficientes son: 


Mura 
iii a 
Maig “Tolocendo 


EJEMPLO GENERAL: 
Consideremos los polinomios: 


Día) = at +0 +05 +ax+a, 
díx) = Ax +B 


donde: a, *0 A Ax0 
Para mostrar el Esquema de Ruffini. 


Coeficiente del dividendo : 


Sen 


| EGUZMENE A 
Coeficientes de D(x) 


Ax + B=0 


x= 


al 


Coeficientes de Q() 
q(2) =9" +q,* +92 +q, » Ríx) =R 
OBSERVACIONES: 


DEL divisor d(x) = Ax + B se iguala a cero y 
despejamos la variables y = -E con este valor 
vamos a trabajar en el esquema. 

1) Los coeficientes a, , b, , b, , by aún son los 
coeficientes del cociente, debemos dividirlos por A, 


coeficiente principal del divisor, para hallar los 
coeficientes del divisor: 9, , 9, » 9» %a 


EJEMPLO 1 : 

Dividir: 354+217-bx* +41 
=-1 

RESOLUCIÓN : 


*Completamos el diagrama con los coeficientes, 
teniendo mucho cuidado con los signos. Luego 
procedemos con las operaciones. 


3.2 


*El resultado será 
obteniéndose 


*Cociente : >Q(x)=3x*+5x* +0x+1=3x* +6x* +1 


completado con las variables, 


* Residuo : R(x)=2 
OJO: Aquí no es necesario dividir los coeficientes 
obtenidos pues el divisor d(x) es mónico. 
EJEMPLO 2 : 
Dividir: SÍ +10%% +6 

4-3 
RESOLUCIÓN: 


15150) 


* Aplicando el criterio general : 
Díx) = 8xt +10 +01 x +6 
d(x) = dx -3 

* Luego : 


242 4 a, 
> qlu) =20 +43? 43% 42 5 Ría) =11 


OJO: 


En el esquema de Ruffini el resto obtenido siempre 
es una constante. 


EJEMPLO 3 :; 
Halle el cociente y el resto de la di 
3x* -10x*+x*+5x-1 
=-2 
Completando con “0 ” el término que falta en el 
dividendo, el esquema queda como en el primer 
cuadro. Las operaciones se realizan como se 

muestra en el segundo cuadro. 


ión: 


ra=olg 0-101 531 
: a=2 1 612 4 10:80 
IN 3 6 2 5 15:29. 
Como el coeficiente principal del divisor es igual a 
“1”, el cociente es verdadero, luego: 

qlx) = 3 + 6x* +2 +5 + 15 
y el resto es: R,,, = 29. 


EJEMPLO 4 : 


=-2=0|3 0 -10 1 5: 
s=2 


Verd. Coef. Ut) 2 


(EDICIONES _RUBINOS 


o MITA pss 


DIVISIÓN DE POLINOMIOS 


*+Como grad[q] =4 -1=3, se tiene: 

qla) =10% +10 -2x -1=x% +2* -2x-1 
> resto =4 

EJEMPLO 5 : 


Efectue la división: 


Realizando el esquema de la división por Ruffini, se 
tiene que: 


Donde: q(x) = 2x-x* + 2x-1 
R(x) =2 
Como el coeficiente principal del divisor es distinto 
de ““1”entonces el cociente es falso. Luego, para 
hallar el cociente verdadero se divide el cociente 
resultante entre 2 como se indica en el cuadro. 
EJEMPLO 6 : 
Determine el cociente y el resto de dividir: 
27 + 3046 
x+2 


Donde: q(x) =x -—- 2x”- 4x*- 15% +33 
R(x) =- 60 


TEOREMA DEL RESTO 


El objetivo es hallar el resto de una división sin 
efectuarla ; este teorema se aplica por lo general 
cuando el divisor es de la forma ax +b, o también 
para cualquier expresión transformable a dicha 
forma . 


ENUNCIADO: 


En toda división de la forma: Píx) + (ax + b) el 
residuo es igual al valor numérico de P(x) 
cuando y =—2 

= 


4: Píx) Ez b: 
Es decir: 5 > resto =P (ES 
DEMOSTRACION: 
Supongamos que queremos hallar el resto R de 
dividir P(x) entre (ax+b), entonces por el 
ALGORITMO de la división se tiene que: 
P(x)= d(x)q(x) + R 
P()= d(x)g(x) + R, poro: ax+b=0>2=-? 

a 

luego reemplazan en el polinomio se tiene: 


»(-2)> 0-2) +b el en > n-r(- 
a a a 
ENUNCIADO : 

Sea Píx) un polinomio NO CONSTANTE. El resto 
de dividir P(x) por (x: — m) viene dado por P(m). 
EJEMPLO: 


o P1x) > Resto =P(6) 
x-5 


o T(%) > Resto =T(-4) 

=+4 

PROCEDIMIENTO PARA APLICAR 
EL TEOREMA DEL RESTO 


1) El divisor se iguala a cero (x—m = 0) 

Se iguala el divisor a “0”. Si el divisor es de primer 
grado, se despeja “x”. Si el divisores de grado mayor 
que 1, se despeja una expresión adecuada (por lo 
general, la mayor potencia de “x”. 

11) Se despeja la variable (x =m) 

Se acomoda el dividendo, formando en él la expresión 
despejada anteriormente, Si el divisor es de primer 
grado, no es necesario realizar esto. 

III) Se reemplaza en el dividendo (P(m)) 
obteniéndose el resto. 

Es decir se reemplaza el valor de “x” (si el divisor 
es de primer grado) o el valor de aquella expresión 
(si el divisor es de grado mayor que 1), en aquel 
dividendo. Luego de efectuar las operaciones 
correspondientes, el resultado que se obtiene es el 
resto. 


EJEMPLO 1 : 
Hallar el resto en la división: 


RESOLUCIÓN: 
Por el teorema del resto; 
+ Igualando el divisor a “0” y despejando “x”; 


3 U+4x0 —5x? -1 
21 


TAM AZHZMEMETA 


TE32 


x+1=0>x-1 
* Reemplazando en el dividendo: 
P(-)=3(-D"+4(-D* -5(1P -1 
* Efectuando las operaciones correspondientes, el 
resto de la división será: 
R=P_y=-3+4+5-1>R=5 
EJEMPLO 2 : 


5 
Halle el resto en: 227 +x- 60 
x-2 


RESOLUCIÓN: 
*Haciendo uso de la regla práctica : 
DEl divisor se iguala a cero : x —2:=0 


ISe elige una variable conveniente y se despeja esta 
variable, x =2 


II)La variable elegida se busca en el dividendo para 
reemplazarlo por su equivalente, luego se realizan 
las operaciones indicadas y obtenemos el resto. 

Resto =2(2)* +2 -60 > resto =6 
OBSERVACIÓN: 


Debe tenerse presente que el grado del resto es menor 
que el grado del divisor, 


EJEMPLO 3 : 


Hallar el resto de: 927 +27x%-6x+7 


+3 

RESOLUCIÓN: 

Plx) = 9x7 + 273%-6x + 7 
+ Aplicando la regla práctica: 

x+3=0> x=-3 

+ Luego: 
R =P(-3) =9(-3)” +27(-3)' -6(-8) +7 
R=-3x3 +83" 41647 
>R = 22 
EJEMPLO 4 : 


Suponiendo que'el polinómio P es de grado mayor 
que O, halle el resto en cada caso: 


R 
en R=P(4) 
ed > (4) 
«Eo (3) 
o 


EJEMPLO 5: 
rara 23 


Hallar el resto de dividir: + 
3 


RESOLUCIÓN: 
Usando el teorema del resto: 


+Igualando el divisor a “0” y despejando la mayor 
potencia de “x” se tiene: *—3=0>u*%=3 
Acomodando el dividendo: formando en este “% 
D=(x*Y x+(x%)x* + (2%) + 22-83 

+ Reemplazando y efectuando las operaciones 
correspondientes, se obtiene el resto 

Rey=(3 r+(8)1*+2x-3 > Ryy=3r + 11% 
notese que éste resto es de menor grado que el divisor 


EJEMPLO 6: 


23% +5x+3 


Halle el resto de dividir: 
2x-1 


RESOLUCIÓN: 
* Siguiendo con la regla práctica, antes mencionada. 
1)2x-1=0 
ii) x=4 
... 2 
iii) Resto = 2(1)%4+5(1)+3 
> Resto = ++3+3 > Resto =6 
EJEMPLO 7 : 
6 Arpa? Y 
Hallar el resto de: 42432" +6x" +6x-4 
x?-1 
RESOLUCIÓN : 
Pla) =x* +31! +bx* +6x —4 
* Aplicamos la regla práctica : 
x'-1 >x*=1..no se calcula “x” 
* Reescribiendo : 
Plx) =(2*) 4300)" 46(2*) +6x —d 
Luego: R =1% +3x1% +6x1 +6x —4 
>R=1 4346 +6x-4 
>R=6x+5 
EJEMPLO 8 : 
Hallar el resto de la división: 
RESOLUCIÓN: 
Aplicando el teorema del resto: 
+Igualando el divisor a “0” y despejando la mayor 
potencia de “%x” se tiene: 
(+ D(+3)=0>x* +4x+3=0=> x*=-dx-3 
*Acomodando el dividendo: 


la 2 ass > Dela? +44 40 +(2)45 
»Reemplazando y efectuando las operaciones 
correspondientes, se obtiene el resto: 


R=[-4x-3+4x +4)” +(4x-3)+5 > Relil" 43-346 


(raro 
(a +1)(x +3) 


(EDICIONES RUTINOS 


BO ió MEE is 


DIVISIÓN DE POLIVOMIOS ) 


Ry 4x4 3 
KESTOS ESPECIALES 


La aplicación del teorema del resto resulta mucho 
más sencillo cuando el divisor contiene sólo dos 
términos y es de cualquier grado. Para esto, en 
algnos casos, previamente se debe transformar el 
divisor original en otro de sólos dos términos. Esto 
se consige multiplicando o dividiendo tanto al 
divividendo como al divisor; pero veamos que 
sucede con el resto,cuando se hace este artificio. 


sabemos que: Diz == d7)9(2) + Fis) 


1Si al dividendo y al divisor se les mulfiplica | 
por un mismo polinomio M,.,(M¿, + 0),entonces 


el resto queda multiplicando por el mismo 
polinomio M/,, 


DioMio) = (do Mi) Yo + Bi Mio 
0 
si luego de esta operación, aplicamos el teorema, lo 
que se obtendrá como resto será la parte señalada 
(resto falso). Para hallar el resto verdadero se divide 
aquel resto falso entre el polinomio M,, 


R, Br) 
FAR Mi > Bi" q y 


EJEMPLO 1 : E 
67 
Halle el resto de la siguiente división: 222427 
x+x+1 
RESOLUCIÓN: 


multiplicando el dividendo y el divisor por (x-1) : 


(17 +22)(-1) 
(++ DD 


¿2% — 247 y 4 4 


x 


operando 


por el teorema del resto: 
«120 >=] 

*Acomodando el dividendo: 

E A AS 
«Reemplazando: 

R=2(0"x-2()*+(0" -(110)x? 


>R=-+2x-1 > R=l(x-Dy 


Pero este resto es falso. Para hallar el resto 
verdadero, lo dividimos entre la expresión por la 
cual multiplicamos al inicio (x-1) * 


a 
A 


EJEMPLO 2 : 
31% 4+14%-2 


a—-x+1 


Calcule el resto en la división: 
RESOLUCIÓN: 

Como el trinomio (x* a: + 1)es parte de una suma 
de cubos, multiplicaremos por (x + 1Jal dividendo 
y al divisor: 

(2 Ma 348 4 7 27 20 2 

(+ D(5+D ER] 
POR EL DEL TEOREMA DEL RESTO: 


t24+1=0> x%= -1 
*Acomodando el dividendo: 
Dl Y 22 
+Reemplazando: 
R=3-I) "+3 (IAH 22 

Efectuando, el resto es: 

R=2x*-3x-5 > R=(2x-5Mx+1) 
pero este resto es falso. 
Entonces, para obtener el resto verdadero, este 
resto falso se divide entre (x+1)es decir: 
METICERO 
AR 
Simplificando resulta: Ry=2w-5 


Ry 


(2") Sial dividendo y al divisor se les divide entre! 
jun mismo polinomio M(x) (M(x) + 0) entonces 
lel resto también queda dividido entre el; 
[polinomio Mp, j 


Dis le ) 
Mm. “im (Int 
Mi 2 Mo 


Si, luego de esta operación aplicamos el teorema, lo 
que se obtendrá como resto será la parte señalada 
(resto falso). Para hallar el resto verdadero, se 
multiplica aquel resto falso por el polinomio M(x). 


Ei 
RetoT yg, > PTE Mi 


EJEMPLO 1 : 
Halle el resto de la división: 
RESOLUCIÓN: 


No podemos cancelar (x+ 1) a nuestro libre albedrío; 
lo que tenemos que hacer es dividir al dividendo y 
divisor entre (x + 1), así: 

(+1) (2347) 


(2+1)"(23+7) 
(a+ 1)(x4+2) 


; ahora sí, simplificando resulta: 


[CAM_IZIZMERZOA 
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(+1) (2047) 

+2 
Usando el teorema del resto: 
"+2=0-> x= - 2 
*No hace falta 
reemplazando: 
R=(-2+ 110 (2(-2)+7] > R=3 
Pero este resto es falso. Para hallar el resto 
verdadero se multiplica aquel resto falso por la 
expresión entre la cual dividimos al inicio, (x+ 1). 
Entonces, se tendrá que: 
Ry =3(x+1) > Ry =3x+3 
EJEMPLO 2 : 
Determine el resto en: 


(3712041) 


acomodar el dividendo, 


TE 
RESOLUCIÓN: 
Dividiendo el dividendo y el divisor entre (* - 3) y 
simplificando, se obtiene: 
(a+3/P(2x+1) 
x-3 (2-39 (241) 
(-2)(=-3) x-2 
3 


Aplicando el teorema del resto: 
*x-2=0 > x=2 
*»Reemplazando; Rp=(-1)%-(6)> Rp=- 5 


Pero, este resto es falso, luego al multiplicar por 
(+ - 3) encontramos el resto verdadero: 


Ry =Bp(a-3)> Ry=- 5 (2-83) 


DIVISIBILIDAD 
ALGEBRAICA 


Se dice que un polinomio es divisible entre otro , ai 
el resto de dividirlos es cero; es decir : si en 
P(x)+d(x) >R=0 entonces P(x) es divisible 
entre d(x). s 

Esto significa que existe un único polinomio q,,, tal 
que: P (¿y 2 dy) % ía) 

También se dice que: “d,,, es un divisor o factor del 
polinomio P/y” 

NOTA: 

si un polinomio P(x) es divisible por xa entonces 
se dice que x- a es un factor de P(x). 


PROPIEDADES: 


DSi un polinomio P(x) se anula para x=a entonces 
dicho polinomio es divisible por xa 


11) Si un polinomio P(x) es divisible separadamente 
porx+a ;x+b;x-+e , entonces también es divisible 
por el producto : (x+a)(x+b)( x+e). 


Pla) =(3—0)% Qs N Piy =(%—D)x qa) 
> Pay = lx aja — DI x qx) 
11D) Si un polinomio P(x) es divisible por el producto 


(x+alMx+b)( x+0), entonces P(x)es divisible 
separadamente por x+a ¿a+b;x+e. 


Si un polinomio P,,, es divisible entre el producto 
(x-al(x-b), entonces P,, será divisible 
separadamente entre (x— a) y (x —b). 

Pay = llosa Mx —b)) % qu 

> Pa) = (0) y133 A Pay = (2—B)X Ya) 
IV) Si un polinomio se divide entre varias 
expresiones separadamente nos da un mismo resto, 
entonces al dividir dicho polinomio entre el producto 
de dichas expresiones también se obtiene el mismo 
resto . 


Pa) (3-0). Goy HR A Pp) == (2D) Xx Ga) +R 
> Pay lx )(x —b)]x que) + 

V) Si al dividendo y al divisor se les multiplica por 

un polinomio no nulo , entonces el cociente no se 

altera, pero el resto queda multiplicado por dicho 

polinomio. 

VI) Si al dividendo y al divisor se les divide por un 

polinomio no nulo, entonces el cociente no se altera, 

pero el resto queda dividido por dicho polinomio. 

EJEMPLOS: 

* Apartirde :a%-1 == (x-1)x* +2 +1) 

decimos que ¿a? -1 es divisible entre x - 1 

6también — ;2-1esun divisor o factor dea* — 1 


* Dela identidad : 


-1= (2% 1)(0* -1) 
¿x - 1 es divisible entre a? + 1 
¿2% + 1 es un divisor o factor dex“- 1 


decimos que 
6 también 

* La identidad anterior también se puede escribir 
Be al] (04 1)(*4 1x1) 

de donde se puede decir que : x*- 1 es divisible entre 
x + 1 0sino: x+ 1 es un divisor o factor de x%- 1 


TEOREMA DEL FACTOR 


Un polinomio P,,, se anula para x=a, esto quiere 
decir que P,,, = 0, si y sólo si (xa) factor de dicho 
polinomio. Es decir: 


Dado un polinomio P,,, entonces: 


(EDICIONES RORIÑOS 


TE 105 


DIVISIÓN DE POLLVOIOS ) 


FPlaj=0 O Fiz) = (2 0)X 9,2) 
EJEMPLO 1 : 
Si un polinomio cúbico mónico se anula para 1=6 y 
para x=2 . determinar dicho polinomio si la suma 
de sus coeficientes es 6 . 
RESOLUCIÓN : 
* aplicando la primera propiedad se deduce que el 
polinomio deseado será de la forma siguiente : 
P(x) =(x-6)(%-2)Q(x)+0 
donde Q(x)=x-e , va que se trata de un polinomio 
cúbico y mónico . 
*pero como dato adicional tenemos a la suma de 
coeficientes (P(1)) queesigual a 5, es decir: P(1)=5 
> (1-6)(1-2)(1-c) =5 > c=0 
* con lo que el polinomio pedido será 
Pla) =(x-6)x-2)x=3*-8x*+ 12% 
EJEMPLO 2 : 

El polinomio P,,, = x/-6x + 4 se anula para x = 1: 
P, = 1-5 +4.= 0, entonces (x - 1) es un factor de 
P,, y es decir: 

Paz 5 (21). Gre) 

De la misma forma que en el caso anterior se tiene 
que: 

* Py = 02 Pay 9 (5 4)% oí) 

* Pr. 9 =0=> Poy 13 (% + 2)% 915) 

Nótese que los cocientes en cada caso son diferentes. 
EJEMPLO 3: 

357 4 ¿2 
detorminar el resto al dividir: L2+A%7+1 
al 


RESOLUCIÓN : 


*multiplicando dividendo y divisor por (x-1)Jse| 
obtendrá: 


(eL) al 
e) 1 
*ahora por el teorema del resto :1%-1=0 > x*=1 
*transformando el dividendo : 

(Ara) ate1 
*luego el resto Po 

Reto = ("xD "+12 +1 

Bi 0 +23 1=- (2-1) 
*Juego el resto verdadero se obtendrá dividiendo 
Bin Entre (2-1): 

Ríx)= la 


=4x-1)=1-x 


(-1) 


COCIENTES NOTABLES 


Son aquellos cocientes que se pueden obtener en 
forma directa sin necesidad de efectuar la operación 
de división. 
CONDICIONES QUE DEBEN CUMPLIR: 
pi 
xiy 

Donde: x ; bases iguales 

mel ;m22 
CASOS: 

iy 


D Si: R=0>=zy = q(x) 


=> Cociente entero o exacto (C.N.) 


PE 


A 


za 


Si: R40> ala) + y 


=> Cociente completo. 


*También según la combinación de signos se puede 
realizar 4 casos : 


PUSO COCIENTES 
SEGÚN SU EEE 
FORMA | 
E y 21m 
Tociente Noral 
O 
IT ya 
Vn impar 


Ay Y y 
vn par (Cociente Notable) 


PT y 


Yn par (Cociente Notable) 
PL ya 
Wn impar (Cociente Notable) 


CONDICIÓN NECESARIA Y 
SUFICIENTE PARA OBTENER 
UN C.No 


De PUEYO 


xP + y 


se debe cumplir: 


¿rez? 


CALIBRA 


156 ) 
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Además: 
r > indica el número de términos de q(x) 


FÓRMULA DEL TÉRMINO 
GENERAL DE UN C.N. 
Es una fórmula que nos permite encontrar un 
término cualquiera en el desarrollo de los C.N, 
sin necesidad de conocer los demás. 
De la división: 409% 
xity 
0) Si:d(x) =x y > ty = xa" ty" 


B) Si: díx) =x +y 
NS 
Donde: 
t, —> término de lugar k 
x —> 1en término del divisor 
y —> 2do. término del divisor 
n —> número de términos de q(x) 


OBSERVACIONES SOBRE - 
COCIENTES NOTABLES 


*El polinomio cociente tendrá tantos términos como 
unidades tenga el exponente común de las bases en 
el numerador . 


*El cociente se caracteriza por ser completo y 
ordenado respecto a sus bases además de ser 
homogéneo respecto a las mismas . 


*El primer término del desarrollo se obtiene 
dividiendo el primer término. del dividendo entre el 
primer témino del divisor. 


*A partir del segundo término los exponentes de la 
primera base disminuyen de uno en uno , mientras 
que los de la segunda van aumentando de uno en 
uno. 


* Si el divisor es el binomio diferencia (a-a) todos 
los términos del cociente serán positivos ; en 
cambio si es el binomio suma (2+a) los términos 
del cociente serán alternados (positivos del lugar 
impar y negativos de lugar par ) 


EJEMPLOS: 
ea =1 +2 ya ty? + xy? + y" 
4 
A yr 
(Cociente Completo) 


Ey 3,8 4 9) 


PR + ya y 


PROBLEMA 1: 
Dividir: 224-1442: 462? 42 
2-45 
e indicar la diferencia entre el cociente y el resto. 


A)2x* B)O C)3 D)4 Elx-3 

RESOLUCIÓN: 

*Primero completamos los polinomios: 

Dix) = 24 -a! 42x +bx! +0x +2 

díx) = 20% -a* +0x +6 

*Llevamos al esquema: 
o 2 
0 
0-5 
0 -3 

q(x) R(x) 


g(x) = 1x* +0x+1=x +1 
R(x) = 1x* + 0: -3=x* -3 


» Piden: q(x) —R(x) =x* +1 —(2* -3) =4 


PROBLEMA 2 : 
Divida e indicar el cociente, de: a*-2v-3 


*-2 
A) 2541 B)x*+x-1 Cr +1 
D)a*+2x+2 E) x*4+2x-2 
RESOLUCIÓN: 


* Entonces: Q(x)=="+2x+2 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 3: 
Dividir: 3:"-7:+4x*+6%-6 eindicar el residuo 
41 B2 “cg D)6 EJ-2 


(EDICIONES _RUBISOS 
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DIVISION DE POLIYOMIOS 


RESOLUCIÓN: 
*Regla:-2=0>x=2 


3120 5|4 
*Los elementos de división obtenidos son: 
*Cociente: Q(r)=3:*-x*-2:7+6 
*Residuo: R,,,=4 


PROBLEMA 4: 


Luego de efectuar la división: 
674x237 —33% 2142 ER 
2 39ñ 4-1 xi y 
coeficientes del cociente es: 
AJ13 B)24 C)21 Dj28 EJ47 
RESOLUCIÓN: 
Usando el método de Horner: 
3 2.2 
5 
6. 6 
Bla vez 7 
17 3 9 


Finalmente: q(x) = 3x4? + 6x* + 6x + 7, luego la 
suma es; S = 21, 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 5 : 


Si'el resto de la división: 847+427+mx*+nx+4p 


es da +7 2d 
Kalle el valor de: mm +n * p- 

BIS Bi24 C)27 DJ28 EJ47 
RESOLUCIÓN: 


* Aplicando el método de Horner: 


Luego el residuo es: 


Ría)=(m -16)x*+(n+6)x+p- 9 
Por dato se tiene: 
(m-15)x*+(n + 6)jx +p-9=5%-3x +7 

Identificando el polinomio se tiene que: 

m=20,n=-9yp=16 
Finalmente la suma es: m +n +p =27 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 6 : 
Luego de efectuar la división, hallé la suma de los 
coeficientes del cociente. 
12% —6x%4+ 12: 4114? 130 +3. 


3x+1 : 
a) B)J8 0x4 DJS EJ2 
RESOLUCIÓN: 
Usando la regla de Ruflíni: : 
3x+1=0| 12 5 2 14 as: 
x=-1/3 y 4 3 5 2 : 
12 -9 16 6 16: 8 
4 3 5 E 


Luego el cociente es: q(x) = 4x*-3x*+0x* + 2x5 
Finalmente, la suma de los coeficientes del cociente 
es: S=3. 

RPTA;: “D” 
PROBLEMA 7 : 


Dividir: (4:%+34*-22*+2%-1)+(3-3) 


e indicar la suma de coeficientes del cociente 
AJ16 B)801 C)401 D)28 
RESOLUCIÓN: 


* Ordenando y completando: 


EJ472 


x=3—3 || 12 36 102 315 951 
4 12 34 105 317 | 950 
pc 


>Q (2) =4x* +12%” + 34x* + 105% + 817 


R =950 
* Se pide: 4+124+344+1054+317 = 472 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 8 : 
Si se divide el polinomio: ==" 
(«4201-30 -2=m)+ (2-2), elxesto o.xesiduo 


CAL GETEREA JEA(x58 ) 
es 4. Hallar "m". Q(x)=3x*- 1 40 y R=79 
an BJ2 Cja2 Djá4 EJO RPTA: 
RESOLUCIÓN: PROBLEMA 11 : 
¡A Luego de calcular el resto en: 
10 20 36 (+ DDíz + 2)(x + S)(x= +4)(?+6) IT 
ETS] 
10 18|36m coeficiente de su término lineal. 
e. ALGO B70  Ch756  D)79  EJBO 
ES (por dato) RESOLUCIÓN: 
_epm Agrupando convenientemente los factores y 
RPTA: “C” — efectuando, se tiene que: 
A (a? +5 6)la” +5x+4)(a? +5%—6x+5) 
Si el resto de la división: OS e +05 540) 
78 38 5 3 e 
2 4 - ss 4700 —Bx+1 haciendo el cambio de variable y ==* + £x,se tiene: 
+ 


carece del término cuadrático, calcule el valor de 
prado 

aJ6 BJ6 07 
RESOLUCIÓN: 
Aplicando el teorema del resto se tiene: 
x+1=0>x'=-1 

Plj=m Y? 72 A O AT 
Luego: 

Rí)=P[x* =-11=-3:+(6-m)x? -6x+1 
Como el resto carece de término cuadrático se tiene: 
m=5. 


DJ9 EM 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 10 : 
Obtener el resto al dividir: 

(22-42-42 -1)+(7+2) 
4)60 B)70 Cj72 D)J79 EJ80 
RESOLUCIÓN: 


* Haciendo transformaciones: 
3(+) -4(7) (2) =2(2")-1 entre (2%) +2 
* Haciendo el cambio de variable x? = y, entonces: 
(9-0 -7-2y-1)+(9+2) 
y+2=0 
y=2=-2|) -£ 20 -38 
3-10 19 -40 
'Q(x) =3y” -10y* +19y-40, como y =x", 


*Entonces: 
Q(=)=3(x") —10(2*) +19(=")-40 


(y +6My+4My +5 5x) 
y+1 

Luego el resto es: R(x) = -75x + 60, entonces el 

coeficiente del término lineal es: -75 


>2y+1=0> y=-1 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 12 : 
Dividir 
+25 +b(0+2b)x" (a? -b%)a*+ar+ab 


x-atb 
e indicar el término independiente del cociente 


AaJ BJ Cja Dj2a E)2b 

RESOLUCIÓN: 

“aplicando ruffini : 

x-a+b=0 > x=a-b 

1 2b ab+2b ¿+0 a lab 
Lab ¿8 ¿8 0]|da 
l a+b árab+ó 0 a|á 

* Cociente: 


Q(*)=x*+(a+b)x"+(a*+ab+0*)x"+a 
* Residuo: R(x) = a? 
* Se pide: "a” 

RPTA: “C” 

PROBLEMA 13 : 
Si sé divide el polinomio : 

2d + pr / separadamente 
entre (x +Dy(-D1 

nte. 


RESOLUCIÓN: 


(EDICIONES HOUBINOS 15D ME DIVISIÓN DE 1 OLEY: 
vB *Por el algoritmo de la división se tiene: 
Pla)=(x-1)(x+2)(x-—3)q(x) + 3 
SUPE TELE ed > Píx)=(x— 1M(x+2)(x—3)k+3 
[1-3 7 -9 6 (p-6llta-p+6) Pero P(-1) = 19, entonces se tiene que k =2 
= Finalmente el polinomio es: 
Ri=9-p+6=3 Plx)= 2(x - 1)(x+2)(x—83)+ 3 > P(4)=39 
1 ari RPTA: “C” 
TAS ES PROBLEMA 17 : 
= eo [NpEO Halle el término independienta del! polinomio P,a, 
1-1 3 1 2 (p2)l(q+p2) de tercer grado sabiendo que al dividirlo 
separadamente entre (x= 6) y (x-— 4) deja el mismo 
R¿=q+p-2=5 resto 4, pero si se le divide entre (x + 1) y (x- 1) 
$ deja como resto 34 y 40 respectivamente. 
— p+q=5 era: «go 4 BI4S  OJ12  D)24 EJIE 
; RESOLUCIÓN: 


PROBLEMA 14 : 
Halle el resto de dividir: 3040-4104 2 
a? +2042 
MER Bab D)-8:-2 
RESOLUCIÓN: 
Aplicando el teorema del resto se tiene: 
(er 1=-1>3 PO) = altri” +1 [Gr 1 Í +2 
>Ríx)=-Sx+ 1)41 
Finalmente, el resto es: R(x) =- 34 - 2 
RPTA; “D” 


Cc)o 


PROBLEMA 15: 

Halle un polinomio P(x) de tercer grado que sea 

divisible separadamente entre (x + 3) y (x-2), que 

su suma de coeficientes sea 12 y que su término 

Independiente es 12. Dar el resto de dividir: P,,, 

entro (6x + 6). 

46 B) 13 

RESOLUCIÓN: 

Aplicando la 1? propiedad de la divisibilidad y por 

el algoritmo de la división se tiene: 

Pla) =(x% + Mx — 2)q(x) > Plx)=(x + 3)x- 2)(ax+b) 

Por dato: P(1) = 12 y P(0) = 12, entonces a = 6 y 

b=-2 

Luego el polinomio es: P(x) =(a: + 3)(x -2)(6x - 2) 

Por el teorema del resto: R=P (-1) > R = 42 
RPTA: “E” 


C)12 DJ 24 E) 42 


PROBLEMA 16 : 
Un polinomio P,,y de tercer grado, al dividirlo entre 
(2-1), (a +2) y (x— 3) da el mismo resto 3. Si se 
divide P,,, entre (x-+1) se obtiene como resto 19. 
Calcule Py, 

46 B) 13 
RESOLUCIÓN: 


C)39 D)24 E) 18 


Por el algoritmo de la división se tiene: 

Plx)=(x-—6Mx—4)q(x)+ 4 

> Pla) =(x —b)(x — d)(ax + b)+ 4 

Por dato se tiene que: P(-1)=34 y P(1 )=40, luego: 

a=1lyb=2 

Finalmente el polinomio es: 

Pla) = (x-5)Mx- d)lx +2) + 4 > P(0) = 44 
RPTA: “A” 

PROBLEMA 18 : 

Al dividir 2F (x) + 3 entre (+ -1) el residuo es 29; 

al dividir 4F (x) + x entre (x- 2) el residuo es 110. 

Halle el residuo de dividir FF (x) entre el producto 

(a -1)(x -2). 

4x3 B) 14x-1 

RESOLUCIÓN: 

Por el algoritmo de la división se tiene que: 

Fx) = (x-1)x- 2)q(x) + ax +b 

Pero por dato se tiene: 2F(1)+ 3=29 y 4F(2)+2= 110. 

de donde se obtiene: F(1)=13 y F(2)=27, 

reemplazando en el polinomio se determina que: 

a=14yb=-1 

Finalmente el residuo es: R(x) = 14x- 1. 
RPTA: * 


C)l+x D)3x EJo 


PROBLEMA 19 : 


Halle el restoen: 7.27 +bta+3)0 +1 


(x-2)(x-3) 


A) 6% B) 1342x% C)12 
RESOLUCIÓN: 
Por el algoritmo de la división se tiene que: 


Ux-2) +6(x-3)% + 1=(x—2)(x-3)q(x)+0x + b 


D) 12% =28 


CALETA 


160 15 AS CICLO PEDIA 2012) 


Por dato se tiene: 
Sir=2>2a+b=-4 
Six=330 +b=8 
Resolviendo el sistema se tiene: a = 12 y b =- 28 
Finalmente, el resto es: R(x) = 12% — 28 

RPTA: “D” 


PROBLEMA 20: 


16 24 2 

Determine el resto en; 24435717443 0 
, al 
indique el coeficiente del término lineal. 
AJ6 — BJ1 C)12 — D)-3 
RESOLUCIÓN: 
Multiplicando el dividendo y divisor por el factor 
(+ -1) y simplificando se tiene: 
27 47 2007 nl ed 4203, por el 
x*-1 

teorema del resto para x* = 1, se tiene que el resto 
falso resultante es: 


Ry(x) =- 3x* +6x-2 = (2 -1)(-3x* -3x* -3x+ 2) 
Luego el resto verdadero es: 


Ry (x)= HE) De? — 242 


x+. 

Ry(x) =-3x* — 3x? -3042 
Finalmente, el coeficiente del término lineal es: -3. 
RPTA: “D” 


Ds 
1 


PROBLEMA 21: 

Si al dividir P(x) separadamente entre (x 2) y 
(+ - 3) se obtiene el mismo residuo 6, el término 
principal del polinomio es 2x* y el término 
independiente es 17.Determine el resto de la 
división: P(x)/(x 1) . 
A)6-x B)13 
RESOLUCIÓN: 
Por el algoritmo de Ja división se tiene: 

Plx)=(x —2)(x -3/Q(x)+5 => P(x)=(x — 2(x —3)(2x + B)+6 


0)12  D)12 


Para: 
x=0 >P(0) = (-2M(—8)B+6 =17 >B=2 
Luego el polinomio buscado es: 

Plx) = (x — 2)(x — 3)(2x + 2) + 5 Finalmente, el 
resto es: 

x=1> P(Y)=(-1(-2)(4) +5 P(U=13 


PROBLEMA 22 : 

Al dividir un polinomio cúbico de coeficiente 
principal 3 entre (x* — 9), se obtiene como residuo 
6. Además, el término independiente del polinomio 


es -3. Luego, halle el resto de dividir el polinomio 
entre (2-2). 
4)6 B)22 CJ0 
RESOLUCIÓN: 
Por el algoritmo de la división se tiene: 

Píx) = (2 3Mx + 3)Q(x) +6 
Usando el dato del problema se tiene; 

P(x) = (x- 3)(x + 3)(3x + B) + 6 
Pero: x=0 > P(0)=(—31(3(B)+6=-3 > B=1 
Luego el polinomio es: 
Plx)=(%- 3M(x+3)(3x+1)+ 6 

Finalmente el resto es: P(2) = -29 


D)-29 Elx+3 


RPTA: * 
PROBLEMA 23: 
Al dividir un polinomio P(x) entre (x— 3) el residuo 
es 6, pero al dividir P(x) entre (x + 3) el resto es O, 
Luego, halle el resto de dividir P(x)/(2*- 9). 
a4J6 B)jx c)0 D) 2-x E)x+3 
RESOLUCIÓN: 
Por el algoritmo de la división se tiene: 
Plx)= (x% —8)(x+3)Q(x)+Ax + B 

Usando los datos se tiene que: 

P(3)=6  =>3A+B=6 

P(-3)=0 =>-3A+B=0 
Resolviendo el sistema resulta ;A=1 A B=3 
Finalmente el resto es: R(x) =x +3 


PROBLEMA 24 : 


En el esquema de Horner mostrado, determinar el 
valor de: 


ANI a PTA E 
m d ¿ 
2 UU 
e 
n 2 pi 4 
a)6 B) 13 C) 12 D)24 E) 18 
RESOLUCIÓN: 
Del esquema; 
en=3 emn=9 >m=3 


e2n=d >d=6 
*-2m=e >e=4 
e1l+d+e=p >p=1 
e2p=h >h=2 


+a0+9=2 >a=-11 
e-4=f 

épm=g >É8=3 
eb+f+g=4 >b=5 


(Enxc > RUBINOS MEC E DIVISIÓN DE POLENOMIOS 
ecih=3>c=8b PROBLEMA 27: 
+ Luego: Hallar mm +», sabiendo que la división: 
(m+n+p)-(a+b+e)=7-(18 =18 3 mana? 042 
RPTA: “E” E 
243 
PROBLEMA 25 : Darro ba 10 
Del esquema de Paolo Ruffini. : AJO B)-1 C)-3 Dp11 E)? 
[EN RESOLUCIÓN: 
EA A Po E ; 
de a A 2 
| EA o a O, Ny m E i 
Determinar la sumatoria de coeficientes del y h 
polinomio dividendo. - 0.0: 
AJO B)30 C)70 D)-30 E)-50 N 0 ; 3 2 
RESOLUCIÓN: Ny pel) 
+ Del esquema: CA n 
*A=£ eL(-1)=1 > =-1=A 3-0 (mo) n ¿ (3m+26) (2-30) 
«Br1=-d — «dU=3>d=3;B=4 A 
«CiB=e  «(U=5>c=5;C=8 OBSERVACIÓN: 5d 
«Di5=b  «b(1)=7 >b=-7;D=-12 
«EsTza  »a(1)=9>a=9; E=-6 E AN 
A de aquí ES 
>A+B+C+D+E+F=-50 » 
RPTA: “E” 2-3n=-10—>n =4 
PROBLEMA 26: >m4n=11 
RPTA: “D" 


Si al dividir 6x*+6x*-1 entre x + 3x*-2 se obtiene 
un resto de la forma mx + n, calcular m-n. 
AJO BJ1 c)2 D)-2 E) -1 
RESOLUCIÓN: 

»Efectuando la división por Horner 

*Recuerde completar el dividendo 


3 6 5 0 o -— 
Z] AE 


A 


»Entonces: 


R(x) =x +1 =mx +n.. 
*deaquí :m=1 y n=1 
>m-n=0 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 28 : 
Sea: Qlx) =ax* +bx +0 e 
el cociente de la división de 2x1 +3x* 841 = 
entre x?- (x +1) 


Calcular: a -b+e a | 
40 B)2 C)4 DF4>—EJL 
RESOLUCIÓN: 
* Dividimos por Horner : 
ES 1 
1 2 
¡yO 
EN E 
iS 0 
Q6) 


CAL AEIENEAA Fires TAN CICLOPEDIA 2012) 
OBSERVACIÓN: 
T SE + + + 
Q() =20" +6x 1 max” +bx +0 ....(dato) als 20 
*de aquí: a=2;b=65 y c= -3 6 -2 
>0-bro=-4 SS 
RPTA: “D” 3 
PROBLEMA 29 : ; 
Al efectuar la división: AÑ 33 
ere rt ba 167 4 304 2 AE | 2 4 
o e 
ds Coef: Cociente — Cost Resto 


Se obtiene su residuo: 
(6m + 4n)x + (m +2n) 
m 
Encontrar el valor de: 7". 
4)0,25  BJ1  C)0b 
RESOLUCIÓN: 
»Dividimos por Horner: 
AE 06: A 


D)0,126 —E)-1 


+ de aquí: 
R(x) =4x -4 =(6m +4n)x +(m +2n) 
OBSERVACIÓN: 

Gm +4n=4 y m+2n=-4 


* Resolviendo el sistema: m=4 ; n=-4 


m 
mrartal 
4 
E RPTA: “A” 
PROBLEMA 30 : 
Halle la suma de coeficientes del polinomio lineal 
que se le debe restar al dividendo de la división: 
(8%! 42% +2x +3) + (1 +3x + 4x*)para que sea 
exacta: 
4)6 B)4 
RESOLUCIÓN: 
ext+ ga y 2043 
ax? + 3041 
*por horner: 


C)7 D)-3 EJ6 


* Luego: R(x)=9x+ 1 
+ Se le debe restar: Ríx)= Lx + UY 
8 = 5 
RPTA: “E” 


+ Suma de coeficientes: R= 


PROBLEMA 31 : 
Sial dividir: P(x) waxt+bx9+ cx? + 8x+ 1 entre 
x2-x+1 se obtiene un cociente cuya suma de coeficientes 
es 22 y un resto R(x)=10x 1. Hallar a+, 
A) 133 B)42 0) 67 D) 61 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicando Horner : 

tija b CL 18, y 


E) 50 


ES a 0 

a NÑ (a+b) (a—0) 
¡+ (0) 

(br): 10 7 
E 


a (ar 
q(x) Dato 

OBSERVACIÓN: 

*B-a+c=10> c-a=7 

*1-b-c=-1>b+c=2 

*Recordando: a +b=-5 

*Por dato: q(1) =a +(a +b) +(b +c) =22 


5 2 
a-3=22>a=2 


c=32>34a +0 =57 


PROBLEMA 32 : 
Calcular «a», sabiendo que la división: 


4 
470? +ax+ 16 E 
+2 


(EDICIONES KUBINOS 


o LE Pess 


DIVISIÓN DE POLINOMIOS ) 


AJ20 B) 30 c)-7 
RESOLUCIÓN: 


DJ0 E) 31 


*Utilizando el teorema del resto. 
1) Haciendo el divisor a cero: 
x+2=0— x=-2 
+Reemplazando este valor en el dividendo: 
Resto =(-2)' + 7-28 +a(-2) +16 


+Ahora: consideremos el dato que la división es 
exacta, entonces el resto es igual a cero: 


16 +28 -2a +16=0 —> a =30 


RPTI 

PROBLEMA 833 : 
El resto de la siguiente división: 
208 3460 ¿li e 

1 
AJ9 B)-6 C)-16 
RESOLUCIÓN: 
»Aplicando el teorema de restos: 


D)J13 


E) 6 


DA-1=0 3? =1 

*Reemplazando este valor en el dividendo: 

Resto = AJO A AAN 7 

Resto = II" 31% + 517 - 6/14 14 7=13 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 34 : 
Hallar el resto de: 
(54142) (+3) (+4) +07 4 
a? +bx-1 
A)x+12 B)7 C)2x-7 D)-5x +3 E)-5x+32 
RESOLUCIÓN: 
* Por el teorema del resto: 
Dx*+5x-1=0 —“+5r=1 
II) Resto = (xi+6x +4)(x*+6x + 6) +x*-4 


E 


x7+x*-4=35+1-5x-4 
5x +32 


>Resto = 
>Resto = 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 35 : 
Calcular el sexto término del cociente al dividir : 


438 _ 38 

2? 
AAN B)x9 po C) ax po 
D)1 Ex" pb! 


RESOLUCIÓN: 

* Sabemos que: 

AED 
u—-b 

+ En lo dado: 

(22 99- (62 9 
«262 


ST, =a%p1 


—>T, 


— Tg = (219-662 61 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 36 : 
Si A es el penúltimo término del cociente notable 
generado por: 40 y. y10 


x1+y 
Hallar A 
Ajx9y?  Braty!  C)xty?  D)xty  Ejbxty 
RESOLUCIÓN: 


A de términos del CM. = 2 =10 
»Donde A ocupa el lugar 9 (penúltimo) 


Luego: 
lo = (at )09 yo 


>A=x! y 


PROBLEMA 37 : 
Si al efectuar la siguiente división: 
2a+3b+26_,5a+2b-12 
E A o 
53 
cociente notable cuyo número de términos es 11. 


, se obtiene un 


Hallar: $ 


5 7 17 17 17 
a BE Aa A Ds 
RESOLUCIÓN: 
*Si es un cociente notable se debe cumplir ; 
2a+3b+2b _ Sa+2b-12 
A A 


»Efectuando convenientemente. 


CALA ac) TN CICLOPEDIA 2012) 
“Entonces: 2 =Z * Como el residuo es nulo: 
Sa RPTA: “B”  —>m+9=0>m=-9 


PROBLEMA 38 : 
El residuo de la división: 

25 +7%* -50x* - 173%” --22x + 60. 
entre x*-2-15 es; 
AJO Bji?-x? C)2x+4 D)2x-4 Ejx+4 
RESOLUCIÓN: 


*Aplicando el método de Horner: 
2 7 -60 -173|-22 60 


> Residuo : 0 


PROBLEMA 39 : 
El residuo de la división del polinomio: 


-20y+(y-2) 202 


entre a /y—/z es: 
Blz=y BJO Cjy=z D)2xJlz  E)-2xWJz 
RESOLUCIÓN: 
*Aplicando el método de Ruffini: 
1 d0: 29-27 0 ¿0 
dEl | diz H 
+2+2 


O 


* Entonces: r=0 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 40 : 
Determine el valor de «n» para que: 
+30 bd man 
sea divisible entre: 22 +x-2 
AJ12 BJ10 0)8 DJ-6 EJ-10 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicando el método de Horner: 
123 -5| m 1 
7 
a als 
2 6 -10 
723 3|(m+9) (5-10) 
a 


WS A PE 


> -n-10=0>n=-10 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 41 : 
Determinar m y n para que el polinomio: 
dx +20 ma? +3x+n 
Sea divisible por:1*—2x+1. 
Indicar el valor de: m +n 
AJ17 B)13 Cj16 D)14 EJ16 
RESOLUCIÓN: 
*Por el método de Horner: 
114 2 —m 3 n 
Ss 4 
2 20 -10 
32-2m m-16 
5 
4 10 (16m) |(25-2m)(m+n-16) 
* Por ser divisible: 

25 
25-2m=0>m=2=8 
men-16=0>m+n=16 

RPTA: “ 


PROBLEMA 42 : 


Qué valores deberán tomar “a” y “b” para que el 
polinomio: x“—ax+b sea divisible entre: x?-4 


Bja=8;b=16 
D)Ja=16; b=0 
RESOLUCIÓN: 
* Dividiendo por el método de Horner: 
a b 
16 
0 0 


1.0 4 0|(a-16) b 


* Por ser divisible: a-16=0>a=16 


>b=0 
RPTA: “D” 

PROBLEMA 43 : 

Se sabe que:x*+ma? +n 

es divisible por: 2 +x +1 

entonces: m+n es igual a: 

AJ6 BJ5 CJ4 DJ3 EJ2 


RESOLUCIÓN: 


(EDICIONES RUTIÑOS 


SA sl 


DIVISIÓN DE POLENOMIOS ) 


*Utilizando el método de Horner: 


de 1 
Por ser divisible: 


(1-m) (n-m) 


. 


1-m=0>m=1 
n-m=0>n=món=1 
* Entonces : m4+n=2 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 24 : 
El residuo de la divi 
6 ay —Grty? +69? —8y! 
2x7 +ay-2y 
es igual a: (-16), cuando “y”es igual a: 
A-3 BJO C)2 D)J6 
RESOLUCIÓN: 
* Dividendo por el método de Horner: 


-y -6y' | 5y* -3y* 


EJ3 


2y* |-4y? 
| 81 
2y y |0-.y 


*Por dato: -y! =-16 


*de donde: y =2 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 45 : 

Qlálés el valor de «mo: para que: 
2m3? mix? —8x 

sen divisible por: 2x7 


AJ2 má 0)-2 DJ 


RESOLUCIÓN: 
*Empleando el método de Horner: 


1|2m 0 -m? -8 0 


2m 2m* 
m mi+2m 


mi+2m? 


2m 2m (m*+2m) 


(Sm? + 2m - 8) (m*+2m*) 


*Por ser divisible: 
3m* +2m-8=0>(3m-4)(m+2)=0 
ó em=-2 
m?(m+2)=0>m=0 6 m=-2 
*El único valor común para los 2 pares de soluciones 


es m=-2 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 46 : 


Qué valor debe darse a «m» para que el polinomio; 
x*-max*+matx-a* 
sea divisible por: x*-ax+a? 


Ala B)2 C)-at D)3 
RESOLUCIÓN: 
* Dividiendo por el método de Horner: 
[1 -ma | ma? -a* 
a a a* 
-a* ad-ma? -a*+ma? 
| 1 ama () (ma? - 2a*) 
* De donde, para que sea divisible: 
a'(m-2)=0>m=2 
RPTA: “B' 


PROBLEMA 47 : 
Sila siguiente división : 
(23t+60y+ 92704 6y%2?) 
(27 +y7+ xy) 
Tiene como oi cociente; 


Qlu;y) = Y * +axy+by? 
Tiene como polinomio resto: R., rra 


Entonces el valor de: Y = pS es: 'j 

21 21 
A mz C) A D) ES E) SET 
ERGO 


*Ordenando los polinomios: 
2 + ba y + xy? 4 Tay? + y 
2 + ay y? 
*- Dividiendo por Horner: 


Sy 6y* 


Can IEA 


JAS) TACO EI 


=> Oo) a + ay by? 


. 7 1 
A Ri)? od ecyix+ dy? 


sa=200=hne=Índ= E 
* Entonces: Y 
3 AS 


PROBLEMA 48: 
Sila siguiente división: 3:04 mx? +nx? a+ 2 


*Luego:[(n+4)x+1]' =4x*-4x+1 
(n+4)'x*+2(n+4)0+1=4x* -dx+1 


> 2(n+4)=4>n=-6 


“Entonces: m=6An=-6 


PROBLEMA 50 : 


El esquema siguiente muestra la división de dos 
polinomios según la regla de Horner: 


aje -2b de 


+3 
Da como residuo 5x-10, entonces el valor de 
T=m+n es: 
ay B)5 
RESOLUCIÓN: 


*- Aplicando Horner: 


crm 


D)J7 EJ4 


* Dela 3ra columna 
* De la 4ta column 
* Luego: T=m+n=11 


* RPTA; “A” 
PROBLEMA 49: 
Silal dividir el polinomio: 4x%-4x* + max? + nx +2 
¡tre 17 +1, se obtiene un residuo tal que elevado 
al cuadrado es igual al cociente, entonces los valores 
dem y n respectivamente son; 


AJb y -2 B)Jy-6 C-2v5 
DJ-6y 5 E)-5 y 6 
RESOLUCIÓN: 


* Por dato: Ri, É ga) 
* Luego por Horner; 


1144 min 2 
7 0.41 
o i4 
100 4-m 


14 m4in+4 6m 


> q) = 45? 4: +(m-4)a FR, =(n+4)x+6-m 
*Como %x) es cuadrado perfecto, entonces: 
m-4=1>m=5 


b bd 3d 
po bf cf ;b=a+e 
NN 


Entonces el valor de: 
T=at+bi+ot+di et ptes: 
D)237 


AJ222 B)227 
RESOLUCIÓN: 
*De la 1ra columna: e=ad + 


C)232 EJ)242 


*Al efectuar los productos: ed =3d e =3 
*En la 4ta columna: 3+3/=3>f=0 
*Ahora en la 2da columna: -26+ bd =f +>d=2 
*En la Sra columna: 9+3d+bf=0>e=8 
*En (1): B=a(2)>a=4 
* Pero por dato; b=a+e>b=12 
* Entonces: 
T=4'4+12%+3%4+2*4+8*+0* =237 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 51 : 
Si la siguiente división: (+%+x"+ ax? +b) entre 
(Es +x1 4 cx + 1) es exacta, entonces el valor de 
=abc es: 


AJ B)2 Cy4 DJS EFI2 
RESOLUCIÓN: E 
“Aplicando Horner: 

1110 1 | a 0 b 

3a| 1 <|[x1 

e 1le 1 

5] e-2 e*-2e c-2 


1 Ze o 00 
*De la 6ta columna: 


1+c*-2c=0>(c-1)=0>e=1 


(EDICIONES BUBINOS 


[ptes MEZAD [pits 


DIVISIÓN DE POLINOMIOS 


* En la 4ta columna: 
a-1+ce+c-2=0>a=1 

* En la Gta columna: b+c-2=0>b=1 

* Luego: T=abc=1 


RPTA: 
PROBLEMA 52 : 
Silla siguiente división: 
(3ma" +3nx'+(5m* +3p)x" +9mnx? + mnpx+ n?) 
entre: (mx* + nx+ p) es exacta, entonces el valor 


de T=L(m-16), es: 
m 


5 2 4 3 
AJ5 Ll O DE El 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicando Horner: 
mj3m 3n 5m"+3p 9mn | mnp —n* 
>. 3n  —3p 
-p 0 0 

-6mn | -6mp 
An? Amp 


*De la Gta columna: 


ni-4np=0 >n=4p .. 


* De la 5ta columna: mnp -6mp - 4n2=0 
*Reemplazando (1): 


mídp)p-Gmp-4(4p)'=0 >, 4p(m-10)=%2% 


PROBLEMA 53: 
Si la división: Ax*+Dx*+Cx+D es exacta, 


Dx*+E 
entonces una relación entre los coeficientes de la 
división es: 
AJD+E=C4+4A BJAC=E CJAD= EC 
DJA+D=C EJAC=DE 


RESOLUCIÓN: 7 


*Aplicando Horner: ANP 


¿AR 
D 
0 -E 
o 0 


*De la 5ta columna: D-E=0>D=E 


"Dela 4ta columna: C-=0+0=A 
*Multiplicando : D=E 
*con: A=C,, se obtiene: AD=EC 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 54 : 


Hallar el valor de «p», para que al dividir el 
polinomio: 

ax bx (14 p)x+7p+9 
entre (x: +1) el resto de la división es cero. 


21 1 1 1 1 
E 2 20 DJ=G E) 3 


RESOLUCIÓN: 
* Por el teorema del resto: +1=0>x =-1 
% Luego: 

R=4(1)' -5(1)' -(14+ p)(-D)+7p+9=0 
* Efectuando: A 
56414 p+7p+9=0>5 Bp+1=0>5 p==g 

RPTA: “C” 

PROBLEMA 55 : 


Sea 2x*+10x*-1dx-3, ¿cuánto hay que 
aumentarle al coeficiente de x* para que la división 


entre (1-3) sen exacta? 
AJu B)12 C)-10 
RESOLUCIÓN: 

* Del enunciado la división: 
2x* +(10+a)x* -14x-3 
3 

* Es decir: R=0 

* Por el teorema del resto: 
D x-3=0 

MDx=3 

TI) R=2(3) +(10+a)(8*) -14(3)-3 


>0=54+9(10+a)-42-3 


D)-11 EJ12 


es exacta 


> 0=9+9(10+a)>-9=9(10+a) 
> 10+a=-1>a=-11 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 56 : 
Hallar el valor de «k» para que el polinomio: 
uo + uo 
u+v+w 


sea divisible entre: 


Ca ENEE 


Atess E NCICLOPEDIA 2012) 


A)Jk==3u10 B)k=3 C)k=3uww D)k=0 EJk=-3 
RESOLUCIÓN : 
* Utilizando el criterio del teorema del resto: 
u+v+w=0=>u +" +w"=3uvw (identidad 
condicional) 
*Reemplazando en la expresión propuesta: 
3uvw+kuvw= 0 (por ser divisible); de donde: 
kuvo=-3uww> k=-3 
RPTA: 

PROBLEMA 57 : 
Cuál debe ser el valor de r para que el polinomio: 

20 +20 y -ay+r 
sea divisible por: 1+ y 
Aly B)y C)2y 
RESOLUCIÓN: 
*Por el teorema del resto: x+y=0>x=-y 
*Reemplazando en el polinomio: 


R=2(9) -2(97 y-(1(y)+r=0 

divisible) 

*De donde: -2 +2 +y%+r=0>r=-y? 
RPTA: “E” 


Djy DS 


(por ser 


PROBLEMA 58 : 
Cuál debe ser el valor de «m» para que el polinomio: 


A+m(a-1)a*+a*(mx+a-1) sea divisible 
entre: -a+1 

AJ-1  Bj-a Cia  Djaó-1  Eja-1 
RESOLUCIÓN: 


"Aplicando el teorema del resto, se tendrá: 
x-a+l=0>x=a-1 
*Reemplazando en la expresión: 


(a-1)+m(a-1)'+a*m(a-1)+a"-a* =0 (porser 
divisible) 

>(a-1)' (m+1)+a?[m(a-1)+a-1]=0 

> (a-1) (m+1)+a* (a-1)(m+1)=0 
>(m+2)(a-0)[(a-1)+a*]=0 


*De donde: m+1=0>m=-1 
RPTA: 


PROBLEMA 59 : 
Al dividir un polinomio Pa) entre x*-—1,se obtuvo 
como residuo: 24% + ma* +nx +12 81 se sabe que 


el resto de dividir. P,,, entre (x*-1)es cinco veces 


el resto dela división de P,, entre (2%+1), 
entonces el valor de T=m+n es: 


AJ16 B)-15 cr6 DI-9 EJ 
RESOLUCIÓN: 
*Se tiene que: 
» Py =(3*-1)Q,., +20 +mx*+nx+12 
laz 
+ Po = (3 -2)Q12) + Eno). 
Pay 5 (1+1)422 + Raro 
Bayas = 8 gps) 


* Por el teorema del resto: 
*En(D: x*-1=0>x*=1 
P=[(Y Ja) +2(7)em(=)ene+i2 
* Reemplazando: 
Ri) 04204 m+nx+12 
> Ria) = (241) 3 +(m +12) 
*En (1D): x*4+1=0>x*=-1 
Po=[() Ja. +2 (+) +m(=")+n+12 
*Reemplazando: 
Raja) 0 -2x -meinx+12 
> Rap.) = (n-2)x+(12-m) 
*Luego como: R,., =5R,,,, 
> (2+n)x+m+12=5(n-2)x+6(12-m) 
> 2+n=5(n-2).m+12=5(12-m) 


> n=3nm=8 
"Entonces: T=m+n=11 
RPTA: “E” 

PROBLEMA 60 : 
SiA, =3-4x+m+1; B,,=x*-(m+1)x+4 
admiten un factor común lineal, halle «m», si 
A) * By9meZ, 
AJO BJ3 c)2 
RESOLUCIÓN: 
*SiA,., y B,,, poseen un factor común, también 
A. + Bj, Posee el mismo factor. 

Als) 7 Bi) = (1 -3)x +(m-3) 

ES A, (m-3)(=+1) 


DI6 E)-10 


(EDICIONES ROTT 


PEC 100 NI 


DIVISIÓN DE POLINOMIOS ) 


*Este polinomio debe dividira A.., y Bj, 
Aa _ 1d +m+l 
Aa By (m-3l=+2) 
*Por teorema del resto: x=-1 
B=A,y=(-1) -4(Y)+m+1=0> m=-6 


PROBLEMA 61 :; 
Si P es un definido 
P,y=0x +bx"+ex-8 tal que el residuo de 
dividir P,., entre (x+3) es 6. 


Entonces el residuo de dividir P,, entre (1=3) es: 


polinomio 


por: 


AJ21 B)18 Cj22 D)J16 EJ13 
RESOLUCIÓN: 


* Aplicando el teorema del resto: 
x+3=0>x=-3 

* Luego: P.,,=6 

> a(-3) +b(-3)' +c(-3)-8=6 

> 243a + 27b+ 30 =-14.... 


%Se pide: 
Nuevo resto =P. =a(3)' +b(8)' +0(3)-8 


=243a + 27b+ 3c-8 


14. (pori1)) 


2 (1) 


*Entonces: 
Resto pedido=(-14)- 8 =-22 
RPTA: 


PROBLEMA 62 : 


Un polinomio P.,, de tercer grado tiene el mismo 
valor numérico 16, para Y=-1, *=-2 y x=3.Si 
la suma de sus coeficientes es 3, entonces el 
polinomio Py, es: 


Ajf+x?80+9 Bjx*-2x49  C)2x"-a? 
Dix? -7x-6 Ejx? 749 
RESOLUCIÓN: 

*Datos: 

P,=3 


Py =16> Pe) = (2 +1)9 x=) +16 
Pi9) 515 > Pe = (3 + 2)992) +15 
Pe) = 16 Pio) 5 (%-3)092) +15 
*Entonces, por propiedad: 

Po = (2 +1)(x+2)(x - 3) q/,) +15 

* Donde: 9, es de grado 0 >Q/,) =4 
> Pas) = (+1) (7 + 2) (+ -3)a +15 


* Pero P,, =3 >(2)(3)(-2)a+15=3 
> -da+b=1>a=1 
* Luego: Py =(x3+1)(3+2)(x -3)+ 15 


> P 


19 = 5 7049 


RPTA: 


PROBLEMA 63 : 

El cociente de dividir un polinomio de tercer grado 
entre (2x—1) es: (x*+21-3) y el resto al dividir 
dicho polinomio entre (21 +1) es 1. 

Averigie el resto que se obtiene al dividirlo entre 


(2-2). 
AJ-6,5 B)-15 CJ4,5 D)3,5 EJ2,5 
RESOLUCIÓN: 


* De la identidad fundamental de la di 
(+? +23) (2: -1)+R.... 


EE 1 
—- tienen como resto 1->P|-|=1 
2x+1 2 


* Para x=-1/2 


“En (D: 1 (Error 


13_ 


* Piden: P, =R>P, = 
El la 


z ( 


PROBLEMA 64 : 


Un polinomio P,, se ha dividido por (2x+1) y 


(=—1) hallándose los residuos 6 y 3 
respectivamente, entonces el resto de la división 


Pes) + (25+1)(21)es; 


AJ2x+3 B)-2x+4 C)2x-3 
D)-2x+5 E)2x-b 
RESOLUCIÓN: 


Ry =(00 09) +07 1) =0 
E) 


Pi) = (5 -D)9a2) +3 Py) =3 


hi0) 


* Se pide el resto de: 6) — 
de) 


* Sea R,,=ax+b, entonces: 
P, =(2x+1)(x-1)q,.) +0x+b 
> Para: x= Py jes 


CA AEB 


5 ETOO)|  RATTTTTA FITO 


> -a+2b=12 
* Para: =1; Py 
> a+b=3 


*% Resolviendo: a=-21b=5 


=0+a+b=3 


* Entonces: R,,, =-2x +6 
. RPTA: * 


PROBLEMA 65 : 

Determine el valor de ay, sabiendo que al dividir el 
polinomio: P,=a,x"+ax"+a*+1 entre los 
binomios (x*+1) y (x*-1), se obtienen dos 
residuos que sumados dan 8. 


An BJ2 CJ3 DJ4 EJ5 
RESOLUCIÓN: 
* Por el teorema del resto; 
y e Hal+l 
a+1 
> KR, =a0(; Y rar(a)ert +1 
*Donde: a*=-1>R;=a,-a,x 
m AS 
«1 
ae 
> R)= ay(»*) +ajx(3?)+ a? +1 
*Donde: x*=1-> R¿=0,+0,/:+1+1 
* Por dato: R¡+R,=8>2a,+2=8>a0,= 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 66 : 

Al dividir el polinomio Pi») entre (6x*+18x) el 
residuo os(2w+1),si se divide P,, entre 
(ar -204) el residuo es (6x+1), entonces el 


residuo de la división Ry) +(-3*=81-15) es: 


AJ10x+33 B)15x+28 C)13x+30 
D)l4x+29 “EM2x+31 
RESOLUCIÓN: 


* De: P.,,=(6x*+18x)q,,) +2x+1 

AB= (as -20x)qu(s) +6: +1 

> Pi) =6x(x+3)q,.) +20 +1 

AP) > 4x(x+05)qy 2) +0x +1 

* De donde; A. =-57P. ,=-29 

*Sea R,=ax+b el resto de dividir: 

Py entre (-x?-8x+5) por el algoritmo de la 
división, se tiene: 


Pey = (=3?-8x-16) q.) +ax+b 


-5: Py =0-ba+b=-29 
* Resolviendo el sistema: a=12b=31 
* Por lo tanto: Ry =12x +81 

RPTA; “E” 
PROBLEMA 67 : 
Al efectuar la división indicada: 

(2-2) +(x-3)+(2-4)' +10 

(+-2)(+—3)(+-4) 


se obtiene como residuo: 
AJ49x? --214x + 211 
C)J49x? - 21x- 21 
RESOLUCIÓN: 

* Por el teorema de Euclides: 


B)49x* - 21x +21 
D)49x? - 21x + 211 


(«-2) +(1-3) + (2-4) +10 
=(x-2)(x-8)(x-4)Q/,) +ax* +bx+c 
Pava: x=2:4a+2b+c=-21. 
Para: 2=3:9a+3b+c=1 
2160 +4b+ 
*de (ID-(1) : 5a+b= 31. 
*de (II) AM): 7a + b= 129. 


*luego de (2)-(8): 2a=98 [a =49 
* En (a): [6=-214] 


? Entonces; Resto =49x* - 214x + 211 
RPTA; “A” 


PROBLEMA 68 : 

Si Pes un polinomio ral que Pg, = 21,Pi2) = Py) =3- 
Determine el término independiente del cociente 
que se obtiene en la división (que no es exacta) del 


polinomio P, entre (+—2)(+=3) - 

AJ2 BJ3 CJ4 D)J5 EJ6 
RESOLUCIÓN: 

“De py=210Ra=Fy=3 


* Sea Re y= axr+bA q) el resto y cociente de 
dividir P,, =(x -2)(x -3) 

> Ps 2) (7=3)q(-) +ax+b 
2:R=0+20+b=3 
1=3:Ry=0+30+b=3 


Xx 


(EOIIONES ROEÑOS 


MEE 


DIVISIÓN DE POLINOMIOS ) 


* Resolviendo: a=01b=3 
x=0: Po, =(6) 90 +b 


> 21= 690) +3 > 90) =3 
* Luego el término independiente de “gq”, será : 


4 =3 


PROBLEMA 69 : 
Si R,,es un polinomio definido por: 

Py =% ax +bx+c» Tal que F,, es divisible 
separadamente entre (x—a), (x-b) y (+-c), 
entonces el valor de T=a+b+e con bx 0 es: 


AJO BJ CI D)2 EJ2 
RESOLUCIÓN: 
*SiP,, es divisible separadamente por(x=a),(x=b) 


4.) 
y (x-c), entonces, también es divisible entre el 
producto; es decir: P,,, = (+=a)(x=0)(x-c)Q 
3 ax +bx+c=(2—-a)(x—bJ(x-c)Q 
* Como P., es MÓNICO; entonces Q=1; ahora se 
igualan términos semejantes. 
a=a+b+c >b+c=0 
b=ab+ac+be>b=a(b+c)+ be 

> b=a(0)+bc> b=bc 
*Dedonde c=1 y b=-1 
* De igual manera: e=-abe>a=1 
*Se pide: T=a+b+e=1 


«gr 


PROBLEMA 70 : 

Si la siguiente división: 

(2) 42142) +5(0+ 2) +3(2+2)' -7 
+ 40+5 

es inexacta, entonces el resto es: 

Ajx+2 B)2x+1 C)2x-1 D)jx+1 Ejx-1 

RESOLUCIÓN: * 

* Por el teorema del resto: 

a+ o=0> 13 +4x+1=0>(x+2) = 


* Acomodando el dividendo; 
qu 1 
Py =[(=+2)] 4[(+2)*] (+2) 
2]? 2 
+5[(++2) | +3(+2) (=+2)-7 
* Reemplazando (x +2)” resulta: 


> Ry SI 1(2+2)+5-3(2+2)-7 > =%-1 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 71 : 


2 
Si la siguiente división 24% %S os exacta, 
at-x+l 
la+e-5 
entonces el valor de KE es; 


AJO: BJ8 
RESOLUCIÓN: 
LS 
a ZA es exacta por (+1): 
2 


CJ6 Dja EJ2 


* Como 


(axro)(a+D)_ 7 arteria arto 
(+ -2+1)(=+1) +1 
*% Por teorema del resto: *+1=0>x*=-1 


“Pe, 


"Ree == 200% +0x—1-ax+e 


= (a) x -ax? +er+(x*) -axr+e 


EAN (2+D)+c(x+1)-(x+1) 
R, 
S, Ax) 
> Eye) = (+1) ar +01) > Ra) y 
(div. exacta) 
A E A REA 
Luego: K= E OS =2 


PROBLEMA 72: 


Ba y padel y dera 
Si la siguiente división: SE +03 7" +0 77, 
a+x+l 


inexacta, entonces el residuo es: 
BJNb-c)x+a-e 


ANa-b)x+b=e 
Clc-ajx+a—b Dia—-bjx+e-a 


RESOLUCIÓN : 
* Multiplicando , a ambas, por (x-1): 
(aser 0 e + ost) (s—1) 
(+2+)-0) 
Ed y ga y 0098 — 3 3 gato 


1 
* Recuerde que el resto también quedó multiplicado 


ES 


por (2-1). Por el teorema del resto. 


ti -1=0>x*=1 
*Acomodando el dividendo: 


Py =a(9) + b(x7) 3 +o(2%)" -a(=") 
bla) ae) 


+ Reemplazando x* se tiene: 


CALIBRA 


[Pei ¿0 


Boj =ax+bx* toa =bx=ex” 


b=c)x*+(a—bjx+c-a 
> Rep) =[(6c)x + ae ][x 1] 


9 Luego: Mn 00 Rm (boejeto=o 
RPTA: “B' 
PROBLEMA 73 : 
Si la siguiente división: 
(2-0) (+4) (+? 35 
(2-3) (+4) (2: -5) 
es inexacta, entonces el polinomio residuo es: 


A)28 B)28x? -28x 560 
C)28x? — 28x + 560 D)283* + 28x 660 
RESOLUCIÓN: 


*Dividiendo ambos entre (++4)(x-5): 
(2-5) (144) (x* -3%-17) 


(=+0(-5) (5) (+ 0)(x* 8-17) 
(CEOICTICS -3 
(+ 4)(x-65) 


* Por el teorema del resto: x-3=0>x=3 

* Reemplazando: Ry =(2)' (7)(27-9-17)"=28 

“Luego: Ry =Rp(3+4)(x-5)=28(1+4)(x-5) 
+ Ri, = 28x* - 28-560 


RPTA: “B* 

PROBLEMA 74 : 

Si la siguiente división: 

(E) 

es inexacta, entonces el residuo es; 

Aja? -1 Bjx*-4 

D)- +4 Ejx-3 

RESOLUCIÓN: 

(+ 2)(% +20!" +1) 
(2+2)(+*+x+1) 


C)-1+2 


* Factorizando: 


s2 16 
* Dividiendo entre: (« pan AE 
a+arl 


* Multiplicando por (w =1): 

(9% 4 221. +1)(=-1) al a a 201 
1 xa -1 

?Por el teorema del resto; "-1=0>x*=1 

Posa) +20) +: (9) 0? -2(27) 1 


+ 3r-2 


Re) 314234 xa? -2- 


R 
> Re (sE -2)> Re > +2 


* Luego: R,,=R,.(x+2)=(-x+2)(x+2) 
> Ry =-*+4 


RPTA: 
PROBLEMA 765 :; 

Si la siguiente división: 

(5 +2+2)(x-1" +(3+3)(x-1)” 

es inexacta, entonces la suma de coeficientes del 
polinomio resto es: 


AJO BJ2 Cja DJ8 EJ9 
RESOLUCIÓN: 


*Dividendo ambos entre (x-2), queda: 
(4 +2+2) (2-1) 
x+3 
* Por el teorema del restozx:+3=0>20=-3 
* Reemplazando: Ry =(-27-3+2)(-3-1)=116 
* Luego: R,,=Rp (x-1)” =116(x-1)” 


> Zoe y =Fy=0 


PROBLEMA 76 : 

Si el polinomio : 

Py > 27-20 420 +mx* +nx + p es divisible por 

(=+1)(=-1)(x-2) ¡entonces el valor de 

T=m+n+ p es; 

A)-3 B)-2 

RESOLUCIÓN: 

*Como Pq») es divisible entre : 
(7+2)(x-1)(x-2) 

Py =(a+1)(x- 1)(-2),.) 

* De donde, claramente: Py, =0 

> 1-2+2+m4+n+p=0 

> men+p=-1 


CL DJ 


EJ2 


RPTA: 
PROBLEMA 77 : 


Si el polinomio FP, = Ax" + Bx*+Cx+D es divisible 


entre q.) =x*-k*, entonces la relación que existe 
entre sus coeficientes es: 
AJAD=BC BJAB=DC C)AC=BD D)A=BCD 
RESOLUCIÓN: 
* Como P.,, =(x* —K*) no deja resto (1%, =0) 
* Por el teorema del resto: 

xt i=0> 2 =p? 


«Py =A(3 a+ B(u)+Co+ D 


*Reemplazando: 

Ry =A(4)x+ B(*)+0x+D 
> PR, =(AK*+C)x+(Bk*+D)=0 
> AR+C=0n BR = 
+ 10 E E + AD=BC 


RPTA;: “A” 
PROBLEMA 78 : 
Si el polinomio: 
(ma* +my mal +ayz (a+ yo 2”) 
es divisible por (6x-+ 6y-+62) , entonces el valor de 
mes: 
4-3  B)-5 
RESOLUCIÓN: 
* Por el teorema del resto: 
5(x+y+z)=0>x+y+2=0 
* Por propiedad de los productos notables: 
ay oz dl A E 
5 2 3 
* Además: + y 420 =3xyz 


$ (a +9 420) =(2% +9? +27) xyz 


2 2 1 
cz DIE E 


* Reemplazando en el dividendo: 


R=mfatayi+a)r haa y +2") =0 


s 2 2 
(mz 1 +y+2)20> m+=0>m= ” 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 79: 


Si P,, es un polinomio que cumple las siguientes 
condiciones; 
* En de tercer grado 


"Que p,,=0 

» Que sea divisible por (1-2) 

+ Que su término independiente: sea =8 

» Que al dividir entre (»=3) su resto sea 28 
Entonces el polinomio 
AJ(x—2)(x-1D)(3+4) 
Clx+2)(<+1)(x-4) 
RESOLUCIÓN: 


Ps) es: 
Blx-2)(x+1)(x +4) 
DI(-2)(2+3)(x+4) 


* Ry) =0> Ry es divisible entre (x+1) 
* Py es divisible entre (+=2) 
> P,) es divisible entre (%+1)(x-2) 
> Py =(3+1)(5-2)(ax+b) 
* TL py=-8>By=-2b=-8>b=4 


DIVISIÓN DE POLINOMIOS ) 
P.,, + (4-3) deja resto 28 

> Pig = 28 > (4)(1)(3a +b)= 28 

> 3a+4=7>a=1 

* Luego: Py =(x2+1)(+-2)(1+4) 

RPTA: “B” 


PROBLEMA 80 : 
Calcule “a” sabiendo que x?=x+a es un factor 
de 987%!" -1597:1% +1 
AJO B-1 .CJ2 
RESOLUCIÓN: 
* De la identidad fundamental de la división: 
987%)? 15979410 (3*=x+ 0) gayn(2) 
* Donde q,,, es un polinomio de coeficientes enteros. 
* Evaluando para x=0 tenemos: 

1= 49) 
>'"a"divideal>a=lva=-1 


D)J3- E)-3 


* Analizando para a=1 tenemos de (a): 


a) > Boy = 0 


* Por el teorema del resto: 
Da?d-x+1=0 


(a+1)(x "0 +1)  =(x+1)0 


mt o 
=>: =-1 
11)987x!? -1597%'* 41 


987(2") a? 10697 (3%)  x+1 


=1 -1 
* Notamos que el residuo no es nulo 


*«a» no puede ser 1 entonces nos queda la otra 
posibilidad a= —1; la cual satisface la condición. 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 81 : 


Dado el siguiente cociente notable ARA y 
Entonces el valor de «m», es; a - 
Elo 


AJ1 B)2 0)3 
RESOLUCIÓN: 
* Por ser cociente notable: 
3m+9_ 30 
m — m+2 
* De donde: m=2 vm=3 
* Ahora: 
número de términos= 6 para m=3 


Dja 


= número de términos 


AM AZ IEIEBESA 


TEO TIRAN CICLOPEDIA 2012 


de di ez 


*Con m=2 2 


PROBLEMA 82 : 
Si la siguiente división 
cociente notable, entonces indicar el valor de verdad 
de las siguientes afirmaciones: 

1) El cociente posee 17 términos 

1) m+n=85 

I)EL término central es; -a9y 


Amy 


genera un 


AJVVF B)JVFF C)JFFY D)FFF EJVVV 
RESOLUCIÓN: 
no 
« Para la división: EY Y 
ay +y 
* Si ésta genera C.N. puedo presentarse dos casos: 
*JER CASO: ("05 (7) 
(+): 
genera CAN si: 
*2DO CASO: 
Plan yan m A 
A = 7) genera CN si: 
y (a*+y*) a y 
m_19-n 
2 4 


Teniendo en cuenta el fer caso: 
* EL C.N. tiene 17 términos 


>> p es verdadera ... ... (VERDADERA) 
5 So =17>m+n=85 

> q esveradora... (VERDADERA) 

*El término central es de lugar: ma. 9 

* Entonces: £, =+(2%y9) 7" (97) =4x00yo 

> r es falsa (FALSA) 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 83 : 


En el cociente generado por se existe un 
término central que es igual a xSy2%, entonces el 
valor de T=a +b+e es: 

AJ730 BJ715 C)700 D)J679 EJ769 
RESOLUCIÓN: 

=> E genera CN. si Es hon como tiene un 


sólo término central, entonces n es impar y el lugar 
de aquel 7, es: 2-+1, entonces: 


mal, mL 
y 


2 
7 A 5 2- 20m" =7)-0 


> =33n0=99>n=67.0=99 


* Luego: 


Sd 07 7-07 
3+7 


3 
> o 670 
* Entonces: T=a+b+c=769 


PROBLEMA 84 : 
Si el término del desarrollo de: Y 


¡Y 
el número de términos del cociente notable, es: 


AJIG — BJ30 cu6 DJ36 —— EM2 
RESOLUCIÓN: 
36 36 
* Setiene: de dy 
Vado 
* Luego el número de términos, será: 3% - 5 
1 
RPTA: * 


PROBLEMA 85 : 
y + n_n 
Sien el desarrollo del cociente notable de == 


hay 14 términos, entonces el grado A] 
término que ocupa el lugar (m=n) es: 
AJ8 B)J16 Cj32 DJ64 
RESOLUCIÓN: 
* Del número de términos: 
n+3m _7m 
MEAT 
* De donde:m=8 y n=4 
* Se pide: 7,,,=7,=(3*)'"(91)' =="! cuyo grado 
es 32 


EJ72 


=14 


RPTA: e 

PROBLEMA 86 : 
Mz 1 
Dado el siguiente cociente notable ue A 


entonces el grado absoluto del décimo primer 
término en el cociente notable, es: + 
AJ26 B)32 C)28 D)30 
RESOLUCIÓN: 


EJ34 


(EDICIONES _RUBIÑNOS 


DIVISIÓN DE POLISOMIOS ) 


* Del número de términos: 3£+2_6N1 |, _g 
2 n-5 

* Se pide: 

7 =(4*) (9*)" =x*y% cuyo grado es 34 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 87 :; 
Si en el desarrollo del siguiente cociente notable 
ay 
del extremo final tiene por grado absoluto 38, 
entonces el número de términos que tiene el 
desarrollo es: 
AJO2 B)62 
RESOLUCIÓN: 
» En término de lugar 8 contando a partir del extremo 
final es: 

to=() (9) = ys 


* Luego: A SEN 


"el término de lugar 8 contando a partir 


C)61 DJ26 EJ26 


RPTA: “E” 


PROBLEMA 88 : 
Si ay? 210y 2-0 son lo términos equidistantes 
de los extremos en el desarrollo del cociente notable 


pa , entonces el valor de T'= amp es: 
«y 
AJ225 — BJ285  CI24B D)267  EJ822 
RESOLUCIÓN: 
* Como 1-9? genera CN FS =m 
E 
* Los términos dados son equidistantes, es decir: 


L=“y% nt, Sono 


1 =(e 36 DN IZ ay 
* De donde: k-1=4 » a = 4(n-k) 
>hk=510=4(n-5) 
e r)”- 
> 7(n-k)=2(a-6) >7n-23=2a 
* Reemplazando: 
7n-23=2(4n-20)> 7n-23=8n-40>n=17 


eye 


* Luego: a=4(17-6)=48 


mn 
Lal 7 
Sn "az 


* Entonces: T=a+m-+p=235 
RPTA: “B” 


+1 
como cociente un polinomio que es idéntico a: 


Aral Bj +1 
Chxl0-1 Dra 1 
RESOLUCIÓN: 
dl | 
A A E ES 
x +1 
100 _ 
A a z 
ci 
ad 1 
A O IE] 
| 
1 
20 
-1 
=p a 4 61 
a +1 


PROBLEMA 90 : 


Si: 2(a* -b*)' es uno delos términosen el desarrollo 
(a+b)"-(a-b)" 


del cociente notable , entonces el 
valor de n es: abr da 

AJ2 B)16 17 D) 18 EJ20 

RESOLUCIÓN: 


* Dándole forma a la división: 
(a+b)'-(a-b) __2 [e (a 4) 
a+b| (a+b)-(a-b) 


ab+b* 
* La expresión en paréntesis genera C.N. cada 
término de su desarrollo quedará multiplicado por 


+1: Sen ta el término dado, entonces: 


y (ab) =2 (a? -0*)' 
> (aro) **(a-b)*=2(0+b) (ab) 
* De donde: n-k-1=5ARk-1=5 
>hk=6A»n=12 


CAL GIIA 
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*En los siguientes ejercicios, calcular el cociente y 
residuo : 


(03) 2: +6x*+3%-2 Q(e)= 
+1 Ríx) 


Qu)= 
" R)= 


Qu)= 
Ríe 


(0) 7=-22"+55-10 te pe 10, 


deta 
x+1 


Lata dol 
=-2 


Qu)= 


Bx+xt+x—da? 
ptas ARES 


+ E 
zx Rm) 


9x* -Ex* —-16-4x+2x* 
x=-3 


ESE IN 
x-1 


a A 


(O) Dividir: dx" -5x* +35 3, 


e indicar su 


A 

residuo. 
a mai ol D)-3 EJO 
()) A dividir, su cociente es: 

6 ++ 2 +3 

+3 

AJ2x* +1 B)2x* + 1 Cj2x* +1 
Dj2x*-1 E)2x*- 1 


(3) Dividir: mar aa, e indicar el término 
independiente de su cociente. 


a Bja CJ6 DJ8 EJ10 
(Ed Al dividir 2X7Ex+6, su residuo es: 

=> 
AJ1 BJ2 C)3 Dj4 EJ6 


Qa dividir 4x7+21 +3: +6, 
+2 

Ax -3 Bj237-3 C)J2x+3 D)J2x "+3 EJ2x* +3 

(09 Dividir: 22+2x"-89+3 eindicar la suma 
+2 

de coeficientes del cociente. 

AJ B)-1 Cj2 D)-2 EJO 

(O) Indicar la suma de coeficientes del cociente al 


su cociente es: 


dividir: Sx?-32x* + 2x -63 
x-9 
AJG BJ10 CI5 D)-10 EJO 
(3) Completar el siguiente diagrama de Ruffini: 
2.35 M6 
esa indicar la suma de valores hallados. 
B)20 CJ8 D)j14 EJ12 


Qó el siguiente diagrama y luego indica 
el producto de los valores hallados: 


[A 
4.6-6:8 
2 34:50 
AJ-12 B)12 ci DJ16 EJO 
0) Determinar el valor de «n» si la división: 
2: +x*-bx+(n-7) 
+2 
tiene residuo nulo. 
4)9 B)J2 C)J5 DJ8 EJ7 


(OD Indicar el cociente al dividir: 
3x*-1*-113+7 


2 
AJ3x +6 B)3x" + 5x*-1 Cj3x* + 5x-1 
D)3x*+85x-1  E)3x-1 
(02) En la división anterior, indica su residuo: 
AJ B)2 CJ3 Dja EJ6 


(03) Determinar el valor de «n» para que la 
división: 


(EDICIONES _HUBIÑOS 


177 


DIVISION DE POLINOMIOS) 


27 *+3x+(n+7) 
*-1 


AZ BJ10 C-6 Dj8a E)-12 
(6 Calcular la suma de los valores que completan 


el diagrama: 5 09m 


sea exacta. 


B-10:2 
AJ-15 B)-17 Ccy12 D)23 
(03) Hallar «a», para que la división: 


E-11 


La? -50*+ 24 a 
2-1 


UNA AGICAROA 


(03) Indique verdadero (V) o falso (F) en las 
proposiciones siguientes: 

(_ ) Si Ríx) = 0; D(x)= díx).qlx) 

(_) Gdolgtx)] = GdolD(x)] + Gdold(x)] 

(_ ) Para efectuar la división, se completa y ordena 
forma creciente al dividendo y al divisor 
AJVEV BJVVF  C)FVV  <D)VFF 


((2) Hallar el cociente de dividir: 


sea exacta. 


AJ1 EJ6 


EJFVF 


12x*—2x* —16x* +8x—8 
2x7 +x—8 
A) 6x* + 4x+8 B) 6x* —4x+8 
C) 6x* + 4x— 3 D) 6x* — 4x— 3 
E) 6x* +4x a 
OA dividir 2h TA A 5 


dar como respuesta la suma de coeficientes del 
residuo. 


(O) A efectuar: 425" 0% +B se obtiene por 
2x*4+x-1 
resto; R(x)=8x — 4. Calcular: ab” 


1 1 
No B)J2 C)-1 Dz EJ3 


(03) Sila siguiente división: 
6x* + 16%? + 25%? 4 Mx+n 
14+2x+3x* 
tiene residuo: R(x)=0 


señalar: YM +N +8 
4)2 B)-2  C)3 
3 2. 
(08) El resto de la división: 244 4PF7P. 
3x-2 
es una constante, mencionar a dicho resto 
aumentado en P. 
AI B)-1 cJO D)-2 
(02) A partir de la división: 
Lx! + 5x7 + ba? +8(x +1) 
5x? -3(x +1) 
calcular su cociente evaluado en «1», sabiendo que 
su resto es: Box. 
A)J5 B)J6  C)7 
(03) Después de dividir: 
6x4 ll AD (ma) 


D)-3  EJ1 


EJ2 


DJ8 EJ9 


3x7 
3 

señalar el coeficiente del término lineal del cociente. 

A2 B)3 C)J6 DJ9 E) 12 


(OD)Proporcionar el cociente de dividir: 
+ (b-aja*+(b—a)x + a-ab 
-a 
B)jxt+be+b  C)jat+ar+b 
E) x* + bx + (b-a +ab) 


Ax +ax+a 
Dj +bx+a 


(0d Al dividir: 
Pla)=x4(-2-/7)x*+(2/7 -16):+15/7+h 


entre x-/7 se encontró un residuo 3k - 8. 
Encontrar «k». 
1 B)2 C)8  DJ4 EJ6 


(O) Determinar el valor de «a» en la división 


26% + (+ 0%+2 e el valor numérico de su 


L2+bx 
cociente para x= O es igual a 2, 
AJ1 Bj2 Cj4 D)3 EJ6 


(E) Determinar el residuo de la división: 


px*+2qx* +(8r — pJx*+(p—2q)x*+(2q- p)x+p 
«-1 


CAL AZIE REA 
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si la suma de coeficientes del cociente es 64. 


AJ15 B)16  C)17 DJ18  EJ19 
(E3) Considerando el siguiente esquema de Horner: 
2/2 1 4 |b, b, 


calcular: by + bg +Dy +b¿+D5 
AJ10  B)-11 C)12  D)-13 
(OB La siguiente división: 
Axl+Ba 4 Ca + Da? Ex+F 
+1 
empleando la regla de Ruffini 


E) 14 


Se realiza 


obteniéndose el esquema 
ABCODE| 


-1 


Mostrar la suma de coeficientes del dividendo 
A)-25  B)60 Cro D) 25 E) -60 


(13) Si al efectuar la división: 


(6: + Ax? - 14x* + Bx- 5)+(b + x +21?) 
se obtuvo como residuo al polinomio (3x+65), 


calcular: 
VA+B -1 
AJ1 B)2 C)3 DJ4 EJO 
(18) Cuál es el. residuo de dividir: 
amx*4 (an + bm)x?+ (ap+ bn)x + bp 
ax+b 
A B)-1 C) bn D) 2bn EJ0 
(O A efectuar la división: 
24 al Bn ol 
ala dx + A 


se obtiene un residuo de primer grado. Proporcionar 


dicho residuo. 
A) l4x+3 B) 14x-3 C) 7(2x + 1) 
D)7(2x-1) E)7(2x +3) -20 


(13) La siguiente división: 
mai+ nx a? +7: -6x-12 
ax —d 
es exacta. Calcular: m.n. 
BJ6 — Cj24 DJ30 EJa2 


Aj 
Danos 7 + Ax? + Bx + C sedivide entre 


6x*-x + 3, se obtiene un cociente cuyos coeficientes 
van disminuyendo de 1 en 1 a partir del principal y 
un resto 2x+6. Calcular: 

YVA=B-C 
A-=3 B)-2 C)-1 D)2 EJ3 
9 Si los coeficientes del cociente de dividir: 

arte bare + Bxó+18x* 
243 

son números consecutivos y el residuo es (-8) 
señalar: (a+b+e)”* 
AI B)2 


C)3 D)4 EJ6 


DIVISION POLIVOMIAL 
MORNER - RUFFIVI 


(OT) Efectuar la división: 
6x5 xl +4x* —b3*—x-16 
2x*-x+3 
Señalar el resto. 


AJ25+1 — B)áx-1 

() Dividir: 2x7 -8Bx+x + 12-74 
(x-2)(x-1) 

Señalar el valor de verdad: 

(JE Coef(q)=12 

( JElresto es: x+1 


(_ )La división es exacta 
A)VVV  B)VFF C)FFV  D)VFV 


(03) Calcular el valor m”'ysi la división: 


ara ma? -6x48 
+ 20+8 


C) x+2 DJO E)1 


E) FVV 


esexacta. $ 
A)J3 B)7 C)4 DIG 
(1 Al dividir: 201 -dad+7am 


aaron 


1 
EJ= 
7 


el resto es 3x + 4. Calcular: m”.. 
A)3 BI4 Crz 
(03) Si el resto de la división: 
8x +42 + ma? +nx+p 
2 +13 
es R(x) = 5x?- 3x + 7, calcular: m+n+p.. 


D)1 EJ5 


(EDICIONES RUBIÑOS 


pe E 


DIVISIÓN DE POLIVOMIOS) 


A110 Bjn C)-10 
(() Si la división de: 

Plx) = xi (a+3) + (b+3)x* +(0-2)x-2 
entre x*- 8x + 2 es exacta, calcular: 


VP(a)+ P(b)x Ple) 


B)17 C)18 D)19 


DJ) EJO 


A)16 
(02 El polinomio: 


P(x) = mx! + nx*- 937 + 4x + 10 
es divisible por: Q(x) = x*-3x + 5, 
Calcular: m - n 
4)4 B)-6 


(03) Enla división: x1+6x—32?-8 
x=-2 


E) 20 


CJ6 D)J6 E)-2 


señalar la suma de coeficientes del cociente. 
A)J8 B) 10 C)9 D)11 E) 12 


(09) Al dividir: Sal +(n+ Dx? +nx—6 
E 


el resto es 1. Calcular: "-/n +1 
AJ1 B)2 013 


(0) A efectuar la división: 
abel bam la? + 


DJ4 EJ6 


PEE 
3 
el residuo es R(x) = 8, calculár: (m- + n)? 
Ad B) 16 CC) 36 DJ) 64 
(Q) Calcular el resto de dividir: 
8x* +4x* -Gax+15 
2-1 


sabiendo que la suma de coeficientes del cociente es 
37. 


E) 100 


AJ46  Bjab  CJ44  DJ43  EJ42 
(2) En el esquema de la división por Ruffini: 
4 3 a -ble 
calcular: ac -— be 
AJ1 B)1  CJ3 DJ3 > EJ4 


(Q) Se define al polinomio mónico: 
Plx) = (a-3)x*- 5x7 + 2x-a 


Calcular el resto de la división: 
P(x)-P(0) 
x-3 


A) 38 C)36 


5 A 2d 
(O) En la división: “+0 +ex"-67-3 
20 +a?-x-2 
calcular a +5 +0, si: R(x) = 64 + 8x5 
A) 17 B)9 Cc) 10 D)11 E) 20 


(43) Calcular la numa de coeficientes del cociente 
al efectuar la división: 
0-1 
w*-1 

A) 50 B)99 CC) 100 D)70 
(LO) Calcular m +n + p, si al dividir: 

2 ma? na? + pat 

HL 

se obtiene un cociente cuyos coeficientes están en 
RA. y deja de resto igual a 3x+g- 
AJ2 B)3 C)J4 DJ5 


(12 Al dividir: 21027 - 21x +90 
x-b 
el coeficiente del término cuadrático del cociente es 


-1. Calcular «b». 
A)-4 B)3 C)5 D)-3 EJB y D 


(13) El esquema representa la división por el 
método de Horner: 


B)40 D) 42 E)34 


E)1 


E)6 


Señalar el resto, 
Ajx+2 B)3x+2 C)2x4+ 1 D)4x+7 E)7x +11 
(19) Al efectuar la siguiente división: 

a+ (n- 2) +2n-8 


(17 
se obtiene un cociente cuya suma de coeficientes es 
190. Entonces el resto de la división es; 


A)x+16 B)3x-16 C)x-16 D)3x+16 E)4 


E0) Si se divide: 
Q(x) = (a + bja? + (b=c)x* + (b + cja +a-b 
entre a* + n?, el residuo es cero. 


Calcular: 


b 
arte? 


CALIBRA TELS E TIN CICLOPEDIA 2012) 
AJ3 Bl cl DJ1 E 42 BJ5 CJ3 DJ6 EJ4 
pS = _ E (LD) Hallar el resto de la división: 
CUARTA RRRACTCANO/RIGIO, A 
Al BMx5  CJ4x+1  Djáx+6  EJ4x+6 


TEOREMA DEL RESTO 


((DHallar el resto de: 
(35 + (a+ 1)" -2 
+2 
AJ2 BJO CJ3 D)7 EJ8 
(09) Calcular el resto de: 
2-3 + 2045 
a—b5 
AJ12x+65 BJx C)7x D)2x+1 EJx+1 
(03) Hallar «mo si: 
(eryionat- 0 es exacta 
*-2y 
AJA B)7 CJ5 D)J8 EJ10 
(02 Cuál es el resto en: 
a7 + 2430 +0 +4 
+3 
AJ)2 B)1 cjJO DJ EJ2 
Hallar el resto en: 
(2-3) + (2-4) 
(x-3)(x-4 
Aja+7 B)2x-7 Cjx+b5 Djx+4 E)2x+65 
Hallar el resto de dividir: 
(a+ 1)(<+2)(2+3)(3+4)+5 
A+ 
AJO BJ Cj2 DJ3 EJ 
(02) Al dividir: 
+ (2-7) 5% (27 -16)x+ 1547 + m 
—-y7 
se obtuvo como residuo: (Sm-8). Hallar «an» 
41 B)2 C)4 D)J6 EJ8 


Hallar «m» sabiendo que: 
+2 + y(y+maz) es divisible entre : x+y+z 
AS BJ3 Cr DJ2 EJ5 
(09) Calcular el resto en: 


7-20 + 90* 31 +1 
2 x-2 


(0) Al dividir un polinomio Píx) entre (+1) se 
obtiene como cociente (x%-x+1) y como resto 4. 
Calcular el resto de dividir dicho polinomio entre 
(+8) 

A)28 B)29 C)30 D)32 EJ34 
(E) Al dividir P(x) entre (a:+2)”, se obtiene como 
resto: 1"+2x*+x+6. Hallar el resto que se obtiene 
al dividir P(x) entre (+2) 

AJ B)2 19753 D)J4 E)s 
(3) Un polinomio P(x) al ser dividido entre(x -3) 
y(x+2) se obtuvo como restos 6 y Irespectivamente, 
hallar el resto quese obtiene al dividir dicho 
polinomio entre el producto de los dos polinomios. 
Ajx+b Blx+4 Cjx+3 D)x-1 E)2x+1 
(UB Inaicar el término independiente de un polinomio 
de 3er. grado, tal que al dividirlo separadamente por 
(2-1), (x+2) y (%-4) da el mismo resto 20 y además es 
divisible por (x+1) 

AJ3 BJ6 C)4 e 
(E) Hallar el término independiente de un polinomio 


de Ser. grado, tal que al dividirlo entre (+-3)(+-2)(x1), 
dé como resto -36 y se anule para: x=4. 


DJ8 EnM1 


AJ30 B)72 C)-72 D)25 E)-25 
(LO) Hallar «mo si el resto de dividir: 
AJ3 C)J5 DJ6 EJ7 
(1) Hallar el resto de dividir: 
Pla)=(x+n)? —a? -n? entre: +2n 
AJO B)32n* C)64n* D)126n? E)J256n* 


(13) Al dividir (2*-2:*+ax+b) + (1-2) el resto es 


3 y al dividirlo entre x+1 el resto es 9. 
Calcular “a+b” 
AJ2 B)J3 CJ4 DJ6 


(9) Calcular la suma de los coeficientes del 
cociente que se obtiene al dividir: 
6x* +30 +2? 6x-1 
ZA 
cz 


EJ? 


Ajá B)J6 D)12 EJ10 


(EDICIONES RUBINOS 


DS MEET 0 


DIVISIÓN DE POLIVSOMIOS) 


(Ed) ¿Cuánto le debemos aumentar al coeficiente 

del término cuadrático de P(x) para que dicho 

polinomio sea divisible por (441)? 

Pla)=20 42 *+40*4+1 
B)-1 C)J4 


REANDOMICINAR 


(ODEfectuar: 


3x + 2x*- 3046 


E) 


A 


aAjZ2 


x-2 
dar como respuesta el residuo de la división 
A)203 B)204 C)205 D)202 EJ200 


(02) ¿Cuánto habría que aumentar a P(x) para que 


sea divisible por (x-1)? 
P(a)=3"+69*-7:*+1 


AJ2 BJ3 Cc) D)-2 E)J-3 
(03) Hallar el resto de dividir: 
Lx * + 174x* - 68x + 32 
= A 
2 
AJO,25 B)J3,5 C)-1,25 DI3,5 E)0,75, 


(O Hallar «a», si al dividir: 
bx" +3x +4 ; el restoes 8. 


a+l 
aya BJ5 c)7 DJ6 EJ8 
(03)Calcular el resto en: 
(0+6)(3-1)(2+4)(2-2)+ 57-18 
24302 
AJGx-2 — B5x+2  CJBw3  DBx+3  EJbx-4 


( 


ENTES NOTABLES 
ODHallar el tercer término en el siguiente cociente 


notable: A ci 
A 
Ajalóyol By? Clxyta Day? EJ xy 
(09 Calcular el segundo término en el desarrollo de: 
y y 
Va + y? 
Alxy Brry Crxty! Diy Elxy 


((3) ¿Cuántos términos posee el desarrollo del 


cociente notable? 


BJ5 DJ13 EJ28 


A4J2 


o 
(E) Calcular el £, del siguiente Cy: EE A 

a+ 
Aja Ch 


Bjar* Ene 
a ¿ya 
(63 Dado el siguiente CN. 22 


Dj" 


Indicar verdadero (V) o falso (F) en: 
( ) an» vale 10 

(.) El número de términos es 10 

(_ ) El primer término del desarrollo es a!” 
A)VVV  B)VFV  C)FVF  D)FVV EJVVF 


(09) El número de términos que tiene el siguiente 
4 


ey 
csciento: 3 
AJ3 BJ6 CJ4 D)32 EJ64 
(0) Calcular el término 26 en el desarrollo del C.N. 
ar150 _ 100 
+a? 

Aja  Bjx*at CjaMa* Dja"a*  E)x"a* 
(03) Luego de efectuar el desarrollo de: 

a“-1 

7 + se obtiene: 
Aja*-at+a*-1 Bja*+a*+a*+1 Cjat+a*+a*+1 
Djat+at+at+1  Ejaf+a+at+1 
(5) El cociente notable 2-8” ; posee 4 términos, 

at+b? 

hallar «/7 
ANZ  BN4  CN2  DW3 ENS 


(Q) Calcular el grado del quinto término del 


48 _ ¡92 
desarrollo de: EY 


Ay? 
AJ40 BJ41 Cy42 DJ43 Ej44 
432 
(0) Si el cociente de : 0% 
abr 
es exacto, calcular /m 
A)J36 BJ4 cJ2 DjJ6 E)25 


(Asi «n» es el número de términos que presenta 
el cociente notable 
0 yoo 


Vd 


OARFTDITITIN 


5183 ) 


calcular: Yn +5 

AJ2 B)J3 Cr DJs EJ6 
(E3) Indicar cuántos términos tiene el desarrollo 
del cociente notable : 2%” —y%" 


7 
* -y 
si el sexto término tiene como grado absoluto 19 
AJ6 BJ12 Cj9 D)7 EJ10 
(USimplificar: 
Ajx-1 Bjx Cjx+2 Djx+1 EJx-2 
(E3)Halle el equivalente reducido de: 
Ay 

8,0 5,0 
yáry BY 

=-y x+y 

5 ._,0 
£X =—-y 

D) E) 

*-y Ay 


(10) Hallar el coeficiente del cuarto término del 
desarrollo de : 32x* + 243y* 


2r+3y 
A) -108 B)-27 C54 Dy31 EJ-12 
(1) Calcular Ya si el siguiente cociente: 
tl _g20 
O 
es notable 
AJ8 B)27 C)3 D)2 EJ 


(£3) Hallar el número de términos del siguiente 
cociente notable: CA 
a+ ye 
AJ7 BH CJ5 D)J8 EJ6 
(19) Indique el número de términos. del cociente 


notable de: == sitio lao = 
AJ220 B)230 C)240 D)250 
(Ty) Reducir: (++ y)” +(x+ y)” 

(ay) + (ahy) A ccoo + 1 


00 


Alta+yP? Bjx+y  Cjx+y-1  Dijey+1 Ejx+y+1 


(ODHallarel término de lugar 21, del desarrollo de: 
7 4 y 
x+y 


Ajay? Bixtty 30 Cjaroyló Dj aly!o EJ 
(02) Hallar el número de términos del cociente 
notable: 2“-1 
=-1 
sabiendo que: (T',q) (Tp) (Tp) == 
AJ132 B)J136 Cy141 D)94 
(5) Sea el cociente notable: a22*! — y?+3 
ay 


ad+b 


Ey147 


si posee 5 términos indique: 
AJ3 BJ5 CJ8 
(€) Dar los valores de verdad: 


(..) Es un cociente notable: 4-Y7 
da 

»_ 

(y Feerio 
xy 

(_ ) Esun cociente notable: 42497 

x+Y 
AJVVF BJVVV C)VFV D)FVV 


(031 cociente notable que genera: 
AAA A tal, es: 


+1 +1 
A) B, 
ES S 


0-1 e 


D)7 EJ2 


E)FFF 


+1 


TEOREMA DEL RESTO 
DIVISIBILIDAD 


(ODSiendo R(x) el resto de dividir: 
(3% ? 130% (5? + 3x -1) 


2 
calcular: /R(x) 
AJ1 B)2 C)3 D)4 E)J5 
(A dividir E+ta1+ UGÍ+T+H se obtiene 
a7+2 

un resto de la forma; R(x)=ax+b. Calcular: a.b 

AJ3 B)=3 C)9 D)-9 EJ4 
(Q3) Calcular el resto de dividir: 

(a — 6)(e — 6)le + 1)(0 +2) 


(«-27 


EC1ss 


IÓN DE POLINOMIOS) 


A) 100 B)81 C)16 Dj4 E) 144 
(OBSi la división: « *- 3: "4 ax*- b 
a -2x +1 
es exacta, calcular: 2-1 
b+1 
AL BJ2 CJ3 DJA EJE 
A 3 2 
(OSi al dividir: SC +bP 4d e o 
a -2 


obtiene un resto igual a: 2x + 2, calcular el valor 
de: a+c+e 
b+d 


AJO B)2 0)3 DJ4 
(09) Si el resto de la siguiente división: 
E E dl 
+1 
tiene la forma: R(x)=a(x + b)(x-—c) (a; b; ce) o N 


EJ5 


calcular el valor de: *+/a 

AJ1 B)2 C)3 D)4 EJ5 

(02) El polinomio P(x) es divisible por 6x*+x-2 

Calcular el resto de dividirlo por: 2 -1 

AJ1 B)2 CPI D)JO 

(03) Hallar el resto en la siguiente división: 
(+ Da + 1) 


EJ-1, 


a4a+l 
Ax+1 B)x-1 C)2x+1 
D)2x-1 E)3x +1 


(09 Calcular (a + b + e), si la siguiente división: 
204 700 (a 4 14 ad bx + e 


a -3x +2 
deja un resto iguala: a* +x +1 
A)J3 B)1 C)-2 D)2 E)-1 


(O) Hallar el resto de: 
ay 274 2) 010 — 3004 6d da +3 


+4 
Ajx+3 B)x-2 C)2x +3 
D)2x-1 EJjx+4 


(Q)) Se tiene un polinomio de grado 3 que se anula 
para x= 4; x =-1 y es divisible por (a + 2). Si su 
coeficiente principal es igual al grado, calcular el 
resto de dividirlo por (x - 3). 
A)50 B)-50 C)60 


D)-60 E)24 


(42) Se tiene un polinomio P(x) de tercer grado que 
es divisible separadamente por (2x + 1) y (x — 2) 
Sabiendo además que su coeficiente principal es 
simétrico con su término independiente, hallar un 
factor de P(x). 

Ajx+2 B)x-1 
D) 2x-1 E)x+3 


(A) Al dividir un polinomio P(x) por (x+6) se 


obtiene un resto igual a 4 y un cociente cuya suma 
de coeficientes es 7. 


El resto de dividir P(x) por (x — 1) es: 

A) 46 B) 48 C)60 D)63 E) 76 

(UC) Hallar el resto de la siguiente división: 
(4 a) y (a + 2)! + 201) 


C)x+1 


a7+6x +10 
AJ2x+1 B)2x-1 C)2x +7 
D)2x-7 EJx+7 


(3) Sabiendo que el resto de dividir: 
(a 1 


xl - 2x4? 
es:R(x) = ax?, calcular: *Yab 
A)2 B)-2 C)3 D)-=3 E)4 
9. 
(OD) En la división £-W+H-7 altar el 
(8x7) 
resto. 
A) 2x + 16 B)2x -15 C)2x+3 
D) 2x-3 E) 3x +2 
Determine el resto en: 
(+4) (+3) 
27+6x +8 
A) 32x + 128 B) 32x + 64 
C) 16x + 32 D)16x + 16 
E) 16x+64 
e e ivisión 16070208 + 27 
Si la siguiente división: 16428 "+%" ¿y 
(E 242004 
exacta, calcular «1». 
d 1 1 1 
1 BIZ C) 2 DJ = 
A) Me De E 


(DA dividir P(x) entre(x +a)* se obtuvo de resto 
(a Lga?x+2a*) . 
Hallar el resto de dividir: P(x) + (x + a)? 


Ajx+a BJ4 C) atx +a* 
D) 4a* Elx +4a 


(0) Un polinomio P(x) al ser dividido por (+? + 1) 


CALGIEIERA 


Es IACCLOPEDIA 2012) 


da como resto (-x + 1). Hallar el resto de la siguiente 


división: 
[POP 
+1 
C)4x-4 D)2x 


Ajx-1  B)jx+1 


COCIENTES NOTABLES 


(O) Establecer el valor de verdad, sabiendo que 


genera un cociente notable. 


e -y 
( ) Número de términos: 10 
(-) Primer término: x* 
(- ) Último término: y'” 


AJVVV EJVEF 
(()Determine el décimosegundo término que se 
genera en su desarrollo el cociente notable: 

A: 

ay 
AJ2y! BJ éy! Ojal yl Djaty? EJ ay 
O si: 2! -1. genera un cociente notable de 
at-1 

diez términos, determine el penúltimo término. 
Apt Box jad Dj EJ 
(3) Determineel quinto término del desarrollo que 
genera el siguiente cociente notable: 


B)VFV C)VVF  D)FVV 


al pay 
x-2y? 
Dar el coeficiente. 
A8 B)16 (CC) 32 D) 64 E) 128 
(03 Si en el desarrollo del cociente notable 
gimian Im 
y 


Hay 14 términos, calcular el grado absoluto del 
término que ocupa el lugar (m-n) 
A)28 B)30 C)32 D) 18 E)26 


((8) Calcular el grado absoluto del cuarto término 
en el desarrollo del cociente notable: 
eye 
07 
C)13 D) 15 E) 12 


A) 16 B) 14 


(02) Calcular el lugar que ocupa el término de grado 
101 en el desarrollo de; 

plóo _ 20 

PY 


A) 13 C)15 


(0) Si la división: £— 
PE 


notable que tiene 4 términos, hallar la suma del 
tercer y cuarto término de su desarrollo. 
Ajat+l Bjxt+al Cjxt+l Dixel E) tl 


(09) Hallar el cuarto término del cociente notable 
generado por: 


B)14 D) 16 E) 18 


l genera un cociente 
1 


912 _ 2 
a? -y? 
C)a“b" Dja*b" Eja*b* 


Aja*b"  Bja*b' 


(O) Hallar el décimo término del cociente notable 


generado por EPAYO 
xl +y? 


AJEi y Bal y CAYO DD)! EJ 


(|) Qué lugar ocupa el término en el cual la 


diferencia de exponentes de + e y es 11 en el 
desarrollo de: 40 _ 20 


a-y 
AJ10 By12 Cr4 
(E) Determine el conjunto: 


D)16 EJ18 


4 
a/a € en cociente noti) 


AU) Br 12) o 1255) — DJ(S) EJ) 
(Q)) En el desarrollo del cociente notable: 
alómeso _ Lom -10 
ya 


calcular el lugar del término que tiene grado 
absoluto igual a 85. 


AJ17 B)15 C)13 D)11 E)9 


EDICIONES RUTIROS 


Doo ECLO : 


DIVISIÓN 


E POLINOMIOS) 


(13) Hallar el equivalente de: 
PA 


“s 
0 ys ay 
en Sri 
16,46 

Mi 
a+ 


a Siendo x* y* uno de los términos que genera el 
cociente notable: 


ay 
SE 

calcular: a+bt TY 

A) 161 B) 163 C)164  D)J156  E)157 


(O) Si el quinto término que genera la siguiente 
división notable; *'*=y% 


27 
27 yl2 +, calcular: m + Kn. 
AJ15  BJ14  C)13 D)12  EJ10 


(3) Sabiendo que a y** es el término central que 
se obtiene en el desarrollo de: 


y 
x-y 

calcular: a +b+e 

A)76 BJ85  C)89 D)92 — E)95 


(9) Calcular el número de términos del desarrollo 


de un cociente notable, que tiene los siguientes 
términos consecutivos: 
A 


A)12 B)13 C)14 D) 15 E) 16 
Ed) Si un término del cociente notable: 
(6x-D%+(5%+D% 
x 
es dela forma a(26x%1)b, calcular a + b 
A) 42 B)40 C)36 D) 28 


OCTAVANERACTEANOA 
TEOREMA DEL RESTO 
DIVISIBILIDAD POLINOMIAL 
(07) Determine el residuo de la división: 
All) (+1) 
aya? B)-2x0 (E D) 2%" 


(02) Hallar el resto de la división: 
(e 1)(00+ 2)(%+ 3)(2x — 1) 
tab 


E) 350 


AJx+8 B)2x+7 C)6x +10 D)9x+21 E)9x +11 
(03) El residuo de dividir: 


Pla 1)" + (2 +20 DO 4 (+ 1)? (+2) 
entrea? +x- 1, es: 
Ajx+1 B)2 
(OB Al dividir: 
ADA (a 1) 8 
1742042 
obtenemos como residuo: 

A)2x +11 B)2x-11 C)2x + 7 D)2x+13 E)2x- 13 
20-543 
a+ a+l 

AJA+x Bjá-x C)2-x E)-3 
(08) Determine el valor de M, si la siguiente 
división: 
a(y+z)+yla+z)+z(x+y)+ Mía + y? +2?) 
A+y+z 


C)1 D)-1 EJ0o 


(03) Hallar el resto de la división: 


Dj3 


es exacta. 
A)=3 B)-1 C)1 D)2 


((2) Determine el resto de dividir: 


(+2) a" +x+1) pora? +1 
Dar como respuesta el coeficiente del término lineal. 


EJ3 


A) 12 B)16 C) 18 D)29 E)55 
(03) Si el polinomio P(x) de tercer grado es divisible 
por x — 2, se anula para x =-1; tiene término 


independiente —10 y al ser dividido por (x — 8) su 
resto es 66. Calcular P(4). 
A) 164 B) 170 C) 128 D)160  E)156 


(7) Si el polinomio de tercer grado P(x) se divide 
separadamente por (a — 3), (x + 2) y (x— 1) se 
obtiene el mismo resto -36. Además 4 es raiz de 
P(x). Calcular P(6). 

AJ120 — B)124 EJ24 


(Dd) si P(x) es un polinomio de quinto grado 
divisible entre (2x% - 8), al dividir P(x) 
separadamente entre (x + 1) y (x — 2) los restos 
obtenidos son, respectivamente, 7 y 282. Determine 
la suma de los coeficientes del polinomio P(x). 

A) -15 B)-3 C)5 D)15 E)27 
(Q) Determine el polinomio P(x) de cuarto grado, 
tal que sea divisible entre (3x?- 2) y que al dividirlo 
separadamente entre (x — 1) y (2 + 3) los restos 


obtenidos son, respectivamente, -6 y -249. 
AJ-6x'-9 +4x46  B)-6r +81 +4x +6 


C) 108 D) 144 


E ULT] > ie ETA TIO 


C) 4 +90-4x+6 D)6r +7 4+4x46 


E)6r +9 +4x +6 

(A) si P es un polinomio de tercer grado, tal que 
al dividir P entre (a? — 2x + 2) deja un residuo 
(3x — 6). Al dividir P entre (a? + x) su residuo es 
(6x + 2). Calcule el residuo que se obtiene de dividir 
Pentre (x +1 )(x%-2). 

A)-8x +4 B)4x-8 C)8x+4 D)4dx+8 E)8Ex-4 


(13 Si al dividir un polinomio P(x) entre (+1), 
el resto resultante es (x* + 2-1). El resto de dividir 


P(x) entro (x*-a: + 1) es: 
AJ2x-2 B)2x+2 Cjx-2 D)x+2 E)x-1 


(E) Si los cocientes de dividir P(x) entre (x 1) y 
(x-2) son, respectivamente, Q(x) y g(x), determine 
P(8), sabiendo que P(1)=3; P(2)=2 y 
2Q(3)+q(3)= 6. 

A-3 B)5 C)2 D)4 EJ6 


(6) Al dividir separadamente el polinomio P(x) 

entrex*- (b + 1)x + b y entrex*- (b + 2)x +2b ee 

obtiene por restos 7x - 4 y 6x - 8, respectivamente. 

Entonces la suma de coeficientes del resto de dividir 

Pla) entre: 

27 (b + 8)x* + (3b + 2)x — 2b es: 
B)o c)1 D)2 


A)-1 E)3 


(0) Un polinomio P(x) de sexto grado al ser 
dividido por (x + 1)* arroja un cociente entero q(x) 
y un residuo Ze + 2. Si g(x) tiene como coeficiente 
principal al número 7, y la suma de coeficientes de 
P(x) es 325, determine el término independiente de 
qlx). 

AJ1 B)2 C)3 D)4 E)6 


(1) El polinomio P(x) dividido separadamente 


entre (ax + 1) y (1% + 2x0 + 1) originan residuos 
=x + 1 y 3x + 6, respectivamente. Determine el 
término independiente del residuo de dividir P(x) 
entrexó+x* +1, 


AJ1 B)3 06 D)6 E) 8 
(3) Hallar el residuo: (:—6)" +(0-67 +6 

(xa B)(%- 6) 
A)2x=5  B)2x+65 C)2x  D)6 E)3:-5 


(19) Sabiendo que P(z) es un polinomio y si a +5 
son números reales tales que P(a)=P(b), entonces 
el resto de la división de P(x) por x* -(a+b)x+ab 
es: 


A) (Pla)?  B)1  C)P(a) D)JP(a) EJO 


Si «2» es un número natural impar y múltiplo 
de 3, determine el resto en la siguiente división: 
(4 2) (07041) 

B)2 C)3 D)4 EJ56 


PRAGTEANDIRIGIDA) 


1 


NOVENA 


COCIENTES NOTABLES 


1 y0=2 
(OD Si el cociente notable: 73 
admite 10 términos, el valor de a+ es: 
A) 50 B) 61 CC) 52 D) 63 E) 64 


(09 Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 
aya 


os 


es un cociente notable => n =7 
40 _ .40 


() La división “¿3737 origina un cociente 


notable. 
yx yo 


Ay es 36. 


D)FFV EJFVF 


(_.) El grado del tercer término de 
AJVVF B)VFV  C)VVV 
(3) El penúltimo término del cociente 


20 yt 


notable + es: 


+ y 
Ary BJxty? Claty? Djaly” E)- xy? 
(02) El siguiente polinomio: 


Pl)= a — O a 
corresponde a un cociente notable originado por: 


ao —1 ECabad 4 03 
A B) C, 

A +1 a 

+1 a 
D, E, 

Pra EE 

E 3 1 , 

(O) Si el cociente notable de 77 námite 


cuatro términos, calcular: 
mimi + matt 


A)1024 B)1026  C)1028 D)1030 E)1032 
(Q8) El coeficiente del quinto término del cociente 


x5—32y 
notable de: 73,3 es: 
AJ8  B]i6  CJ32  D)64  EJ128 
(Q) Calcular el grado del onceavo término del 
Sn+2 _ gón-1 
ao a 
desarrollo de: 
lesarcollo ap 
A) 25 B)32 C)28 D)30 E) 34 
(03) Sabiendo que uno de los términos del cociente 
ny 
notable de: 3 
AJ20  B)200  C)300  D)100  E)60 
5n+3 _ ,5(n+6) 
((D)Si la división: LY — genera un 
A ds 
cociente notable, el número de términos es: 
AJ7 BJ9 Cro Dpn2 EJ18 


(1D Si «m» es el décimosexto término del desarrollo 


100 _ a 


del cociente notabl 0 EZ 


mi 4 oe 
hallar el término central de: === 
m4 b' 
Ajab* B)-—a “20 C)-ari 
Djab? E)-a% 


(O) Determinar el número de términos del 


alóm+a _ ¿6n+36 
desarrollo de: PAT si el grado 
relativo a «y» en el quinto término es 12. 
AJ18 Bj19 C)20 D)21 EJ22 
(2) la siguiente divisió: E e 'enera 
siguien 
gu n y? + y gen: 


un cociente notable, determine el valor de verdad 
de las proposiciones: 

(_.) El cociente notable admite 17 términos. 

() El valor dem +n es 85. 


( ) El primer término es: —a*y6 


187 


DIVISION DE POLINOMIOS) 


A) VVV B)VVF  C)VFF D) FVF E) FFV 
00 _ y 100 
(GEN el cociente notable de: HS 


suma de todos los exponentes de las variables de su 
desarrollo es: 

AJ2400 B)2500 C)2600 D)2700 E)2800 
(A) Determine el cociente notable que contiene en 
su desarrollo los siguientes términos consecutivos: 


A A 


y proporcionar el número de términos que posee. 
ayu B) 13 Cy14 DJ 15 E) 18 


(43) Calcular el valor de a + b en el cociente notable 


-3b426 Sa+2b-12 2 
des LOPD a el término noveno es: 


DJ12 


EJ13 


S DE LA SEXTA PRACTICA 


AP 


la e DE SS EPTINA CERRO 
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OBJETIVOS: 
Al finalizar éste capítulo , el estudiante será capaz 
de: 


* Expresar un polinomio como una multiplicación 
indicada de factores primos. 

* Reconocer un factor primo de un polinomio 
factorizado 

* Identificar el algoritmo a utilizar de acuerdo al 
tipo de polinomio que se presente 

* Manejar de modo fluido las diferentes 
herramientas que se utilizan para factorizar 
polinomios. 

* Para la resolución de las ecuaciones polinomiales 
del tipo: P(x) =0; la descomposición en factores de 
la expresión P, será necesaría para despejar 
explícitamente los valores de las raíces. 

* Del mismo modo, para determinar el conjunto 
solución de las inecuaciones polinomiales de la 
forma: P(x)>0 , se requiere factorizar P., para 
ubicar los puntos críticos sobre la recta numérica 
real. 

* A corto plazo , este acápite será Importante para 
la simplificación de una fracción reductible 
INTRODUCCIÓN 

e 'en un número par mayor que 10... ¿lo tienes? 
«Ok! 


Bueno, ahora ese número escríbelo al lado izquierdo 
sobre la línea punteada y al lado derecho completa 
el número que fal 


and LN 


A estos números se 

ks llama SUMANDOS 
Ahora, el número pensando, escríbelo nuevamente 
al lado izquierdo, sobre la línea punteada y al lado 
derecho completa de acuerdo a la operación 
indicada: 


A estos números se 

les llama FACTORES 
Notarás que el número que pensaste puede ser 
escrito de dos maneras: el primer caso con 
y el segundo con FACTORES. Cuando 
un número se escribe como en el último caso, se dice 


que está FACTORIZADO y esto nos interesa 
muchísimo , pues vamos e aplicar esta idea ya no a 
los números , sino a los polinomios. 
¡Ahi ... lo olvidaba ... en Álgebra , al indicar el 
PRODUCTO de polinomios , no se utiliza el simbolo 
x, sino los signos de colección: ( ); [ 1; 4) o a veces 
se colocan las variables una al lado de otra, Observa: 
» Multiplicar: 7x* + 6 por 3x- 7 

=(7x*+ 5)(3x - 7) 
* Multiplicar: 3a* porb* = 3a*b* 
La factorización es un proceso de transformación 
de un polinomio de grado no nulo en una 
multiplicación indicada de dos o más polinomios 
también de grados no nulos. La factorización es un 
proceso inverso a la aplicación de las propiedades 
de la multiplicación; su operación no está sujeta a 
reglas. En muchos casos para factorizar un 
polinomio dependerá bastante de la habilidad que 
vaya adquiriendo el estudiante. Es importante que 
el estudiante aplique muchos de los conceptos que 
maneja en aritmética como, por ejemplo, número 
primo y divisor, ya que éstos los usaremos con 
bastante frecuencia en la presente unidad. En 
álgebra, en lugar de hablar de número primo como 
se hace en la aritmética, hablaremos de factor primo. 


FACTORIZACIÓN 


Proceso inverso de la multiplicación por medio del 
cual una expresión algebraica racional entera es 
presentada como el producto de dos o más factores 
algebraicos. 


EJEMPLOS: 
—— Fuctorización 
60 +8=(x-4íx-2) 
Multiplicación 
ya factorizado 

a?-b? =(a+b)(a—b) 

antes de factores 

factorizar 


Puede notarse que si multiplicamos (a+b)(a-b) se 
obtiene a*-b* que viene a ger el polinomio original 
(la Factorización y la multiplicación son procesos 
inversos ) 


(EDICIONES RUBINOS 


es META pssil 


TACTONIZACIÓN) 


POLINOMIO SOBRE UN 
CONJUNTO NUMERICO 
Un polinomio estará bien definido sobre un campo 
numérico , si los coeficientes de dicho polinomio 
pertenecen al conjunto numérico asociado a dicho 
campo. 
se consideran campo , al conjunto de los números 
racionales Q , al conjunto de los números reales R, 
y al conjunto de los números complejos £. 
EJEMPLOS : 
* Plx)=x?*-x+16 está definido en Q,R y C » 


también se puede decir que está definido en Z, 
puesto que sus coeficientes son números enteros. 


*Q(x)=V3x* + x—J17 está definido en R y C, 


también se puede decir que está definido en R , 
puesto que sus coeficientes son números reales. 


*T(x)=/3ix* +x—J17+i está definido en C 


dondei=[=1.. ..es la unidad imaginaria, 
dado que sus coeficientes son números complejos . 


OBSERVACIONES : 


*todo polinomio que está definido sobre los números 
racionales , también está definido sobre los números. 
reales y complejos, pero no lo contrario'no es verdad, 
es decir si los polinomios están definidos en los 
reales o complejos no siempre están definidos en los 
racionales, 


“cualquier expresión podemos transformarla en un 
producto , pero no siempre se puede factorizar: 


EJEMPLO: 
+a-0=(Ya + JoJ(Va + 48) 
¡dese »y* Adri y 
delas 
* 5a?-3b? = (Vña +30) (V5a - /5b) 
se ha factorizado porque los radicales. 


afecta a los coeficientes mas no a las variables 
*a-b= CA 1) es un producto indicado , pero no 
se ha factorizado porque en un factor la variable 
figura como denominador. 
NOTA: 


la factorización o descomposición de factores de una 
expresión se realiza solo para polinomios , es decir 
que es una operación limitada , en cuanto se refiere 
al número de factores obtenidos. 


FACTOR O DIVISOR ALGEBRAICO 


un polinomio no constante es un factor común de 
otro polinomio , cuando lo divide exactamente , es 
decir : si f(x) es un factor de P(x), entonces P(x) es 
divisible por fx). 
EJEMPLO: 
* x+1es un factor de x? 1, dado que: 

2 
Ly 109 exacta 

a+l 

POLINOMIO IRREDUCIBLE 

SOBRE UN CAMPO NUMÉRICO 
un polinomio será irreducible sobre un campo 
numérico si no acepta transformación 0 
multiplicación indicada de dos o más polinomios no 
constantes sobre el mismo conjunto numérico . 


EJEMPLOS: 
*P(x)=x* + 1es irreducible en Q y R pero 
no en € dado que :x* +1=(x+1)(x-i) 


*P(x)=x* -— 3 es irreducible en Q pero no en R 
dado que: x*-3= (%+48)(x-43) 

som factores primon en R 
OBSERVACIONES: 


"todo polinomio lineal de la forma ax+b es 
irreducible en cualquier campo numérico. 


*LA FACTORIZACIÓN es un proceso de 
transformaciones sucesivas de un polinomio en una 
multiplicación indicada de polinomios irreducibles, 
dentro de un campo numérico. 


*generalmente el conjunto en el que se ha de 
trabajar es el de los números RACIONALES, salvo 
que se indique lo contrario. 


FACTOR PRIMO 


Se llama polinomio primo a aquel de grado 
absoluto no nulo que no admite ser descompuesto 
como una multiplicación indicada de dos o más 
polinomios de grados no nulos. Es decir: un 
polinomio primo no puede ser factorizado. Un factor 
primo o irreductible es aquel polinomio primo 
que aparece como factor en una multiplicación 
indicada. 

EJEMPLO: 


Enx?-1 . (x +1) (0-1) 
El factor «x + 1» es primo, porque ya no puede ser 


LCaAn_a=HZMEME A 
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factorizado. 
Los factores primos más comunes son: 
*De primer grado: 

AY + yx y; 3x + 7; eto. 
Todo polinomio de primer grado o lineal es primo. 
*De segundo grado: 
Pal ra dal; dal; 
ay y mes eto 
El trinomio cuadrático: ax* + bx + c es primo sí y 
solo si: b%- 4ac <0 6 b%4ac no es cuadrado 
perfecto. 


«De tercer grado: 


Ara A es primo si A no es cubo 
perfecto 
deal; dol j..... eto. 
EJEMPLOS: 
1) Sea el polinomio factorizado: 
Pl) =(x Dr? (405) (41) 
Sus factores primos son: 


el; xl; 74 245 y x"+1 de donde los dos 
primeros son factores primos lineales y los dos 
últimos factores primos cuadráticos, 


Axyry 


2) El polinomio: 

QU) =37 (x +3) (2-5 (4x2 +1)(00 a +1) 
tiene los siguientes factores primos: 
ax abad +1 y xx +1, de los cuales 
los tres primeros factores primos son lineales y los 
dos últimos factores primos son cuadráticos. 


FACTOR PRIMO RACIONAL(Q ) 
Llamamos así a aquel polinomio que no se puede 
descomponer en otros factores racionales . Se podrá 
identificar mediante los siguientes detalles : 

*Debe ser un polinomio de coeficientes racionales. 

*Un factor primo algebraico siempre contiene al 
menos una variable . 

* Serán divisibles únicamente por él mismo y por la 
unidad . 

*Si en la factorización aparecen más de un factor 
primo se identifica porque aparecen multiplicando. 
EJEMPLO: 

*en(=—1)' sua factores son (x-1) y (2-1) =>" -2x+1 


NÚMERO DE FACTORES PRIMOS 
El número de factores primos depende del campo 
númerico en el cual se trabaje . 

En el conjunto de los números racionales , el número 
de factores primos se determina contando los 
factores basales (que figuran como bases y que 
contengan a las variables , denominados también 
factores algebraicos). 

EJEMPLOS: 

*P(x)=(x+2)(x*+1)*(3x-2) ,tiene 3 factores 
primos . 

*P(x;y)=x*y(x-5y)(x+5y)* , tiene 4 factores 
primos. 

NÚMERO DE FACTORES TOTALES 
seaa“bPe” donde «a», «b» y «c» son primos(no 
admiten factorización ),entonces : 

número 

de factores |>(a+11(P+ 1My +1) 

totales 


número 
de factores |=(a+1MB+1D(y+D-1 
alg ebraicos 


EJEMPLO: 

en Plx; y ;2)=weyz 

*tiene 3 factores primos 
número 

*| de factores |=(3+1)(2+ 1(1+1)=24 
totales 


número 
de factores |=(3+1(2+1,(1+1)-1=23 
algebraicos, 

OBSERVACIÓN : 


El número máximo de factores primos que tiene un 
polinomio está dado por su grado. 

EJEMPLO: 

2%- 6x*4+12% - 6 a lo más tiene 3 factores primos . 


*Los polinomios lineales 
necesariamente son primos. 


*Solo se pueden factorizar los polinomios no primos. 


MÉTODOS DE 
FACTORIZACIÓN 


No existe un método especifico para factorizar a 


(primer grado) 


+perox" — 2x+1n0 es primo ya que es divisible por (=-1). una expresión dado que esta se puede hacer por 


(EDICIONES RUINOS 
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PACTOKIZACIÓN) 


dos o más metodos llamados también criterios . 
Al factorizar un polinomio, primero se identifica el 
tipo de polinomio y luego se establece el criterio a 
usar: Los criterios más usados son: 


FACTOR COMÚN: 


Dado un polinomio se extrae el M.C.D. de los 
coeficientes, luego la(s) variable(s) comun(es) a 
todos los términos es retirada con el menor 
exponente. Estos dos resultados se multiplican y son 
colocados al exterior de un par de paréntesis, en 
cuyo interior queda el cociente de dividir cada 
término con el producto hallado. 


¿Muy difícil? ... No es así ... observa los siguientes 
ejemplos: 
EJEMPLO 1 : 
Factorizar: 73* + 6x”y 
RESOLUCIÓN: 
7 +5x%y >MCD(7; 5) =1 
> variable común : 2% 


a, =) 


*Así tenemos: 742 4 5x%y = 1202 | PEZ 
E EN 


= 71% +5x8y = (7 + 6xy) 


Cuando en un polinomio se repite una o más 
variables en todos los términos, un factor común 
del polinomio es aquella variable que se repite con 
el menor exponente. 


EJEMPLO 2 : 
12x%y*-18x%y* + 6x%y? 

> MCD(12;18;6) = 6 

=> variables comunes : a* y? 


* Así tenemos: 
12y 187 46 5y? = a pe as 2) 
s12y 18 y +6 y =6 y (20%y 39 +x) 

EJEMPLO 3: * 
Factorice: Ay, =x* + 2x7 4 x* 
RESOLUCIÓN: 
Como se repite x,el factor común es: 2? 

> Ay=ka? +20 + 1)24,,= 2 (0 +0? 
Sus factores primos son: a3x +1 > A tiene dos 
factores primos lineales. 
EJEMPLO 4 : 
Hallar el número de factores primos lineales de: 

Br = 44 


te 


RESOLUCIÓN: 

El factor común es: x* 

LuegoB,,, = "(1 +4x +44) =% (x+1)P 

Sus factores primos son: a a a +2 =>el número 
de factores primos es: 2 


7 


*Sigamos practicando, recordando que: 


DElige el mayor número que divida a «todos» los 
coeficientes. 


TI) La(s) variable(s) que sean comunes a «todos» los 
términos elevados a su «menor» exponente. 


TIN) Finalmente realiza la división del «factor 
común» con cada uno de los términos. 


EJEMPLO 5 : 


Factorizar: 
120%? - 160% - 200%* 
RESOLUCIÓN: 
dato? (3a-sa?b-5) 


Factor común 
EJEMPLO 6 : 
Factorizar: 
by” Ta y! +30? y -dxy 
RESOLUCIÓN: 
lay (6%"y*-71*y +3x-4) 
rca cam 
EJEMPLO 7: 
abc + 4bc* - ble 
= be (a+te-b) 
Forma 
EJEMPLO 8 : 
x(a +b) + y(a + b) 
= (a+b) (x+y) 
hr má 


*veamos en forma más general el método del factor 
común. 


MÉTODO DE FACTOR COMÚN 
Se aplica cuando todos los términos del polinomio 
se repite el mismo factor , el que se denomina factor 
común . Para factorizar se extrae la parte que se 
repite en todos los términos para lo cual se extrae 
la expresión repetida , elevada a su menor exponente. 
EJEMPLO 1: 

Factorizar: E = 7a%y*- 2x%y* + a: 
RESOLUCIÓN: 


CAM-EZEZMEREA 
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*El factor común monomio será x*y?. Ahora 
dividiremos cada uno de los términos entre dicho 
factor común , para lo que queda en el polinomio. 
Luego de dicho procedimiento se tendrá: 
E=x?y*(7x* y? -2xy+1) 
Factores primos 
EJEMPLO 2: 
En el polinomio: 
P(x) =dax* +2a'x —Gax 
RESOLUCIÓN: 
*Observamos que se repiten las constantes: 2 , a y 
la variable x (la cual debe extraerse con su menor 
exponente) Luego escribimos: 
P(x) = 2ax (2x + a - 3) con lo cual el polinomio 
está factorizado sobre Q. 
Puede ocurrir que todos los términos de un 
polinomio no tengan factor común , entonces 
agrupamos convenientemente aquellos términos que 
vamos a factorizar. 
EJEMPLOS 3: 


2x ty +3xy* + xy 

= x (2xy + 3y" +y) 

ay (2% + 3y +1) 

*Luego el polinomio presenta 3 factores primos: 


N(x,y) = (x +2)y + (x +2)x + (x +2) 
=(x+2) (y+x+1) 

*Luego el polinomio presenta dos factores primos: 

(+2); (y+x +1) 

* Factorice : Ay+haz+ato 

ay+xz+xw_seextrae"x" x(y+z+1w) 

“e factor común EAN 


*Factorice : xy 4y"24y 0 
aye za yo seextrae "y" yUay+ y/2+10) 
Pr min TT 


FACTOR COMÚN POLIVOMIO 


Se usa este método cuando el polinomío posee un 
factor común de 2 o más términos. 

Si el polinomio tiene 4 términos o más, de manera 
que se puedan formar grupos de igual cantidad de 
términos y que, al ser factorizados por separado, 
cada grupo arroja un factor común para todos los 
grupos (en algunos casos se puede agrupar un 
producto notable), esto conduce a la factorización 


del polinomio. 

Por lo general, se encuentra luego de agrupar 

términos y bajo los siguientes criterios. 

* DE ACUERDO AL NÚMERO DE TÉRMINOS: 

EJEMPLO: 

Si el polinomio tiene 8 términos podemos agrupar 

de2en2óde4en4. 

* Factorice : a +xy+az+zy 

a rayrazizy=x(o+y)+z(x+y)= (0+y)Mx+z) 
Factor comúnix+y) “ya faciorizado 

*DE ACUERDO A LOS COEFICIENTES DE 

LOS TÉRMINOS. 

EJEMPLO: 

Factorizar: E=x" + xy 4 ay" + y? 

Como no hay factor común monomio podemos 

agrupar los 4 términos de 2 en 2 y en forma 

ordenada. En cada uno de los grupos: 

Es xlat+ y) 4 y lat + y) 

*Factor común Polinomio (x* +y*). Ahora dividimos 

cada agrupación entre el Factor común polinomio. 

Es (+y) (+90) 


Factor Primo 
L— Factor Primo 
*Los factores primos no se pueden descomponer en 
nuevos factores , tienen un único divisor que es si 
"mismo. 
*Esta expresión tendrá 2 factores primos: 
EJEMPLO 3 : 
Halle el número de factores primos de: 
Co =0 + 204 a + 2. 


as 
RESOLUCIÓN: 

El polinomio tiene 4 términos, agrupamos de 2 en 2 
en2>C,, = (a? 42%?) + (1 +2) 

factoricemos cada grupo por separado 

> Cp 52? (242) +(x+2) 

como puedes ver ex + 2 es un factor común para 
los 2 grupos. 

Luego: 

C,.=(x% + 2)(x?+1) entonces tiene dos factores 
primos. 

EJEMPLO 4 : 

En el polinomio: Píx,y) = 3x*— Lay - 2y* + 3xy 
*Agrupamos convenientemente el primer y cuarto 
término y también el segundo y tercer Lérmino. 
Así Plx) = 32% + 3xy -2xy-2y* 


(EMICIONES RUTINOS 
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PACTORIZACIÓN) 


P(x) = 3x(x + y) -2y(x + y) 
Plx) = (x + y)(3x —2y) 

En lo cual P es factorizado. 

MÁS EJEMPLOS: 


* Factorice: 
mx + nx + am + an 


AS 


Agrupamos el Agrupamos el 
factor común “x" factor común "a". 


=x(m+n)+a(m+n) 
=(m+n)Mx+a) 


* Factorice; 

Plxyz)= A +xy zo + iy ty 

x(x + y) +2(x +9) + (x +9) 

(2+y) (x+z +1) 

Luego el polinomio presenta dos factores primos: 
(c+ y); lx+z+1] 


*Factorice: 
Ría,b,e) =a* + ab +ac+a! +atb + ate 
=a(a +b+c) +0 (a +b+c) 
= (a +b+e) [a +a*] 
=(a+b+c)a(1+a) 
Luego el polinomio presenta tres factores primos: 
fa+b+c);a;(1+a) 


* Factorizar; alx +2) -x-2 
RESOLUCIÓN: 
a(x +2)- (x +2) = (x +2) (a- 1) 


* Factorice: D,y= Ha data ++ 1 
RESOLUCIÓN: 


El polinomio tiene 6 términos, entonces formamos 
grupos de 2. en 2 6 de 3 en 3 


Di (4 la) 041) 

Di = (04 Dix ld) + (+1) 

Luego: 

Diy=lt1) ld 41] (a DA — 41) 

identidad de Argond 

* Factorice: E, = 2% + 2x-x*- 21* 

RESOLUCIÓN: 
Es = +20 a 2) => 1 2 (042)-(1+2)] 
Ej => (a + 2)(0* 1] =x% (1% + 2)(x +1)(:-1) 


* Factorice e indique el número de factores primos 
lineales de: F,, =x%- 2x*- 16x + 32. 


RESOLUCIÓN: 

Fx (0-2)-16(x-2) =(x-2)(0%-16) 
=(a-2) a *+4) (042) 

> el número de factores primos lineales es 2. 

1) MÉTODO DE LAS IDENTIDADES 


Consiste aplicar en forma inversa los diferentes 
productos notables ya estudiados(trinomio cuadrado 
perfecto , diferencia de cuadrados , suma o diferencia 


Algunos polinomios tienen la forma de ciertos productos, 


notables como los siguientes : 
aos [o Snlareo Ma” 0) 
a 
Erre a mr eta aver 4671 
dondem yne N 


A) TRINOMIO CLADRADO PERFECTO 
(TCP) 


Un trinomio es «cuadrado perfecto» cuando es el 
cuadrado de un binomio, 
Un trinomio ordenado con relación a una variable 
es cuadrado perfecto cuando el primer y tercer 
término son cuadrados perfectos(o tienen raíz 
cuadrada exacta) y positivos , y el segundo término 
es el doble producto de sus raíces cuadradas . 

A? 1 24B+B*=(A + B)' 
OBSERVACIÓN: 


El trinomio cuadrado perfecto es el desarrollo de 
un binomio al cuadrado ., se caracteriza porque el 
doble del producto de la raíz de dos de sus términos 
es igual al tercer término.Todo trinomio cuadrado 
perfecto se transforma en binomio al cuadrado. 
EJEMPLO 1: 


16x* + 40xy” + 26y" =(4x +5y Y 


AA 
| Binomio al 
cuadrado 
(4xP — 2(41)5P (yr 
Luego, es T.C.P 


EJEMPLO 2: 
Factorizar: m*- 2m* + m 
RESOLUCIÓN: 
+ Factorizando el factor común: 
mm? -2m+1)=mím- 1? 
Trinamiocuadrado 
Perfecto 


> m-2m* +m =m(m-1)? 


LA IZHEMERZA 


rar EH aa NUICLOPEDIA 2012) 


B) DIFERENCIA DE CUADRADOS 
Se denomina diferencia de cuadrados , a la diferencia 
de dos expresiones que tienen raíz cuadrada exacta. 
Delos productos notables se sabe que : 

(A + BJ(A —- B)=A* - B* 
porlo tanto : 

A?- B*= (A + BJ(A - B) 

Toda diferencia de cuadrados se descompone en dos 


factores uno es la suma de las raíces cuadradas y el 
otro es la diferencia de dichas raíces cuadradas. 


EJEMPLO 1 : 
Factorizar: m*- 25 
RESOLUCIÓN: 
* Entonces: 


mi - 25 


m5 
NOTA 
+ Extraemos la raíz cuadrada a cada término. 


« La expresión factorizada, será la suma por la 
diferencia de dichas raíces 
EJEMPLO 2 : 
Factorizar: a*b*- 36 
RESOLUCIÓN: 
año? -36 
Loy 
Y y 
abi 6 
“entonces : a%*- 36=(a*b*+6)(a%b-6) 
NOTA 
Una diferencia de,cuadrados debe tener las 
siguientes características: 
* Es un problema de dos términos. 
+ Ambos términos del polinomio tiene raíz cuadrada 
exacta. 
EJEMPLO 3: 
dx? —- 25 =(2%+5)(2x-— 5) 
f 


m'-25= (m' + 6)(m'- 6) 


Aquí se utilizó la DIFERENCIA DE CUADRADOS 
EJEMPLO 4 : 
D+a?+6x=(x +3) 


f 
Aquí se utilizó el BINOMIO AL CUADRADO 


NOTA 


Extraer la raíz cuadrada de un monomío es dividir 
los exponentes entre dos, porque: 
$ 


la“ =a?=a' 


EJEMPLO 5 : 

Factorizar: a* — 4b* 

RESOLUCIÓN: 

Se tiene: (2%)? — (26)? = (x* + 2b)(x* — 2b) 

EJEMPLO 6 : 

Factorizar: x? + Lxy + yz" 

RESOLUCIÓN: 

ES 
=(x+y+z2d Ma +y-z) 


E 


EJEMPLO 7 : 
Factorizar: Plx) =x*- 1 
RESOLUCIÓN: 


Aplicando diferencia de cuadrados, se tiene: 
Plx) = (9-1 = (+ (1) 
> Pla) = (x* + 1)(x + 1)(x-1) 
EJEMPLO 8 : 
Factorizar: Plx) =x* + 2x- 3 
RESOLUCIÓN: 
*Escribimos: 
Píx) = x* +2x +1- 4 
=— 
Pla) = (x+1)"-2 
Plx) = (0 +1 +2)(0 + 1-2) 
> Plx)= (x + 8)x-1) 
EJEMPLO 09: 
Factorizar: a? + b*-c* + 2ab 
RESOLUCIÓN: 
»Asociando adecuadamente: 
a? + 2ab + b*-c* = (a + bJ.-c? 
+ Por diferencia de cuadrados: 
(a +b+c) (a + b-c) 
€) SUMA O DIFERENCIA DE CUBOS: 


Se denomina «suma de cubos» a la suma de dos 
cantidades donde ambas tienen raíz cúbica exacta . 
De los productos notables se sabe que : 


(a+b)(a*- ab+b*)=a*+b* por lo tanto : 
ar+b* =(a+b)(a*-ab+b*) 


*toda suma de cubos se descompone en dos factores, 
uno es la suma de las raíces cúbicas y el otro es igual 


EDICIONES HUBIOS 


ia ELA 


ACTORIZACIÓN) 


a la raíz cúbica elevada al cuadrado menos el 
producto de las raíces cúbicas más la segunda raíz 
cúbica elevada al cuadrado. 
EN GENERAL : 
af+b% =(a+bj(a? 5 ab+b?) 

EJEMPLO 1: 
Factorizar: 27x* - 8 
RESOLUCIÓN: 

(3) 2 = (3x— 2)(9 + 6x + 4) 
EJEMPLO 2: 
Factorizar: 1%- 1 
RESOLUCIÓN: 

ai ladMri+D 
= (a+ 1Mx-1Ma? + + 1)(0 041) 
EJEMPLO 3 : 
Factorice: G,,, =x* -1 
RESOLUCIÓN: 
Como el exponente es múltiplo de 3 por diferencia 
de cubos: 
Gina? — 
EJERCICIO : 
Factorice: H,y= '+x 41 
RESOLUCIÓN: 
Aplicando la Identidad de Argand: 
Hi =D) (tad) 
Nuevamente por Argand: 
His ad) (ada 1) (41) 
BI) ASPA SIMPLE : 
Se utiliza para factorizar expresiones trinomias o 
aquéllas que adopten esa forma: 
Ax?" 4 Br" y" 4 Cy? 

Cuando un trinomio (3 términos) es de grado par, 
puede tener 2 factores binómicos. 
Piy= A+ Bx" y + Cy” 

Ax” Cy 

A, x” Cy 
Condición:(A, x”)(C, y")+(A, x")(C, y")=Bx"y" 
> Pay=lA x"+C, y")(A¿x"+C y") 


(Al DA) 


Para factorizar a este tipo de polinomios se sigue 
los siguientes pasos: 

¿) Se adecúa la expresión a la forma mencionada 
li) Se descompone convenientemente los extremos 


(teniendo en cuenta el juego de signos) 


iii) Se efectúa el producto en aspa y se suman los 
resultados , si este coincide con el término central 
de la expresión , entonces se concluye que los 
factores serán las sumas horizontales. 


[Mayor exponente es par 
5 
E 


6x Y — 12 ——-Sin variable, puede 
ser (+) 6 (-) 


Coeficiente | ExPonente es la mitad 
del mayor 
Variables Iguales 

EJEMPLOS: 

1) Factorizar : a* — 6x +8 

RESOLUCIÓN 
Extraemos la —.. 
raíz cuadrada 


(+) 
'Como'los signos son «iguales» tango que buscar dos 
números que sumados den 6 y multiplicados 8. 
> - 6x +8 = (x-4)(x-2) 


EA 
< x 4 2x 
x Ca 
-6x 
La multiplicación en aspa me permite 
«comprobar». 
+ La ley de signos para la adición en Z: 
—2+8=6 

» Signos diferentes se restan y la respuesta lleva 
el signo del mayor. 3-2 =-S5 
* Signos iguales se suman y se colocan el mismo 
signo a la respuesta. 


2) Factorice: M(x)=a*+6x+8 
RESOLUCIÓN: 
Como es un trinomio de segundo grado (grado par) 


por el aspa simple: 
l,= + 6 +8 
x 4 condición: 2x +4x + =6x 
x 2 
Luego: I,,,=(x + 4)(x + 2) 
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3) Factorizar ; 2? —2x - 15 (a +b)* + 3(a + b)-28 >(a +b + 7Ma + b-4) 
RESOLUCIÓN: eno a+b 7 
yen 
. +b 4 
se ED e 
| MÁS EJEMPLOS: 
0% - 15 Foctorizar : P(x) = 3x*-4x-15 
ES E > 3a* -—4x -15 
x 3 3x DI DY 
x 3 => -9x ve 
Signos diferentes (_y(_ E E 
se restan O -4x 


> 1?-2x-15=(3-5)(2+3) 


d)Factorice: J,,, =x*-—bx-— 24 


(5 


RESOLUCIÓN: 
d,= Y -5r - 24 
* 3 
E 3 Condición: 3x+(-8) =-6x 


> d,, = (x +3) (x-8) 
5) Halle el número de factores primos : 
KE.) = 13% + 36 

RESOLUCIÓN 

KE, = Y - 13% + 36 
xr -9 
E 4 

> Kyle? 90? -4) 

cuadrados: 

Ey (=+3)(x% 3) (x+2)(x-2)> el número de 

factores primos es: 4 


por diferencia de 


6) Factorizar: a? + 10x + 21 
RESOLUCIÓN: 


rolre+2 E 
Ñ CA | 


+ 7 Como son signos 
iguales el orden 


3 ss no interesa 


=> 1%4+10x+21=(3+3)(x+7) 
EJERCICIO: 

Factorizar: a? + D* + 3a + 3b + 2ab- 28 
RESOLUCIÓN: 


Luego: Plx) = (3% + 5)(x - 3) 


*Q(<,y) = 8x* + 216xy - 27y* 
>8x* + 216xy-27y* 


rol iS 
x 27y > 21 


Luego: Qlx;y) = (8% — yMx + 27y) 


= Sea: P(x) =a*- +x -1=(x* + 1)x-1) 


Sr. d+x-1=(x* + 1-1) 
IV) ASPA DOBLE 
Se utiliza para factorizar polinomios de la forma: 
Ax?” + Bay” 4 Cy? + Dx" + Ey" +F 
O cualquier otra expresión transformable a esta . 


Cuando un polinomio tiene 6 términos de grado par, 
puede aceptar 2 factores de 3 términos. 


Ple, y 2J= AB Y + Cy" HO DAY + Fe? 
Ap” Oy Fa 
AN Cy. EZ 

Aspa de comprobación (con los extremos) 


Aya” 2 
Aja” EL 

Luego: 

Pr.) (A, 7+C y +E 2 MA, %"+C,y"+F,2") 


Los pasos a seguir son los siguientes : 
A) se adecúa el polinomio a la forma general , en 
caso de que falte uno o más términos estos se 
completan con ceros . 


(EDICONES RORINOS 


B) se toma el primer trinomio de la expresión y se 
aplica aspa simple para comprobar el término y”. 
C) seguidamente a los términos en y? ; y” y el 
término independiente F se les aplica un aspa simple 
para comprobar al término en y". 

D) finalmente se aplica un aspa de extremo a 
extremo para comprobar al término en 2%. 
Cumplidos los pasos anteriores , se concluye 
que los factores serán las sumas horizontales . 


EJEMPLO 1: 


»Factorizar: 

20x” + 22yx + 6y* - 33x —17y +7 

Br=—] qa olé 
E 

4x2 ay S— 1 


*La expresión factorizada es : 
(5x + 3y -7)(4x+2y - 1) 
EJEMPLO 2 : 


Factorice: 
Désgaj= 4 H8xy +29 +4x+7y+3 
RESOLUCIÓN: 
Uxyz)J= ad +3xy + 2y +(4x)+ 7y+3 
x* 2y 1 
x y 3 


Aspa de comprobación (con los extremos) . 


Luego: Lx, y, 2) = (x + 2y + 1M(x% + y +3) 
EJEMPLO 3: 
Factorice: 
Moya = 227 + 7xy-+ Oy" 4 7x2 + 10yz de? 
RESOLUCIÓN: 
2% + 7ay +0Y +(íx2) + 10y2 42 
Le 3y 
1x 2 dz 
Aspa de comprobación: 


» -1z 


2x Az 
x dz 
Luego: M,, , =(2x +3 y-2 Mx +2y +42). 


EJEMPLO 4: 
+ Factorizar: 
6x* + 23xy + 20y* + 13xz + 22yz + 62* 
A 
y 22 


3z 


*La expresión factorizada es: 
(3x + dy + 22)(2x + 5y + 32) 
¿JEMPLO 5 : 


Factorizar; 
Píxy) =37 + 2xy + y -3x-3y-4 
post 1 
— y 1 


Play) =(x +y-4Mx+y+1) 
PROCEDIMIENTO GENERAL: 
Ax” 4 Barry” 4 Cy 4 Dx" + Ey" + F 


Debe ocurrir que: 
i) Ag" Cy" +Ax"C y" = Bx"y' 
Cy F, + C¿y'F, = Ey" 
lil) Aa" F¿+ Ag" F,=Dx" 
Luego los factores se toman en forma horizontal. 
Plajy)= (Ajx" + Cy" +ENAx” + Oy" +F) 
EJEMPLO : 
Factorizar: 
Play) = 3x? + 10xy + 8By* + 1dx + 22y + 15 
RESOLUCIÓN: 
3% + 10xy +8y* + 1dx +2 


+ 15 


*Verificando: 

DD 3xx2y + xxdy = 10xy 

1) dy x3 + 2yx6 =22y 

TH) 3xx3 +xx5 = 14x 

*Luego: P(x,y) = (3x + dy + 5)(x +2y + 3) 
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V) ASPA DOBLE ESPECIAL : 


Cuando en un aspa doble el término central es 
semejante al aspa de comprobación se reducen a un 
término y solo aparecen 5 términos, este es el caso 
del aspa doble especial. 

Primero se comienza con los extremos para hallar 
el aspa de comprobación y luego se calcula el 
verdadero término central. 


Se utiliza para factorizar polinomios de la forma : 
Axt+ Ba? + Ca? + Dx + E 

REGLA: 

*Se descompone el término de mayor grado y el 


término independiente ; se calcula la suma del 
producto en aspa, 


+A la suma obtenida se le agrega la expresión que 
haga falta para ver el término central . La 
expresión agregada es la que se descompone 
para comprobar los otros términos del 
polinomio. 


EJEMPLO 1 :; 
Factorizar: 
Q() =6x* + 22x7 + 21x* + 16x + 6 
RESOLUCIÓN: 
Gx! + 22%? + 21x* + 16x +6 


2 an 
5x ix 3 
i 


4 
a ! 4] E, 


*Se tiene en el aspa mayor : 
(6x*)(2) +(x*)(3)=10x* + 3x* = 134% 


* Se debe tener: 21x* 


*Falta : 21x*-18x*=8x'<—cantidad a 
descomponer: 7 
> Plx) = (67 +2x + 8)(x* + 4x + 2) 


EJEMPLO 2: 


Factorice: 
Ni == +61 + 123 + 17x+ 5 
RESOLUCIÓN: 


Tiene 6 términos, el término central es x* y el aspa 
de comprobación es x* 


> Obtengamos el aspa de comprobación con los 
términos extremos. 


Término central 


12% 
f 


comprobación 


N.= a +5x +61") +[64] + 173 +5 
dá Lx 5 
q 3x 1 


Si el aspa de comprobación es 6x*; y el polinomio 
tiene 12x”?, entonces el término central será 

12x- 6x* = 6? 
>N 2 = (0 +20 +06) (1? +30 +1) 


EJEMPLO 3 : 


Factorice: 
Q., = 20 +74 + 1617 + 22% +8 
RESOLUCIÓN: 


Desdoblando el término 15x* como 5x* + 10x* , se 
tiene: 
Q(u) = 20 + 77 +5x* + 10x* + 223 + 8 


eL 
2 5x 2 
a x 4 


Qíx) = (2x7 + 6x + 2) (x* +x +4) 


irssalizos 
*x 2 


=>Q(lx) = (2x + 1) (% + 2)(27 +x + 4) 
EJEMPLO 4 : 
Halle el número de factores primos de: 

P,, = 12x*-8x* + 261? + 2x-7 
RESOLUCIÓN: 
Desdoblando el término 26x* como 0x* + 26x* , se 


tiene» =19w! 8404 264 +2x 7 
PESE 
3 Le 7 

> Pa, = (4x7+0x—1)(33? -2x4+7) 

> Pa) = (23 +1)(2x —1)(3x? — 2x+7) 

Luego, el número de factores primos es 3. 

EJEMPLO 5 : 


Factorizar: 
Plx)=x +30 +70 + 70 +6 


(EDICIONES RIBIÑNOS 


Da MEE 


LACTORIZACIÓN) 


RESOLUCIÓN: 
23 73 +6 


24 
+ Se tiene en el aspa mayor : 

(712) +(%1(8) = 24% + 32? = 52? 
» Se debe tener: 7x* 
*Falta: 7x* -6x%= 
descomponer 

> Plx) = (17 + 2x + 8) +x 42) 
*Como: lx* + 2x +3) y (0% + x +2) son primos , 
luego ahí queda. 

¡JEMPLO 6: 

Factorizar: Plx) =x +x* +1 
RESOLUCIÓN: 
*Completando y ordenando ; 
Plx)=x* + 0% + 2% + 0x +1 


2x*¿——Cantidad a 


2 


2? 1 Falta 


E] 


Plx) = (xx + 1107 + 1 1D) 
EJEMPLO 7 : 
Factorizar: 
Pla) =x! + 6x7 +4x* -x-16 
RESOLUCIÓN: 
al + bx + de? 15 


(4x7). (-2x*) = 6? 
>P(x) = (27 + 3x-5)(x* + 2x + 3) 


VI) ASPA TRIPLE 2 


Se emplea para factorizar polinomios que estén en 
funcion de tres variables y que tengan 10 términos, 
dela forma : 


Ax? + Bxy + Cy! + Dyz + Ez!* + Faz + Gx + Hy+lz+K 
El procedimiento a seguir es: 
1) Se adecta el polinomio a la forma general, en caso 


falte un término este se completará con ceros. 


2) Se toma al primer trinomio de la expresión y se 
le aplica una aspa simple para comprobar al 
término Bxy. 

3) Luego se toman a los términos en “p*". “yz” y 
«2%» y se les aspa para comprobar el término Dyz. 


4) Otra aspa para los términos en 2* ; z y el término 
independiente K para comprobar al termino Iz. 


5) Luego tantas aspas simples como términos falten 
por comprobar , asi para comprobar el término Faz. 
se consideran a Ax*, Fxz y Ez*; para el término en 
2, Ax, Gx y K; para el término en y, Cy* , Hy y K. 


Cumplidos los pasos anteriores los Factores serán 
las sumas horizontales. 
EJEMPLO : 
Factorizar : 
6bx* + 7xy -Gy!* + 7az-6z* -12yz + 2x -14y+-8 
RESOLUCIÓN: 
55x* + 7xy- Gy* + 7x2 -12yz-6z* + 2x -14y+-8 

He -3y 9 4 

hac DDN a pot 
*verificando las expresiones que faltan : 

(11x)(22) + (5x)(-32)=7xz 

(11x)(2) + (6x)(-4)=2x 
(-Sy)(2)+ (2y)(-4)=-14y 
*entonces la expresión factorizada será: 
(11x — By — 3z - 4)(5x+2y+22+2) 


VII)MÉTODO DE LOS DIVISORES 
BIVÓMICOS: 


Se aplica a polinomios de cualquier grado , 
generalmente con una sola variable , siempre que 
tenga por lo menos un factor lineal (primer grado). 
Con este método se busca uno o más factores 
binomios primos. 

TEOREMA DEL FACTOR : un polinomio tiene 
un factor linéal o de primer grado de la forma 
(Ax + B) 6 (x 2 a) > El polinomio se anula con 


B. 
x=-—óx=ia;A%+0; dondea aquel factor 
lineal también se le llama divisor binómico. 


Tratamos de buscar divisores binómicos y además: 
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el 'T.L del divisor tiene que ser un divisor del T.I. del 
polinomio. 

Es decir si: 

Plx)=ay" +0, +... +0,¿0+0,,5 +0, 
El posible divisor binómico será: x + a, donde: 


_ Cualquier divisor del término independiente 
Cualquier divisor del coeficiente principal 


CEROS DE UN POLLVOMIO 


Son los valores de la variable que anulan el 
polinomio (valor numérico cero). 


EJEMPLO: 
sea: P(x)=20-5x+3 

si x=1 ; P(1)=2(1)*-5(1)+3=0. 
entonces 1 es un cero o raíz de P(x) 


Para obtener los posibles «cerow de un polinomio , 
se debe tener en cuenta lo siguiente : 


CASO T: 

Si el coeficiente principal es igual a 1 (polinomio 
mónico ) los posibles ceros serán divisores del 
término independiente con su doble signo. 


EJEMPLO: 

sea: Pla)=x*-76x”+8x - 2 

Entonces sus posibles ceros serán ; 2;+1;+2 
CASO Mi: 


Si el coeficiente principal es diferente de 1, 
entonces los posibles ceros serán : 


«se anula , 


Posibles _  Divtorer Y. Indep: de PG) 
Cerón = *o = "Divisores Coef. Principal de Pix] 
EJEMPLO: 


sea: P(x)=30+x*- 1lx-6 
Entonces sus posibles, ceros pe : 


¿E 155 
=Hl 45; pa ¿El 

TE 305 
REGLA PARA FACTORIZAR: 
URecordando el siguiente teorema: 
«Si P(x,) = 0 ; entonces: (x — x,) es un factor 
primo de P(x)» 
Se calcula los posibles ceros y se comprueba si 
alguno anula al polinomio. 


EJEMPLO: 


Si se anula para: 
*x=1>(x-1) es factor 


*x=-2>(x+2) es factor 


e >(5x-—1) es factor 


2) Los demás factores se encuentran al efectuar: 
Plx) 
x—Xp 
Es decir los otros factores se determinan utilizando 
la regla de ruffíni, que se a de emplear tantas veces 
como ceros tenga el polinomio , por lo general es 
conveniente llevarlo hasta un cociente adecuado 
(cuarto grado, para poder aplicar aspa doble especial 
o de segundo grado ). 
EJEMPLO 1: 
Factorizar: Plx) =x*- 6x* + 11x -—6 
RESOLUCIÓN: 
Como se trata de un polinomio mónico entonces: 


Posibles ceros = + (1; 2;3;6) 
*Probando con uno de ellos ; para + =1 por Ruffini. 
1 1-6 
¿qee 6 
dl 1 <s.6|0 


R = 0, lo que significa que '=1 es un cero luego un 
fuetor es (x - 1) 


*quedando el polinomio así : 
Plx) = (x- 1)(* -6x + 6) 


-3 
x -2 
> Plx) = (x- 1)(x- 3)(x 2) 


RESUMEN: 

* Calcular posibles ceros. 

* Aplicar Ruffini buscando posibles ceros. 
EJEMPLO 2 : 

Factorice: S,, =a* +x- 10 
RESOLUCIÓN: 

Los posibles divisores binómicos son: 
xtlixt2x+5;x + 10, donde 1; 2; 6 y 10 son 
divisores del término independiente 10. 


Probemos con “x= 2” 
Dividiendo por la Regla de Ruffini; 


(+2x+5) 


(EDICIONES RUTIVOS 


SET 


FACTORIZACIÓN) 


> $.) = (0-2 M3%+2x+5) 

EJEMPLO 3: 

Fectorizar: P(x) =x%-2x +1 

RESOLUCIÓN: 

Posible _, Divisores del -4(1) 
Divisores del 


ql) =“ + +x-1 
>Plx) = (a- Día +1? +x-1) 
OBSERVACIÓN: 


El Ruffini también se puede aplicar en forma 
sucesiva. 


EJEMPLO 3 : 
Factorizar: Plx) = x*-6x* + 11x -6 
RESOLUCIÓN: 
. Potts Divo 4 Lada 
Ceros " Divisoredel 1 
= POIS + (125356) 
* luego por Ruffini: 


e als, 


q(x=) =x -1 
Pla) = (x-2)(x- 3)(x- 1) 
EJEMPLO 4 : 
Factorice: F(x) =x* + 6x* + 16x + 14 
OBSERVACIÓN: 


Cuando los términos del polinomio son positivos, 
solamente probaremos los valores negativos para x.. 


D Posibles_ dns 
Ceros + (1;2;7;14) 


Posibles. 1 


aros 1 2 IA 


==-2 
F(-2) = (2) + 6(-2)?* + 15(-2) + 14=0 
> 2” es un cero. 
11) Por la teoría dada se deduce que: 
(a +2) es factor de F(x)= Fíx) = (x + 2JG(x) 
HI) Calculamos G(x) aplicando Ruffini: 


Glx) =x* + 4x +7 

>P(x) = (a +2)(x? + 4x + 7) 
EJEMPLO 5 : 
Hallar el factor primo cuadrático de 

U, Sa "+20 x - 42 

RESOLUCIÓN: 
Los posibles divisores binómicos son: 
xrljxt2xt3ixt6xt7xt2lix +42 
Probemos con: «— 3 


Por Ruffini: 
1 2 A 42 
(esi—a=3 | | 3 15 42 
1 5 1 0 


> Uy) =(x — 8) (1? +6x + 14) 

Luego, el factor primo cuadrático es: a* + 6x + 14 
EJEMPLO 6 : 

Factorice: Ty, =2x% + 347 + 21? + 93 + 9 


RESOLUCIÓN: 


Como el primer coeficiente es “2 
números de prueba son: 
divisores de 9 es decina=x1,+3, +9, 


; los posibles 


2 '+0x 42146 
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> Ta =(s+ (2)(*+x+8) 


2 Ta = (2: +3 a+ xr +3) 

EJEMPLO 7: 

Factorice : H(x) =x*- 7% - 17x + 33 
RESOLUCIÓN: 

= Posibles ceros racionales = + (1;3;11;33) 
* Aplicando Ruffini: 


a(x) 
> Híx) = (x-8)(x* + 2x- 11) 


ARTIFICIOS DIVERSOS 
Para facilitar la factorización se puede hacer uso de 
los siguientes artificios: 
VI)CAMBIO DE VARIABLE 3 
Cuando se repite una misma expresión en el 
polinomio, se usa el cambio de variable. 
EJEMPLO 1 : 
Factorice el polimonio 
Vi= 0d +x+2))-5( 442) +46 
RESOLUCIÓN: 
Haciendo el cambio de variable: 1? +x +2 =a 
Con lo cual, el polinomio quedaré así: 
V=a'-6a +6= (a- 83)(a-2) 
Comoa=x*+x+ 2 
Entonces reponiendo; 
Vo) = (4 +23) (07 + + 2-2) 
Luego: . 
0 =P A) = 2 (0 + DH 1) 
EJEMPLO 2 : 
Factorice el polinomio: 
Ay=é +3 DD 6( 48041) +5 
RESOLUCIÓN: 
Haciendo cambio de variable: a= x%+ 3x+1, 
entonces: 
A=at-6a+5=(a-1)(a-5) 
Luego, restituyendo: 
Ajy=(07 + 304 11) 4 3 +16) 


=(7 + 3x)(17+3x —4) 
=>4A(x) =x (1% + 3)(x + 4)(x— 1) 
VII) AGRUPACIÓN ADECUADA 2 
Aplicando la propiedad asociativa de la 
multiplicación y en forma adecuada para luego hacer 
un cambio de variable, se simplifica el proceso 
operativo. 
EJEMPLO 1 : 
Factorice: B,,=(x+2) (x+3) (2: + 5) (x + 6)- 40 
RESOLUCIÓN: 


Agrupemos los factores de 2 en 2 tal que resulta 
una expresión repetida; para ello la suma de términos 
independientes en cada grupo debe ser una misma 
cantidad. 


Bay = [lx + 2)(x + 6)] [(% + 8)(x + 5)]-40 
By. (97 +8x4+12(27 +8x+15)-40 
La L,a 

By, = (a+ 12)(0+ 16)-40 > B,y=0*+270+ 180 -40 
Bj =02+270 + 140  =>B,=(a+20)(0+7) 

$ qe 

a 7 
variable 


inicial, es decir, 


Reponiendo 
reemplazando % 
Biy=(x? + 8x + 20N(x? + 8x + 7) 


=> By = (a+ Bx + 20)(x + 7)(% +1) 
EJEMPLO 2: 
Halle el número de F.P lineales de: 
Co) = (5 + Dx + 3)Mx —2)(x + 6) -16 


RESOLUCIÓN: 
Cu = (44 da + 3 MA dr 12) -16 
DERE 


>C,,, = (a+8) (a -12)-16=a*- Ya - 36 - 16 
a? - Ya - 52 = (a-13)(a + 4) 

>C,, = (0 +4 18)(17+ de + 4) 

=>Cp, = (1? + 4x- 13) (x + 2)* > El número de 
factores primos lineales es: 1 

IX) MÉTODO DE SUMAS Y 
RESTAS (y OTROS ARTIFICIOS) 


Se inspecciona el dato”, comparándolo con alguna 
identidad conocida, la mayoría de veces perá 
necesario aumentar algunos términos para 
construir en forma completa aquella identidad 


(EMCIONES_AFTBIÑOS 


PACTORIZACIÓN) 


sugerida por el dato, naturalmente que aquellos 
términos agregados deben ser quitados también para 
así no alterar el origen . Este método conduce la 
mayoría de las veces a una diferencia de cuadrados , 
suma de cubos o diferencia de cubos. 


EJEMPLO: 
Factorizar: x* + 4be* 
RESOLUCIÓN: 
*cuando aparecen exponentes pares se tratará de 
formar trinomios cuadrados perfectos: 
*tenemos (x*)*'+(2b*c*)* para formar 
un trinomio cuadrado perfecto hace 
falta 2(x* )(2b*0*)=4x"b*c* —> sumamos 
y restamos 4x*b*c*, resultando: 
(ada btot+(2b%0*)" —dx*btot 
mg Minor alenadrada 
= (a*+2b%0*) -(2xbc*)" 
=(u*+2b'0%4+2xbc*)(x*+2b*01 - 2xbc*) 
ya fuelorizado 

EJEMPLO 2: 
Factorizar : x% + 64y* 
RESOLUCIÓN: 
*Sumando y restando: 16x* y* 
> 1 + 64y! + 16x” y* - 16x* y* 

al + 16x*y* + 64y' -16% y 
ala? + 8y) - (4xy)* ' 
*de donde: (x* + 8y? + 4xy)(x? + 8y* - 4xy) 
EJEMPLO 3 : j 
Factorizar: Plx) =x% + 4a* 
RESOLUCIÓN: 
>P(x) =(27)* + (2a*) + 2(0*(2a*) - 2(4*)(2a*) 
(a? + 2a*)* - (2ax)* 

= (x* +2a* + 2ax)(x* + 2a*- 2ax) 

EJEMPLO 4 : 
Factorizar : 

(a+b+o-2)*(a+b+c-1)-5(a+b+c+1)* 
RESOLUCIÓN 


*Si dos o mas terminos se repiten constantemente, se 
sugiere hacer cambio de variable. 

Haciendo: x=a+b+0 

Entonces al reemplazar resulta: (x-2)* +(x—1)* -6(x + 1) 
=x dx +4 40-204 1-6x-6=2x -1 1x0 =x(2x-11) 


Pero como: =a+b+c 

Entonces la factorización pedida será ; 
(a+b+e) [ 2(a+b+e)-11 ] 

EJEMPLO 5: 

Factorice: D,,, =x* + 1517 + 64 


RESOLUCIÓN: 


Cuando el polinomio es de grado par se busca un 
trinomio cuadrado perfecto y , como consecuencia 
resulta una diferencia de cuadrados a la vez. En 
nuestro caso sumando y restando a? : 


Dist + 16 ra? +64? 
"EA 
Ey 8 

Luego: D,.=(x*+8)'-x* por diferencia de 
cuadrados: 

D(x) = (4 +8+x)(7 + 8-x), entonces: 

D,,, = (7 4+x 4 8) (1? -x + 8) 

EJEMPLO 6: 

Factorice: E, =x%+x +1 

RESOLUCIÓN: 

Cuando el polinomio es de grado impar, se busca 
generalmente una suma o diferencia de cubos. En 
nuestro caso le sumamos y restamos 

En =-x* +37 +x +1, agrupando 

ma) (++ 1) 
*(0-1)+(4+x+1) 

SE) = edad) + (074 xx +1) 

SE, =l0 a 4x4 1) + (+ +1) 
E, = (0 4x+1) (*-2%+ 1) 


EJEMPLO 7: 
Factorizar : P(x) =x* + 2x%- 1 
RESOLUCIÓN: 


* Sumamos y restamos : (x%) 
Pla) = 3420401 Dl a (a 1) 


x* Ax-1)=a” + a 


ES +a+1)= 


Lira 
>P(x) =(P-x+ Mara +1) 
EJEMPLO 8 : 

Factorizar : Plxjy ) =x%+ xaty+y" 
RESOLUCIÓN: 
*sumamos y restamos : y" 


CALZ MZHERE TA 


eya ayy 
“agrupando adecuadamente : 
Ay y ay ys y ayy y) 
E a) 
"extrayendo el factor común: 

(ray ay a (ay) + yla tay y) 
=(a+ay+y a ay! +y”) 

X)FACTORIZACIÓN PARA 
POLINOMIOS RECIPROCOS O 
RECURRENTES 
Las expresiones recíprocas se caracterizan por que 
los términos de los términos equidistantes de los 
extremos son iguales. 


CJEMPLO : 


*Ry=ax +bx*+bx+a... es un polinomio 
recíproco de tercer grado . 
*P, =0x +bx text bra... 


polinomio recíproco de cuarto grado . 


.- €8 UN 


Debemos tener en cuenta lo siguiente: 


DSi la expresión recíproca de grado impar , uno de 
sus factores €s (x-+1) y ese factor estará multiplicado 
por una expresión recíproca de grado par. 

Si la expresión es recíproca de grado par los 


coeficientes equidistantes de los extremos son 
iguales y el último término es positivo. 


PROCEDIMIENTOS PARA PACTORIZAR 
POLINOMIOS RECÍPKOCOS DE GRADO 
PAR: 

1) Se extrae la parte litoral del término central dando 
lugar a expresiones de la forma: 

1 


ma 


ala 
x 


Z 
11)Se hace el cambio de variable 4 + E con lo cual 


se logra disminuir el grado del polinomio en la 
mitad. 


OBSERVACIONES : 


PROCEDIMIENTOS PARA 
FACTORIZAR POLIVOMIOS 
RECÍPROCOS DE GRADO IMPAR 


estos polinomios tienen la característica de anularse 
para x=1 6 x= -1 por lo tanto admiten un factor 
(0-1) Ó (x+1) necesariaramente. 
*por ruffini se deduce el otro factor que será también 
un polinomio recíproco de grado par. 
EJEMPLO 1 : 
Factorizar: 

Pa) =60% + 350 4 624? 4 35% + 6 
RESOLUCIÓN: 
* Dado que el grado de P(x) es 4 , factorizamos x*; 
obteniendo : 

Bn = 6% + 356x462 + 22,5] 


* Agrupando los términos equidistantes de los 
extremos: 


P.= + [o(* + 4)" 3s(s + D+ 02] 
ee x 
” Haciendo : 


A ón zo n*-2 


* Con 10 cual 
P., = x*[6(n* -2)+ 35n + 62] 
> P,, = x*[6a* + 354 + 50] 


e) 


* Por aspa; 
3n -10— 20n 
2n 5— e b 
-35n 
> Pa) = 2 [30 +101[20 +5] 


* Como: s+l=n ¿se tendría: 


Pe) = a(=+2)+10][2(x+2)+0] 
> Pe) = (35? +10: +3)(23? +5% +2) 


* Nuevamente por aspa simple: 
Pis) = (34 D(+ 324 D (+2) 


(EDICIONES RUBISOS 
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FACTORIZACIÓN) 


EJEMPLO 2 
Factorizar: Py =x*+6x* +7? +6x+1 
RESOLUCIÓN: 

*Se factoriza la parte literal del término central: 


Ryar [roza ta] 
ox 


> Po) (++ 2)+0(+2)+2] 


= 1? -2462+7)=x* (2? 46245) 


>P, 


(50) 


= ADA) SP DAD 
*Reponiendo 2: 


Pis) = e 2+L+0)x+2+1) 
x- x 
A) 
EJEMPLO $3 : 
Factorizar: Pi.) =x 5 +6x% +3? -a? 6x1 
RESOLUCIÓN: 


*como el grado es impar del polinomio recíproco , 
entonces se deberá verificar que para x=1 seañula, 
luego por ruffíni : 


*luego el polinomio resultará : 
Pi = (+ 1)(x +6 474? + 61 +1) 
*pero el polinomio x2%+ 6x7 +7x? +6x+1 


ya fue factorizado en el ejemplo anterior , por lo 
tanto la fuctorización pedida será: 


Roy=(+ Dl? ro Dl + +1) 


xD FACTORIZACIÓN DE POLINOMIOS 
SIMÉTKICOS : 

los polinomios simétricos son aquellos que no se 
altera al hacer un intercambio simultáneo de 
cualquier pareja de variables. 

EJEMPLO: 

Sea; Plazy:z)= a +y*+2*+xyz 


Si hacemos un intercambio de «x= por «y» y 


viceversa, se obtendrá: 
Qluyiz)=y i++ 224 yaz 
*de donde se puede apreciar que : 


Plx:y:z) = Q(x:y:z) , entonces P(x:y:z)es un 
polinomio simétrico. 
NOTA: 


Podría haberse escogido otra pareja, por ejemplo «x» 
con «z» ó «y» con «z», y. tampoco se alterará el 
polinomio. 
REPRESENTACIÓN DE LOS 
POLINOMIOS SIMÉTRICOS 


*]* grado 2 variables : A(x+y) 
*1* grado 3 variables : A(x+y+z) 
+2 grado 2 variables : A(x*+y?)+Bxy 
*2d grado 3 variables : 
A(c4+y?+2")+B(xy+22+y2) 
23" grado 2 variables : Alx"4+y")+B(x*y+x9*) 
*3% grado 3 variables : 
Adey 4 Blatyralary arg larz lara ly )+Cxyz 


POLINOMIO ALTERNADO 


Es Aquel que se caracteriza cuando al hacer un 
cambio simultáneo de cualquier par de sus variables, 
sólo cambia de signo. 

EJEMPLO: 

Sea: Plajy;z) =x* (y-2)+ y? (2-4) + 2* (y -x) 

Si intercambiamos simultáneamente «x» y «y» se 
tendrá: 

Qlaiyiz) = y (x-2)+ 0% (2-y) + 2? (x - y) 

Qleyiz) =-[ 2% (y-2)+ y? (2 - x) + 2* (y -%)] 
*de donde se puede apreciar que : 


Plx;y;z) =- Q(x5y;z) , dando a entender que P(x;y;z) 
solo a cambiado de signo , es decir es un polinomio 
alternado. 


REGLAS : 
*La suma , el producto y el cociente de dos 
expresiones simétricas cualesquiera es simétrica. 


*El producto de un polinomio simétrico por otro 
alternado da otro polinomlo alternado. 


*Sí un polinomio simétrico se anula para una de 
sus variables se anulará para todas las demás. 


*Si el polinomio simétrico se anulará para una 
variable igual a otra o $u negativo , entonces se 
anulará para todas las combinaciones de ellas, es 
decir ; 


«Si el polinomio simétrico tiene 3 variables y se 
anula para x= y entonces un factor del polinomio 
sera (%- y) y los otros factores ge determinan de 
acuerdo a la siguiente forma circular o cíclica: 


5 De acuerdo a este esquema lease los 
factores en sentido horario; o sea 
ellos serán: 


y 
ES 02 nea) 


PASOS A SEGUIK EX LA FACTOKIZACIÓN 
DE POLIVOMIOS SIMÉTRICOS 


*Se comprueba Si el polinomio es simérico o 
alternado. 

*Se buscan factores monomios haciendo cualquier 
variable a cero. 

*Se buscan factores binomios haciendo una de las 
variables igual a cualquiera de las otras o su respectivo 
negativo. 

*Se analiza el grado de la expresión para ubicar los 
factores que falten. 

*Se hace la equivalencia de polinomios y se utilizan los 
principios de identidad para reducir el valor de algunos 
coeficientes desconocidos. 

EJEMPLO 1 : 

Factorizar : (a+b+e)"- a? - bó- e? 
RESOLUCIÓN: 


* al hacerce el intercambio simultáneo de dos de sus 
variables se deduce que es simétrico. 


*se deduce que se anula para a=- b., entonces : 
(a+b); (b+c) y (c+a) son factores. 


*pero como la expresión a factorizar es de quinto 
grado , luego tomará la siguiente forma: 
fa+b)b+c)c+a)[mía* +b* Ea +n(ab+ac+be)] 


ne 
paa AU YESO e pbtenaras 


A 1 A 7] 
y para a=2 [y c=0 se obtiene: 


o A y 11] 

* que al resolver el sistema de (1) y de (11) se deduce 

que:m=6 y n=5 

Cosa que la expresión ya factorizada será: 
5(a+b)(b+c)(crala? +b* +0? +ab+ac+be) 

EJEMPLO 1 : 

Factorizar : (m+n)'>min? 

RESOLUCIÓN: 


Al hacerce el intercambio simultáneo de dos de sus 
variables se deduce que es simétrico. 


206 


CICL MA 2012) 
Se deduce que se anula param==n ;m=0 y n=0, 
entonces : (m-+n) ; m y n son factores. 
Pero como la expresión a factorizar es de quinto 
grado , luego tomará la siguiente forma: 
ma(m+n)[K(m? +n?)+Pmn] 

pt E A 

Tecer grado 2% rado 
Que tabulando para m=1 y m=1 se obtendrá : 
PAP cnn e (1) 
-1 se obtiene : 


* que al resolver el sistema de (1) y de (II)se deduce 
que: K=5 y P=5 
Cosa que la expresión ya factorizada será: 


(mn) -m*-n =5mn(m+n)(m? +mn+n*) 
EJERCICIOS IT 


1) Factorizar lo indicado en cada ejercicio aplicando 
"FACTOR COMÚN". 


E 7m+7n= 


2 [ax+ay= 


3 |l2x+4= 


4 |l5m+5= 


a+ 3x*= 


7 *-2x*= 


alr+ay+at= 


5 

6 

7 |6x+6y+6= 
8 

9 


-3x%a1-6x%a= 


10 | -24xy? — 3xy* = 


11 | -6x*y+10xy= 


12 |6xa* -9xa* = 


13 |8x*+4x= 


14 | 24x* -16x* +8x= 


15 | 5%"*+10x""*-16x"*= 


16 |a”b""-2a"*b"= 


17 |2(a+b)+x(a+b)= 
18 | x*(a-b)+7(a-b)= 


(EDICIONES RUTAÑOS 
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II) Factorizar en cada caso: 


AZAHARA y 


ab+ac+b*+be= 


Mx+nx+x= 


Dato 4 10%"? — Lx" = 


a+ y?-5y(x? +y?)= 


xy(3+5a)-2(3+50)= 


2p? + 3ap + 4p +60 = 


tá birtay + biy?= 


1 | +x-x*-1= 


* Factorizar en cda caso: 
x(m+n)-m-n= 


x(a+1)-a-1= 


EJERCICIOS MH 


(O) Factorizar los siguientes polinomios: 
+ 6 (ab) + 3(b-a) = 

*x(a +b-c)- y(c-a-b) = 

» dx (a -b)-8x (b-a) = 

(02) Factorizar las siguientes expresiones: 
* (2% +3)(a +b) + (x — 7)(a +b) = 

+ (x — 1)(a — d) + (2% —5)(a — b)= 

* (3% — 5)(a — b) — (2x + 7)(b- a) = 
((3) Factorizar lo siguiente: 

"IYAATA YA ZA 

»ab+ac+b? +bo= 

*ab+bx- ay -xy= 

(O) Factorizar: 

«2p* + 3ap + dp + 6a = 

+ xy + 2ay- 2bx - dab = 

ata e ay by 

(03) Factorizar en todos los casos: 


PACTORIZACIÓN) 


5x(a*+1)+(x+1)(0*+1)= 


(x+m)(x+1)-(2+1)(25n)= 
(=-3)(=-4)+(x-3)(2+4)= 


am—-bm+an-bn= 


at+abrax+bx= 


8 jayrax+my+mx= 


2xy + 2my + 3x+3m= 


Atayramtym= 


(++1)(2+2)+(3+1)](2+3)= 


2 (ey) -*(*-y)= 
2a?x+2a*y+80%x + 160%x= 


x(a+b)-a-b= 


13 |x*-6x-16= 


14 |+*+92+20= 


15 [a*+120+32= 


16 |2*+7:+10= 


[CA AEREA 


iio 


C)6x*-8x* + 107 = 
Djax + by + ay + by= 
Eja? +ab +a +b= 
Ejx*-4= 

G)9- 4a*= 

H)25x%*- 16= 
RESOLUCIÓN : 


A) 32x* + Bxy + 24x =8Bx(4x + y + 3) 

B) 4a*bc + 3ab*c-2abc* = abe(da + 3b- 2c) 

C) 6x*-8x* + 10x* = 2x*(8x* - 4x +6) 

D) 2% +bx+0y + by=(ax +bx)+(0y+ by) 
=x(a+b)+ y(a+b)=(a+b)(x+ y) 

E) a*+ab+a+b=(a*+a)(ab+b) 
=a(a+1)+b(4+1)=(a+1)(a+0) 

Fjxt-4=x*-2*= (x + 2)(x-2) 


! - (2a)* = (3+ 2a)(3- 2a) 
=(6x)* — 4'=(Ex +4)(6x — 4) 


PROBLEMA 2 : 
Factorizar en todos los casos: 


Alt + 3x2 Bj +x-6 Cia 7x +10 
Dist 6x 14. EJ2x! 4 3-20 : 
FISxt=x-2 
RESOLUCIÓN: 
A) Pa) +2 

x 2— 2 

x 1 p- 

(5) — Término central 


* Luego: + 3x4 2 (x + 2)(x + 1) 


B4+ (6) +6 


po 3— 3x 
x 2 — -2x ) sk 
()— Término central 


* Luego: Y +x-6=(x + 3)(x-2) 


Oda +10 
z O 
z 2 — 2% 


(CE7o—Término central 


4 +7 +10= (x— 6)(x-2) 


* Luego: 
DI ox 14 
x= FO E 
e A E 


(G)— Término central 


* Luego: 7 — 6x— 14 = (2 7)(x + 2) 
E) 26? +3% - 20 
Lx b— bx p 
x* q e 
(o)—Término central 
* Luego: 2x* + 3x— 20 = (2% — 5)(x + 4) 
AA 


le 2="2 p 
$ a a 
Término central 
* Luego: 3x*-x-2= (35 +2)(x-1) 


PROBLEMA 3: 
Halle el número de factores primos de: 
An => - 9 + 90-81 
RESOLUCIÓN: 
Por agrupación de términos: 
ss) = (a? - 9?) + (90 81) 
>Ay=x* (2. 9) +9(:-9) 

factor común 


Ay = (7-9) (27 +9) > el número de factores primos 
es 2. 


PROBLRMA 4: 
Factorice e indique el número de factores primos 
líneales del polinomio: C(x) = x%-16 
RESOLUCIÓN: 
Por diferencia de cuadrados : 
Cp) =(x? )? —(4)%= [x* +4] [x*y- 4] 
Diferencia de cuadrados 
> Cp) =(0? + 4)(x + 2)(x 2) 

= el número de factores primos lineales es; 2. 
PROBLEMA 5 : 
Cuántos factores primos tiene: 

E=ab! +ac' +b0 +a'b 
AJ B)2 CJ4 
RESOLUCIÓN: 


D)J3 EJ6 


DICIONES RUBISOS 


[E 


PACTONIZACIÓN) 


Agrupando en forma conveniente: 
E=(ab* + a*b) + (ac? + be*) 

> E=ab(b+a)+c* (b+a)=(a+5)(ab+e?) 

> «Es tiene 2 factores primos : 

(a +b) y (ab +c*) 


PROBLEMA 6 : 
Factorizar: E =a* +b*-c* + 2ab 
RESOLUCIÓN: 
E=a* +2ab +b* +0 
> E=(a +b)"-e” -> diferencia de cuadrados 
>5E= (a + b + ceja +b-c) 
PROBLEMA 7 : 
La suma de los factores primos (FB) de: 
Esxi+xy+3x+2y+2;0e8: 
RESOLUCIÓN: 
* Agrupación convenientemente: 
E= (1 + 3x +2) + (xy + 2y) 
z 2 
E 

> E=s(x+2)(x+1)+y(2+2)=(3+2)(1+1+ y) 
> E=(x3+2)(x+1+ y) 
> La suma de sus EP es: c 

xa+24x y+l= 2x0 4y+3 | 
PROBLEMA 8 : 
Factorizar: al +x*-6 
RESOLUCIÓN: 
* Se observa que dos de los términos son potencias 
dea”, así tenemos: x* = (1? yx? = (1 
* Luego hacemos un cambio de variable : y = 7 
dra y + y-6 
* Ahora, factorizamos y* + y — 6 por aspa simple: 


Y +y -6 
+3 — 
y 3y )+ 
y +2. == -2y 
y 


* Porlo tanto : y? + y- 6 = (y + 3)(y-2) 

* Pero como y =x* entonces tenemos: 

242 6=y? + y-6=(y+3)(y -2)=(0*+3)(2* - 2) 
*Luego:xÍ+x1*-6= (2 + 3)(7 - 2) 
PROBLEMA 9 : 

Factorizar; (a +b)* + 2(a +b)-= ES 
RESOLUCIÓN: 

* Observamos que (a + b) se repiten en dos de los 


términos del trinomio. 
* Luego hacemos un cambio de variable: x= a +b 
*Entonces: 
la +b)* + 2(a +b)-3 = (1%) + 2(x) -3 
* Ahora factorizamos x* + 2x — 3 por aspa simple 
xx + 2-3 


a +3 — 3x ) 
+ 
x -1 — -1x 
+2x 


* Porlotanto:x* +2x-3=(2+ 3)(x- 1) 
*Pero como x = a + b entonces tenemos: 
(a+b)"+2(0+b)-3=3*+2%-3=(a+b+3)(a+b-1) 
* Luego: 

(a +b)* + 2(a + b)-3 = (a+b+3)(a+b -1) 
PROBLEMA 10 : 
Factorice y obtenga el factor primo de mayor 
coeficiente lineal de: E,,, =x*- 44% - 32 
RESOLUCIÓN: 
Por el aspa simple 

Elx) =x*-4x* -32= (0-8) (27 + 4) 

sl a 
Es, = (x- e + 2x + 4)(x7 + 4) 

> el factor primo de mayor coeficiente lineal es: 

44244 
PROBLRMA 11 : 
Calcule la suma de los términos. lineales de los 
ps primos del polinomio: 

= 64330 4197 4200 410 > 

RESOL UCIÓN: 
Por el aspa doble especial : 


G.= 6v'+ 330 + 22% +10 
A 
30 Ox 2 
G¿S(27 HL NEO +2) > G (201 (0 +0)(30 +2) 
> 
ES 5 
=> La suma de términos lineales: 2x + x = 3x 
PROBLEMA 12 : 
Factorizar: x% + x*-2 


RESOLUCIÓN: 
* Se observa que: 


A 


AE AIENENESA 
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Ara 2= (74 (ad) 2 
*Ahora hacemos un cambio de variable : y = 1% 
*Entonces:x*+x*-2=y*+y-2 
* Ahora factorizamos y? + y — 2 por aspa simple 


Yi 2 


+2 
y 2y > 
y 1 — -ly 
y 


* Por lo tanto: y! + y- 2 = (y + 2)(y- 1) 

* Pero como y = x* entonces tenemos: 

ea 2=y y - 2=(y + 2)(y-1)=(%* +2)(a* - 1) 
=( +2)(x + 1)(x-1) 

* Luego: d+ x*-2=(x% + 2)(x + 1x1) 

PROBLEMA 13 : 

Factorizar; M =32"** + 60% Guet 

RESOLUCIÓN: 


* Aplicando aspa simple, previamento, extrayendo 
factor común: 


M= a 4 bx" 50x* 
>M =x(a*" + 6"- 50) 
Y 10 


ca -5 

> M=xU(x” + 10)(x" - 6) 
PROBLEMA 14 :; 
Factorizar y luego digan cuántos EP. tiene: 
Ex (a*-bi)(* +1) + 2(0* + bx - 
RESOLUCIÓN: 
*Por aspa simple : 

E=(a*-bia? + (a? -b*) + 2(a* + b*)a 
> E=(a'-bi)x +2(a* + b*)x + (a? -b*) 


(a-b) 


(a+b)x 


(a-b)x E (a+b) 
Donde: 
Término central: 

l(a+b)* +(a-b)*Ix =2(a*+b*)x 
>E =[(a + b)x + (a — b)][(a - bJx + (a + BJ] 
* Entonces tiene 2 Factores Primos 
PROBLEMA 15 : 
Factorizar: a-b* 
Indicando un factor. 2 A . 
AJja+1 BJb+1 Cjat+b Dja-b Eja-b* 
RESOLUCIÓN: 


+ Por diferencia de cuadrados: 
(a? P -(6*)* = (a+ b?)(a? — b*) 
Pa 
= (a? + b?)(a + b)(a - b) 
«+ Luego un factor primo será : a —b 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 16 : 
Factorizar: a? +1 
e indicar la euma de sus factores primos. 
Ajat+1 Bja+2 Cjat+2 Djat-2 Ela=1 
RESOLUCIÓN: 
»Utilizando: 
a +b*=(a +b)(a? -ab + b*) 
> +1 = (a +1)(a*-a(1) +1) 
>0+1=(a + 1)M0'-a +1) 
»Piden: a+1+a'-a+1=a*4+2 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 17 : 
Factorizar: m*-4 + 2mn + n*; e indicar un factor 


primo. 

Ajm+n-4 B)m-=n +2 C)m+n-2 
D)m-2 EJn+2 

RESOLUCIÓN: 


*Acomodando adecuadamente: 
m' +2mn +n* -4 
pub: SHO 
155 rrinomio cuadrado 
Perfecto 
= (m+n)-2* 


=(m +n +2)m + n-2) 
Diferencia de 
cuadrados 


=> Un factor primo será: m +n-2 


PROBLEMA 18 : 
Indicar el número de factores irreductibles de: 
Playa) 2 y 2 raya Betta + 3yiz? 
A)2 BJ3 C)6 D)4 EJ1 

RESOLUCIÓN: 
*Extraemos factor común monomio xy* 2? 
> Plajysz) =2y? Y (74 14 3x0 430?) 
Cubo perfecta 
Plaiyz) =ay 2" (x + 1 
=> Número de factores irreductibles: 4 
RPTA:* 


PROBLEMA 19 : 
Señalar un factor primo de; 


(EDICIONES RURISOS 


TAC=11 


VACTOMIZACIÓN) 


H)= (2% +x-1)*- (2? 3-5)? 


AJx-2 Bi+x+1 C)x+2 
Dix*-x+1 EJx+2 
RESOLUCIÓN: 


* Directamente por diferencia de cuadrados: 


H(x)=(8x? - 2x — 6)(x* + 45 + 4) 
TCP 


>Híx) = (3x* - 2x — 6)(x + 2)? 
* Luego un factor primo será : x +2 


Primero 


PROBLEMA 20 : 
Señalar un factor primo, luego de factorizar. 
Plx) =>% + (b+c + 2d)x +d* + (b + c)d + be 


Ajx+a+b Blx+d+b C)x+b+1 
Dix+c+d E) 
RESOLUCIÓN: 


*Apliquemos aspa simple como se muestra; 
P(x) =x* +(b +0 +2d)x+ d? + (b + c)d + be 


ls b 

d- e 

Plx) =37 + (b +0 + 2d)x + (d + b)(d +c) 

Plx) =(x+d+bMx+d+c) 

=> un factor primo es: (x +b+d) ó (x +e +d) 
RPTA:“E” 

PROBLEMA 21 : 


Obtenga el factor primo de menor grado de 
multiplicidad del polinomio: 

lx) =a*-x- Br +12 
RESOLUCIÓN: 
Si es de 3er. grado, por el criterio de divisores 
binómicos. Los valores de prueba son: +1,+2,+3, 
eto. 
Por Ruffini y el teorema del factor: 
BD -1 


8 
2 
-6 


a 


Ly = (0 + 32% 
Entonces, el factor primo de menor grado de 
multiplicidad es: x + 3 


PROBLEMA 22 : 
Halle la suma de los factores primos lineales del 
polinomio: 
KE.) = 3% + 6x- 13% - 564? - 108% — 144 
RESOLUCIÓN: 
Por Rufíini ; 
1.6 -13 


(x+2)--2)1 -2  -6 


y 


> Kp) = (3 +2) (2-4) (23 +6) (+ 3 +3) 
Luego, la suma de los factores primos lineales es: 
ax+2+x-d+x4+6=3x +4. 


PROBLEMA 23 : 


Factorice el polinomio: 


Oj, = 74% + 2x* - 14x*- dx? + 7x + 2 y señale el 
número de factores primos. 


RESOLUCIÓN: 

El polinomio tiene 6 términos y podemos formar 
grupos de 2 en 2. 

Oj, = (7% + 2%) - (1407 + 4x*) + (7% +2) 

O.) = (7% + 2) [x* -2x* +1] 

O, = (7x + 2001 =(7% + 2% + Día 11 PP 
= (7% +2) (x +1) (1-1)? 

El número de factores primos es: 3. 
PROBLEMA 24: 

Factorizar; 

Plajyiz) =[(x-y +2 Mx=y-2) + 17 -4(x- y)? 
E indicar el número de factores primos. 


AJ2 B)4 1913 D)J3 EJ6 
RESOLUCIÓN: 
*Playz) = [(- y +2)x — y — 2) +17 - 2 (0 -yP 


eifermola de cuadrados. 

ly -2 +142(x — 9lle —yP 3% +1 2(x—9)) 
*En los corchetes hay trinomios cadrados 
perfectos: 

Plasyz) =[(x —y +1 - él - y 1-21 
=(x—y +I+2Mx—y+1—2)lx—y-1+2)(x —y- 1-2) 
*Luego el número de factores primos serán 4. 

RPTA: “B” 


CALETA 
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PROBLEMA 25 : 

Factorice el polinomio:Q(x)=x*+3x"-10x*+ax+b. 
Si acepta como factores a los binómicos (4 + 3) n 
(x-3) e indique la suma de los términos 
independientes de los factores primos menos ab. 
RESOLUCIÓN: 

El polinomio es divisible por "y +3" a "w -3"» 
entonces será divisible por el producto: 

(<+3)(x - 3) 
Luego, la división: 2/+3x? — 10x?+ax+B o9 exacta 
x?-9 


Por horner: 


>a=-271b=9 > ab =-243 
Qu) = (2 Ola? + 3x—1)=(x + 3(x-3Mx* + 3x1) 
= Suma de términos independientes: = 1 

Luego: -1 - ab =-1 + 243 = 242. 
PROBLEMA 26: 

Señale el factor primo de mayor grado. 
DOS) daa ell 
RESOLUCIÓN: 


Agrupando : 

S(x) = (x% + 41)+(2:+2:7+2x) 

Sí) = (0-2) +1) (29 425*420) 
PS A 


Factor común Argand. factorización 
E E) 
de cubos 


S(x) => (2-1) a 41) +0 0 (a + 1) 
+2 (++ 1) 

Sía)=( +4 1) [da 1 +2x] 

Sa)=( ++ D(R+i+D 

El factor primo de mayor grado es: a? +x +1 

PROBLEMA 27 : 

Pd eel factor primo de menorsuma de coeficientes 


A 


Paya lay + y Y dal + y 
RESOLUCIÓN: 
Desarrollando (x + y)*: 
Pio = (0 ay +y 1 day? + y? + 2x9) 
Consideremos: x2+ y2=a » xy = b sel polinomio 
quedará así: 
P=(a -bP -4b(a+2b)>P=au* +b* -2ab- 4ab- 8b* 
> P=a? - PE 
Pa 
=> P=(a -7b)(a+b) 
Reponiendo los cambios: 
Pay = (044 Y Tay Ma? + y 4x9) 
>El factor primo de menor suma de coeficientes 
es:x*-7ay +y* 
PROBLEMA 28 : 


Luego de  factorizar el polinomio 
Piy=x ex lrdx +4, se obtienen “m>'" factores 
primos cuadráticos y *“n” factores primos lineales. 
Determine el valor dem? + n* + mn 
RESOLUCIÓN: 
Agrupando términos: P,,, = x“(x* +1)+4(x* +1) 
> P,, = (27 +1)(0* +4) 
Usando la suma de cubos en el primer factor y 
completando cuadrados en el otro: 
Poy =( + 1) —x + 13 + dx? +4 dx?) 
> Pay =(x + 1)? —x + Mila? +2) —43* ] 
2 Pay = (+ DO a Ma 24 2)? + 2-2) 
De donde: m =3 y n=1. 
Por lo tanto: 
meinrm=3 +14 3x1 =13 

PROBLEMA 29 : 
Factorizar: 2a? 4 20*— (a*-b*P- 1 
e indicar el número de factores primos. 
42 BJ3 C)4 D)5 
RESOLUCIÓN: 
1%) Siendo que: 2a* + 2b* = (a + b)* + (ab)? 
2%) Luego se tendrá: 

(a +bJ* + (a- b)* -(a*- b-1 
3) Una orientación de la diferencia de cuadrados 
será: 

(a +b)* + (a—-b)* -(a + b)* (a-b)*-1 
4%) Asociando: P. 
= (a +bJ? - 1+(a—bJ? (a + 5? (a-bJ 


E)6 


= (a +b)" -1 — (a-b)* [la + b)* - 1) 


(ENICIos: RUBINOS 
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6") Extrayendo (a + b)?- 1: 
fla + b)*- 1] 41 - ía - b)*) 
6”) Factorizando las diferencia de cuadrados: 
[la +b)*- 1] [1- (a-b)*] 
=(a +b + 1)a +b-1)(1 + a-b)(1-a + b) 
+Luego el número de factores primos será: 4 
RPTA: “ 


PROBLEMA 30 : 

Luego de factorizar el polinomio P(x) en: los 

racionales por el criterio del aspa simple se obtuvo. 
Píx) = 87 + bx? - (2 + d) 


cr 1 


dí 1 
Determinar uno de los factores primos: 


Ad 43 B)2x* +1 C) dx + x-1 
D)2x*-1 E) dx* +1 


RESOLUCIÓN: 
«Del esquema: 
*de=8>c=2 
“1x1 =-(2+d)> d=-1 
+ Con esto se tiene: 
Plx) = (2x? +1) (4x? - Yó 
Plx) = (2x? + 1)1(2x + 1)(2x -1) 
= Un factor primo es: 2x* + 1 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 31: 
Factorizar y dar como respuesta la suma de 
coeficientes de un factor primo de: 

Plxiy) = 6x7 dy" + 74 5x9" + 8y"- 173" 
4)7 BJ14 C)13 D) 1 EJO 
RESOLUCIÓN: 

* Ordenemos para aplicar aspa doble: 
6x% 4 5x'y" dy" - 17%" + 3y" +7 


> Pla;y) = (3x" + 4y” - 7)(2x”- y”- 1) 
*Luego la suma de coeficientes de cualquier factor 
primo es «0». 


PROBLEMA 32 : 
Factorizar: 

P(a;b;e) =a(b—c)? + b(c— aJ'+ cla - b)? + Babe 
€ indicar un factor primo. 


Ajb+e Bja+e Cja+b 
Dia+b+ce  ElAró+«B-6«C» 
RESOLUCIÓN : 


*Desarrollando , resulta : 
ab? -Zabc + ac? + be? - 2abe + ba* + ca? - 2abe 
+ cb? + Babe 
=abi+ ac? + be? +ab? + ca? + cb? + 2abe 
+Agrupando lo indiendo: 
abla +b) +c a +b) + +c(a* + b* + 2ab) 
= abla + b) +c*(a + b)+ cla + bJ? 
= (a + b)[ab + e? + e(a + b)] 
» Ordenando en el corchete: 
Pla;b;c) = (a + b)le* + (a + bje + ab] 


a a 


c 
> Pla;b;c) = (a + b)(e + aj(e + b) 


RPTA:“E” 
OTRO METODO: ya que el polinomio es simétrico 
(verifiquese), entonces sus factores serán : 
(a + b) ; (e + a) y (e + b), además siendo de tercer 
grado , luego será : 
Pla;b;c) = (a + b)(c + ale + b) 

PROBLEMA 33 : 
Factorizar: 
yl (y +12) +yzl2+xy)]+az[zlo+yz) + y(xyz +1)] 
e indicar un factor primo. 
Ajxz+y Bliz-=y Chy+1 D)jxy-1 E)xz-1 
RESOLUCIÓN: 
dyrayary y radial yz + yz 
+Agrupando según lo indicado tenemos: 
xylay+z) +0%z (0 +2)+ y 2(2+xy) +xyz*(z+ xy) 
+*Por factor común: 

(xy + z)(xy +92 + yz + ayz*) 
=Por agrupación: 

(xy +2)[x(y +32) + yz(y + x2)] 
+ Finalmente por factor común se consigue: 

(xy + 2)(xz + yMyz +x) 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 34 : 
Factorizar: P(x;jy;z) =2+x4-x-1 
e'indicar la suma de coeficientes de un factor primo. 
AJ1 BJ3 CJ D)J0 EJ-3 
RESOLUCIÓN : 
Agrupando según lo indicado tenemos: 


CAL AICA 


ME(=1x 


Pl) =P +Px-1= 4 (x+1)-(x +1) 

* Por factor común: P(x) = (x + 1M(x*-1) 

= Por equivalencia. —Plx) =(x + 1)(x + 1Mx-1) 
« Finalmente tenemos: — Plx) =(x +1) (x-1) 
*Se pide: 1+1=2 ó L-1=0 


PROBLEMA 35 : 

Factorizar : 

o  P(a)=25 + 4x*-10-x +6 
e'¡indica el número de factores primos — 
Na IIA A 
RESOLUCIÓN: 

*Una rápida inspección permite observar que si: 


El7 


*=1-—> Plx)=0 
*luego factor de P(x) es (x= — 1) y según Rufini 
tenemos: 


E E 
Mimi sesos 
(A 


Ple) a (x-1)(2*+ 5x?+ 6x? - 6x —6) 

* Fuctorizando la expresión señalada por el método 
del Aspa Doble Especial conseguimos: 
Pla) a(xa- 1107 - 10? + 6x + 6) 
*Dando uso de la Equivalencia y el Aspa Simple 
tenemos: 

Ple )=(x- 1)(%- 1)(% + 1(x + 2)(% + 3) 
> Plaj=(x- 1)" (x + D)(x + 2)(x +3) 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 36 : 
Factorizar: P(x) 2x1 Dz 


RESOLUCIÓN; 
*Una rápida inspección nos permite asegurar que 
el trinomio dado. no'admite ser factorizado por 
Divisiones Binómicos. 
* Por artificio (Sumas y Restas especiales), se tendrá 
en cuenta que : 

a? +1 =(a +1)(0*-a +1) 

* Sumando y restando * se tiene : 

Pla)= +07 a? +1 

Pla)=* (PP AD-(? a+) 

* Por equivalencia : 

Pla) =% (a +10 —x + D-(x*-x+1) 
Pla) > (0-4 DS (+ 1D)-0 


=(P-a+ Dr +1) 
PROBLEMA 37 : 


Uno de los factores de ; 
Esa +dity day iz dy za? 


-4y* es: 
Ajl+z  B)2-z Cjz-1 D)x-2y E)x+2y 
RESOLUCIÓN: 


* Factorizando la expresión propuesta : 
Exzxl-x1 -4x?y?z+ dy? + dy tz dy? 
>E=x'(2-1)-4x?*y* (2-1)+ 4y* (2-1) 
> E=(2-1)(x?-4x*y? +4y1) 
> E=(2-1)(x*-2y?)' 
RPTA: *C” 
PROBLEMA 38 : 
Factorizar sobre Q : Py =2*+28y"+3xy(x+ y) 
e indicar la suma de los coeficientes de uno de sus 
factores primos. 
am B)2 
RESOLUCIÓN: 
* Desdoblando términos para formar desarrollo de 
un binomio al cubo: 
Pcs) =07 + y? +3xy (3 + y) + 27y* 
> Pay = (5 + y)" +(3y)” : suma de cubos 
Ph he A (+ 9)(8)+(99)*] 
Pe.) = (+ 4y)(x? ay +7y*): factores 


C)3 Dj4 EJ5 


*Suma de coeficientes de (x + 4y) es 5 
*Suma de coeficientes de (x*-xy+7y”) es 7 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 39 : 
Factorice sobre Q ; a 
Eo (la o 385 
é'indicar la suma de sus factores primos lineales 
Ale BJ2% C)8w — Djas — BEJ6x 
RESOLUCIÓN: 
* Efectuando: 
Py = (a+? +1)+7%* -385 
+ Py, = 41 + 80? — 384, factorizando por aspa simple 
e Sa 24 
pi - 16 
P.) = (+* +24) (4-16) > F,, =(57+24)(x+4)(5-4) 


(EDICIONES RUBINOS 


[es (EZ Lo 
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* Nos piden: (2 +4)+(x—4)=2x 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 40 : 
Factorizar: 
E=(a-b)'(c-a) +2ab(c-d) +20d(a* +b*) 
€ indicar la suma de factores. 


AJar+bi+ o? d? Bja+2b+c+2d 
Cja+bi+c+d Dja? -b*+0*-d? 
RESOLUCIÓN: 


* Agrupando términos convenientemente en la 
expresión propuesta: 


E=(c-dY[(a-b)' +20] + 20d (a? +b*) 
> E=(c-d) (a? +0*)+ 2cd(a? +b?) 
> E= (a? +6?)[(c a) + 2ca] 
> E= (a? +b*)(0?+a*) 
* La suma de los factores resulta : 
abit? 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 41 : 
Al fectorizar : (8x—1)"—9x-7. ¿Uno de los factores 
es): 
Ajx+2 B)3x-1 
RESOLUCIÓN: 
* Efectuando: 
E=(9%* -6x+1)-9:-7 
>E=9x? - 15x-6 
> E=3(9%? -6x-2) 


pr 
-2 


> E=(33+1)(x-2) 


C)3x+1 Djx+3 


*Los factores algebraicos son: (3r+1) y (+2) 
RPTA: 


PROBLEMA 42 : 


Hallar el número de factores: 64a"b-ab” 

AJ3 BJ4 C)5 DJ6 

RESOLUCIÓN: 

* Extrayendo el factor común 
64a"0-ab =ab(61a* -6")=ab|(8a*) -(6*)' | 

=ab[8a* +0*]8a* -6*]=ab[ (20) +? (20) -0*] 


=ab(2a +b)(4a* - 2ab+0*)(2a -b)(4a* + 2ab+0*) 


EJ7 


* Se observa que tiene 6 factores 


RPTA; 
PROBLEMA 43 : 
Extraer la raíz cuadrada de; 
(a? + ab+bc+ca)(bc +ca+ab+0*)(bc+ca +ab+e*) 
ANb-c)(a-b)(a+c)  Bla+rcl(b+c)(a+b) 
C) (bre)(a-b)(a—e) Dia +b+e)(a-b-c) 
RESOLUCIÓN : 
* Factorizando cada uno de los paréntesis: 
(42 +ab-+bc+ca)| +ab+0*)(be+ea+ab+e?) 
> [a(a+b)+c(a+0)][c(a+b)+b(a+b)][c(5+c)+a(b+c)] 
> (a+b)(a+e)l(a+b)](b+c)(b+c)(a+e) 
=(a+ec) (b+c) (a+b) 
* Extrayendo la raíz cuadrada pedida, resulta: 
(a+c)(b+c)(a+b) 


RPTA: “B” 

PROBLEMA 44 : 
DescoInanes en dos factores; 

(+ y) +8xy (1% - y)-1 

Ale+ry+2)(3% 4 2ay y? ++ y +1) 
BAlx+y- Da? +2xy+y* -x-y+1) 
O A) 
RESOLUCIÓN: 

* Agrupando en la forma indicada: 


(24 y)! -1-3xy (+ y+1) 
A E) 
=(e+y-1)[xt+ y? + 2xy ++ y+1-39)] 
=(a+y-1)(2? -ay+y a +y+1) 


RPTA: 
PROBLEMA 45 : 
Uno de los factores de: q + 2x* +9 €s: 


Aja?-3  Bjx*-2%+3  Cja+I Djx*+3 
RESOLUCIÓN: 
*Sumando y restando 4x* se tendrá 


ao 49-40? =(2%+3) (2%) 
al6rt+9 
*desdoblando esta diferencia de cuadrados ,resulta: 


E la? 
(?+20+3)[-20+3) a 


PROBLEMA 46 : 


Descomponer en factores; 
ayraty? ayas yal aya +12 2 xz 


az. 


AJ(=-2)(2- y M=+y)(=+=) 

BlAx=-2)(=+2)(x+ y)(y -2) 

Cl(=+=)(2+9) (9 -=)(2= 9) 

RESOLUCIÓN : 

*Agrupando en la forma indicada : 

a IA 

=0 (y-2)+x"y(y-2)-2y(y-2)-2x(y-2) 

* Extrayendo factor común (y—2): 
-2)[+2?)-229-222] 

=(y-2)[3*(x+9)-2* (++ y)] 

=(9-2)(++y)(+?-2*) 

=(y-2)(++y)(+2)(+-=) 

PROBLEMA 47 : 

Indicar el valor de verdad de las siguientes 

proposiciones: 

p:SiR.=6x* +19x +10 

es un polinomio factorizable, entonces un factor 

primo es (24+5). 

q:Si Q, =a(b-0c)a*+b(c-a)x+(a-b) 

es un polinomio factorizable, entonces un factor 

primoes (bx+e) 

riSiR=(4-6x-3)'-(x* -6:-3)-12 

es un polinomio factorizable, entonces un factor 

primo es x. 

AJVVV BJVFF — C)VVF 

RESOLUCIÓN: 


DP, =6x* +19:+10=(31+2)(21+5) 
is 
Lx 5 

> (2x +5) es un factor primo de P(x) 


O Y VERDADERA 
1) e, =a(b-c)a* +b(c-ajx+e(a-b) 


a(b-9x)x e(a—b) 
> Es 
> Q.) =[2(b=c)x-c(a-0)](*=1) 
> (bx+c) no es factor primo de Q,,, 
Luego, q PSerrrcneermereereenseremeesereeme FALSA 


TD R,,=(+-6:-3) (+ -6:-3)-12 


RPTA: “B” 


D)FFV EJVFV 


ars 4 
6x3 3 
> Rayo (o-00-7)(+-05) 
SR) =(+-7)(=+D)x(x-6) 
> Y es un factor primo de Ry 


* Luego , F es.. 


PROBLEMA 48 : 
Considere el polinomio. 

Py =8x +40 421430 +1 
indicar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones. 
1) P¿,, es primo en el campo Q. 
1) P,¿¡tiene 2 factores primos en Q- 
TI) Py carece de raíces racionales. 
AJVEF.— BJVVV C)FFV D)FFF 
RESOLUCIÓN: 
* Usando aspa doble especial: 


EJFVF 


Br +4 +23? 43041 


2x?—6x? =-4x? 
=(4:? 2 
Po) = (43? +43+1)(2x? -x+1) 
2 
> Roy =(2:+1) (25? -2+1) 
*Ahora, podemos decir que: 
D) Noes primoen Q .. 
11) Tiene dos factores primos en Q 
UI) Pe,yse anula para x=-1/2 


rss (FALSO) 
(VERDADERO) 


(FALSO) 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 49 : 
Si P es un polinomio factorizable definido por 


By CA a ad 1; entonces un factor 
primo es: £ 
Ajyrt+zx+l Bla" +x-1 


RESOLUCIÓN: 

* Agrupando: 

Aye (e +27) + (2% +0)-(2?+1) 
> Fa) (at +1)+x(3? +1)-(22+1) 
> Pz) =(=?+ D(=" +x -1) 


Cjx" - 1-1 D)x"+1 


RPTA: “B” 


(EDICIONES BUBLSOS 


217 
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PROBLEMA 50 : 


Si Pay 2 +28y” +3xy (2 + y) es un polinomio 

factorizable, entonces la suma de coeficientes de uno 

de sus factores primos. 

Alo BJ3 

RESOLUCIÓN: 

* Desdoblando adecuadamente : 

Pay" ae y + Bay (a+ y) + 279? 

> Poy = (5 +9)" +(9y)' «.......( por suma de cubos). 

> Pezy = (+ 49)[(5+ 9)? -ay(=+9)+9] 

> Paz) = (+49) (a? ay +7y*) 

> Poy) =(x+4y)(1* xy +7y*) 

> La suma de coeficientes de un factor primo es 6 6 7 
RPTA: “A” 


26 DJ9 EMO 


PROBLEMA 51 : 

A 1) es un polinomio 
factorizable, entonces un factor primo es; 
Aañtxtl Bj +x-1 
Dix*+x+1 Eja? +1 
RESOLUCIÓN: 

* Aumentado y quitando dx”, así: 

Py = +40 0 (0 1) 


Cix+1 


Es a (A | 
> Poy (a? +22) (20 +1) 
* Recuerde que: (a —b)' +4ab=(a +6) 
> Ra (21) (a+ 297 — 201) 
> Pri) = (90 +20 +? +1)[x* -(+* - 22" +1)] 
> Pi = (90 A -1)] 
A A A 
. o un factor primo de Py es:x"+x-1 


RPTA, 
PROBLEMA 52 : 


Py = (a +y-69) dy (a+ y esun polinomio 
A, entonces un factor primo es: 


Alxty Bjad—ldxyy? y 
Dja*+3xy-y? Elx+2y , 
RESOLUCIÓN: 


* Desarrollando el 2do sumando: 


Ra=(e+ 7-00) enfe +y'+20) 


* Haciendo: x*+y*=a Axy=b 
P=(a-6b)' -4b(a+2b) 
> P=a*-16ab+28b* =(a-—14b)(a-2b) 
a e -14b 
a -2b 
* Restituyendo: 
Pis (+ +y?- 14xy)(=* +y- 2xy) 


> Pasiyy = (a+ y? - 1x9) (2 y 
* Un factor primo es: x= y 


RPTA; “C” 
PROBLEMA 53 : 
Al factorizar: 

My 232 + (+1) 0% 
la suma de cole ¡cientes de uno de sus factores primos 
es: 


AJ2 B)3 Cje DJ7 EJ9 
RESOLUCIÓN: 
* Desarrollando: 
Mo) = 320 4x4 204 1 a? 
> Mo) = 32% +20 +1=(2%)" 4 (2) +1 
* Sea: 2x=a > M=a'+a+1+a?*-a? 
* Agrupando: 
M=a*(a*-1)+(a?+a+1) 
> M=a*(a-1)(a*+a+1)+(a?+a+1) 
> M=(a*+a+1)+(a*-a?+1) 
* Reponiendo variables: 
= 2 3 2 
My.) = (43? + 2% +1)(81* - 43? 41) 
Ecoefde(4x* + 2x +1) es 7 
Ecocf (8x* - dx + 1)e8 5 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 54 : 
Indicar el número de factores primos en: 
(+7oro) +3(x*+1)+ 2104 2 
An B)J2 CS D)J4 EJ5 
RESOLUCIÓN: 


* Agrupando (1%+7x+6)+3(x*+7x+65)-10 
* Seaxi+7a+b=a 


a*+3a-10 Por aspa simple 


po 
a 2 


CALAS IENE REA 


(a+5)(a—2) reponiendo variable 
(a +7+10)(x* +7:+3) 

EE > 5 

x 2 
(2+5)(2+2)(x7+7:+3) 
* Tenemos 3 factores primos 

RPTA: “C” 

PROBLEMA 55 : 
Factorice 
Pe) = (a? +2ab)x* +b(a - 4b)x+(b-a)(a-2b) 
e indicar uno de sus factores primos. 
Ajar+a—=2b  Bjax+a  C)ax-2b 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicando aspa simple : 
Pa (a+2b)x* +b(0-4b)x+(b-a)(a—2b) 


Djax+1 


ax (a— 2b) =(07 - 4b*)x 
(a+2b)x: (b- a) = (ab - dx 
bla-4b)x 


> RP) =(ar+a—2b)[(a+2b)x+6-a] 
* Un factor es: ax+a-—2b 


PROBLEMA 56 : 


Si P,,=(2v+2)(47-3)(2-1)(12x+11)-14 es un 
polinomio factorizable en los racionales, entonces 
un factor primo es: 

Ajx-1 B)i2x*-4x—3 C)I3x+12 D)I2x-13 
RESOLUCIÓN: 

Pe.) = (8% +2) (40 —3)(x -1)(12x +11) -14 


> Pz) = (123? -x-6)(12x?-x-11)-14 
aa 
>P=a(a-5)-14=a*-5a-14 


>P=(a-7)(a+2), restituyendo: 
Po) =(12x7 - x-13)(12x?-x-4) 
12%. -13 
A 
> Pi = (12: 3)(x+1)(12%? - 2-4) 


* Un factor primo es: 12x—13 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 57 : 
si (++1) y (27-312) son dos factores 


primos del polinomio R,, =ax*+cx*-bx?=cx+2, 
entonces el otro factor primo es: 
AJx+7 Bjx-3 C)2x+1 
RESOLUCIÓN: 

*De: Pa) 
* Además: F, 


Dix-1 


=ax +ex*—bx*-cx+2 


=(x+1)(2x* -3:-2)g,,, 
> Pi) = (25? -2-2)(x «DE 1) 


> Po) = (25? 902) 32 +(5-1)e-1] 


* Luego: ax' +ex*—bx*-cx+2 


* Con lo cual, se tiene: 
Py = (223 2)(x+1)(x-1) 

* El otro factor (primo) es 1 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 58 : 
SiP.= a+xt+20-1 es un polinomio 
factorizable, entonces la suma de coeficientes del 
factor primo de grado 3 es: 
AJO BJ Cc)2 
RESOLUCIÓN: 
> Acomodando, así: 


> Ry=r+alrad 1 


A 
Es a-1 


> Rea 1)(2 +21) 


* En el factor primo: x?+a2:+1, la suma de 
coeficientes es 3. 


D)J3 EJ 


ántl 


RPTA; “D” 
PROBLEMA 59 : 
Si Qu 22 +1-(4:"y +63*y* 4499" +91) es un 
polinomio factorizable, entonces un factor primo es: 
AJBxy-y+1 B)2xy-=2 Cjx+y=y* DM-2xy=y* 
RESOLUCIÓN: 


* De: Qu.) =24+1-(47y+6rty! +dxy +y*) 


(ERICONES RUIROS 


o EE 


FACTORIZACIÓN) 


> Ola) 2 +1 (+40 y + 60y? +4? +1) 
> Que y = (a? +1 (+ y) 
> Oleo) =[. A +1-(% +»'] 
> Qu [29249 +1][1-299-9] 
* Luego, un factor primo es: 1- 2xy- y? 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 60 ; 


si Py =6x:-16+x*+2%*+x* es un polinomio 
Ihctorizable, entonces un factor primo es: 


AJBx-1 Bjx+5 C)2x-4 
Di?+1 Ejat+r-3 
RESOLUCIÓN: 


* Factorizando por aspa doble especial: 
Ry" 40 +20 +6x-16 


pe: 
a e -3 
> Py = (2% +5)(3? +2-3) 
* Luego, un factor primo es: *+x-3 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 61: 


si P es un polinomio factorizable definido por: 
Po, 0 2 ad 1 

Espa el número de factores primos en Q es: 
B)8 CM DO EJ 

RESOLUCIÓN: Á 

* Agrupando adecuadamente: 

Pis (1004200427) -1=(8* +2) -1 

* Usando diferencia de cuadrados: 

Pe) lar Ma +1) 

A) 

> Ral De MM (59D 204] 

> Py al Mt + Del? + 0410) 

[+ DG? 24 0D)-(2? 24D] 


* Finalmente: 
Py ltra Dl aDa D( 1) 
*Luego el número de factores primos será 4. 


PROBLEMA 62 : 
Al factorizar el polinomio: 

Py (1) (01) 
conxeQ. Indicar el valor de verdad las 


afirmaciones siguientes: 
I)Se obtiene un factor de primer grado y dos factores 
de segundo grado. 
11) El factor de tercer grado es tal que la suma de 
sus coeficientes es 8. 
TD) Hay dos factores primos cuya suma de 
jentes es común e igual a 3. 
AJEFV  BJFVV  C)VFVY  D)VYV  EJFFF 
RESOLUCIÓN: 
*De: Py =x + (a+ y a+ 1) 
Py = aaa 1)" 
A de 
E x+1 
* En donde: (x+1)+3*(3+1)=3 +20 +3? 
Roy=(a+at1) (a+ 0 +1) 


E No bay factores de primer grado... (FALSA) 


11) En el factor de grado 3: x*+2:+1, la suma de 
coeficientes es 3 .. (FALSA) 
MI) En ambos factores primos, la suma de coeficientes es 
«(VERDADERO 
RPTA: 


Tesereo 


PROBLEMA 63 : 


Sip, == "+20 -4*-25+14+37 es un polinomio 
factorizable, entonces la suma de coeficientes de un 


factor primo es: y 1 
4)2 BJ3 CJ4 DJ6. EJ6 
RESOLUCIÓN: 


* Acomodando: 
Ry 2 +0 +20 a? 2041 


Pa) = 07 +20 ma? 430? 20+1 


Ry 2 a+ 1) (a? 22-241) 
a su a | 
E (a *-x+ 1) 

* Endonde: 

(a =x* 41) 42 (1? + x-1)=2% a? 

> Pa) s(++a? +xe-1)(a* -a +? +x-1) 

*La suma de coeficientes de un factor primo es: 2 61 

RPTA: “A” 
PROBLEMA 64 : 


Si el polar 

Py laa 1 
es factorizable en los racionales, entonces indicar 
el valor de verdad de las siguientes afirmaciones: 
D Tiene un factor primo de primer grado a 


CALA AZIENE TA 


117) ES =:-1 


*Acomodando adecurdamente: 
PR = ta? +2 A] A A | 


SR (rd) 41) 4 (27404 1)(7 +1) 
> Py (41)? 1) 
> Pa (++ e +1)+(a% anses De! -x+1) 
> Pays (a+ 1)[a?-2041)(2% 42141) 
Pero; +4 1= (3241) (17 -2+1) 
> Pya(a+x+1) (3-30 +1)(2-20+1) 
1) P,,, no tiene factores primos lineales ...(FALSA) 
1) x* -x—1 no es factor primo de P.,, ....... (FALSA) 
II)En el factor primo de mayor grado a"—2x+1, 


el producto de sus términos es —a* ... (VERDADERO) 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 65 : 
Factorizar sobre Q el polinomio: la en 
=(+2)(0-1)(x 8/50) +79 28041 
licar un factor primo. AS 
oe 9 Bjx-1 Cjx*41 D)9x*4+1 Betas 6 
RESOLUCIÓN: 
* Multiplicando convenientemente; 
Py =(0+2)(2-6)(+-1)(3-8)+7(2* -4x)+1 
2 (1! -de-12)(a "de +3)+7(x* - 4x)+1 
* Hatena do: : 
doma 
> P=(a-12)/(a0+3)+70+1 
> P=a*-2a-35 
E 7)(a+5) reponiendo variables. 
Py = (0-47) - 4:+5) 
+ Buncando un factor primo es: x*—dx+5 
RPTA: “E” 


PROBLEMA : 


tienen un Hace r común. Indicar la suma de 
coeficientes lo dicho factor común 
EJ6 


AI SN cis. DJ4 
RESOLUCIÓN: 

* Factorizando cada polinomio para encontrar el 
factor común: 


PR, 39 42% - 


le) -x- 2; agrupando: 


PR. = 0 (2+2)-(2+2)> P,, =(0+2)(x* -1) 
> e +x+1) 


Qu) = 9 +64 + 11346 

* Por divisores binómicos: 
161116 

-1| 1-5 


1-6 


>)" (a+ D4=) 
Qí) = (+0 (57+62+6) 
Pu 
xa 2 
20, =(1+1)(7+3)(7 +2) 


* De aqui observamos que el factor común a 


A 

la 
Q4.) es (x +2), siendo 3 la suma de bus coeficientes 
RPTA: “C” 


DIRIGIDA) 


AIERAGTICA 


(ODFectorizar : P(x)=-2x* +3x% 4x0 +5x0 


Indicar uno de sus factores. 
Ax B)2 Cjx* 


(OdFectorizar : 
Play) =0+y + yx? 
Indicar uno de sus factores. 
Axt+y! Bjx+y Cix-y Dix*-1 Ejx* 
(OB) Factorizar : P(x, y) =25x*y + 162)? + 20xy 


Indicar uno de sus factores. 


Dj EJ4 


Ajx B)y C)j6x+4y+3 Djx* EJ5 
(7) Factorizar: P(x)=14x? +12x?-—10x5 
Indicar uno de sus factores. 

Ax Bja* Oj D)J2 Eja* 


(03) Factorizar: P(x,y)=ax-bx+ay-by 
Indicar uno de sus factores. 


(EDICIONES HEBIÑOS 


EE 


CAC TORIZACIÓN) 


Aja Blx-y Cjx D)y Elx+y 
(00) Fectorizar: Plx)=4x?-25 

Indicar uno de sus factores. 
AJ2x BJ2x-25 C)2x-5 D)2x+3 EJ5 
(02) Factorizar: P(x)=x?-14x +49 

Indicar uno de sus factores. 
Alx-7 B)+7 Cjx- 49 Djx EJx+49 


(O3)Factorizar : P(x,y)=36%* -48xy? — 144xy 
Indicar uno de sus factores. 
Aly BJx cy12 Dijxy Ejax*y 


(OD) Foctorizar: P(x,y)=5x1-9yla? +5a%x1 -9xty* 
Indicar uno de sus factores. 

Aja! -x Bjat+xr Cja* Djaty"  Eja+x 
(OFactorizar: Play)=x*+ y 404 yx 
Indicar uno de sus factores. 

Ax B)x+y Cja+y? D)y 
(DDFoctorizar : Pl) =x20*0 4 5x0+b 4 6x0 


Indicar uno de sus factores. 
Aja" Bjar C)jbx* Djx* 


(Q) Fuctorizar : Pl)=al(x+D-b(x+D-x-1 
Indicar uno de sus factores. | 


EJx- y 


Ejxr* 


Aja B)Jb Ci+1 D)x- 1 Elx 
(D) Fectorizar : *-(22-1Y 

Indicar uno de bus factores. ) 

AJ2x"- 1 B)2x* Cit Dix EJx* 


(Drectorizar: P(0,b)=a*(a*=6)-(2a- Ma? -61) 
Indicar uno de sus factores. 


Aja -b Bja Cja - b* Dja+1 EJb 
(63) Factorizar : Pla) =(a? + y) (a -y)* 
Indicar uno de sus factores, 

Aly  Bjatey  Cjat=y  Dja+y  Eja-y 
(Ud) Fectorizar : P(x)=x%+25%2 4 gora 
Indicar uno de sus factores. 

Ajo Bro CjxR Dar Ej2r 


(1) Fectorizar : (a+2)* (9-10) 
Alx+z+y-w)lx+z-y+w) 
Blx+z+y+0)(x+y-2-w) 
Cl x+y)(y+10) 
D)x+y+z+w)(2-y+z-w) - 
ENr+z) 


(ES) Fectorizar : a? +200+b* -x2 


Indicar uno de sus factores. 
AJa+b BjJa+b-x 


Dja-b+x Er(a+by 

O Factorizar: P(a,b)=(a—b)* -(a+bP 

Indicar uno de sus factores. 

AJA BJ4  Cja Eja-b 
Ed) Factorizar : P(x,y)=20x? +70xy+49y* 
Indicar su factor primo. 


AJ5x + 49 B)6x + 7y 
D)5x— 49y EJ26x + 7y 


Cja-b -x 


DjJa+b 


(OD Factorizar: Plx)=x*-64 
Indicar la cuma de sus factores primos. 


Alx B)2x cra6 DJO E)J8 
(02) Factorizar : P(x)=36-x? 

Indicar la suma de sus factores primos. 
AJ2 BJO C)2x Dix EJ6+x 
(O) Fuetorizar + P(x) ==" -10x+25 

Indicar su factor primo. 
Alx+b Bix=6  C)x  DJx+2  Ejx-2 
(0) Factorizar: 

P(m,n)=12m*n+24m*n? - 86m*tn? + 48m%n* 


Indicar uno de sus factores. 


AJ2 B)m* Cjm'n Djmn* EJmtn* 


(O3)Factorizar : P(x,y)=3x?-7y%a+3ax-72y? 
Indicar uno de sus CA 
BJ3x+7 


AJa+x EE 


(7) Factorizar : x?-18x+65 


Indicar uno de sus factores. 
AJjx+5  BJx+13  C)x-13 


(OBFectorizar: x?+4x-32 


Indicar uno de sus factores. 
Ajxr4 B)x-8 C)x+8 


(OOFectorizar: x*-9%+8 


Indicar uno de sus factores. 
Ajx- 8 BJx-9 C)x+8 


D)x+8 EJx-6 


D)x+6 


EJx-6 


Djx+1 Elx-7 


Ca a HZNE REA 


PE:22) E TTIIIINCCLOPEDIA 2012) 


(ODFactorizar: 2? +7x +12 


Indicar uno de sus factores. 
Ax-3 — Blx+7 Cje+4  D)x+12 


(03) Fectorizar : 2? +16:+04 
Indicar uno de sus factores. 
Ajx=6  Bjx-9 C)x+9 
(08) Factorizar : 1? -8r-48 
Indicar su factor primo. 

Ajx-4  Bjx+12  Cjx-16 
(02) Factorizar : 8x*-2:-16 
Indicar uno de sus factores. 
AJ2x+5 Bláx-3  C)8x-2 
(OB) Factorizar : 24x? + 2:15 
Indicar uno de sus factores. 

AJáx-3 BJ6x-3 C)4x+5  Dj4x+3 
(09) Fectorizar : (a+b)'-6la+b)-7 
Ala+b-7)(a+b+1) B)(a+b+7)(a+b-1) 
Cllab-7Mab+1) Djla-b-7)(a+b+1) 
EJ(a+b-7)(a+b-1) 
(UDFectorizar : 4a? +16 +9 
AJ(2a+3)(a+3) 
C)(4a+3)(a+3) 
(DFactorizar : 212? +11%-2 
Al(7x+1)(3x -2) BJ(7x-1)1(3x+2) 
CJ(9x+2)(x+2) D)(9x+2)(x+4) 
E)N73+2) (3x1) 


(D) Fectorizar : 2x2 + 29: +90 


Elx-4 


D)x+27 EJx+18 


Djx+24 E)x- 12 
Dj6x+4 


Ej2x- 3 


EJ6x- 6 


B)(2a+9)(a+1) 
D)(2a+1)(a+9) 


A)2x+10)(2+9) BN2x+9) (x +10) 
C)(2x+30)(x+3) D)(2x+45)x+2) 
E)(2x+18)(x + 5) 


(ES Fectorizar 3 Ry) =8x?+10:y+3y*+y-2 
Indicar uno de sus factores primos. 
AMx+3y-2 B)2x-y-1 
D)4x+3y+2 E)4x- 3y+2 
((p) Factorizar : Py =7 +22 42? -20+1 
Indicar un factor primo. 
Ajat+a?—1 Blat+x-1 
Dix - 1 Elx*-x*+1 
(63) Fectorizar : 


Pen) =(SaY” +30-4b? +2b-c? +0+4be 


C)2x— y+1 


Ola? —-x+4 


Indicar un factor. 
A)J3a+2b-c B)3a+2b  C)3a D)2b-c E)2a-b 


(LO) Factorizar : P,,==*-20x? 464 


Indicar un factor. 
AJx+2 B)x-3 


(1) Fectorizar : 

3l(ac? +b3c+a*b)+9la*e+c*b+b%a)+ 28abc 
Indicar un factor. 

Ajc+2a Bje+3a Cjc+6a D)c+7a E)c+lla 


(ES) Factorizar : 


Pe) St 4 400 +16? + 12% +18 


Indique el coeficiente del término lineal de uno de 
sus factores primos. 


Clx+5  Dijx+7 EJx-18 


AJ BJ2 C)3 Dj EJ5 
(ED)ectorizar : Py =3% +22 bx43 
Indicando el número de factores primos. 
AJ3 BJ6 Cj2 D)9 EJ 1 


EN)Factorizar : F,, =16x* -20x?-8x+3 


Indicar el factor cuadrático de mayor suma de 
coeficientes. 
AJ8x*+2x—1 Bjáx"-4x-3  C)Bx?-14x+3 


DJ8x? +2x+3 EJ16x? 

EDFectorizar : Py =2x1+4x%+3:*+x-3 
Dar como respuesta la suma de coeficientes de uno 
de sus factores primos. 


AJO BJ2 C)7 D)J3 EJ12 
ES) Factorizar : Pr =x+2x?+9 
Proporcionar un factor. 

AJx?+2x+11 Bjx*+2x+2 C)x? + 243 
Dja*+2x+4 EJx*+2x+6 


ES) Factorizar: P,=x*+7%*+ 172% + 261 +12 


Indicando la suma de coeficientes de un factor 
primo. 
AJ6 B)7 CJ8 D)9 EJ10 


ED Luego de fuctorizar: PR =x4 +20" +x?-4 
Indicar verdadero (V) o falso (F) 

1) Tiene 4 factores primos. 

11) Tiene 2 factores primos lineales, 


TII)La suma de coeficientes de un factor primo es: 
4. 


AJVVV.  B)VFV  C)EVV D)FFV. EJEVF 


RA A 


PACTOMIZA: 


2x4 80-707 + 2041 
Indicar lo correcto: 

D) Tiene 4 factores lineales. 

TI) Tiene 2 factores primos monómicos. 

TI) La suma de coeficientes de un factor es 4. 
A)Todas BjSólo1 C)Sólo MI DMAyHM EJ yHH 
(0) Indicar el número de factores primos al 
factorizar : P,,=2x% -34143% —x?- 2041 
AJ2  B)8  C)J4  D)J5  EJNoes factorizable. 
E2) Luego de factorizar: E,,, =2x"+6x% 7: +2 
Indicar lo verdadero o falso: 

1) Indicar 3 factores primos. 

TI) Tiene un factor primo mónico. 


HI) Un factor primo es 24 2x+3 . 
AJFVF B)FFF C)VFF D)JVVF  EJVVVv 


(Ed) Luego de factorizar: H,,, =x 0 +x0 -x1-Gxt44 


Indicar la suma de coeficientes de sus factores 
primos. 
AJ10 Cja 


€9) Indicar la suma de términos lineales de los 


factores primos de : FR, = 2x4 +x?-3x+1 
Ajx B)2x C)3x Dj4x E)5x 


(ED Luego de factorizar : A,., =6x1 4x2 de 
Indicar lo correcto: 

1) Tiene 8 factores primos. 

HI) Tiene 2 factores primos mónicos. 


111) La suma de sus factores primos es 6x — 1. 
A)Todas B)SóloI C)Sólo1I- DJ yM EM yHL 


B)2 DJ6 EJ8 


(0D) Fectorizar (mn)? -16(m+n)+66 
Indicar uno de sus factores. 


Ajm+n+7 Bjm+n-8 Cjm-n-8 


Djm-n-7 Ejm+n+8 
(rectorizar : Py =91 4x0 2? 4602 
Indique la suma de factores primos. 
AJ2x?+1 B)2x?-1 
Dj2x*+x+1  EJ2x37+x+2 


C)2x? -x+1 


(03) Indique la suma de los términos independientes 
de los factores primos de: 
Biy=r +32 41237413304 21 


AJO B)J12 C)22 D)24 
(OBPectorizar : Myy=2 42742038 


Dar la suma de coeficientes de un factor primo. 
BJ6 CJ3 Dj EJ2 


AJO 
(O3)Factorizar : 
Piy=* —21x* +16x? +108% - 144 


EJ15 


E indicar el factor primo repetido. 
A) x-4 Bjx-3 Cjx+3 Dix -2 


ERANARACICA 


(O) Dar la tabla de verdad en: 


P(x)=(2x+1)(x+ 5)(x + 2) 
(  ) Hay tres factores primos. 
() 4x + 8 es la suma de los factores primos. 
(  )6 esla suma de coeficientes de un factor primo 
AJVVV. B)JVFV  C)JVVF DJFVV EJVFF 
(02) Indicar correcto (c) o incorrecto (1) en: 


Plx)=x*a*+ 1)(%4+ S)(o+ 4)? 
( ) Hay 4 factores primos. 
() (% + 4) es un factor primo repetido. 
() Bay 3 factores lineales. 


(03) Factorizar: 
Fleiyia)=y aety eate ay 2 

indicando el número de factores primos. 

AJ4 B)5 C)6 D)3 


(OA Factorizar: 
Hrn)=x alma nin 
Ajm? B)m*+n* C)mien* D)m+n*  E)min? 
(7) Factorizar: 
He; y)=x'y- bx y'- 4x*y'+20x y" 
indicando un factor primo. 
Ajx+by B)6x-y C)x-2y D)xy EJx+y 


(27) Factorizar: 

F(m; n)=m*(m*+3n*) - n3(n*+3m*) 
indicando la suma de coeficientes de un factor primo. 
AJI B)2 C)3 D)4 EJ5 


(02) Factorizar: 

H(x) =x* + 6x +9-a'-2ab-b* 
indicando un factor primo. 
Ajx-a+b-3 Bjx+a-b+3 Cjx-a-b+3 


Elx+1 


E)7 


CA A IZIEREAA 
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D)jx+a+b-3 Elx-a-b-3 


(03) Factorizar: 
T(x) = (1% + 5% +5)*-1 
Indicar un factor que no le pertenece. 


AJjx+1 B)x+2 C)x +3 
Dix+4 Elx+6 


(09) Fectorizar: 
G(a; b) = (a +b)* + (a-b)* + 6ab 
indicando la media aritmética de sus factores 


primos. 
A) 0,5(a + b) B) 1,5(a + b) C)2,6(a + b) 
D) 2(a + b) E) (a + b) 


(10) Factorizar los polinomios: 
Pla) = 657 -7%- 3 Qle) =4x* + 4:16 
indicando la suma de los factores primos no 

comunes. 

A)J6x +5 B)5x +4 C)4x +3 D)6x +6 EJ4x+5 
(O) (2x + 3) es el factor común de los polinomios: 
P(x) = ax? + 17% + 12; F(x) = 10% + bx +9 

Calcular: JIZa+b 

AJ2 B)3 Cr4 D)5 EJ6 

(Q3) Indicar la suma de coeficientes de un factor 
primo de: 


Fx; y) = (2+y+0)* + Gla+y)+23 
AJ14  B)12  C)16  DJ13  EJ16 


(E) Factorizar; 


Flu)= u*+ u*+u-3 
indicando un factor primo de la suma de sus factores 
primos. 
Aju-1 B)u+3 C) u-2 D) u+2 E) u-3 
(E) Un factor primode: Fla) =x*-7x + 6 es dela 
forma (x + a), a. <-1, 
Calcular a”. 


A)-4 


1 -1 
BD 0% 
(13) Factorizar: - P(x) =a* +10x* + 29x + 20 


indicando la suma de los 7.1. de todos los factores 


1 
Di EJa 


primos. 
AJ12 BJ10  C)9 D) 15 EJ8 
(10) Factorizar: 

H(x)=x"+19x*+71x-91 


adicando la suma de coeficientes de un factor 


primo 
A)2 Bj4 


(DFectorizar ; 


G(x) = (3x? — dx)? — 19(3x7 —4x) + 60 
indicando la suma de los factores primos no 
mónicos. 


A) 6x+7 B) 4x+9 
D) 6x+b E) 6x +6 


(0) Factorizar: 
T(a;b;c)= a(be+b*+c*)+b(ab+bc+c*) e indicar 
un factor primo 
AJare 

D) ab+be+et 


C)10 D)J6 EJ 10 


C) 5x+8 


B)ac + be+b* C)b+e 


E) ab+e 
(O) Fectorizar: 
Glx)= mPnx*4(m* —n* )x? — mn' 


e Indicando un factor primo 
Am+n  Binx+m C)nx'=m D)mx-n Elx+mn 


2 


(77) Factorizar: 


P(t) = (8 + 1)(t + 2)(4 + 5)(t + 6)-12 
indicando la suma de sus factores primos lineales. 
A) 2443 


B)4t — CJ21+7  D)214+6 E)4t-1 


(ODFectorizar el polinomio: 


Alx; y)=16x +11 xy+2y*+16x+6y+4 
A) (6x% + y + 2)(3x + 2y + 2) 
B) (6x + 2y + 2)(3x + y +2) 
C) (3x + y + 2)(6x + y +2) 
D) (3x + 2y + 1)(6x + y +4) 
E) (5x + y + 1)(3x +2y+ 4) 


(O9)Fectorizar el polinomio: 
E(m; n) = 2m*-16n* + 7mn + 22n- 6m-8 
indicando uno de sus factores primos. 


A)lm+3n+4  B)m-5n+2 C)2m-3n+2 
D)m+5n +4 E) 2m + 6n -2 


((3A continuación se muestra el proceso de 
factorizar un polinomio mediante el aspa doble 


especial: a + 734 143%+ 70 +1 


(EDICIONES _HOBINOS 
Calcular: m” 
A)J16 BJ64 C)36 D)81  E)Hay2correctas 


((9si un factor primo del Polinomio: 


Lx) = +30 47 + 70+ 6 


tiene la forma: ax* + bx + e, calcular a.b.c, siendo 
«o» par. 

AJ2 BJ6 C)4 DJ8 E)J12 

(03) Qué se puede afirmar acerca de las raíces del 
polinomio: x*=62*+ 11% - 6 

A) Son pares 

B) Son impares 

C) Son negativas 

D) Algunas son positivas y otras negativas 

E) Son consecutivas 


(OB) Encontrar un cero del polinomio: 


Sín) = 7n*-57n* + 57n.-7 

A) -1 B) -17 C)-7 D)7 E) 49 
(O2Proporcionar el término independiente de uno 
de los factores primos de: 

P(x) = 6 + 191y + 16y* -11x% -17y +4 
AA Bn Cj4 D)5y-4 E)3y+1 
((HSeñalar un factor primo trinomio del 
polinomio: po, 

Lx; y) = 24xy*+60%*y*-6xy'+6xy* £86xy* 
AJ2x+2y+1 B)2x-y+2  C)2v4+y+3 
D)2x+y-2  El2x-y+8 % 


Í 
(QD)Un factor primo del polinomio: 

Elx; y) = 2x* - 6xy -12y' + 14x + 21y 
es de la forma: px + qy . Calcular: p*g + pg? 
AJ5 Bj20 C)25 D) 30 E) 35 
(0) Mostrar el resultado de factorizar: 


Plx) =x 4? + 6- dx +1 
A) (641 Jrña+1) BJ (1x1) 
O) (+1 Mat+x1) DO) (9-1) (21) 
(O) Después de factorizar el polinomio: 


G(x) =x + 2x* + 6x +2 
mostrar la diferencia de sus factores primos. 
A) dx B) -4x C)4x-1 
D)-4x +1 E) Dos son correctas 


E) (x-1)* 


(A) indicar el factor primo que se repite en: 
Ala) =a*-5a* +34 +9 
Aja+1 Bja-1 C)ja+3 D)a-3 


(3) Si el factor primo cuadrático del polinomio: 


EJa+9 


TE 235 1 


PACTORIZACIÓN) 
-30 + 4x-2 


adopta la forma: 2* + mac + n. marcarla alternativa 
correcta. 


4)m=n B)m+n=0 C)mon =4 D)m"=-4 E) %=-2 
(UDCalcular el valor numérico de un factor primo 
de la expresión: 

6x* - 26y* + 202* - 6xy — 5yz - 23x2 
para:x =0;y=1;z =2 
AJ-1 — B)J5 CC) -16 D)J3 EJO 
((3)Mencionar el término cuadrático de uno de los 
factores primos de: 

S(x) = 6x* - 6x*- 6x*- 13% - 6 

AJ2x*  B)-2% C0)38%  D)j-x*  Ejx* 
(0) Fectorizar el polinomio: 


D(x) =2x' + x*- 16x* + 8x-1 
Dar como respuesta la factorización de la suma de 
sus (actores primos, 
A) x(2x0-1) B) 2x(x-3) 
D) 2x(8s-1) E) x(3x-2) 
((Señalar el término lineal de uno de los factores 


primos de: 


C) x(2x-3) 


Q(m) =m' + 6m* + 26 
AJ2m B)m C)-m 
D)3m E) Más de una es correcta 


(13) Factorizar al polinomio: 
Nía; b) = 6a* + 6b* + dab* + 11a%b* + a%b? 
indicando el resultado, 
A) (2a*+ab*+3b')(3a*+20b*+2b*) 
B) (20*-ab*+3b')(3a*+2ab*+2b% 
C) (2a*+ab*+3b')(3a*-2ab'+2b') 
D) (2a*+ab' -3b')(3a*+2ab* -2b1) 
E) (2a* - ab* -8b')(3a* - 2ab * - 2b*) 
(1) Si un factor primo de la expresión: 


x-(a+1)*+(0-2a'x+a*(1-a) 
se iguala a cero se obtiene: 
Ax + ar Bji-x=a Cj+r=at-a 
D)jx*-x=a-a' Ejx+x=a-a? 


EN Transformar al polinomio: 
4n'-29n*- 24n* + 7n +6 
en una multiplicación indicada de factores primos. 
A) (n-1(n+2)(n+8)(2n+1)(2n-1) 
B) (n+1 )(n+2)(m-3)(2n+1 M(2n-1) 
C)(n-1 J(n+2)(n+8)(2n+1)* 
D) (n+1)(n-2)(n+3)(2n-1)* 
E) (n+1)(n+2)(n-3)(2n+1)* 
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(OD¿Cuántos valores admite ““n'” para que el 
polinomio: 

Plx) = (0 n)(e— 6)*(2x- 3) 9" 
admite dos factores primos repetidos? 


A)6 B)7 C)5 


(03) Luego de factorizar: 
Play) = xy + xy) - y (xy + yz) 
dar como respuesta la suma de sus factores primos. 


A) 3x+2y+z B) 3x+2y-z C)2x+y-z 
D)2x+y+z Ejx4y+z 


(3) Calcule la suma de coeficientes de un factor 
primo de: 


Qle; y) =x*- 2527 + Gxy + 9y” 
AJ4 B)J9 C)4+6z D)4-6z E) Hay dos correctas 


(O Fectorizar: 

Mía; b;c) =a*-b*- e* + 2(a+b-e+be) 
y dar como respuesta la suma de sus factores primos. 
A)J2a B)2b+e C)2a+2 D)3a+c E)2a+b+1 


(03) Cuántos factores lineales admite la expresión: 


Ney yyy 
1 B)2 C)3 


(Q8) Un factor primo del siguiente polinomio: 


Dj4 EJ8 


D)j4 EJ5 


Ríx;y;z) ¿18 +y iz lx 498 ly 42 zx 1 
Ajx+y Bjayz Cjxi+y+2 Dix+y+z Elxy+2z 
(Q2HUn factor primo del siguiente polinomio: 


[0 y+zM0-y-2) + 13*- 4(0 y) es: 
AJx+y+z+l B)x-y+2+1 
D)x-y+2+2 Ejz+y-x+2 


(03) Sabiendo que: 4? + 2x + 3, es un factor de: 


Ple) =x* +2 +6 +mx+n 
entonces es verdad que: 


C)x-y+z 


Ajm+n=21 B)mn<0 C)jm<0 
D) n es par E)Jn-2m=1 
(ODCalcule el número de factores 


cuadráticos de: P(x) = 4x*- 37% + 9 
BJ3 Cj4 DJ6 


42 
(LO Siendo “n” el valor que debe admitir 


que los factores de primer grado de: 
T(x)=2x*+7x + 6, tengan el mismo valor numérico, 
señale un factor de: 

Ela;b;c) = ala +e) +nb(b + c) 
4) a+b B) b+e 
D) a+b+e E)a+b-e 


(O) Indique un factor de: 

R(x) = 2(x+21)* + (x +20)" - (0+19)* 1 
A)2x+46 B)x-20 C)2x-46 D)x-23 Ejx+9 
(1) Diga usted cuál es el factor común de las 
expresiones: 

A(x) =x*-8+16  Blx) =(x+1)(0* -3)-x-1 
Clx) =2x* + 16x 
Ajx-2 B)x+2 

(13) Luego de factorizar: 


T(x) = (x-1)* - (1) - 2 señale un factor. 
Ajx+1 B)x+2 C)x+3 Djx EJx-3 


(E) Sea el polinomio: 
Q(u) = (n? + 3n-9)*+n* + 3n- 11 

Dar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 
() (n- 5) es un factor primo. 
() (uÍ + 38n- 7) es un factor primo. 
(_ ) Presenta dos factores primos lineales. 
AJFFV  BJFVV  C)FVF  D)VVF 
(63 Si a uno de los factores primos de: 

Plx) = (1% + 4)(x +5): 3-2) +6 
se le suma “3x”, se obtienen dos factores primos 
lineales. Entonces la suma de ellos es: 
AJ2x+5 B)2x-5 C)J2x-3 D)J2x+3 EJ2x 
(10) Si: Plx; y; 2)=(ax +by+cz)(mx+ny+pz), 
PeZ, representa al polinomio: 
Ple:y:2) = 
2Ll(% + y +2) + (2049-21 +5( +y-2*+ Ly) 
luego de haber sido factorizado, calcular el valor 


C)e+a 


Cjxa+1  Djx-1 EjJx-3 


EJVFF 


de: E 2tbte 
m-n+p 
A) 1/9 B)8/7 C) 5/7 D) 7/6 E) 9/6 


O Si: Pla; y; 2) = (0 +2y+32)(2+3y+02) + 2y2 
es un polinomio factorizable, entonces un factor 


primo es: 
A) x+y+2z B)x+y+z C) x+y+8z 
D) x+2y+62 E) x+2y4z - 


(EDICIONES RUBIÑOS 
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VACTORIZACIÓN) 


(43) Un factor del siguiente polinomio: 


(er y (a + 3xy + y) - Gay (a+ xy + y”) es: 
Axty B)x-y C)xat+ay+y? 
D)x-ay+y" E) x+2y+y 


(OD Si: P(x; y) = 27 + 28y” + Sxy(x+y) 


es un polinomio factorizable, entonces indique la 
suma de coeficientes de uno de sus factores primos. 
AJ3 B)J6 C)6 D)9 EJ10 


(ENSi: P(x)=(3:+2)(4:-3)(x-1(12x+11)-14 


es un polinomio factorizable en los racionales, 
entonces un factor primo es: 
Alx-1 B)I2x*-4x-3 
D)12x- 13 E) 2x-1 


C)13x+12 


ARAGTICA 


(02) La suma de los factores primos del siguiente 
polinomio: 
H(x; y) = 16%? + 7xy- 2y* -6x- 17y- 21 es: 


AB +y+4 B)8x-y-4 
D)Bx-y+4 E) Bx + 4y +1 
(0) Luego de factorizar: 

Nx; y) = 6x* + 19xy+ 16y*-11x + 4- 17y 
indicar un factor. 


C)8x+y-4 


A)2x +3y-1 C)3x-by+4 EJBx+by+4 
B)2x-3y +1 D)3x+y+4 
(O9En el siguiente esquema; F 


317 —- 2xy-8y* + 22% +6y + 35 


se observa el procedimiento de factorización por el 
criterio de aspa doble. Entonces el valor de ab + e 
es 

AJy12 BJ15 Cy17 DJ18 EJ20 


((% Calcular el valor numérico del factor primo de 


mayor grado respecto de “y” que se obtiene al 


factorizar: 

P(x; y) = 3x* - 2x%y* — 7? + 8y*- 20 
para: x=1n y=0 
8)-8 B)6 
(03)Un factor primo del siguiente polinomio: 


C)-6 "DJS EJ12 


Pío; ys 2) = xa ly+ byz az - 2y*-22* es: 
AJxt-y+Sz Bjt+y+or Cjyte 
Di*+y-20 — EJx+y+z 
(ON Calcular el número de factores primos del 
siguiente polinomio: 

Pla) =x-2 42-70 +6 
AJO B)J1 CcJ2 D)3 


(O2Factorizar: 


Fíx) =x*-4a* +113*- 14x + 10 
y dar como respuesta el mayor T.L. de uno de sus 
factores primos. 


EJ4 


AJI B)2 C)3 D)j4 E)J6 
(03) Cuántos factores cundráticos admite: 
F (%) = 26% + 6x”-x-1 
AJI B)2 C)3 DJ4 EJ6 
(09) Si luego de factorizar: 
M(x) =2x'- 3x%-1 
un factor se evalúa para y =/Z se obtiene: 
A)J2- J2 B) 1-2 C)6+ 42 
D) 1+/2 E) 3+/2 


(10) Si la suma de los factores primos de: 

Mía; y) =x*- 2x%y - 39x%y? + 8xy*+ 140y* 
es: ax + by, entonces podemos afirmar que: 
AJjYab=2 B)a+b=- 2 C)a-b=2 
D)b*=16 EJa?=16 
(O) Si la suma de los factores primos de: 
P(x) = x* — 5x — 2, tiene la forma: mx*+nx+p, 
calcular el valor de: 

R=(m-n+p)"" 

AJ1 BJO ca DJS EJ9 
(|) Sea el polinomio: P(x) =6:%-2*-6x + m. Si: 


P(0;5)=0, entonces un factor primo de dicho 
polinomio es: 
AJ2x+1 B)x+2  C)3x-1 


(3) A fectorizar el polinomio; 
P(x) =3x*-21x + 18 
se obtiene: a(x — b)(x — eJ(x - d), con a, b, e y d 


constantes enteras, tal que: b < e < d. Calcular el 
valor de: 


a-b+c-d 
BJ3 


D)6x-1 E)3x-2 


AJ7 C)5 DJ6 EJ9 


CA REMERA 


EMG23s)x TIEN CICLOPEDIA 2012) 


(Luego de factorizar el polinomio: 

A(x) = 3x*-2x*-19x - 6 
dar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 
(_) Tiene dos factores primos mónicos. 
(_ ) La suma de sus factores primos es 6x. 
( ) Todos sus factores primos son lineales. 
AJVVF.  BJFVF  C)IVVWV  D)FFV 
(3) Luego de factorizar: 


Mía) =x* +21 20-20? +04 1 

se obtiene: (x -1)"* (x:+1)"**. Entonces el valor de 
“mn” es: 
4)3 BJ6 C)8 
(LO) Señale un factor de: 

Plx) = 6x7 + 41x% + 97% + 9757 + d1x +6 
AJjx-1 B)x-2 C)2x+1 D)3x%+7%+2 E)3x+1 
(UDSi (a +1)x*+ (b-3)y”, representa a la suma de 
los factores primos de: 
P(x; y) = 64x* + y* calcular el valor de: ab”* 
AJ BJ2 CJ3 DJ4 
((3)Un factor primo del siguiente polinomio: 


Pla) =x7 + Slx + 243 es: 
AJjxi+30+9  B)x"-3x+9 
Di=x+1  Ejx-8%49 
(UDSiendo (B+1) a (a—1) cuadrados perfectos, 
factorizar: 
M(x)=x"(a+b+1)x'+(ab+20-1J2*a+b-ab+1 
y señale aquel que no es factor de M(x). 

A) x+/b+1 B)x —Ja+1 C)x-Jb-1 


D)x?- 1 E)x*+ 1-a 


E)JFVV 


D)12 EJ15 


EJ65 


C)x* + 3x* 4 27 


ED)indicar un factor dez 


So) art 1)? a 
Bix" +1 
EJ +1 


Ajr4c+at++l Ch +1 


Di+rx+x+1 


01) D 03)A 03)A 009C 05) 
/08) € 09) E 10) C 

1D)D  123)C DA 15) 4 
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¡01)B_ 02)A 03)B_04)C 05)A| 


SEGUSDA PRACTICA 


HE 


PROBLEMA RECREATIVO 1 


El dueño de la tienda de mascotas trata de persuadir a dos 
madres y dos hijas, que han entrado juntas, para que compren 
los tres gatitos que se pueden ver en el escaparate. Al final 
logra realizar la venta y cada cliente sale de la tienda con su 
pequeño gatito. Ningún cliente comparte un gatito y no había 
más gatitos en la tienda que los tres mostrados. 

¿Cómo es que tres gatitos pueden ser repartidos entre dos 
madres y dos hijas de manera que cada una tenga su propia 
mascota individual? 


PROBLEMA RECREATIVO 2 


Sustituya cada figura geométrica por un número 
de tal manera que no haya contradicción en las 
operaciones realizadas y que cada figura tenga un 
único número. 


Ayo 
Y 


1 


(EDICIONES RUMINOS 


MOD y MOM) 


OBJETIVOS : 


Aprender a calcular el M.C.D. y el M.C.M. de dos o 
más polinomios. 


IVTRODUCCIÓN 
Todo factor es divisor de un producto así: 


* x es factor de 3x , entonces x es divisor de 3x ya 
que (3x)+(x)=3 

*b* es factor de 5ab* , entonces b* es divisor de 
5ab* dado que (5ab*)+(b*)=54 

«Así el máximo común divisor(MCD) como su 
nombre lo indica es el mayor de los factores 
comunes» 

Un múltiplo es un número que contiene 
exactamente a otro . Así 18 es múltiplo de 6 porque 
18+6=3 ; y 18 es múltiplo de 3 porque 18= 
De la misma forma , una expresión algebraica será 
múltiplo de otra, cuando la contiene exactamente. 
Así 10x*y es múltiplo de 6xy porque 10x*y+6xy =2x; 0 
también , 10x%y es múltiplo de 2x: porque 
10x*y+2x=5xy . 

«Así el mínimo común múltiplo(MCM) como su 
nombre lo indica es el menor número que 
contiene exactamente a otros». 


EL MÁXIMO COMUN DIVISOR 
(M.C.D) 


El máximo común divisor de dos o más polinomios 
el polinomio de menor grado y menor coeficiente 
numérico (prescindiendo de los signos) que es factor 
(o divisor) de los polinomios dados). 


* Para hallar el M.C.D. de varios polinomios se 
procede de la forma siguiente: 


I)Se descompone cada polinomio en el 
producto de sus factores primos(se factoriza). 


1) El M.C.D. es el producto obtenido al tomar 
todos los factores comunes eres a la menor 

¡a con e entran a formar parte en 
nada tos poliRoniod 


EJEMPLOS: 
* Dados los monomios : 
=2Ma bio *;B= 1807te . 


* Como: A=2* x 3a"bie*;B=2x3 a*bt0" 
” Luego : MCD(A,B)=2 «3a%b2c5 

* Finalmente: MCD(A,B)=Ga3b2e5 

* El cual, es la expresión de mayor G.A. que está 
contenida en A y B simultáneamente. 
EJEMPLO 2 : 

* ElM.C.D. de: 

A=2%3 (ay) (=+2y)* 

B=2%3 (xy) (x+2y)" 

C=3*(2-y) (r+2y) 

es: MCD(A; B;C)=32 (x - y) (x= +2y) 


EJEMPLO 3 : 
Determinar El M.C.D. de: 
A=2x*+2xy nB=4x*—4ay 
RESOLUCIÓN: 
*factorizando : 4=2x(x + y) 

B=22x(x-y) 
> MCD(A; B)= 2x 
OBSERVACIÓN : 
Dos o más polinomios son primos entre sí, si su 
M.C.D. es la unidad +7. 


EJEMPLOS: 

* Se tienen los polinomios : 
P=drla+D (20D? + Dl 
Q=62(r+D 25 +D(22 +10 

* Resulta: M.C.D(P,Q)=x(x+D (24D 


* Siendo este polinomio, el de mayor G.A. que está 
contenida en las expresiones P y 


EJERCICIO : 


A=ad+a?—a—1 
B=a*-a?-a+1 
C=3a*+50+2 
RESOLUCIÓN: 

Factorizando los polinomios, se obtiene: 


Hallar el MCD de: 


[AMAIZIZMEMEA 
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A=(a—1)(a +1)? 
B=(a+1)(a—1)? 
C=(3a+2)(a+1) 

=>El MCD de los polinomios es (a+1) 


EL MÍVIMO COMÚN MÚLTIPLO 
(11.C.M) 


En dos o más polinomios, es el polinomio de mayor 
grado y mayor coeficiente (prescindiendo de los 
signos) del cual es factor (o divisor) cada uno de los 
polinomios dados. 

*Para hallar el M.C.M. de varios polinomios se 
procede de la forma siguiente: 


1)Se descompone cada polinomio en el 
producto de sus factores primos(se factoriza). 


I)El M.C.M. es el producto obtenido al tomar 
todos los factores, comunes y no comunes, 
elevados a la mayor potencia con la que entran 
a formar parte en cada uno de los polinomios. 
EJEMPLO 1: 
*Dado los monomios: 

A=160x y 2*;B=192%*y%w 
*Como: A=2% x 61 y %2*;B=2" x 30 y%w 
*Luego: MCM(A,B)=26x3x 6x7 ySz210 
* Finalmente: MCM(A, B)=960x7 y6z%0 
* El cual, es la expresión de menor G.A. que contiene 
exactamente a A y B simultáneamente. 


EJEMPLO 2 : 
* Se tienen los polinomios: o 
P=5 (+ 1D c+ D(e? a+ 1) 

Q=3 (+ D (3r— Dl 0" 


* Se obtiene: 
MCM(P.Q)= 163 (24D (34 D(30—D(22 +1 


* Siendo este polinomio, el de menor grado absoluto 
que contiene a las expresiones P y Q. 


EJEMPLO 3: 

*El M.C.M. de: A=2%3* (2 - y)" («+ 2y)* 
B=23 (ay) (+29) y C=3* (29) (++2y) 
Mes: 23332 y) (x+ 2y)* 

EJEMPLO 4: 

Hallar el MCD y MCM de: 

Plx) =x% —bx* —x46 A Q(x) =x* +4x* —4x—1 
RESOLUCIÓN: 


Py 46 Qlj=xó — 1+4x? —de 

PG) => — 1-6 *=1 QU) =(* + 16 Drs? 1) 
Pts)=( — 1168) Quiste — Dt? +1+43) 

Pls)=tx + 1)(5 —1)(% — 5) QU)= le + 1le 0? 44341) 
MOD =(x+1)(x—1)=x*—1 MOM =Ix+1)(5— 1x6) +dx + 1 


PROPIEDAD : 


Dados dos polinomios cualesquiera P y Q, se cumple 
la siguiente identidad polinómica: 
Piz)Qís = MCD(P,Q) x MCM(P.Q) 


EJEMPLO: 

* Dados dos polinomios P y Q, tales que: 

MCD(P,Q). MCM(P,Q) =(x2-4) («2-17 

Si uno de ellos es (1+2(x-2)(x-1D*. 

Hallar a que es equivalente el otro. 

RESOLUCIÓN: 

* Por propiedad, se obtendrá: 

Pl)xQ(e) mx? 4 (0-1 

*Reemplazando el dato apara Q, resulta: 

PAGAR RN 

* Simplificando se tiene 
P)=(r 2D 2 MD? 


MÉTODO DE LAS DIVISIONES 
SUCESIVAS PARA 
DETERMIVAR EL M.C.D. 


Dado dos polinomios P(x) y Q(x) de tal manera que 
el grado del primer polinomio P(x) sea mayor o igual 
que el grado del segundo polinomioQ (+) ordenado en x. 
Se efectuará la división de P(x) entre Q(x) . si es 
exacta entonces es el M.C.D. 

Si la división es inexacta ; se divide el divisor entre 
el primer residuo , esto entre el segundo residuo y 
así sucesivamente , hasta obtener un resto nulo , 
ocurrido esto el MCD será el último divisor utilizado, 


es decir: 
Plz) [Q() > Q(z) [ri(x) rx) [rolx) 
r(x) Cjlx)  re(x) Cole) 0 Calx) 
* Luego: MCD[P(x);Q(x)]=ry(x) 
EJEMPLO : 


Determinar El M.C.D. de: 
Pla)=x5 4200424041 Qu) =x 4040242041 


RESOLUCIÓN: 


xe e + adas lla 21 


4-0 20*-x d x-1 


a? 


tad 1 
arta 241 
2 +24 2<>A( a) 


(EDICIONES _RUBIÑNOS 


EC 


PCD y ICH) 


“luego: 
atada 1 lata l 
4 2 
-x a? ed +1 
A +x+1 
== -x -1 
0 


MCD|[P(); Q(u)]=x3 +x +2 


PROBLEMA 1: 
Extraer el M.C.D. de: 


Diya 
RESOLUCIÓN: 


*El M.C.D. son los factores repetidos con menor 
exponente : 


>M.CD| Raya Quay) ty 
RPTA: * 


PROBLEMA 2: 

Del problema anterior extraer el M.C.M. 
Ajxiyz Bjxlyiz0 CJ 
RESOLUCIÓN: 


*El M.C.M. son los factores repetidos y no repetidos 
con el mayor exponente. 


E A 
RPTA: “C” 


Dixiya 


PROBLEMA 3: 

Sacar el M.C.D. de: 

Pay =D 370) = (28M -D(=+6) 
EJx+65 


AJx+3  Ble=3 C)x-2 Dj=-1 

RESOLUCIÓN: 

* Analizando se obtendrá que: 
M.C.D.|RzyQo]= (2-3) 


PROBLEMA 4: 

Obtener el M.C.M. de: 

Ry = 2 (2-37 :0,) =(5+2)(=-3) 

Afx-2)P BNlx-3) CMx- 2 (x-3) (x+2) 

RESOLUCIÓN: 

* El M.C.M. será: p 

MCM|R oy Qu) (e a (42) 
RPTA: *“C” 


PROBLEMAS : 
Obtener el M.C.D. de: 

Py == +2x+1:Q,)=x* 1 
Ajx-1 Blx+1  Cjx*+1  DMx+1(x-1D) 
RESOLUCIÓN: 
*Factorizando primero cada polinomio. 

Ro =la+ MD? ; Qu) = (+ DD 
*El M.C.D. será: M.C.D.|P...y;Qy) ]=(+ D 
RPTA: “B” 

PROBLEMA 6 : 
Encontrar el M.C.D. de: 
kDa 2; (a) 4 (+1) 
Aljx+k+1  B)jx+k-1 Cjx+k+2  D)Jx4+k 
RESOLUCIÓN: 
*Factorizando ambas expresiones: 


Desh Da 2 


he 1 
SA, 


> (ex + 1) (a+ +2) 
IAE N(<—k)-4(k+D 


* Operando : x?—k?-4k-4 
* Agrupando un trinomio cuadrado. perfecto: 


(1 +dh+4)=x? (427 
* Diferencia de cuadrados: 


[+ (2 + 2): -(24 9] 
> le +k+2 Mx -h-2) 
> Luego: M.C.D=x+k+2 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 7 : 
El M.C.D. de los siguientes polinomios: 
E=m*-n? -4m+4;F=m*-2m* +2m*-2m+1 
A)jm+1  BJm-1 C)2m-1 D)2m+1 
RESOLUCIÓN: 
*Factorizando cada polinomio: 
DE=m3-m?-4m+4 
*Agrupando : 
E=(m* —m?)-(4m-4) 
>E=m*(m-D-4(m-1) 
>E=(m-DÍm? - 4) 
> E =(m- Dm +2)(m-2) 
D)F =m' -2m* +2m* -2m+1 


CALIZA 


WMls32 ENTE TTIÍN CICIOPEDIA 2012) 


*Por divisores binómicos: 
*Para: m=1 
> F(D=1-24+2-2+1=0 
*Un factor es (m = 1) y el otro lo obtenemos 
dividiendo por Ruffini, Así: 


m-1=0| 1 0-2 2-2| 1 


TESIS 


11-41 1-1L0 
>F=(m-D(m'4+m?-m* +m-1) 
> El M.C.D(E,F)=(m-1) 
RPTA: “B" 
PROBLEMA 8 : 
Sea: 
P¡(x)=Ax? + 2x-B;P¿(x)= Ax? —4x + B 


Si (x-) es el MCD de P, a P,.Hallar A 
Ar B)2 0)3 DJ4 
RESOLUCIÓN: 

%(x — 1) deberá ser divisor de P,(x) y Pa(x) 
* Entonces: P¿(1)=0 » Pg(1)=0 
* Recordando en el teorema del res 

P,(1)=A+2-B=0.... 
P¿(1)=A-44+B=0 
* Resolviendo el sistema: 


EJ6 


2077) 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 9: 
El M.C.D. y M,C.M. de dos polinomios son 


respectivamente: 

MOD(A;B)=(x+ 2 Mx +1) 

MCM(A; B) =(x +6 Mx + D(+ 2 (+3) 

Si uno de los polinomios es: (+ D(x+2)(x4 3) 
hallar el otro polinomio. 


ANe+1)G2)(x+3) BN=+1)5+2(<+4) 
O) + De + 2) (45) D)1 
RESOLUCIÓN: 


*Sean los polinomios A(x), B(x) . Por propiedad : 
MCD(A; B)x MCM (A; B) = A(x)x B(x) 
*Por el dato del problema y adecuando la igualdad 
Tenemos: y - (MCD)(UCM) 
A TE) 


*Reemplazando valores: 


Bl(=)= (et 2D + Dl 5 a+ Dl + 2) (4 3) 
x)= 

Ce+ Dl 2) +3) 
> Blx)=(x+ D(x+ 2 Mx +6) 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 10 : 
Hallar el MCM/MCD de las siguientes expresiones: 


at a 


A ls O 
RESOLUCIÓN: y a 
+ MCD=x"S 
MCM =a*1 bl cul nl 
+ Piden: 
MCM_a 
MCD 


PROBLEMA 11: 

Si el MCD de los polinomios: 

Hía)=a*-9a? +ma+n;G(a)=a* +20* -7a* + pa+g 
es (a-2(a-8) . Calcular el MCM de dichos 
polinomios. 

RESOLUCIÓN: 


*Dividiendo por el método de Horner en ambos 
polinomios , así: 
a)H(a)+ (a - 2)(a - 3) 


5 6 
26-30 
i 50 -60 
1.6 10.0 0 
q(a) 


* Luego: H(a)=(a-2)(a-3)q(a) 
> H(a)=(a- 2)(a-3)(a*+5a +10) 
b)G(a)+ (a -2)(a-3) 


1 2% q 
5 ei 
35 42 
+ 110-182 


LITIGIO 
PRES 
qla) 
* Luego: Gla)=(a-2Ma-3)g(a) 
>Gla)=(a—-2Ma-3Ma2+7a +22) 
* Finalmente , MCM(H; G): 


(EMICIONES ROBINOS 


MED y FCH) 


(a-2Ma-3Ma? +60 +10Ma? +70 +22) 
PROBLEMA 12: 


Hallarel MOM de: 3 or gotadras 


x* 10: +9;%% 90 + x?-9 
Blix? -9Mx-1) 
DXx*-9Mx? -1) 


A) (x=? -3Mx+1) 
0) (x*-2)(1%41) 
RESOLUCIÓN: 
*Factorizando : 
Dax? -4x+3=(x-3Mu—1), 
Ma? +4x+3=(x+3 Mx 4D) 
II)x*-10x7 +9 =(x? -9 Mx? - 1) 
=(+3 M4 3 M4 D(5-D... q 
1VIx*-9x+x*-9=x (2? -9)+ (2? -9) 
=(+-9)(r+1D 
=(x4+3)(x-3Mx+1) 
*De (a), ( B), (0) y (y) se tiene: 
MOM =(x+3Mx -3 Mx + Dlx-D=(x2 9x2 -1) 
RPTA: “D” 


(a) 


(7) 


PROBLEMA 13: 

Siel MCD de: 

xla+lMxo—2Mx-D)-24 y 14-350+2 se iguala a 
cero, entonces “x” es igual a: 
AJ BJ2 CJ 
RESOLUCIÓN: 

* Factorizando cada expresión: 


D) x(x+1)(x+-2(x-1)-24 
q at 


DJO E)-2 


* Multiplicando en la forma indicada: 

(ex) (17 -x%-2)-24 

* Efectuando: 

(2) —2(22a)-24 
2-e 6 
Ra E 4 
=(42 — 6 Ma? —a0+4) 
> (2-3 Ma+ 2 Ma? —2a0+ 4) 

1) x9-3x+2 
10-3|2 


> (xD? +12) 
x 2 
PS 
> a 1) (x+2) 


>MCD=x+2>3x+2=0>x%=-2 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 14: 
El producto que resulta de multiplicar dos 
polinomios de variable libre “x” es (204+1)% 4x6, 
y el cociente de dividir el MCM y MCD de dichos 
polinomios es (42 +1)” 4x2 - Señale a que es 
equivalente el MCD. 


Ala? - 2x1 Blat+x+1 
Cjx*- 2x?-21 Djx?-2 
RESOLUCIÓN: 


*Sean Píx) y Q(x) los polinomios, luego por 
propiedad : 

Pe) *Q, = MCD(P,Q)x MCM (2.0) 

ro 

MCD(P.Q)«MCM(P,Q) = («2 +1)" —4x".....(a) 
*Por el 240 dato : 
MOP 
HCD(P.O) =(«?+a) —4x me (8) 
*Como se quiere despejar el MCD, dividamos (a) 
entre (8), ast: 


MOM(P,Q)XxMOM(P,Q) _( +0)" 490 


MCM (P,Q) (ted ar? 
MCD(P,Q) 
* Luego: (CN A AA 
2 e AD (el 
aid a E 


>[mon(,QÍ =(t+1?+1D* 
* Finalmente: MCD(P,Q)=x*+x?+1 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 15 : 
Si P y Q son dos polinomios factorizables definidos 
POr py =20 ta 2074 8x9 
Q) 5105-93 +17%6 


Entonces el MCD (B Q) es: E "y 
AJBx? +21 B)2x*=x+3 
CJ3x? 043 Djx? —x41 

RESOLUCIÓN: 


*Factorizando cada polnomio: 
DP) = 25% 0? 30% + 309 
es 
ee 
> Pes) = (2x7 24 3)(2" - 3) 
IQ) = 10x* -9* +17x—6 


sala 


Ca MEE 


> Qp) =(6x —2)(2x? — +3) 
*Luego: MCD(pq) =2x*—x+3 
RPTA: “B” 

PROBLEMA 16; 
SiP, Q y E son tres pom factorizables por: 
Pan =% Ay 3 y rayo + ay? 
Qi) = 2 roya y? 

(y) a aya y 
Entonces el MCD (E Q, R) es: 
Ajx=2y Bj*+y Cjx-y DMw+y) 
RESOLUCIÓN: 
* Factorizando cada polinomio: 
DP=x*+3*y+3*y* + xy" 
> Pala +2 ty ay? + y) =a(0+ 9) 
1)Q=3:* +6x*y+xy?-yQ= REA y 


Elay 


20 =(x+y)(3* +25y-y*)>0=(2+9) (3-9) 
IDR=x*+xy + x*y+y? 
>E=x(a + y) + y (27 + y") 

> R=(x+y)(+*+y*) 
>R=(=+y) (9? -2y+y*) 

* Luego : MCD ¡pg =(0+y)* 


pisto cc $e z 


RESOLUCIÓN: 


* Factorizando cada polinomio: 
DE) = 3248 

> Py ==" (2-3)-(+-3)=(1-3)(+*-1) 
> Pay ==" (2-3) -(+-3)=(=-3)(+?-1) 


AE 


3 


>) ED 
* Luego : MCD,,,= (x:+1)(x—3) 
Fco) = MOD yy == 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 18: 
Si P y Q son dos polinomios de variable x , tales 
que: 

Pio QU) = (2 +3) (2) (++2)" 

MOM (Fi): 01.1) = (25 +3) (+ +2) (2) 
Entonces, el número de factores primos distintos 
del MCD (PQ) es: 
an B)2 
RESOLUCIÓN: 
*Por propiedad, se sabe que para dos polinomios P,, 
y Q,,, secumple que: MCD,».q, < MCM, For O) 
*Reemplazando: 

MOD gy (23 +3) (% +2) (x 2) 
=(2:+3)' (=-2)' (2 +2)” 
> MOD(p, q) = (2 +3) (5 +2) 


*Luego, el número de factores primos del MCD 
RPTA: 


C)3 DJ4 EJ5 


m7 


PROBLEMA 19 : 
Si el producto de dos polinomios es: x*-—18x* + 81 
y el cociente de su MCM y MCD es x*—6x+9, 
entonces el MCD de dichos polinomios es: 
Alx+1 Bjx+2 C)x+3 > DJx+4 


RESOLUCIÓN: 

* Por dato: Pi) xQ) = %*- 1857 +81 
MCM__, 2 

=x*—604+9=(x-3 

* Propiedad: para P y Q: 

Pés) * Qs) = MCD x MCM 

> MCDx MCM =x* - 18x* + 81 

> MCDx MOM =(x +3) («- 3)" 


EJx+b5 


* Pero: MCM= (x-3)'x MCD 
* Reemplazando: 
MCDx (+3) x MCD =(x+3)* (3) 
> (MCDY =(x +3)” > MCD=x+3 
RPTA: “C” 


(EDICIONES ROBLNOS 


MIC y MICH) 


PROBLEMA 20 
Sip y Q son dos polinomios factorizables definidos 
por: 


Pi) 20 +50 4 120% + 14048 
Qp) = 5 +61 4 161% +21x+12 


Entonces la suma de los coeficientes del 
MCD (PQ), es: 


aya BJ5 
RESOLUCIÓN: 
*Factorizando cada polinomio (por aspa doble especial): 


Pa) = 2 + 5x7 4 12%? + 14x 4 8 
e 
Lo Lx 2 
> Po, =(4?+30+4)(1? +25+2) 
Qi = +61 +16: 4 21x +12 


pe 


Qp) = (27 +30+4) (2? +3%+3) 


CJ6 D)7 E)J8 


* Luego: MCD (2x7 +3x+4 
> suma de cocficientesycp=8 
RPTA: “E” 

PROBLEMA 21 : 
Sean P y Q- dos polinomios factorizables definidos 
in E 

Qu => +ex+d 
Siel MCD (B Q) es (x-1)(x+1), entonces el MCM 
(EQ) es: 


AlNx-1)(x+3)(x+2) B)(x-1)(x+2)(x-2) 
C)-1)(x+3)(x+2) D)jx+1)(x+3)(:+2) 
El-1)(x-2)(x+2)(x+3) 

RESOLUCIÓN: 


* De: MOD pq =(+-1)(x+3)=x*+2x-3 
> PQ, son divisibles entre x?+2x-3 . 


Entonces, por Horner : 


> Pis) = (e Dl +3) (x +2) 


1|1 0le a 
2| 213 
3 14 -6 
; 
[1 ¡0 0 


> Qu) =(2-D(=+3)(=-2) 


=(%-1)Mx+3)(x+2)(x-2) 


*Luego: MCM, 
d RPTA: “E” 


m9 


PROBLEMA 22 : 


SiP,, y Q,, son dos polinomios, entonces determine 
el valor de verdad de cada una de las siguiente 
proposiciones: 


p:Si P.,, =(x+1)Q,,,, entonces (x-+1) es un factor 
del MCM (EQ) 

q:Si Q,, =(x + 4)P,, , entonces (x-+4) es un factor 
del MCD (E Q) 

r:Si Pay = Qu 3 Y Q,) = 3 entonces (x-2) es un 
factor del MCM (BQ). 

AJVFV B)JVVV C)JFVV_  DJVFF  EJFVF 
RESOLUCIÓN: 

1) Recuerde que MCM y, es divisible entre P.,, y 
entreQ,,,; es decir: P., y Qson factores del 
MCM q 


En Pi) =(0+ 10) es factor del MCMz, q, 


> (x+1) es factor del MCM,.q, 
* Luego: p es VERDADERO 


11) El MCD yq, sólo contiene factores primos 


comunes de Py y Q.» ; +4 es factor de Q,,, pero 


no se sabe si es factor de P,,; por loque 2+4 no 
necesariamente es factor del MCD jpg, 
* Luego, q es FALSA 


IP ¿70,8 AQ,,=35 Peg) =Qg-3=3-3=0 
> Por el Teorema del factor (x— 2) es un factor de 

Foo Epa (9D), 
> Por lo señalado en (1): (a — 2) es un factor del 
MCM os 
* Luego, r es VERDADERA 

RPTA: “A” 

PROBLEMA 23 : 
Si. P, y P¿ son dos polinomios factorizables definidos 
por: 


Py, 0 420 b Pa =0x 4x4 b 


Es 


PITA 


HE(=36 ) 


Tal que a y b 
e 

Y MCM pp, = +" —x? 9% +9, entonces el valor de 

T=b*-a,es: 


son enteros” positivos 


AJ18 B)24 C)8 D)16 EJ21 
RESOLUCIÓN: 
% De: > MOM pp, 
> MOM ppy,p,) = (0 —1)(% + 8)(% —3) 
*Como: P, -P,¿=MCD. MCM, 
ni 


> MOD es de grado 1. 
> P, y P, tienen un factor común de grado 
1->P,-P, contiene a este A 
Pip Pap" 0:-20=0[x-5) 
* Como be Z*, entonces: 
b b 
A 
ir ii ir ia 3 
>b=3vb=9 
* Luego si: 
b=3:P,(.) = 0x7 + 203 
Paja) 20% 404 8 
* Contienen al factor (x— 1): > a=1 
=9 ; Py) = 0x7 + 2x9 
Paja) = ax 4049 
* Contienen al fator (x- 3) ; pero esto no es posible, 
pues; 1 
Pi =90+6-9=0>0= az" 
* Entonces :P' =3?-1=8 


MENA 


(OD) Hallar el M.C.M. de: 


Pley2)=x'y'2 
Qlxy0)=x*y'w 


Ajxtyizw Blatyz " Clay Djxty 
(02) Hallar el M.C.D. de: 
Pleyz)=y 2 


Ejsyz10 


Aly Bjxy' Dixty! EJxtyózwo 
(03) Hallar el grado del M.C.M. de: 


Plx)=(x-1) 0-5) y  Q(x)=w"-1 
An B)J2 0)3 DJ4 


(03 Hallar el M.C.D. de: 
P=20%'4x*1 


E)J5 


Q=25x 45 %-x-1 
R=25x'-10x*+1 


AJ5-L— BjAx'-1  C)3x"-1 


Hallar el M.C.M. de: 
=a*-24-15 
Q=x'-26 
R=4ax*+400x+1000 
Alt +3)(9-5) 
Cidalx+3M(x+5) 
EJ4(e+3)(x+6)(x-0) 


Hallar el M.C.D. de los polinomios: 
Pl)= baxo 
Q(x)=x*+2x*-2x-1 
Alli+2) — B)(x"+3) — Clat1) (a%+4) — El(x*+8) 
(€ El grado del polinomio que se obtiene al 
multiplicar el M.C.D, por el M.C.M. de los polinomios es: 
Play) = y ty y? 
Qlx,y)=>*-2x y 42ay iy? 
Ríx y) => yaya 


D)2x*-1  Elxt+1 


B)4a(x+3)(x-5)x+5)* 
D) (x+3)(x-5)(x+6) 


AJ9 BJ10 cy1 Dpn2 EJ13 
(03) Hallar el M.C.D. y M.C.M. de; 

P=dxirad Bd 

Q=304+7x-4 
indicar el producto de sus factores no comunes. 
AJ3x-2 B)2x-1 C)2x+1 Djax*-1 Ejx*+1 


OD) Hallar la suma de coeficientes del M.C.M. de: 
Plx)=x*-11x*-18x-8 


Q(x)=x*-1 
R(x)=x"-6x* 432 
AJ16 BJ7 C)18 DJ15 EJO 


El producto de dos polinomios es: 
(«-2x"41) y el cociente de su M.C.M, y su M.C.D. 
es (x-1)*. Hallar el M.C.D. 
Alta Blat+x-1 
Dioxtoa+l Ejoatax+1 
(ODhallar la suma de los términos del M.C.D. de 

los polinomios: 
Play) =0 ay ra tyoy? 
Qly) = xy ayy? 
Ríay)=x0 2 ty dy" 
B)2y  Oxy 


Cht+x+ 1 


AJ2x DiAx+y)? Ely)" 


(MS: A y)=12:""y"*! Blxy)=16x""!y"" 
cumplen: M.C.M. = 0.x*y* 
M.C.D. =pxy? 


D)2 EJ4 


(EDICIONES HURIROS 


[DARIA 1 


DICTA y JICPT) 


(3) Hallar el M.C.D. de los polinomios: 
Píx) = +x dra 
QU) =2*+31*+2x 
AJx-1 Bjx+1 Cjx-2 D)x-5 EJx+5 
(E)Hallar el M.C.D. de las siguientes expresiones: 
IN EN E 
Ajaben BJÉ Cjun=8 Djwn-2 Ejxm-1 
abe 
(43) Dados los monomios ; 
Alxyz)=x 0 yn 2 
Blayz)=xa0 yo 
Clera)=ar? yo. qe 
si el M.C.D. (A,B,C)=x“y* 
Indique el M.C.M. (A,B,C) 


Ahelty!  Bxyz0  Chityl0z0 Djalyta?  Ejatyt2o 
(Siendo: 
A(x)=x*+3x-10 
Blu) =x'-26%* 
Clx)=x*+4x*- bx 
Halle el M.C.D. (A;B;C) 
Ale2  Bj=l  Cje+5  D)x- Elx(x-2) 


(E) Encontrar el M.C.D. de los, polinomios: 
Dxto+a 
DD) 41 db 
ID) 20-042 
Aj-x-1 Bjaet+x-1 Cjata-2 Djxt+x+2  Elx-1 
(3) Halle el valor numérico del M.C.D. para x=3 


de los polinomios; 
Alx)=x*+2x"-3 


B(x)=x4adal. 


a 
Clx)=x*-7x-6 
An BJ2 0)3 DJ4 EJ 
(19) Hallar el M.C.D, de los siguientes polinomios: 
Plxy)=x +xy + y+y? 
Qley)=3+6x y+xy y? 
Rey) =+30 9430 y 4xy". 


Alx3P BlyCix+y  D)(x+yJ)* Ejxlx+y)M3x-y) 


(EN'Sabiendo que el M.C.D. de los polinomios: 
Pla) =20 7 +3%+m 
Ql)= tx t+n es (27-142) 


Calcular el valor de : 22M 
3 


AJ B)21 C)31 D)J41 EJ6 


(O) ¿De qué grado es el MCM de P y Q? 
Pexryial(y+ 1) 4y(0+1) 


Q=xa y 1 42xy 
AJa B)S 0J6 DJ7 EJ6 
(O) Encontrar el MCD de los polinomios: 
Ala)J=eiSet+2 5 Bla)=xt+al 
Aje'-1 Bhx+1 Chx+1 
D) x-1 E)x*+x-1 
(03) Hallar el MCD de los polinomios: 
A(x)=x"4+2:*+2x41 
B(«)=x*-1 
Clx)=x*+4x43 
Ajx+1 Bjx+2 C)x+3 Dix+4 EJx+8 


(2 Hallar el valor numérico del MCD para x=3 
de los polinomios: 
P(x)=x"42x%-3 
Q()= ato 
Ríx)=x"-70-6 
AJ1 B)2 0)3 Dj4 
(03)5i el M.C.D. de los polinomios 
A(x)="+4x*+ax+b 
Blx)=x*+cx4d 
es: (x -1)(x+3), hallar el término independiente de 
su M.C.M. 
AJ6 


EJ6 


B)6 Cr12 D)12 EJ16 


02) D 
07) D 
12) € 
17) € 


03) E 
08) 1 
13) A 
18) D 


03)A 03)A 


CAE IZMEMZA 


OBJETIVOS : 


* Definir una fracción algebraica , como las 
operaciones que se pueden realizar con ellas. 

* Reconocer una fracción algebraica racional . 

* Operar con fracciones algebraicas racionales. 

* Descomponer una fracción racional propia en la 
suma de fracciones parciales, 


INTRODUCCIÓN: 


Una operación curiosa la que denominamos 
“multiplicación a la Rusa” y que más probablemente 
es un procedimiento sumamente antiguo, que debió 
nacer en un cerebro de un hombre primitivo sencillo 
y claro. Para efectuar esta multiplicación es 
suficiente conocer la suma ordinaria, la 
multiplicación por 2 y saber hallar la mitad de un 
número par. Imaginemos; por ejemplo que hemos de 
multiplicar 67 por 16, la disposición será de este 
modo : 


29 x 8 
Y 58 4 Tomamos 
Duplicamos [6 3 | tamitad 
232 1 
29x8 = 232 


El origen de las fracciones comunes o quebradas es 
muy remota. Los babilónicos, egipcios y griegos han 
dejado pruebas de que conocían las fracciones. 
Cuando Juan de Luna tradujo al latín, en el siglo 
XII, la Aritmética de Al-Juarizmi, empleo la palabra 
“fractio” para traducir del árabe “al-kasr” que 
significa quebrar, romper. Este uso se generalizó 
junto con la forma ruptus, que prefería Leonardo 
de Pisa. 

En las numerosas inscripciones egipcias 
descifradas, se encuentran variadísimos problemas 
con números fraccionarios. Con su peculiar sistema 
de fracciones.con la unidad como numerador, 
resolvían los problemas de la vida diaria, tales como 
la distribución del pan, las medidas de la tierra, la 
construcción de las pirámides, etc. Algunos de los 
problemas presentados en el papiro de Ahmes tienen 
todavía vigencia. 


 ERACCIÓN ALGEBRAICA 


Una fracción algebraica racional es toda aquella 
división indicada de dos polinomios denominados 
Numerador y Denominador donde el grado del 
denominador es mayor o igual a uno. 


TOS 
Donde: 
? N(x) : Numerador 
EJEMPLOS: 
dl ax+b axi-by. 2x-7 
2x-7 * xita 2xy-a * 9 
Son Fracciones 
'Algobraicas 


CLASIFICACIÓN Di 
1) SEGÚN EL GRADO DE SUS TÉRMINOS 


A) FRACCIÓN ALGEBRAICA PROPIA: 
Es cuando el grado del numerador es menor que el 
grado del denominador : 


[N(«)]<"[D(x)] 


EJEMPLOS: 
ax 3. x+y 
a A 
x+l xy xy 


B) FRACCIÓN ALGEBRAICA IMPROPIA: 


Es cuando el grado del numerador es mayor o igual 
que el grado del denominador. 


*[N(+)]="[D(=)] 

EJEMPLOS: 
+3 3 
ao” 


Ryo ay 
2) DE ACUERDO A SU DENOMIVADOR : 


A) FRACCIÓN HOMOGÉNEAS: 
Son aquellas cuyos denominadores son polinomios 
idénticos. 


(EDICIONES RUMNOS 


e39 ET 


FRACCIONES ALGEDRAICAS) 


EJEMPLOS: 
042. 9-3 
IET ES] 

B) FRACCIÓN HETEROGÉNEAS: 

Son aquéllas cuyos denominadores no son 

polinomios idénticos. 

EJEMPLOS: 

a +2 043. ty 
1 *x-2* +10 
RELACIÓN ENTRE FRACCIONES 
FRACCIONES EQUIVALENTES : 


Dos o más fracciones algebraicas son equivalentes 
si tienen el mismo valor numérico para valores 
arbitrarios atribuidos a sus “Letras”. 


EJEMPLO: 


FRACCIONES ALGEBRAICA 
IRREDUCTIBLE 


Una fracción algebraica es irreductible si sus 
términos son polinomios primos entre sí (RE.S.T-) 
EJEMPLOS: 
x+l  xy-1 ay” 
343? ye * ay 
SIMPLIFICACIÓN DE UNA 
FRACCIÓN 


Simplificar una fracción es transformarla en otra 
equivalente cuyo numerador y denominador no 
tengan más factores comunes que la unidad , =1. 
La fracción que resulta es irreductible. Esta 
reducción se lleva a cabo descomponiendo en 
factores el numerador y el denominador, 
simplificando, seguidamente, los factores comunes 
siempre que sean distintos de cero. 
EJEMPLO: 

a?-dab+3b* _(a-3bMa-6)_a-3b 

añ-67 (ar+bMa) atb 
* Siempre que a-b=0 
REGLA DE SIGNOS EN UNA 
FRACCIÓN ALGEBRAICA 


Tres signos están asociados a una fracción: 
el correspondiente al numerador , el del 


denominador y el de la fracción. Se pueden alterar 
dos cualesquiera de ellos, simultáneamente, sin que 
varíe el valor de la fracción. Si a una fracción no se 
le antepone signo alguno, se sobre entiende que este 
es positivo (más) 


EJEMPLO: 

EA NS 
pr ems: =p 0 

OBSERVACIÓN: 


Muchas veces la simplificación consiste en un 
cambio de signo . 


EJEMPLO 1: 


23042 (0-2Me-D_ (-2M3-D_x-1_ 
2=x 2=x -G-3) “A 


EJEMPLO 2: 


lx 


_Bx42y dx + y 2-6y 
==y "yx Mary 

RESOLUCIÓN: 

* Llevándolo a una suma de fracciones homogéneas: 


E= 


golBr+2y), (8-9), (4x9), x-5y 
A IS 
> E 392,43 (69) 
EEYNT ASY aY 


% Efectuando directamente los numeradores: 

_3x-2y+4x-y-x+by_ 2y 

Q xy xy 
OPERACIONES CON 

FRACCIONES ALGEBRAICAS 


Para reducir fracciones, debemos efectuar 
operaciones entre ellas. Para lo cual estableceremos 
los siguientes algoritmos: 


1) SUMA ALGEBRAICA DE FRACCIONES: 


E 


Que tienen el mismo denominador es otra fracción 
cuyo numerador es la suma algebraica de los 
numeradores de las fracciones dadas, y cuyo 
denominador es el denominador común. 
EJEMPLOS: 

S-4-2+1_2 2 
AA 

2 314 246 2-(30+De (1% +5) _5*-35043 
3 3-3 2-8 3 3 


INPARA SUMAR Y KRESTAK FRACCIONE 


De distinto denominador, se transforman éstas en 
otras equivalentes que tengan un denominador 


AM IZNZRERE SA 


[es (ELN 5 et TOTO) 


común. El denominador común mínimo (D.C.M.) 
de varias fracciones es el 1mínimo común múltiplo 
(M.C.M.) de sus denominadores. 
EJEMPLO 1 : 
34 CA 
. de, 2, —; esel M.C.M. de di 6; 1 
ELD.C-M. de, +95 esl le 4; 6; 10 


quees 20 y el D.C.M. de = 7 E ¿os 141? 


cd 7 
EJEMPLO 2 :; 
Reducir: p=X+1 242 
+3 x+4 
RESOLUCIÓN: 
e pa 6ADGAD + 243) 
(+3 (+4) 
* Efectuando operaciones básicas: 
(4 +orrd)+ la? + 634 6)_2x? + 10410 
x*+70+12 +74 12 
OBSERVACIÓN: 
Hemos aplicado el método del aspa, 


F= 


EJEMPLO : 

PA E 
x+x+l x-x+1 

RESOLUCIÓN: 


WEE (+1)? -5+1)-(2-1)(x? +x+1) 
6d A+ 1)(a? -x+1) 
* Aplicando productos notables, se tiéne: 
rel +1)- Es D. 
al JA +41 
1) MULTIPLICACIÓN ALGEBRAICA 
DE FRACCIONES : 
La operación se efectúa multiplicando numeradores 
y denominadores entre sí. 


(DD) _ 9-1 
G+21+2) (+2) 


de, 


EJEMPLO 2: 


cate, dl ES + 2 ES 2 
+2 )lxKN3x+4 
RESOLUCIÓN: 

(32? + 4x)x(5)x(4x? - 8) 
(+? — 2)x (2)x (3x+ 4) 
* Factorizando en el numerador, resulta: 
BA -2)_ 
(2) (3x 44) 


P= 


EJEMPLO 3: 
Efectuar: 
+1 
a =D MP] Ane 
RESOLUCIÓN: 


e Dl 
(4-1) x(1+x) 
IV) DIVISIÓN DE FRACCIONES 
ALGEBRAICAS : 


La operación se efectúa invirtiendo la fracción que 
hace de divisor y luego se procede como en el cago 
de la multiplicación: 


N, N¿_M, 
D, D; D, 
EJEMPLO 1: 

Reducir: 


«Dz _ NixDy 
“Ny Dx Ny 


6 4-2, 237-7043 
ETE x?-9 
RESOLUCIÓN: 

* Luego de invertir el divisor, resulta; 
x*-9 


6x7 4+x-2 
A 
2" -7x43 


+3 
* Factorizando: 
(2x-D(83 +2), (:-3)G+5) 
(+3) (2x-D(x+-8) 
EJEMPLO 2: 
Reducir: 
p-[H128 +40 (2-8) 7 Se 
y x-3 3139 9 invierte 
RESOLUCIÓN: 


pt +25+4) 
=-3 


G= >G=3x4+2 


(=+3)(-8) 


x(x+3) 
2 +2x14) 


=-2 


(EDICIONES RUBISOS 


EZ 


FRACCIONES ALGEBRAICAS) 


Y) UNA FRACCIÓN COMPUESTA: 


Es aquella que tiene una o más fracciones en el 
numerador o en el denominador. Para simplificarla: 
1) Se reducen el numerador y denominador a 
fracciones simples. 

1) Se dividen las dos fracciones que resultan. 


EJEMPLO: 


La 
2 2 
-1 
O 
oz 
PROPIEDAD: 


ax? + bxy+cy? 

nx? + mxy+ py? 
es independiente de “x” e “y” 6 tiene un valor 
constante para todos los valores reales de “a” e “y”, 


Entonces : b 
n m p 


EJEMPLO 1: 
Si la fracción algebraica: 


_(m-4)x7 +(m+2n)xy+(6p+7)y* 


Si la fracción: F(x;y)= 


Fe) 


Asume el valor numérico de 3, para cualquier 
universo de valores reales para “x” e “y”. Dé acuerdo 
a esto, calcular el valor de (m +n +p) 


RESOLUCIÓN: 
* De acuerdo a la premisa: 
(m-4x? +(m+ 2n)xy+(6p+ DI _ 
3x7 +6xy+4y* 
* Luego, por la propiedad, se tiene: 


m-4 mit2n_6p+7_ 


8 
* Resolviendo las ecuaciones: m=13, n=1, p=1 
* Por lo tanto: m +n + p =16 


FRACCIONES PARCIALES 


Es una operación de descomposición inversa a la 
adición de fracciones, permite expresar una fracción 
propia como la adición de fracciones simples. 


PRIMER CASO: 


Si el denominador de la fracción a descomponerse 
presenta factores de primer grado “No Repetidos”, 


ENE 
axtb 


entonces tendrá cada factor de la forma: 


3% +bxy+ dy? E Y 


EJEMPLO 1: 


Expresar: $%H1_ como adición de fracciones. 
+2 
RESOLUCIÓN: 
6x+1 bx+1 A B 


Pra (Dr) m1 242 
> Pl _A(5+2)+B(x-D 
(--D(G+2) G-D(+2) 
* Entonces: 6x + 1 = (A + B)x + (2A - B) 
* Luego: A+B=5;24-B=1 
* Resolviendo el sistema, resulta: A =2 y B=3 


bx+1 _ 2 3 


ER == 
x+x—-2 x-1 x4+2 


SEGUNDO CASO: 


Si el denominador de la fracción a descomponer 
presenta factores repetidos de primer grado; 
entonces se escriben tantas fracciones como factores 
repetidos existen. 


Si el denominador de la fracción “F” es de la forma: 


j (axtb)" 


* Luego se obtendrá: 


* Entonces: 

E E A 
(artb)J” (artb) (orto (arto) 
EJEMPLO 1: 


¿Ma 
(axrtb)” 


Expresar: + como adición de fracciones. 
(+-2) 
RESOLUCIÓN: 
e 244-565 A B e 
(=-2)' “y (=-2y “sy 
5 _ Ax? + (B-4A)x + (4A-2B+C) 
y (=-2) 
* Entonces: 


2x?-5=Ax?+(B-4A)x+(4A-2B+C) 
* Donde: 
A=2; B-4A=0; 4A-2B+0=-6 
* Resolviendo: A=2; B=8;C=3 
. Les se tiene que: 
La? CO) 8 3 
> ps 3+ S 
G-2I (1-2) (x-2 (2-2) 


[CA AZIEZIEREA 


(343 ES 


INCICLOPEDIA 2013 


OBSERVACIÓN: 


Si el denominador contiene factores cuadráticos no 
repetidos de la forma : 17 + bx + e; deberá asumirse 
«n» fracciones parciales de la forma: 


PROBLEMA 3 : 


Sila fracción + 2% +(m+1)xy+10y? 
3x3*+6xy+(n—-5) y? 


AgrBy , Ajat Bo, Aut Bs, ¿Aux +B, _ es independiente de “x” e “y”. Calcular “m=n”. 
Pábrro (Prbrrc) (a%+br+c) (*+bx+e)" 4J0 BJ16 —CHIZ> D)a  EJ8 
RESOLUCIÓN: 
Donde Aya Ayo Ayo cs Ap, By9 Bao Bars BA 500 yy m0 
expresiones numéricas o coeficientes que se calculan tilizando el teorema se tiene: 
utilizando los criterios de polinomios idénticos 2 _m+1 10 
(dando valores a sus variables) 3. 6 n-5 
a 
1 mm mu 
m=3 
210 
* Del yl: 2-2. > n=20 
e a 
* Piden calcular: m=n=-17 
DJ6 RPTA: “C” 


RESOLUCIÓN: 


* La fracción propuesta es reductible, ya que acepta 
el factor común (x +2), tanto en el numerador como 
en el denominador. Veamos: 
(+2? - 2244) E E 
aa Tr ela fracción 
a 204 _ M2) 


x, 


F: 


irreductible será ; Pa FL 8 
RPT. 
PROBLEMA 2 : 
Reducir la suma mostrada: 
a 1742 ¿2x1 
' 2x4 La bx-1 20%x 
lt 2 3 4 5 
VA ES E E 
RESOLUCIÓN: 
* Factorizando los denominadores, resulta; 
x+x+1 2742 2x-1 


“xD RridGD' 6D 
*Se obtiene como MOM =x(2x + 1)(x- 1) 


a dr) ale? +2)+ (231 D(2x-1) 
o x(2:+D(+-1) 
* Efectuando operaciones y reduciendo: 
hs e 1-21 dx? 1 
(2x+D(=-1) 
a de? -2x5-2 
x(2x+D(x=-D 


22 -2-1)_2 


ED 5 RprA; “B” 


PROBLEMA 4 : 
1-a? 


Simplificar la fracción : F = GF 
er (14 ax) (a + x) 


2 1 1 1 1 
PTE e a Pira a 
RESOLUCIÓN: 


* Factorizando los dos términos de la fracción se 
tiene: 
Numerador: (14 aM(1-a) 
Denominador: 
(U+ar+a+x)(1+0x-a-x)e[(14x)+0(1+2)][(-x)-0(1-x)] 
=(1+1+0)U-x(1-a) 
* La fracción equivale a esta otra: 
3 (1+a)J(1-a) 
—(1+23(41+0)41-0-a) 
* Cancelando los factores comunes, queda: 
1 
Pau 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 5: 
Simplificar la fracción: 
ablx* + y?) + ayla? +5?) 


abl=?-y2)+ xy (a? 52) 


a ax+by ES a-b 
AJ1 PE O ar a A 


(EDICIONES RUBINOS 243 FRACCIONES ALGEBRAICAS) 


RESOLUCIÓN: RESOLUCIÓN: 
* Efectuando las operaciones indicadas en el * Factorizando y buscando el MCM de los 
numerador y denominador, se tiene: denominadores: 
_abx? +aby? +xya? + xyb? Ro +4 +42 
ab aby aya 07 +3G-D" IET (<+D(=-1D) 


(+ D(2x +4) + (1D) + (+ 3)(x+ 2) 


* Reagrupando para factorizar: Ms 
(aña? +a?yx) + (aby? +6%3y) E (+3) + E 
sr romo) [da it) Sr Ardales eb 6 
Ed e (+3 M4 D(<-D 
Fa ax(ay+bx) + by(ay + bx) 
7 E= ax(ay + bx) - dy(ay + bx) 3741249 BD) 
(ay + bx)(ax + by) _ ax +by PP aSGDG-D E:D6+D6-D 
"(ay +bx)(ax—by) ax By * Finalmente: R= == 
RPTA: 

PROBLEMA 6 : PROBLEMA 8 : 


a AESALA., y 


Efectuar: M= E A AE Simplificar: F(x)= 
a mz 0% D)2Y+3 gg RESOLUCIÓN: 
2 E y Factorizando el denominador: 


RESOLUCIÓN: 
, 
2y 3 
E 
2Y 18906, ER 
(+59 5) ya 
¿(ly-3My-6), y _ 


G+00-5) y+6 
* Simplificando queda: 


>M= 


2y-3 
MR 
2-2 
> ly-3My+5) PROBLEMA 09 : 
y. (y+5)y e 


y+5 
2 Bordo ad, 2 
A .2y- F( 
* Finalmente queda : 293 7 E Nerea Me rara] 


y 
RPTA: “C” RESOLUCIÓN: 
PROBLEMA 7: PO 
Obtener la suma de las fracciones: a el ro Al 
244 sk 1 42 PROBLEMA 10 : 
28 83 1 Simplificar: 
E E A a 1 1 1 


=23 Pi is Pra Pia dr 


CALETA 


ES(=x2 ) 


RESOLUCIÓN: 


yrerr4ay 0 de 


yl —=My —=) (5 — yl —2My 2) 
PROBLEMA 11 : 


Ft y=)= 


Descomponer en fracciones parciales: LE 


RESOLUCIÓN: 

px y 2 A B_,Cx4D 
(+ 1)(=— E a 
64 +2 


=A(x— 1)? + 1)+B(x + 1)(+1)+(C5+D)(=+1)(=— 1) 
[== 1>-5—14+2=A( —2)(2) 

> —4=-4A => A=1 

=1>65+1+2=B(2)(2) 

> 8=4B=> B=2 

[6x2 =(<— 1 ++ 241 (241) +(Cx 4D M2? — 1) 
|r=2 > 4042 +2 = (115) + 2(8M5)+(20+DM3) 
AA=354+S(204D) + 20 4 D4= Bemrininonmancnnerancccnmimecio (O) 
==-2 + 40-242 =(-3M05)+ 20 —1N5)+(20 + DM(8) 


40 =-654 34-20 4 D) > 204 D = Boreal 1) 
*Dela)+(B) 2D=-2=>D=-1 

“En (aJU=2 

bo cri 42 1 2 , 2-1 
e x+1 x-1 41 


PROBLEMA 12 ; 
Simplificar 

(25 +3) +2(4:? —9)+(2: 

AA AE 
(253) +2(94x7) +(2=3) 


RESOLUCIÓN: 

Haciendo dos cambios de variable: 
a=2x +3 y b= Ey —3> ab=4x?—9 
Con lo cual la fracción queda así: 


E a _(a4by 

—2ab+b* (a—bP? 

Pero: a+ b=4xA a —b =6, reemplazando: 
(4 _167_ 4? 
EI 


PROBLEMA 13: 
Calcular Á y B para que se obtenga la fracción 


1 
97 luego de sumar las. fracciones: 


A B 
ARE 
RESOLUCIÓN: 
0n+1=A(n—1)+ B(n+1) 
=>0n+1=(A+ B)n+B-A 
=>A+B=0 A B-A=1 


dl 1 
>A=-=pn B=2 
2 2 


PROBLEMA 14 : 
Hallar el verdadero valor de: 


(4? —1) (22? +3x+1) 
TE pera A 


RESOLUCIÓN: 
(2+1)(2—D(2:+D(2+0) 
Ky= («+2)(2:+1)* 


rales 
_— 


_lx-D(+1) 
(=+2) 


el 


PROBLEMA 15 : 
Al término de la simplificación de la fracción: 


GaD(-9 


T= 


Dar la diferencia del numerador menos el 
denominador. 
48112 B) 13 
RESOLUCIÓN: 


* Descomponiendo : (x?-9) y (x?-16), y multiplicando 
convenientemente por la regla de Stevin: 


Cy 14 D) 15 EJ 16 


A US 
m- GeD(3)G-3)(-5)+27 


(FRANES Na —6)+48 
IMA 


(e 2-3 M2? 23-16) 27 
(238 Ma? 2324) +48 
* Sustituyendo : 122: =m 


>T= 


[EDICIONES HBUTIS 


2 E 


TRACCIONES ALGUBRAICAS) 


(m3) 16) + 27 


a TE 


(mm? -18m+45)+27 


» Efectuando : T=_—— 
(mm? -32m+192)+-48 


mi -18m+72 


>T=” 


_ m- 12m -6) 
mí — 32m + 240 


'm-=12M(m- 20) 


” Finalmente: 9="-6. 
m 


PROBLEMA 16 : 


mé- 


(mn? +2)" -9m? 


F= 


Simplificar: 


mimi4l mé1 

A PU 7 

RESOLUCIÓN: 

* "Transformando el numerador y denominador, se 
(un - D(t+m? + 0) 

(mn? +24 3m)(m? +2-3m) 


Dj EJo 


tiene: F= 


(m?-Dlmtimtrd)o 
(m? +3m+ 2)(m? = 3m+ 2) 
* Por productos notables, resulta: 

(+ D(m-Dlimó+m?+ 1) 


7 (m4 D(mn+ Dn Dim -2) 
* Luego, el equivalente irreductible será: 


* Ordenando : F= 


CU 
Fa = mam" +l 
RPTA: “B” 

PROBLEMA 17 : 

1 nO 
Anto ci 4 +2 227-8 
1 B)2 C)-2 DJO E) 10 
RESOLUCIÓN: 
* La expresión dada se puede escribir en la forma : 

ao, e 10 


2-2) 112 2(:-2)(+2) 
* El MCM es pues: 2(x—2)(x— 2), de modo que 
se puede escribir: 
p-3(:+2)-2(x- 2)- (214.10) 
ES 2(+-2)(x+2) 


* Efectuando las operaciones indicadas en el 
numerador : 
16-24 410, po o En 
2(x-2x +2) 2(+- 2) (x+2) 
*Luego la fracción es nula, es decir “0”. 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 18 : 
Realizar la siguiente operación: 
1 2ab+ac(1+ab)+1 
1 T14(a+D6 
1 
a+ b 
AJ1 B)a 
RESOLUCIÓN: 
* Transformando la fracción compleja, la operación 


se reduce a: 
ab+1 


ab+b+1 


1+ 


C)b D)-b E)-a 


2ab+a(1+ab)+1 
1+(a+1)b 
_alab+b4D)_ 
ab+b+1 
* Simplificando queda ; -a 


* De la cual resulta : 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 19 : 
Hallar el resultado de: 
42 md, did 6x43 
3x-1*3-2x 6x?-1lx43 
41 mo 0 ia 


-3 

RESOLUCIÓN: 

” La operación propuesta equivale a esta otra: 
+2 x+1 4x*+6x+3 
3-1 2x8 (2-3 M3x-1 

* Dando un común denominador, se tiene; 

(2+2)(2x—3) -(x+1)(3x-1)+4x*+6x4+3 
—— (2x-3)(8x-1) 
3x* + b5x-2 
(2x-3M3x-1) 


E)-x 


* Efectuando y reduciendo: 


(3x—D(++2) 


* Factorizando el numerador: Edd 


* Simplificada se convierte en: 7 =: 


RPTA; “D” 
PROBLEMA 20 : 
Sia, b y e, son números enteros que cumplen la 


[OLA RFTZITITEN 246 51 A CICLOPEDIA 2012 
relación a +b+ e =0, dar el valor de la fracción: A y ejAtb 5 A 
da, o 2 x+0 zo x+e x+a x+b 
s-(* +b" +0" +Sabe RESOLUCIÓN: 
abe * Efectuando ndo operaciones y factorizando; 
Near EcIana as da as Daba a 
a+b+c=0 > (a+b+o =a +40" +9(a+b+c)(ab+ac+be)— Sabe ral +2bx7 + Dix +2abx + 


dedonde :0=a*+b"+c" — Sabe = a+b"+0"=3abe 


PROBLEMA 21 : 
Muestre el producto resultante de: 


(12) p: +3)-(1 35) 


pn+2 BjERnta qytn+1 py2tn+4 
7 e x x 
RESOLUCIÓN: 


* Efectuando operaciones en cada factor: 
NES ES ES ( rn ==>) 
XA Kari Ax 2) lara an 


*% Porlo tanto: P= sul 


PROBLEMA 22 : 
Calcular la suma de la serie Stirling: 


she +5 , Aint _— 
ni4+n 


2 12 
n n 


n 
Sr Dz Cu ed A 


RESOLUCIÓN: 
. o la he e del vq modo: 
S=. 


parate Aa] 
* De los numeradores, se deduce que: 
251. 8-24-3 (M+D-=n 


TEMER RES nin+1) 


* Desdoblando cada fracción, se tiene: 


PROBLEMA 23 : 
Señale la fracción irreductible: 
174 (20 +b)x" +ala +2b)x + 0% 


R= 
a a+ 2b)a? +b(b+ 2a)x+ab* 


es DE A 
2 (x+0)+ 2b0(x+a)+b* (x+a) 
¿Gba? + Zarra?) _ (+ b Mad? 


(era)? +2b0+07)  (2+0)(=+D) 
* Finalmente: R=24E 
RETA: “E” 
PROBLEMA 24 : 
Reducir la expresión: 
atrabybt | bigber e? c4cara? 


T= 


C-ade-0 laa) ao 


AJ1 B)2 C)4 DJO E)J3 

RESOLUCIÓN: 

* Cambiando de signo a las fracciones: 
atrabrb?_ br4berc? co óycara? 


(e-aMb-c) la-bMe-a) (a-bI6-c) 
* Como el MCM =(a-bXb-clc-a), se tiene: 
qa dla? rav +0?) - M0! 4be re" )alo-ade?+co+0*) 


(a 6) cMe- a) 
* Por diferencia de cubos, resulta: 


PROBLEMA 25 : 

Dados: 

(a-N + (0-0 + (cad? 
(a-DJ6= cea) 


Determine la suma de (P+ 20) 


Ps 


¡Q= 


AJO BJ CJ2 DJS EJá 

RESOLUCIÓN: 

* Haciendo: 0-=b=x 
b-e=y¡([x+y+z=0 
é-asz 

* Se obtienen: p=32+9442% 9-1,1,1 

yz E 


2 2 
+ Nos piden Pa 9q EEE 


(EDICIONES HUTIROS 


o RELE po 


TRACCIONES DLGEBRAICAS) 


a+ y+2+2(ay+92+2x) 


=>P+2Q= 
xyz 
2 2 
rr EA O 
Xxyz xyz 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 26 : 
Si la fracción racional: 


(a+b-Dx? + 3cxy+(b-2a) y? 


Ax? + 20xy+3y" 
es independiente de sus variables. Calcular el valor 
de (b-a) 
16 16 17 18 19 
C. E, 
A) 3 B) 3 ) 3 D) 3 ) 3 
RESOLUCIÓN: 


» Aplicando la propiedad se tiene: 
a+tb-1_ 3 _b-2a 

* De (1) y (ID) : a+b=7....(a) 

9 

a) 


*De (a)-(p) : a=iyo=% 


* De (11) y (1) : b-2= 


* Nos piden : b-a=1é 


RPTA: * 
PROBLEMA 27 : 
De la descomposición parcial mostrada: 


ena Eds 
Lx *+6x-3 x+3 2x-1 

Calcular el valor de (A + B) 

AJ1 B)2 C)3 

RESOLUCIÓN: 

* Efectuando operaciones e identificando: 
8x-11=A(2x-1)+B(x+3) 

* Tomando valor numérico en ambos miembros: 
ez0- 7-2(2) >B=-2 
x=-3:-35= A(-7)>A=5 

* Por lo tanto: A+B=3 


D)4 EJ 5 


RPTA: “C” 


PROBLEMA 28 : 


ez 
Reducir: 
a te 1 
A B (0) 
1 a Ue 
RESOLUCIÓN: 
* Efectuando: 
a a 
a-1 at-1 _ 
-2(0+1) a*-1-a(a+1) 
a?-1 a?-1 


PROBLEMA 29 : 


14 
La expresión : 14 7 


equivale a: 
m4+2 mil 3m+ 2 
Saa UE m1 
RESOLUCIÓN: 
* Reduciendo la fracción de abajo hacia arriba: 
la Yi 1 _3m4 2 
m_ 2m4+1 2m+1 


RPTA: 
PROBLEMA 30: 
Efectuando el producto : 


3) 
1-x I+xJ4x 4 


resulta: 

ajo —Baiéz col 
4 x 

RESOLUCIÓN: 


* Operando en cada uno de los paréntesis : 


[ez ales ==) 


1-1? de 


CAL GIZIERA 


THGEas E TIA CICLOPEDIA 2012 


PROBLEMA 31 : 


pr 
Si se simplifica la expresión ; (4 +y)"; se 
obtiene: 
Ajay 
RESOLUCIÓN: 
* Haciendo transformaciones dentro del paréntesis: 


a 


B)x+y al 


EINEN EL 
= y xy x+y 


RPTA: *C” 


PROBLEMA 32 : 


1 x+10 __1_ 


2x-4 24? 


SS 2-8 212 


1 
esa mz os * 


RESOLUCIÓN: 


* Transformando denominadores: 
ld ALO AN 
2(x-2) 2(x+2)(x-2) x+2 

* Dando común denominador: 


(+2) -(2+10)-2(2-2)_ -: 
2(x-2)(+ +2) 2 (+ -2)(x+2) 
-2 (1 +2) _ 
2-2)(2+2) 2-2 2x 


-2x-4 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 33 ; 
ln ato AO onda: 


1 na m1 
AJA+B=0yB-A=1 BJA+B=0 y A-B=1 
CJA+B=1yB-A=0 
RESOLUCIÓN: 

* Efectuando en el segundo miembro y 
transformando en el primero, se tendrá: 
1 _A(n-1)+B(1+1) 

(MD(u-D)  (n+D(n-1) 


* Entonces: A(n—1)+B(n+1)<>1 


¿n*-1,1 


* Dando valores adecuados: 


1 
» =-1,A=-2 
paran: > 


* Luego: A+B=0 a B-A=1 


PROBLEMA 34: 
El valor de la expresión: 


A) Es 0 B)Es 1 
RESOLUCIÓN: 
* Haciendo transfomaciones tanto en el numerador 
como en el denominador: 
ME) 

ALEA A > 

2 NN PO 

l ) ES EJE) 

EY a, 
Eo ("Y- Sa 


€) Depende de «x» e «yo 


E 3 A ajo 


PROBLEMA 35 : 


RPTA: 


6x-11 

2x*+x-6 

se obtuvo sumando las fracciones: 
A B 

vaz? 2x3 

Los valores de A y B son: 

A) 6x;-11 B)-11;-5x 

RESOLUCIÓN: 

* Del enunciado se deduce ao 


E, 75 go iedonde: 
La" +x-6 


La fracción : 


C)-1;3 D) 3;-1 


5x-M 


e A(2x-3)+ B(x+2)_ A(2x-3)+B(1+2) 
2 +x-6 


(++2)(2x-3) 

* De aquí se tendrá: 
6x-11<> A(2x-3)+ B(x+2) 

* Dando los valores convenientes: 

-11= a(3+2) > B=- 


2 +26 


3 
=3.5[2 
E E 


(EDICIONES _RUBINOS 


JE 20 A 


ERACCIONES ALGEBRRICAS) 


* para: x=-2:65(-2)-11=A(4-3) > A=3 
RPTA: “ 
PROBLEMA 36 : 
a—atyrary? 
Tati Tay? 
La suma del numerador y denominador de la fracción 


resultante es: 
AJ7x47y B)7x4+7y+1 C)7x*+7xy+1 D)7x* +7x3 


RESOLUCIÓN: 
* Factorizando numerador y denominador: 
atayi) ayy? 1 
1x9) 729) 751) 


se pide: 14+7x+7y 


Al simplifcar la fracción : 


PROBLEMA 37 : 


ES 
2 y 2 ql 

pe 

entonces: ES 

7 


arar mán+p mana po 
A AA ET 
ez abre mentp 


RESOLUCIÓN: 


* Haciendo: 22 =4; entonces 
Y 

m=xt n=yl; p=zt 

* En la expresión pedida: 


Pe e 


ya 


o Pero; Mina p? ys (a 49 


PROBLEMA 38 : 
Si x-y=2, entonces calcular el valor de E: 


ja 
ay y 
aJ0 B)1 CJ 
RESOLUCIÓN: 
* Transformando y reduciendo la segunda fracción 
tendremos: yy 1 Bx+ay-y 
y y y 


* Dando común denominador: 
a+y+ al ay y Bay ty 
a+ y 


EY 2-9) 
y 


PROBLEMA 39 : 
Efectuar la siguiente operación: 


1 


1 
o(e-aN(e-0) *a(a-bJa-c) ala e(6-a) 


Siendo a, b y e números distintos entre sf y distintos 
de cero, 


1 1 1 1 
—= BIZ 0 ——  EJabe 
a Le e Y ) 
RESOLUCIÓN: 
* Haciendo denominadores con términos iguales: 


1 1 Py 
o(a-o6-c)'a(a-bj(a-c) 5(6-c)(a—b) 
* Operando y simplificando: 
abla-b)+be(b-e)-ac(a-c) 
abe(a—b)(a-eJ(b-e) 
2 ab +bto- ve? -atorao? 
abe(a-b)(a-c)(b=c) 
Ab ab? +b%o-abe-ate—be* 4 ac* + abe 
abe(a— bla -= eb = e) 
_b(a? ab +be=ac)-e(a? +be-ac-ab) 
abe(a—b)(a -c)(b=c) 
eo)la? ab +b0-ac) (0-o)[a(a-8)-eta-0)] 
“abo(a-b)(a-e)(b-e)  abe(a-b)a-ejb=0) 
_ (b-el(a-bl(a-e) 1 
abe(a-b)(a=c)(b-c) abe 


RPTA; 


PROBLEMA 40 : 
Six, y, z son tres números que cumplen: 


Ea AQ ¿entonces el valor de 
Gh 
E y z 
ae 
la expresión M=3Y 32 _*% eg: 
E 1 y 
Ed 
ENE 
DIAS A e 
3 2 


Cananea TT CICLO PEDIA 2012) 
RESOLUCIÓN: se obtiene: 
* De la igualdad a cero, se obtiene: AM Bl a A 
TO EE GE, peyat Bar 2 

a RESOLUCIÓN: 
* Por (-1) y descomponiendo: 

* Transformando a: 

ONO OA e Deo 


(9-32) + (9.9) e(32- 92) =0 
> ayoar=O0nyr-2y=Onxi-yi=0> x=y=z 


* Luego: 


E 
Mm -=. 
E 1 3 
pa le e 
yz 


PROBLEMA 41 : 

Bix, y, z son números que cumplen la condición: 
a+y+z=0 
Ay =21 

Entonces el valor de la expresión 


IAN A 
13 ETATAYAD AE 
1 1 1 3 
A) BJ (5 D)JZ EJ> 
y) 15 d5 Y Y 
RESOLUCIÓN: 
*Siix+y+rz=0>2a + y? +2? =3xyz 
* Pero: x + y +2 0=21 + xy2=7 
* Entonces: 
E YE, 
ASATEAT YT RRA 
7% xy xzy 
E= 
E ira als ey 7) lez) 
Es q A + as 
AYATART EYZAYATA AYIXAAYZA AY 
* Reemplazando xyz por 7: 
E e NAS / METETE 
2y+7x47 Texy+7x 7x4+74+xy 23y+7:4+7 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 42 : 


asbec20, entonces al simplificar la siguiente 
expresión: 


ar be e 
an nt lle] 


“Ne ela ae) 
_-a*(b-c)-b*(0-a)-e* (a-b) 
——(a-06-eNle=a) 


* Luego de factorizar el numerador: 
_(a-b)(6-c)e-a)_ 
(a-b)(6-e)(e-a) 


EJE ENE 


des A+x 
(O Simplificar: +7 


An B)2 Cjx Dx +1 AS 
2 
(02) Simplificar: 222 22% E És 
Aj2x E Cj4 
Djx +1 E)2x + 1 
3 +43 
(O) Erectuar: > 
AJ3 B)x Oj 
DA EJx+1 
ay xy? 
(0 Simplificar: => +3) 
Mo Bix Oy  Dhy  Ejs+y 
impli Ax+2y 
(03) Simplificar: epa 
ay Bj2x  Ci2y  DJ2 EJ 
43342 
O) Eres y 37 
+2 +1 x*-1 +2 2 
Va a Ona DE Dí 
2 
O 
(07) Simplificar: =E 
4J2 BA Ojx +2 
Dix+4 EJx-2 


EDICIONES HUBINOS 


FRACCIONES AL 


IRMICAS) 


ñ 
(0) Simpliticar: == 3 


Ajx+4 Bjx+8 Cijx-4 
Djx-8 Ejx+2 


2 (2 
O) Etectuor: 5,3) 
Aj Bj2x 02 
Dix+1 E)-2 
a e A 
O implificar; 3 y 
a B)2x y 
C)2x + y D)x + y EJ2 
—6x+4 
O Simplificar: Y 2+2 RE 
xt 22 Ea 
Aaa Pa di 
x-4 
DA Dia 
St ESA E 
BJ2 cJ4 
De Ej2x 
yx 


EPdEiES 
(1) Simplificar: 23 7 AE 


Ajx-y O fon 

Dix + y EJ 

(O) Simplificar: ta 
dy yx 

Ny Doy 


E) Simplificar: 


==» 7 x*+4ax+80? 
E dl + (a+b)x+ab 
az Bj2 CH Ajx+30 Bix +b 
PRE Xen x0n 
DE ae Oe Di 
(O) Simpiticar: z (E3) Luego de simplificar: 
(206542) 5 [421 ay 4x—21 
B)x- 2 x?—12x +27 
DL Íy%t2 Sumar el numerador y 
Z 3 denominador simplificado. 
(9) tard AJ2 B)-2 C)j2+2 
D)2x-9 EJ2% 
Poio) [00] ler) 
+ +7x8, *(6=x) E0 Efectuar: 
Dz eN 248042 +6 
me aq OTTO 
x+1 x-1 ay 634+6 x+8 
paz x+1 1.1 
Da AS O 
Ed) Simplificar: > na 
4d ltd 13 Efectuar: 
Pr E Oh. 17428 
A A EI 
x 
DI Ek Alx Bjx+2  C)2+4 
+2 
ptas DR ren] 
ED Simplificar: E 
mE E) Efectuar: 
m1 a qt q pl, 42 
pa ES 23 2x(x+1)" 2: x+1 
E EM AJ1 BJ2 CHI 
x-4 Dy2 EJ4 
2 
—2x 35 E) Simplificar:: —MÉ+mM 
(2) Simplificar: 3377, 98 ER m> 2 
x45 x4+5 x-7 
Aa Bao Sisa vita 
x-4 x-7 AJ1 Bjm Cjm+1 
DA ps mál 
Dim+2 ana 
a 75412 
(3) Simplificar: a 10) Simplificar: 
mi +3m+42 
ES Ea o mi+6m46 
DES EJ2 


CAL AZIERAA 


Djm+2 Ejm-1 
La m—b5 m+4_ 2m+65 
Da tig t+3 
AY B)2 0)3 DA EJ5 
+3 2465 3%0+4+1 
O rate ia 
BJ6 CJ8 D)J3 EJ 


e Calcular el numerador simplificado de: 


a +2] 2? 48% +15) 
a, +35)" x*+3x%+ 


AJjx+2 Bljx+3 Cjix+5 Djx+1  Ejx 
Ed Luego de simplificar: 

ek—1 234546 A) 

74443 347x410" 346 


indique la suma del numerador y denominador 
simplificado. 
AJ Bj2 cjo 


PRIMERA RACICANOAGaA 


(ODA efectuar: (a * +b “)(a+b)” 


Djx+2  Ej2x+6 


se obtiene: 
AJab Bjab* C)1  D)alb  E)bla 
(02) Simplificar la expresión: 
A 2 
6a* + 12a 
a-2 a+2 a-2 042 1 
C, D) E) 
Pd 6 dy 6 7 6a Y 6a a 
Asi liñ a*--12 
E + d+ 3 
eidentificar el numerador 
Ajx-4 B)x+3. C)jx+1 D)jx-3 Ejx+4 
OBsi: 
x=1- 2 an z=l+ Z 
di 
1925 =p 
1-2 14 
2 
entonces 4z es: 
AJA BJ8l6  C)16/6  DJ5/á EJ6/8 


(03)Dar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 


(Jx+ 
A) VVV B)VEV C)VVR D)FFV EJFVF 


OE equivalente de: 


[3 


1 


2*—2x 
es: A 1 
Aj BIZ Cr Dpx-2 E 
x 2 
(ODReducir: n3+6n*-18 
+1 
n34+5n+6 
n+3 n+8 n+8 = 
TR y e 
a ER Az a ed 


[=2+ ps Je [»- 122] 
2-6 E 


C)3 DJ1/2  EJU3 


(Q9)Reducir a su mínima expresión: 


E x*-p? 
xn? x*—(m+ p)x+mp 


pm gEtP gEn py) 2P pan 
x—n x+n xp xx-m xn 
(UD)si se verifica la identidad: 


Bard AB 


F43xi2 +1 242 
calcular: A? +B* 
AJO BZ 09 DIS EJ 


(ODSimplificar la fracción: 


(E) =petalos 
Uxsa) UrraJ" 
=+2a_y 

za 


Dar como respuesta la suma del numerador y 
denominador. 
A)2x+80 B)2x C)2x+40 D)2x-a EjBx+4a 


(EDICIONES RUTINOS 


FRACCIONES ALGERREMCAS) 


Aja Bjb Cjlle DJ EJO 
(3) Calcular a*+b*, si la fracción: 
(a+b)e+(a—b)y+1 
4x+2y+1 


tiene siempre un valor constante sin importar el 
valor que tome x e y. 


AJ8 Bj Cro DA3 EJ5 
Dado: 
Qiero es 
x*-4 


Proporcionar «m» si E(E(x)) es independiente de 
«a. 
1 1 1 1 
AG B)-2 CJ D)- E)-- 
y 3 ) 3 ) ) 4 ) 4 


((3Señalar el denominador luego de simplificar: 
[t z a mi +3mn + 20? ==] Pes 


min=mn=n? Am=n+mn=n2))" (1-0? 
Aln+1  Bin-1  C)i-n D)jm+n Eln-m 
(1) Dada la expresión: 

SR 
TE Y 2 2 
y ETA IP 
1__1 2yz 
x= y+z 


hallar: /2y2E ,siendo x, y, ze R* 
Ajxyz Bjx+y+z  C)jl+xyz Djl+x+y+z E) 
(asi se verifica: 


CUT TEA 
lex lex 14x? 
calcular: a+b 
AJ29 — BJ30 


A Ba ax 
lex? 14xl 


(Cr31 DJ32 EJ33 


(A Qué valor asume la expresión: 
a” b” 


E NA 
2na"-2nx  2nb” -2nx 
cuando se sustituye «a» por : 
ar4br 
2 
A 


(()Simplificar: 
(x-ajx-b), (x—b)(x-e) ¿(eel(x=a) 
(e-aMe—-b) (a—b)J(a-c) (b-cMb-a) 


ml at En 
n 


n+1 n-1 


B)3x CJ Dj3 Ejo 


Ed)Hallar la suma; 


1 1 1 
S= + + + 
e 4342 2746046 


1 
DAR 


kx 1 x 1 13 
Mp 


ÚNIDa Ereacidca lol 


Rk(c+k) x(x+k) de Pr3 


copiar + (UE 6046 
(02 Simplificar : Pa 


«+2 x-2 2 
A B 10) D 
dz Lo JE de 


42 


El 
x+1 A 


(02) Simplificar : (+*- x - 20)(2*- 7% + 10) 


AM ajE=4 pa +4 Ey 
-2 +2 e-2 +2 
((3) Efectuar y der su forma más simple: 
3n*-4n-15 
n*-5n+6 


y dar como respuesta el numerador de la fracción 
reducida; 
AJ3n-5 B)3n +65 C)38n+1 D)n-2 E)4n-3 


(E) Simplificar : ptr! 

TE 
y proporcione la suma del numerador y denominador 
de la fracción reducida 


AJO B) da C)2 D)i+a  E)2a+1 
2x- 2a 
(03) Simplificar : 
y a 1 x-a 
xa xa a a a 
Ena a(a+c)+b(c-b) 
Simplificar: AC+c)+Pte=3) 
Dsimpitcar o(a+c)+b(a—b) 
a+b ,a-b jatb a-e 
A B c 
a a e 
(02 Etectuar: EOS Atl 
2 30d 
A ES oz D)J3  EJ2 
+1 -2 


CAGA 


(03) Reducir: 


5046] f1?-90+18 _ x*-2x 
A=+3 + LO z 
x*- 9420 =11x+30 x"-4x 


A)x+1 C)jx E) 3x 


(09) Simplificar: M 


AJx+2  Bjx-1 


B)x-2 D)2x 


A | 
i4t+1 
D)x"-2 


C)x+1 E)x*+2 


my yy 
m(-+y) EP 


rey 
7) 


6x-3 1 


1 1 2 2 
o 0 


a—-9 


NA 
(2) Reducir : (ES (1-07) ;(a+0) 


Aja+l Bja-1 Cja DÍ  E2 

a 2 
at+b?-e*+2ab 
ar+e?-b?42a0 
dar como respuesta la suma del numerador y del 
denominador de la fracción simplificada 


A)J2c B)2b  C)2a D)a-b E) 2(a+b+c) 


(3) Al simplificar la fracción: 


(Q) Hallar el equivalente de : 


A)-bla B)alb  C)j-aib  D)-bilat  E)llab 
2 
(O) Simpliticar, 26?) + ab(e-b) 
a (a? -5*) 

AJI B) 1b C) lla D) alb E) bla 
(10) Al descomponer en fracciones parciales se 
optimo: — E By A 

74253 143 2-1 
Calcular E valor de A y B. 


AJA=1 B)A=1/2 C)A=-1/2 D)A=B=1 E) A=0 
B=2 B=2 B=5/2 B=1  B=5/2 


ICA 
(12) Simplificar: ———4+b 


ALE 


a-b 
y dar el denominador de la fracción simplificada: 
Aja B)b C)ab Dja+b E)a-b 
(13) Efectuar: 
BL 10 

2-4 x+2 2-8 

3x x E 
AJI B, C, Djo E) 
y E ds ) 1 

F-1 746044 


(19) Efectuar: 


A+ x-2 3043042 


indicar la diferencia del numerador y denominador 
AJx+3  B)2x+3  C)2x4+5 D)2x-3  E)2x+1 


€0) Luego de efectuar : 


D) alb E) atb 


Dm Eja?+b? 


lero)? 


Lt xy)? 
(1-27)(1+») 


€2) Simplificar: ( 
Al+x BJ +y 


ES) Reducir: 


a+2 b42 02 b43 _c+3 _ar3 


ab b-c-1'0-a-1 a-b-1 b=c-1 e-a-1 
B)2 0)3 D)4 E)5 


C)l=x  D)i-y 


Na 


AJI 


CLAVES DE LA PRIMERA PRACTICA 
MDAC CDC DB 10. 
[ne [radar c[20E]15)a [168 12)cH8)8119)C[20)8) 
'GUNDA PRACTICA 


CLAVES DE LA 


(EDICIONES RUBSIÑNOS 


OBJETIVO: 


Conocer el procedimiento para extraer la raíz 
cuadrada de polinomios, así como manipular la 
simplificación de radicales. 


INTRODUCCIÓN: 


La Radicación , se expresa con el símbolo /. No 
todos conocen que este signo (símbolo) es una 
variante de la letra latina «r» primera de la palabra 
latina «radix» que significa raíz. En otros tiempos 
(en el siglo XVI, el símbolo de la raíz , no era la «r» 
minúscula, sino la mayúscula, la R y junto a ella se 
escribía la primera letra de las palabras latinas 
«quadratus», la q o la primera «cubus», la e, 
señalando con ello que la raíz a extraer era cuadrada 
o cúbica , escribían por ejemplo : R.g-4352 en lugar 


de la moderna expresión V4352 


RAÍZ CUADRADA DE POLINOMIOS 


Dado un polinomio P,,, de grado PAR, determinar 
su raíz cuadrada consiste en hallar otros dos 
polinomios llamados raíz cuadrada y residuo, 
denotados por F,,, y R/,, respectivamente. De tal 
manera que estos verifiquen la identidad 
fundamental de la radicación. 


Ron +) 


* Los cuales resultan del algoritmo : 
Pool Fco 
Boy 
* Donde: P,, = Polinomio radicando 
Fiz, = Polinomio raíz 
R¿,, = Polinomio residuo 
CLASIFICACIÓN: 


1") Una raíz cuadrada será EXACTA, si su residuo 
es un polinomio identicamente nulo. Es decir : 


Pla) =r*(x); ya que R,,, 


EJEMPLO : 
JT 125+9=2x-3 06543" -12:4+9=(2:-3)* 


os ERA 
27) Una raíz cuadrada será INEXACTA , si su 
residuo NO es un polinomio identicamente nulo. Es 


decir : 


Plx)= r*(x)+ R(x); siendoR(x) + 0] 


¿¡JEMPLO: 


16” -8:+5 no es exacto, debido a que: 
16x* -8x +65 = (4x-1)* + 4 ; siendo: 
Ty = 4-1 y RR, =4 
PROPIEDADES DE GRADO 
1%) 0<"|R(x)|< *|r(x)| 
o|P(a) 
2 


PROCEDIMIENTO PARA EXTRAER LA 
RAÍZ CUADRADA DE UN POLINOMIO 


Considerando que el polinomio es de grado PAR, se 
siguen los siguientes pasos: 
1%) El polinomio radicando debe estar ordenado , 


generalmente en forma decreciente y no 
necesariamente ser completo, 


2*) Se extrae la raíz cuadrada al primer término del 
polinomio, el cual será el primero de la raíz , Luego, 
este se eleva al cuadrado y el resultado se resta eel 
polonomio. 


22) |r(x)|= =neN'¡n21 


3%) Se bajan los dos términos siguientes del 
radicando, y paralelamente se duplica la ratz 
encontrada, Se divide el 1* término bajado entre la 
expresión duplicada, obteniéndose el segundo 
término de la ratz. 


4%) Este término obtenido se le adiciona a la ratz 
duplicada , obteniéndose un resultado. Este 
resultado se multiplica por el segundo término de 
la raíz, para luego restarlo de los términos bajados 
del polinomio. 


5) Se bajan los dos términos subsiguientes y se 
repite el paso anterior , tantas veces hasta que el 
residuo sea de grado menor que el de la raíz o dicho 
resto sea un polinomio idénticamente nulo. 


, 


¡OU BC FVZITITIAN 
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EJEMPLO 1: 


Extraer la raíz cuadrada del polinomio : 
Pla) =x1- 80 + 24x* - 11x+ 23 


RESOLUCIÓN: 
Vit a+ ea? 1104 23 | 4044 
tl (2x* - dx M -4x)=-8x* +10? 
0-8x* 4243? 
Br -16x* (2*—Br+4)4=8x* -32x4+16 
8 -11x+23 
Ar 4380-16 
*  21x47, residuo 


EXPLICACIÓN 


* Hallamos primero la raíz cuadrada de x* que es 
x?, y que viene'a primer termino de la raíz del 
polinomio, a x* elevamos al cuadrado que da x* este 
cuadrado se resta del primer termino del polinomio, 


* Luego bajamos los dos términos siguientes 
-8x* +-24x*, hallamos el duplo de la raíz hallada 
de x* es decir 2x”, dividimos -8x*+2x* =-dx este 
es el segundo término de la raíz, escribimos —4x al 
lado de 2x* y se forma el binomio 2x* - 4x , este 
binomio se multiplica por —4x y da: (2x"-4x)(-4x) = 
Bx" 4+16x*, este producto lo restamos (o cambiándole de 
signo)de -8x" +24x*, la diferencia es Bx”. 
Bajamos los dos términos siguientes y tenemos 
8x*- 11% + 23 se duplica la parte de la raíz hallada 
2(x*-4x) =2x”-8x , dividimos 8x7+ 2x* = 4 es el 
tercer término de la raíz, el resultado 4 se escribe 
al lado 2x*- 8x y se forma el trinomio 2x*- 8x+4 y 
se multiplica por 4, es decir : (24*- 8x + 4)4 = 8x7 
-32x + 16, este producto se resta (cambiándole de 
signo) de 8x* - 11x + 23 y nos da 21x + 7 que es el 
residuo de la*raíz cuadrada de P(x). 


EJEMPLO 2: 
Determinar «ax* y «b» si “el polinomio 
Plx) = 4x% + ax” + bx? + 24x + 16, tiene raíz 
cuadrada exacta. 

RESOLUCIÓN: 


* El-polinomio raíz es de segundo grado por lo tanto 
asumo un polinomio convenientemente: 


Axirar + bx? + 24x + 16 2 (23% + nx + 4)* 
* Efectuando : * 
ds sor +h+24x+16=4x 44nx+(n*416)27 +8nx+16 
* Por identidad de polinomios: 
a=4p; b=n*+16; 8n=24 
*- Porlotanto; 
n=3; b=25 » a=12 


EJEMPLO 3 : 
Extraer la raíz cuadrada del polinomio: 
Pi, = 4x- 12% + 13% -6x +1 


RESOLUCIÓN: 
dx'-12:*+13x*- 6x+1 


Ax 1 . 
ta (dx*- 8x)(3x) 
s 
10 (dx 6x4 1 MA) 
* De donde: 


Raíz: 1, = La? -3x +1 
Residuo : R,,, = 0 
EJEMPLO 4 : 
Determinar la raíz cuadrada del polinomio: 
P,y = 161% 4 24x7 -8x" + 90-70 +4 
RESOLUCIÓN: 
16: "424x'-8x'49x'-7x'+4 |4x'+8x "1 
16%" | | 
24x'-8x'49x* 


(8x*4+3x")(-3x') 


(8x*+6x"-101) 


Y Dedonde: 
Raíz :r =4 +81 
Residuo: R,,, =-2* + 3 


RAÍZ CÚBICA DE POLIVOMIOS 


Para extraer la raíz cúbica de un polinomio se sigue 
el siguiente procedimiento : 


1) Se ordena el polinomio y Se extrae la raíz cúbica 
de su primer término , que será el primer término 
de la raíz, este término se eleva al cubo y se resta 
del polinomio. 

1) Se bajan los tres términos siguientes del polinomio 
y se divide el primero de ellos por el triple del cuadrado 
del término,ya hallado de la ratz ; el cociente de esta 
division es el segundo término de la rafz. 


III) Se forman tres productos; 


* Triple del cuadrado del primer término de la 
raíz por el segundo término. 


* Triple del primer término por el cuadrado del segundo: 
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* Cubo del segundo término de la raíz. 


Estos productos se restan fcambiandoles los signos) 
de los tres términos que se había bajado. 

IV) Se bajan los términos que faltan del polinomio 
y se divide el primer término del residuo por el triple 
del cuadrado de la parte ya hallada de la raíz . El 
cociente es el tercer término de la raíz. 


Se forman tres productos: 

* Triple del cuadrado del binomio que forman 1? 
y 2 término de la raíz por el 3? término. 

* Triple de dicho binomio por el cuadrado del 
tercer término. 

* Cubo del tercer término de la raíz. 
Estos productos se restan (reduciendo antes 
términos semejantes si las hay) del residuo del 
polinomio. Si la diferencia es cero, la operación ha 


terminado si aún quedan términos en el residuo , se 
continúa el procedimiento anterior. 


EJEMPLO: 
Determinar la raíz cúbica de : 
1-9 + 330! - 63x* + 66x* - 36x + 9 


RESOLUCIÓN: 
A EEE 0 607 Dor Ola 842 
E 


AP 


0 335 63% 
9-27 273 
6x'-36x' 16617 -36x +9 
xl +36 -66x* 496% 8 
Tresidióo 


AP IIL) 920 
MANIA? 2780 
(3: P=-273 


2% -32P -34 181 +27 


sx -3xP (2)- 6x* -36%% 45437 


sx? -3:12P - 1237 -S6x 
- Po 
EXPLICACIÓN: á 
* Hallamos primero la raíz cúbica de a* que es a* ; 
este es el primer término de la raíz a? se eleva al 
cubo y se resta 2%. 
* Bajamos los tres términos siguientes del 
polinomio; se halla el triple del cuadrado de a? que 
es 3x* y se divide -9x" + 3x* =-3x. Este es el 
segundo término de la raíz. 
Se forma tres productos: 

* Triple del cuadrado de x* por -3x que da -9x”. 

* Triple de a? por (-3x)* que da 27x*. 

* Cubo de -3x que da -27x7. 
Estos productos se restan (cambiandoles los signos) 


de - 9x% + 33%! — 63x? nos queda 6x! — 35%? y 
bajamos los términos que faltan del polinomio. 


*Se halla el triple del cuadrado de la parte ya hallada 
dela raíz que es el binomio x*- 3x y según se detalla 
arriba el triple del cuadrado de este binomio nos da 
el trinomio 34 — 18x* + 27x?. 


* Dividimos el primer término del residuo 6x* entre 
el primer término de este trinomio y tenemos 
6x! + 3x! = 2. Este es el tercer término de la raíz. 
Se forman tres productos: 


* Triple del cuadrado del binomio x*- 3x por 2 
que nos da 6x* - 36x* + 54x*.. 


* Triple del binomio x*- 3x por 2* que nos da 
12x?- 36x 


* Cubo de 2 que nos da 8. 


Estos productos se restan, cambiandoles los signos, 
del residuo del polinomio y nos da uno. 


RADICALES DOBLES 


Se llaman así a aquellos radicales que dentro de un 
radical se encuentran otros radicales relacionados 
«mediante adiciones o sustracciones , por lo general 
son de la forma : 


JA=JB; Ax JB; Ja=JB+=JC=/D 
Para transformar radicales dobles a simples, se debe 
tomar en cuenta lo siguiente: 


PRIMERA FORMA (Jas Ja )2 


lada 30 4 [E 
* Donde C=V/A-B 


* Además «A* — B» debe ser cuadrado perfecto 
OBSERVACIÓN: 


Para la demostración asumiremos el siguiente 


sistema: 
JA + JB = Jim + Vriaccanaccoo( 1) 
AN E 77) 


que al resolverlo adecuadamente , resulta: 
A+C AC 
n= 
2 


donde € = A*-B 
EJEMPLO 1: 


Descomponer: /7+/20 
RESOLUCIÓN: 


LAMA EZMERETA 


SsG=ss)E 


*En este caso: A=7 y B=40 
* Luego : C=/7*-40=/9=3 
* Entonces: 


Jr+J0=, as Es J7+J20=456+J2 


EJEMPLO 2: 


Descomponer en radicales simples: /2-+ /3 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicando la fórmula: 


Vado = 2504 [EE ¿0 FG 
* Entonces: 
EJEMPLO 3: 
Descomponer en radicales simples: /5 246 
RESOLUCIÓN: 


V6-2J6=.l6- J24 como: C=/25-24=1 


> EL. EL 5-3 


EJEMPLO 4: 


"Transformar : J12—J108 


RESOLUCIÓN: 
* Identificando: A =12 y B= 108 


* Luego: C=412* -108 =V36 =6 
o=J0s. [Ex la 
> /12-J108 = ANA 7 
> /12- J108 =/9 -/3=3-J3 
OTRO MÉTODO (REGLA PRACTICA) 


[Vado = yd = 52 45 | 


* Donde: x>y>0 
* Es decir: 


| JAx2/B =Jx + fy 


x>y 
* Donde:x+y=A;xy=B 


pr 


EJEMPLOS: 
+ J10 + J/84 Nopal a OS 
e sy 
7+3 7x3 
se deben deducir. 
iaimente 


Siempre el radical interior debe estar multiplicado 
por 2, si no lo está, se busca dicha multiplicación, 
descomponiendo el número del radical interior. 


Luego, se busca dos números que sumados den 13 y 
multiplicados den 12 y se simplifica. 


> J21- 432 = Jar- 7108 = pain VE -/0=2/3-3 
e y 


.+9 
+ Jo=2/6 =/3+2-2 432 =4/3 - /Z 
A AA EA A 
SEGUNDA FORMA: 
Generalmente toman la siguiente forma: 


VA+ /B+JC+JD sI): 
JA+ JB-/C-JD  ....o..( 11) 


* Si (1) y (11) se puede expresar en las formas: 
JA + 2/23 + 24xz + 2./y2 
Jas 2 Jay -2Jx2 +2 /y2 


*donde:Á=x+y+z 
* entonces se tendría que: 


JA+ JB 4 JC ID = Vx + y +4z 
Ja+ JB-/C-/D =Vx-Jy-Jz 


EJEMPLO : 
Expresar en radicales simples: 


S=V15+/60 +/84 + /140 
RESOLUCIÓN: 
*Como:60=4X15; 84 =4X21; 140=4Xx35 
> 8 =V15+ 2/15 + 2/21 +2,/35 
* 6 también: 
s=f15+2/85)+2. 871-257) > S-/3 41547 
a 
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HAMACACIÓN y MACIONALAZA CIÓN) 


TERCERA FORMA: 


Generalmente toma: 


* La transfromación se puede expresar en las formas: 


a e 
YA-/B =x- y . 


=YA?- JB a) 
A=4x%-3xC |. (8) 
y=x-C sr .(2) 


C, se obticne directamente en (a) y se reemplaza en (£) 

* En ($) se forma la ecuación cúbica en «x», la cual 
se resuelve por tanteos, luego el valor de «x» se 
reemplaza en (4) y se obtiene el valor de «p» 


EJEMPLO. 


Hallar la raíz cúbica de: 10+6J3 
RESOLUCIÓN: 
* Expresando bajo el radical cúbico, se tendría: 
s=U/10+6/3 =Y10+J108 =x + Jy 
A=10 y B=108 > C=V10* -108 +» C=-2 
* Reemplazando en: 
A=4x* -3xC + 10=4x* -3x (2) 
* Tenemos la ecuación: 2x* + 3x =5 
* Por simple inspección: x = 1 
* Luego: y=x*—C > y=1-(-2)=3 
* Finalmente: /10+6/3 =1+/3 
RACIONALIZACIÓN 


Es una operación que consiste en transformar 
una expresión (con denominador irracional) 
en otra equivalente parcialmente racional (con 
denominador racional). 


FACTOR RACIONALIZANTE (FoK) 2 


Es la expresión por la que hay que multiplicar a 
una cantidad irracional para convertirla en racional. 


EJEMPLO : 
7 


J2 


Racionalizar: 


RESOLUCIÓN : 

* Para racionalizar el denominador multiplicamos 
y dividimos simultáneamente el numerador y 
denominador por -/2 , siendo este último el factor 
racionalizante : 


7 N2 _ e 
Ja Ja” 

PRIVCIPALES CASOS QUE SE 
PRESENTAN 
Denominador | Factor | Denominador 

Irracional | Racionalizante | Racionalizado 
Ye a A 
la +J6 Ja —Jb a-b 
va Vado en 
Va+Yb [Ya -Vab+ Ub” a+b 
Ya- Ye |Ya? + Yab+ Ub" a-b 
* además: Y/a +15 


AAA 
* Debemos recordar: 


1) PARA TODO VALOR DE n: 

(Ya Vda lab ma 
2) PARA n IMPAR: 

(Ya Jo rar dar Tb +. 
3) PARA n PAR: 

(Ya Verda Lar +... 8/67 )= ab 


Uno de los factores es el factor racionalizante del 
otro. 

E) RACIONALIZACIÓN DE MONOMIOS : 
En este caso el factor racionalizante (R.R.) será 
un radical homogéneo a la expresión por 
racionalizar, en donde los exponentes de sus letras 
serán cantidades que le faltan a los exponentes 
de la expresión inicial para ser iguales al índice 
del radical o a uno de sus múltiplos: 
EJEMPLOS: 

* Racionalizar en todos los casos: 


Cid" 


pr) ab 


Vr T)=a+b 


CAL ITNERZAA 
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PA EJEMPLOS: 
ato 3 3 ,17-2_37-2)_ 7_g 
E PES Yab* Tab? MARA 7-4 
> E= > E= = = 
Nasa Habt YatóS ab NE dz EE _ Er 4/2 + STO 42 
3)E=—L— >3F.R=Í(ab* dla J5-Jz Vo Ja 3 
> Ta 
pepa - das das" __ ab 4 4 [3.12 46 a 
ES ar? E ba” ai “a lla e) 
VTA N2_ VIH 2 a O 
ER a terna a ió 
E 
da 3 EEES AZ STAND 7 a 
SE z ES 72 
E 22 
Led 1-2 
3 Ja Ja 3 2 16-2 -246- 12) 
ER EAN E 
Ez 
3_3.Y2_ 3% l6-— 2 
03= 233% 
Ya Y2 ya 2 HI) RACIONALIZACIÓN DE RADICALES 


1) SEGUNDO CASO : 
Cuando el denominador irracional es un binomio 
de índice dos, de la forma: 


N__; en este caso se multiplicará por la 
la + Jo 
conjugada del dominador según sea el caso. 


N ¡Es 
o 4d 


* Es decir: 
1) La conjugada de: EA 3. 


* Entonces: 


6 ENS)-(5*-l8* 6-82 


2) La conjugada de: 3—JZ es; 3+ J2. 
* Entonces: 
(3-J2M3+/2)=3?-J2*=9-2=7 


3) La conjugada de: /7. +6 es; V7 6. 
* Entonces: 
E T+6)Í7=6)=V7*-6*=7-26=-18 


QUE SE ESTÁN SUMANDO O RESTANDO 
Y EN DONDE EL ÍNDICE ES 3 0 
MÚLTIPLOS DE 3 


En este caso para racionalizar se utiliza la suma o 
difererencia de cubos. 


Así: 
*(U=Iy) VJ 177) =x+y 
O E 


EJEMPLO: 


Racionalizar 


id > F.R.=Y16+Y8 +Yi 
2 Y6+US+Vá 216 +V8+V4) 


EA VA A PAR 
MESTRE, MIE 


FW) CUANDO EL DENOMINADOR ES UN 
BINOMIO O POLINOMIO DE LAS FORMAS 


Ya +5 


A. PT x/pr=" 
* Debemos recordar: 


___— 


EDICIONES RUBINOS 


TEADICACIÓN) 


1) PARATODO VALOR DE n: 
(ía - vr Íar Y + la” zo + 


2) PARA n IMPAR: 


ro” T)=a-b 


e Jar+12J5 =/41+2x6/5 =/41+ 2/36x5 
y 


36+5 


(ría + 6r lar 1 Hab + maca. + 0/67 )= 04D 
3) PARA n PAR: 


(a +Ver a”! lar 26 4 aaa. l07 1 )=0—b 


Uno de los factores es el factor racionalizante del 
otro. 


EJEMPLO: 


es 1 
Racionalizar: F ==— 
Y2-1 
RESOLUCIÓN: 


* Multiplicando el numerador, denominador por el 
factor racionalizante, obtenemos: 


re E ¡En 
2-1) Vas +25 4/2 YE +1 


YE+ y 
RICE CEA ESC AE A 


rr 


PROBLEMA 1: 
Descomponer en radicales simples: 


A=y/10 + 2/21 
ANG-=2 7 BN7+J3  CWN5-1 
DI2J2+1  ENZ+J3 
RESOLUCIÓN: 


* Buscamos dos números «a» y «bw cuyas suma sea 
10 y producto sea 21. 
Estos números son 7 y 3, es decir: a =7yb=3, 
con lo cual se tendría: 


A=410+2/21 =v/7 +43 


RPTA: 
PROBLEMA 2: 
Reducir y dar el valor de; 
R=Vlar+125 + 14-645 
4)3 B)o C)-5 D)-3 E)2 
RESOLUCIÓN: 


* Descomponiendo por separado: 


> Jar+ 125 = /36 + /5 =6+ J5 
» /14-6J6 =/14-2x 3/5 =/14-2/9x6 
y 


9+5 


> u-6J6 =/9 -J5=3-J56 
* Reemplazando se tiene: 


R=4J6+V/5+3-J5 =4/9=3 

RPTA: “A” 
PROBLEMA 3: n= 
Reducir: 7=Y/38+12/2 + /26-8/83 +1 


AJN/2-1  BIN3-/2  CI/G-1  DIJG+1 
RESOLUCIÓN: 
* Analizando por separado los radicales dobles: 


Vas +12/2-/38+2/72=/36+J2=6+J2 
V26-8J3 =/26- 2128 =/24 -/2=2/6 -J2 
* Reemplazando se tiene: 
T=(6+42)+(2/6-J2)+1 
> T=l7+2/6 =J6+J1=46+1 


PROBLEMA 4: 
Simplificar el radical de cuatro escalones: 


R= ios 2730 /6+2/2 


RPTA: “D” 


AJ2-J2 BJ8+V2  CI8-JZ 
DINZ+ 43 EIA SE 
RESOLUCIÓN: 


* Transformando adecuadamente : 

R=/9+ 2/7 +6/6+28 > r=jo+2(7+6(2+42) 
> R=y9+2,/19+6/2 =/9+ 2/19 + 2/18 
> R= J9+2(V18+1)=/11+ 2/18 
> R=V9+/2=3+J2 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 5: 


Reducir: E=leralior2lezadr LA 


E 


(OVAL FTITITAS 


Es) TOA CICLOPEDIA 2012) 


AN3-1 BN2-1 CN2+1 DIWT+1 EN3-2 


RESOLUCIÓN: 


* Como: /8-247 =/7+1-2/7x1 =V7 -1 


* entonces : 


E=6+2, [ro + 2(V7-1)=/6+2 10+2.Í7 -2 


> Ll DELOEO = Jer 2(V7+1) > E=l8+ 217 =7+1 
da 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 6 :; 
Descomponer en radicales simples; 


B=la1+2l2 +06 


ANx=1 4H +1 B)/2x-1-1 
0) 2x3 +/x+2 D)1+J/3x-1 
RESOLUCIÓN: 
*De: 2x%x-6=(2:-3)(x + 2) 
2x 3 
><z 


* la suma de estos factores es: 
(2-3) + (x +2) = 3x-1 


* Entonces: 


E=(2x-3)+(++2)+2(2:-3)(++2) 


> E=V2x-34Vx42 


RPTA: 

PROBLEMA zz 
Reducir: B=417+12/2 -/17 1212 
ALBO JR YA 
RESOLUCIÓN: 

E=VViz+2x6J2 - liz -2x6/2 
> E=Nir+2l2 - [ral 
2d asa 
> E=VJG+J8 - NG JE + E=/3+2/2 - J3-2/2 
> E=V24+1-(/2-1)=2 


EJ6 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 8 : 


Tensormnk e tadicales ¿plas RAYO 


AN2-1  BINS+1  CIVB+U2Z 
DL EJ y 
RESOLUCIÓN: 


* Demos forma, para aplicar la fórmula: 


Ja+3d2 = Jas fo(2) =/a+ 118 


* Ahora apliquemos fórmula: 


4+C_, |4-C 
V44 J18 = paz EE 
44/18 2 + 2 
C=/4P-18 > C0=VZeR 


* Parece que no puede transformarse a radicales 
simples, ¡pero un momento! 


Va+3 /2 = /3/2+4= [3/2 +2(2) 
VaJ2+2/2/2 = [Y2(3+ 22) - 12x/3+2/2 


* En el segundo factor podemos aplicar la regla 
práctica: 


Va+2J2=Jx + Jy ; («> y) 
x+y=3 De donde: 
ax y=2 Er y=1 (x>y) 
* Reemplazando: 
Va+3J3 =U3 0/32 JE 02 x(J2+1)= (8418 


radicales simpler 


RPTA: “0” 
PROBLEMA 9 : 


Calcular: 2 = Ja (V15= 77 5=05) 

AJ1 B)2 013 D)4 EJ6 

RESOLUCIÓN: 

Eder lidia 7 ld lo 7 

E= (8+47)13- 4/7) - (8 + 7)(6-17) 

> E= 39-37 +13/7 7 -V16-3/7 +67 -7 

> E=/32+10,/7 - /8 +27 

> E=J32+2/25%7 -/8+ 2/7%1 

> E=V264 7 (V7+V1) > E=6+7-J7-1=4 
RPTA;: “D” 


y 


PROBLEMA 10 : 
Descomponer en radicales sencillos: 


P=/22-í2a) -4(brcY ;a >b+e>0 

RESOLUCIÓN: 

* Como: (a+1) + (b+1) = a + b + 2; se tiene 

Va +1-Jb+1 TN 
J/2 E Ea 


T= 


(EDICIONES _RUBINOS 
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PROBLEMA 11: 
AAA 5 
Racionalizar: F Az 

RESOLUCIÓN: 


* El factor racionalizante es: FR. =YaMh5c" 


* Con lo cual: 
26 Matte = pa 
Ola Ssps.? Yastio? abe 

PROBLEMA 12 : e 

Racionalizar el denominador de 

[58/37 

RESOLUCIÓN: 

* Descomponiendo en el radicando : 0 

¡poniendo en el radicando EF 


* Cuyo factor racionalizante es (V5 xs) 
* Luego : 


10 ARE ONE _ 2d 
AS" RT A E 3 
PROBLEMA 13 : 
Racionalizar el denominador de 


RESOLUCIÓN: 
* Agrupando convenientemente : 
5 rx /6 0/3 -Y2) 
EA ACTA TS 
úl A 
506-4344 2) ¿46 = BYE $443) 


ON a 
le A 


PROBLEMA 14 : 


56-43 +N2) 
5-(/3-/23 


4 
J3+ J5 e J6 


RESOLUCIÓN: 


* Agrupando convenientemente para aplicar una 
diferencia de cuadrados: 


4 ¿[03+45)- y6] 
0 a+ do)+ 48] “[(5+45)- v6| 
m3 +y5- v6) _ _2(V3+45-J6) 
NOS dós  8+2/15-6 


Racionalizar; Y = 


AVG +45 46) (UT -1) 1) 
2(V15 +1) “(5-3 1) 
mo 2V3+J5- 6) (V15 -1) 
LA 

(VE + J5 - J6)(VT5 -1) 


y 


* Finalmente: N = 


PROBLEMA 15 : 


RESOLUCIÓN: 
* Multiplicando por el factor racionalizante el 
numerador y denominador, se tendría: 

rl, 1 5 NEEERTA 

Vi VR + a 


PROBLEMA 16 : 


Racionalizar : E=>2 


RESOLUCIÓN: 
2 MUNI _ 2 (02548541) 
e (0) (Un) 
al 


PROBLEMA 17 : 
1 


Racionalizar: E 
ESPE 
RESOLUCIÓN: 
1 «e Y__V-1 
Aaa YE (Ya) (uy 
> pa 7] 
PROBE 18: 
A 6N 
Racionalizar : E= 2% — 
E FE , 
RESOLUCIÓN: 
E IN E 
107 +8/23  V10+Y2 


* Multiplicando el numerador y denominador por 
el ER. para formar en este último, una suma de 


CALIBRA 264 )163 TIRA CICLOPEDIA 2012) 
cubos, así: . 13 7 * Dedonde: 
(o -Vios/2 +2 ») Raíz 5, =30 +4 -6x +2 


O (uz0* - 0x2 +32”) 
6N (Y/100 -Y2o +3/4) 
Vo” +12? 
* Efectuando, el denominador resulta 12, luego: 
N(Y1o0 -Y20 +Y4) 
-_—— 
A 
3Y3 +7/36 + 2/2 
* Introduciendo factores dentro del radical: 
«3 Y =Y31 =/81=U9* =*Í9? 
«212=V2 =Y1i6 = Ye = Y 
* Dándole forma y racionalizando: 
1 a 4) _ 
oa), (Wo - Ya) > e 
>HE= ps 
PROBLEMA 19 : 


> E= 


* Racionalizar: R= 


Pe A 

Racionalizar: An 

RESOLUCIÓN: 

+ Y72 =Yex9=U2 xY3? = J2x Ya 

+ Va=42 =J2 
AENA, da 

ls (Ya. de) dz 


E AG 50) 


> P=. 


PROBLEMA 20 : 
Hallar la raiz cuadrada del polinomio: 

Py 3944240140280" +33: -18x+5 
icar la suma de coeficientes: del residuo 


2 DÍA 
¡37 *+4ri6x+2 
EA ¡E (6x+43"4x) 
a | | [or (esrrastos) (6 
30x'+40="-26x* E = 
es as lao [Ocaso 10 


125-167 +20:-4 
BH ZA 


[81% 216:%4+216x*%+ax+b ES 


Residuo: R,,, =-8x* + 2x +1 
* Se pide: 84+2+1=-5 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 21 
Hallar la raíz cuadrada de 
Poy = 1200 + da + 130 4 5 


Aj2xt 4x1  B)2%-x41 0)2%+3x+1 
Dis" 1 EJx2 + 20-10 de 
RESOLUCIÓN: 


Le +0 +8 (424 6x+1)1 
4? 6-1 


* Dedonde: q, =2x* +3x +1; R,,= 
RPTA: “C” 


6x +4 


PROBLEMA 22 : 


Calcular los valores de «a» y «b», si el polinomio 
mostrado: 

P., =810* + 216x* +216x* +0x +b 
tiene raíz cuadrada exacta 
A)12y84 —B)96y16 
RESOLUCIÓN: 


C)12y72  D)48y80 


f- 1 

216% +216 

-216x7- 144x7 

72 raxtb 

7296-16 

(a-96)x+(b-16) 

* Como es exacta : 

R,, = (a- 

* Se cumplen: 

a-96=0>a=96 
b-16=0>b=I16 

RPTA: “B” 


-12:x [(18%+12x)(-125) 


(18<7+24x +4 (4) 


96)x + (b- 16) - 


=0x+0 


PROBLEMA 23: 


O AA 


RESOLUCIÓ. 


(EDICIONES RUBINOS 


TEA 205 


TAMCACIÓN) 


Vosx-s0.+734- 28041418: 
-64a* 1 
807 +73 
80x'— 26%" 


=—5x [(16:*-5x)(5%) 


3 |(16x-10x+3-3) 


* Raíz 3F,, = 

* Residuo : R, 
RPTA: “A” 

PROBLEMA 24 : 

Hallar la raíz cuadrada de : 

y = 2 y By + day + dy 
Ax+y  BJO  Cixay-2y — D)J2%-y 
RESOLUCIÓN: 


dear y-30y'+4:9%+4y] Aay-2y 
A TT 
ayy Lea y ray? 
2y-vy (2: 2xy-2yU-2y") 
Ay dy +dy ld y” +4xy +4y" 
A 
o 0.0 


PROBLEMA 25 : 


Calcular los valores de «m» y «p», si al extraer la 
raíz cuadrada del polinomio: 

Fjy = 40-40 120 4 omo + p 
Se obtiene como residuo (9? + 4) 


AJS:13 — B)4G14  C)6;16 D)6;16  E)7:17 
RESOLUCIÓN: 
daea+12% + mo 243 
a AA a 
AAA atm) 
E Se 125 ma 
a 
ARE 4 69 
9:44 
* Residuo : 
.m+6=9 > m=3 
“p-q=4 > p=13 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 26 : 
Sila raíz cuadrada del polinomio: , 

P,, = 90 ax + ba? 67x 4 64 
poses coeficiente principal y término independiente 


positivos. Calcular el valor de (b= 
la extracción es igual a (37 + 6). 


1), si el resto de 


AJ8 BJ32  Cj=lI D)97  EJ104 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicando la siguiente propiedad: 
Radicación Radicación 
Inexacta Exacta 
V Paliza ES Fo.)| Tios 
Fa) 


* Por el criterio mencionado : 
Fiz, = Pez — (3% + 5) 


ls 


* El nuevo polinomio: 

F = 90 + ax* + ba? - 70x + 49 
tendrá la raíz cudrada exacta, 
* Utilizando la identidad de la radicación exacta 


sets 23 2[79] 


9 + ax + bx? 70x + 49 =(32* + nx + 7)% 
* Identificando, luego de desarrollar el 2do. 
miembro , resultan las relaciones : 

a=6n;b=n*+42 ; 14n=-70 
* Luego: n =65- porlo tanto: a =-30 y b=67 
finalmente b- a = 97 
RPTA; “D” 
PROBLEMA 27: 
Calcular (m-+n), si la raíz cuadrada de: 


Pay da 12 4 mn? + 0 — on + EE es 
E Ai E raíz 
es 18, 


A) 20 B)21 C)22 D)23 E) 24 
RESOLUCIÓN: 
* Residuo : on + 302 > o>[m=4 
«TL[re JE =18 >|[n=18 
* Por lo tanto : m + n = 22 
RPTA; “C” 


PROBLEMA 28 ; 
Calcular (m+p), si la raíz cuadrada de : 


Ep = 90-123 + mx* + (p-6Jx + 25 es exacta. 
A) 18 BJ19  C)20  D)21.—EJ22 
RESOLUCIÓN: 
* Residuo : 
PS E 

6 


CAL AGIZNEREA 
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+ p-6+2(m-4)=0 > p-5+20=0. 


>|p=16 


* Porlotanto:m +p=19 
RPTA; “B" 


PROBLEMA 29 : 
pra Ar a radicales simples la siguiente 


Ps 5 +23 Js +213 +36 +23 l5+2/3 


ke obtiene: 

ANB-1 BJ1 CI J3 DIV3+1 
RESOLUCIÓN: 

* Haciendo : 


2 2 
ce Si 
»ab= [4-2 /3-1 
b=/3-/5- 243 de de 
*Se pide: T=a+b-1 
> Tallaro) -1> T=Ja?+b*+2ab-1 


EJ2 3 


se obtiene: 
1 
AJ= B)1 
13 ). 
RESOLUCIÓN: 
De: 


«0574 28/2= EZ +2 hata Vis +6 -l7+ 6 
«das +12 J2= E 42 fx2- VV36 + J3 = [6 +J2 


* Luego la expresión S A así: 


e (das loa) +(Vz+J8 d+ J2)' 
13/18 
* Por la identidad de Legendre : 
se (Me V8+6+ 42) _ 2(18+842)_, 
13+3/2. 13+342 
RPTA: “0” 


02 DJ EN 


PROBLEMA 32 : 
Al transformar el siguiente radical 


>T=6+2(/3-1)-1> r= 8 +2 3 -1 
Sa Nsa 
ST =V3+1-1>T=43 
RPTA; “Cc” 
PROBLEMA 30 : 


Si: Varo /11-0/2 + /z =46 , entonces el valor 
de la expresión: M=a? + y? es: . 
A)25 B)61 C)65 DJ74 E) 90 
RESOLUCIÓN: 


* Transformando adecuadamente : 


Varo J1-2 6x2 =/6-Jz 


>a+6(3-42)=(V6-J2) > a+18-6/2=6+x-2/6% 


* Dedonde: 
6/2=2/6x% na+18=6+x 
> (6/2) =(2/6x)' na+18=6+x 
> x=3na+18=64+3> 
* Luego: M=(-9)*+3*=90 


a=-9 


RPTA: “E” 
- PROBLEMA 31: 
Al simplificar la expresión: ) 
E dz zaz + los 32) + (7 J6 (381242 
POSES ETE 134. Ml 


Ji0+2l6+2/10+2)15 en la suma de radicale 
simples se obtiene; 


AJNZ4 34 dE BIN2 34 N5 
CINZ- 3-5 DIJ2+ 743 
RESOLUCIÓN: 


* Dando una forma conocida, así: 


=/24346+2 23 + 2/2 /5 + 2/3/5 


T 
ST (VEA 3 + V5) =/2+ 5445 


RPTA: 


“pr 
PROBLEMA 33 : 
Al simplificar la siguiente expresión: 


y A 3+ 3 3-43 
[3/6 


CJJ/2 


se obtiene: 
AJO BJ2 
RESOLUCIÓN: 
+ Elevando al cuadrado, resulta : 
qa 2434343 als? -J3* 
Pa SE 


6 


D)J3 


> T?=2>T=42 
RPTA: 


“pr 


(EDICIONES HUBIÑNOS 
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MADICACIÓN ) 


PROBLEMA 34 : Ñ 
Si P es un polinomio definido por: 
Py 54: -16x%+28x*+16x*—66x+49 tal que 
la raíz cuadrada de P es exacta, entonces la suma 
de coeficientes de dicha raíz es: 
412 B)10 C)5 
RESOLUCIÓN: 

* Extrayendo la raíz cuadrada: 


DI-8: > E)-2 


4x' -164 +28 + 16% — 66x +49 | 2x7 —4x 47 


de (4x7 - Ax) 4x0) 
0 (da? — Bx +7)(7, 
16% -16 . S 
0  28Y - b6x +49 
- 28 +56x— 49 
0 o 0 


* Luego , la raíz es : q(.)= 2% -4x+7 


> Ecoef(q)=5 

y RPTA: “C” 
PROBLEMA 35 : 
Si P es un polinomio definido por: 

¡Ryan 64 6x* +4x* -12x, tal que al extraer la 
raíz cuadrada de P, e A OS 
ax+b» entonces el valor de T=a-b, es: 
A)-10 B)-8 C)-5 DJ 7 
RESOLUCIÓN: 

* Extrayendo la raíz cuadrada: 


EJ9 


xl+dx!+6x* - 12x- 5 
(2x? +2x)(2x) 
(21? + 4x+1)(1) 


-12x-5 
-2x* - dx- 1 

- 16x- 6 

* Como : R¡, =ax+b=-16x-6 


>a=-16 » b=6 


* Luego: T=a-b=-10 


RPTA: “A” 


PROBLEMASO : 

Si A>0 y P es un polinomio definido por: 
Pi) =92/ 1237 443% +(B-05)x+25 

tal que al extraer la raíz cuadrada este es exacto, 

entonces el valor de T=A+B | es: 


AJ8 Br14 C116 D)19 E) 23 


RESOLUCIÓN: 
*Como: PR, = 9x*-12x* + Ax? +(B-5)x +25 
tiene una sola raíz cuadrada exacta, esta debe ser: 
4) 532? -2x+5 
* Luego: 
Da (127 + Ax? + (B-6)x1 26=(32*- 2240). 
* parax=l: 
9-12+ A+ B-b+25=(3-2+5)' 
> A+B+17=36 > A+B=19 
RPTA: “D” 

PROBLEMAS7 : 

Si neN y al extraer la raíz cuadrada del polinomio; 
Py = ax + (3a-6)x 7 +(da+3b)x? + D4x +43 
se obtiene como resto 10x +7, entonces el valor de 

M=artb es: 

AJ12— B)28 
RESOLUCIÓN: 
* Para la radicación (con índice 2) inexacta se sabe 


jue: i 
que Py 0[q] +K 
* Donde ,, es el radicando; 4,,, es la raíz cuadrada; 


C)48 DJ 75 E) 108 


R,,, es el resto o residuo 


así +(Sa-6)x"+(d0+30)x* +94x+43m[9,,] 110597 
art + (Sa-6)a"+(da+30)x*+84x+ 3099, ] 

* Reconociendo la forma de 4», se tiene: 
axt+(3a-5)a" +(da+36)x*+84x:+360(Vax*+7x+0)" 
masl+14Jax* +(49+12/a)x" +84x+36 

* Dedonde: 3a—6=14/a A da+3b=49+12/a 


3a-14aF5=0 


cds Ja =5>a=25,8€N 


> 4(25)+ 3b=49+12(5)>b=3 


* Luego: M=a+b=28 
RETA: “B” 


PROBLEMA 38 : 


Siel polinomio: A 


AO AA entonces los valores de a y 8 
son: 1 
4a=1;b=-2 Bja=4;b=-8 Ja b24 
Dja=2b=-4 EJa=9b=-6 3 
RESOLUCIÓN: 


AL GEI Bss) E 
* Como : Py =ax +bx%+Gx*-4x*+1 es un 
cuadrado perfecto , entonces : 
aro +64? +10 (Vaxt-22* +1) 
max” -4Jax*+(4+2/0)x* 43? +1 


> b=4J/a 16=4+2/a 
* Dedonde:a=1 1. b=-4 


RESOLUCIÓN: 
* De: 


RPTA: “C” 


3+4/3 (V6+ 42445). 

706 +J3)-15] J5][(W6 +42)+ 45] 

qe Lt) (VE 2445) _ (8+4/5)(46 +12 +45) 
(Ve+42) - 5 6+2+2/12 5 


a, Petri 


RESOLUCIÓN: 'RPYAS:4D? 


* Como R,, de sexto grado, tiene raíz cuadrada 


exacta, es divisible entre (+* +1) y (+3), entonces: 
Rays +30] 

PR. +(x+2) deja como resto : 225 

> por el teorema del resto : P y =225 


Ra =2%>4=3 
Luego, la suma de coeficientes es: 


Ro =ll2laa] =076 Pd RES 
RPTA: “A” (UE d6Y (EJE Jay 
PENE, 2846 io) 
e ay da] (0 
e 


RESOLUCIÓN: —* 
* Como: 

Pay 994 mal? + 49-48: 1? 112% 
tiene raíz cuadrada excata, entonces: 


90% 48: nx + ma"? 1122" +49 q 2]. 


=[921" 820 +7] 
93 %-48x% + 42% 17 +64x'? -1122* +49 


* Dedonde: m=64A 1 =-42 
* Luego: T=m+n=22 


RPTA: “B” 


(EDICIONES RUBIÑOS 269 RADICACIÓN) 
q AR vz 02)_ A(2+42+12) (2- y2) E a 3 deal 
Tay ya a(2s42) (2-42) Jo 2J6+ 2/10 2/15 26 

a Arda +02 (2- 42) pe An ER 42 -(Y5-43) 


a RPTA: “D” (O aci 


PROBLEMA 44 : me 2 V2-V5+ 43 
Si M es una expresión definida por : Jo-J3+J2" 243 
M= . a SA 
Vas 7-6 E 
Entonces al racionalizar y simplificar M, el EA 
denominador resultante es: >T= A 7 


A) 36 B)300— C)216 DJ144  EJ243 
RESOLUCIÓN: 
* Factorizando el denominador (por aspa simple) : 


tl: A = Ss 
A IN SA 
7 Ss (Yz +2) (s-Y7)](U7 +2 Reducir: 5 
A Ga, lo Aa 
*=%) RU 2) ER, ER de 7)(7+2") AJ9 BJ7 Cra DJ8 EJ17 
ER ER, -FR «E Bz 
M- PELEA : a ey 7 
(20)(15) 300 Eo (1) Efectuar: 2-10 Yo dro Y zo dro 
E 7 
ao M2 r2Í5-8* An BJ6 Js Dj6%" EJ125 
el denominador entero simplificado que se obtiene es: Efectu: y Y2 + Yi6 -Y128 
Mois ED Fetwss a 64-024 Y16 
RESOLUCIÓN: AY DA 0% 


* Note que el denominador tiene la forma: 
a? +2a-3=(a+3)(a-1), entonces: 
32 FR,xFR, 


10 

3 FR,xFl O EA 

A Dices: D- [de da? 

FR,-V5 -3Y54+32 A FRy=Y6* +Y5+1 
32x FR,xFR, _ FR,x FR; 


DJO E)-Y2 


Adi Bjx Cors 


AE S 
e (6 > )6 2 1) 4 Dj2x EJx* 

(08) Efectuar: A =(V3.J2)” 
PROBLEMA 46 : 

AJ61 B)J54 cr DjJ6 E)108 


Al racionalizar la expresión: 
T= 2 pa 4-15 (0) Efectuar: A PA A 
ls J6+ 10-16 v6 


se obtiene: - AJO Bp1 o 
ANG BN5 CNE DNZ BI pi mag 
RESOLUCIÓN: 


bo 2UROS 
* Multiplicando y dividiendo por /2: (OS Calcular: R= 38 


CAL AREIBREAA 


AJ3 BJ9 C)27 D)J81 
(OD Calcular: ES 
1=J2 Jazz" 

AJA BJ C)16 DJ2 EJ64 

(LO Hallar el valor de: 


ca ga yet 
AJ12 B)J18 C)24 D)J64 EJ48 


(DErectuar: 
PS 
AJ-10 BJ0 CJ8 DJ6 ES 


(DResolver: 
224 


V3x 
AJO Bj2 CIJZ DIxf2 EJzxl2 


Efectuar: 

R= (3/8 6/5) 
ES 
BJ4 


EJ 2/10 


EJ243 


A= Ax l2; x>0 


az 

Dj aio 

(1 Calcular: 
AJTO2(/2 +.[18)+2 

M8 BJ6 Cj0 DJi2 EJ 


(MB) Calcular: 


D=(6+ J2(5-J2) 
[3-57 - 2. var | 


AJO B)23 C)J33 D)J13 EJ17 
(1) Multiplicar: J6 3/2 


Ccj2 


A) 8500 BJYo CY 
D)Yz0 EJ Y500 

(O Mutópica: (42)(15) 
AY BJ$z 0436 
De EPA 


(O) Multiplicar: J3 15.12 


AJirzS Bra CI 
D) 72IX625X8 EJ tiras 


Multiplicar: 
MIE) 
Alfasato? Bic Cifra? 
Di Vzrabo Elf? 

(ÉD¿Cuál de los números: J5, 
Y2, Jz, Yo. Y3 es el mayor? 

ads BIYz Oz 
Dy Ys EY3 


ED Reducir: 
R=34/2+5/2- J49. 2 


Ay z BJO Cr fa 
Dafa  Er3Jz 

Reducir: 

4/3 — 2043 + 19/3 

AL2J3 Bf Calz 
DJ J3 EJ3/3 

Reducir: 

42-92 +30/2 - 40/2 

Arz BJ28/2  C)20Jz 
Di18Jz E)-34/2 


aJb—3aJb+7a/b 
Al 3ado BJsfb  C)salo 
D) ado Elado 
(EB)Reducir: 
3x/y +(a—x) [y -2x/y 
ArJy Bray Chady 
DIaly  EJSdy 
E8) Reducir: 
(x-1DJ3+(x-3)/3+4J/3 
A 2/3 BJ23 C)xd3 


EJ 3/3 
E2) Simplificar: 
465 - J27 - J20 - J6 
4)-3/3 Biz Cri 
Dr Y3 E) Je Ja 


€3) Simplificar: 
9/12 7,148 — 3/98 +10/3 


Ay Z Braz Cia/z 

Di 10/3 EJ dz 6/3 

€9) Simplificar: 
176 + 1243 — J63 - 2,175 

ADT 3d Br2l7 + 343 

Calz -J3 DI 37 «2/3 

Ela fr 


Ed) Simplificar: 


3 

2a —bYI2S +(4b—-3aFl2 
fa 
D)bYa 


(AUGE De EEROO E 


BJ Ya 
EJO 


C)-2Ya 


(0) Hallar el denominador 


7 
racionalizado de: 


AJ3 BJ Cl? Dix Elx” 
Mires 

43-65 
+ +* e 


Arz BI H3 CJO DIAS EJ HIS 


(03) Resolver: 


m-1 

Vm-1 

AM By2dm Cia DJO Ej1 
Calcular: 


3 2 
AZ 
IA 


E 


(EDICIONES _RUBLVOS 271 IEADICACIÓN) 
AJ B)J3 CJ6 D)j]7 EJ9 AJA BJ3 C)1  DJ2 EjO AJ BJ2 CJ3 DM EJ6 
(63) Resolver: (E Efectuar: (ÉDSi el siguiente radical doble: 
¡Bac 2 El 4 5 2 
Yer, 2, E. e z la7=2J30 se descompone en 
Ya  J2 Vó+l2 Jr+Ja J7+J2 Jó-Jé dos radicales simples de la forma: 


AJ4 BJÍS CI3/5 DJS Elaf5 
(72) Es 
Ac $S E 


AJS BJ3 C)7 DIJ3 EJf3+3 


(03) Resolver: 
2 
a) 236 

AJO B)J6 Cr3J6 
DIJE+1 — EJ- JE 
(09) Simplificar: 

43 +12 

a e 
aJ6 BJ4J6 cjo DJ6 EJ5-/6 


Calcular: 
V5+ Ja 4 
Jo Ja J5+2 


AJ6 BJ5  CJ8 Dp0  EJ2 
(Q) Resolver: 
1 1 3 
dla 2 da Jo lz 
AJJ5+2  BIJ5-2: -CIf3+2 
DIB EJ2 


> ps 


aa 55 
AJO BJ Cifr DIJ6 ENZ 


o Efectuar: 
E +43 


- 43 


-2/5 


BA C)2 DJ EJ 
(3) Calcular: 

St 

V2+3 J2-1 


AJ8  BJ10 C)8 D)-10 E)7 


(LO) Efectuar: 
R= 72/12 +3 


A) BI2 03 DM EIN 


(O Efectuar: 
1= 114 2)18 -/2 


B)j2  CJ3 DJs 


AJz 
(E3) Calcular: 
C=/3+2/2 + (6-28 


A) BJ4 OR 
Dz rd ja lz a 


(1) Reducir: 
H =J9+ 2/20 -/6- 2/5 


EJ9 


E] Bfs+2 cr 
DJ3 EJ6 
Ed) Efectuar: 
1 
A 

5 +2J6 
Ay dz BJ C)2 
Daz EJJ3 
(7) e: 

ES 2 A 


AJJZ Brf3 Cj2 D)/5 El2l5 
(E) Efectuar: 
D=J1-2J3 + le 2416 - Je -2J5 


AZ BIf3+2 Cy1 
D)-2 EJO 


E3) Efectuar: 


3 v=/6+2/8+/5-26 + 12-227 


Ja -Jb ¿calcular; A = a- 6% 
AJ-11  B)11 C)9 D)-9 EJ7 


(E3) Si el siguiente radical doble; 
13 2143 + se descompone en 


dos radicales simples de la forma; 


Ya —Jb 
¿Calcular L=a-b? 
4) BJ CB D)7 EJ 


(ENi¿Cuál de los siguientes 


radicales dobles equivale a: 


L=yJ3-J2 
Wl-J Ble=als 0) fs -2J6 
DJs + J6 El las 2J3 


ED ¿Cual de los siguientes 


radicales dobles es igual a la 
expresión: 


=V5+2 

Alfio BJ fas dao 
Dita DD 
E) 5 + 2/2 
ES) Efectuar: 

= raro[28) 

2 
4J2 BJ3 CM DIY%  EJO 
E9) Efectuar: 
720» (u8--z) 


AJ2 BJ az DIJZ EJ) 3 


Ed) Efectuar: á 
R=Vz+ Jo + /8-4J3 
AJA J6 +16 Or Jz 
DJ 2 + 5 


BM 
EJO 


AAZICHERE A 


(O) Efectuar: 
E=/8+J60 +J7-J28 -J5 


A6+z  BIf3-2 
Dj EJ2 


(09) Resolver: 
S=dx+1+2/x (Vx -y1) 


C)4 


AJO Bibl Cy2 
D)J3 EJ Sx1-Jx 
(03) Efectuar: 
ME 
V5 -J/2 
am BIfo+Jz  CIA2-d5 
DJs -J2?  EJNA. 
(O Efectuar: 
3 2 
7 


aJJ3 BrJ6 Cr /2 Dr Jz EJO 


(03) Indicar el denominador 


racionalizado de: 
15 


245 
AJ5 BJ C)3 


(OD) Resolver: 
V9xy 


ale» 
lo” 
AY Bioy 


Dra E)-1 


(02) Efectuar: 


TA 5) 


D)2 EJ 


10)1) 


als Brfze lors CI Az 5 
DJJ/8  EJO 


(7) Efectuar: 


A) 


AJ2 B)5 Cj2 DJ3  EJ6 
Efectuar: 
6+2/8_ 4 
> Ja 
AJI B)2 CJ8 DA ENZ 


o Efectuar: 


1 


7 PR 
A) /2 B)2/6 C)2/3 DJO EJN.A. 


2/5 
O Brea E é indicar 
el denominador racionalizado. 
AS BJO C)7 DM EJ 


AJ2  BJ3 CJ 


(ES) Efectuar: 
3 6 


d7+2 J7-1 
AJ3  B)2 CLI DJO EJ2 


(Q)) Erectuar: 


DJ6  EJ6 


8-23 += 
15 3 
AJ1 B)2  C)3  DJ4 EJ6 
(E3)Después de racionalizar el 
3 
denominador de 735 se 
7-2 
obtiene: Ja +b; 57 
Calcular: a + 5? 

AJ1 BJ0  CJ9 D)J7 EJ 
(L0) Después de racionalizar el 
z 5 
denominador de 7773 se 


obtiene Jm — 
Calcular "m-n" 


AJ6 BI C)7 DM4  EJ18 
e 

vo e 
hm MT 8 + 2/15 
AJI B)2 C)J3 Dj4  EJNA. 
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(ES) Efectuar: 
V = 12 + /50 3/8 + J2 


AJJ2 BIY3 Cr2J2 D)2/3 EJO 
(9) Multiplicar: 
A=U3.V2. 5 
aJia0 ByY0 
D)Y30 EJYiB0 


o Ai 


cea e + 
AJO BIJ3 CI J2 DIJ5 Erdio 


EN Racionalizar: 
7 


C) Yzao 


cJO 
DI hty EJ1 
9) Racionalizar: 
o A 
47 +2 3+v7. 
AJI BJ4  C)J9  DJI6 


€E3) Racionalizar: 
1 7 13 
Vila aa a JE 
AJO BJ3  CJ6  D)7 EM 
(E%) Transformar el siguiente 
radical doble: 


V2x+V4x?-4—Jx-1 (2>3) 


EJ26 


Al B) dx Ccjo 
DJ Ax EJdx=2 
€E3) Resolver: 
1 7 13 
A A 
Vo-J24 Jura liz 2/48 


AJO BM1 CMS DIO EJJG 


(EDICIONES HUBINOS 


IADICACIÓN) 


Or Efectuar: /3+ 2/2 - /17 2/72 - /19+2/18 


A)=3 B)-1 C)1 D)3 EJ4 
(03) Transformar a radicales simples: 
dz + Jer+aJ15 
AJJ5 + /3 B)JJ5 + J2 0) 43 +J2 
D)J6 +12 EJJ6 +/3 
O tienen: VIO AI TA 
Vz - Jao +/8 -J60 + /5+/24 
AJ1 B)2 1953 D)J4 E)5 


(7) malos 


4 
a" 3/2 - 2/3 az 


y dar como respuesta el denominador racionalizado 


A)2 B)8 C)4 D)J6 EJ8 
(03) Hallar el valor equivalente de: 
3-43 
AJJ3-1 BIJ3 +1 CIJ8 +2 
D)J3 -2 EJJ3 +/2 
(0 El valor equivalente de J3HL _ 2/5 es; 
2-43 
AJI BNG CNE  DIVZ  ENZ2+1 
(0) Simplificar : 
(az +12 J2 4417 -12/2 
AJ1 B)2 C)3 Dj4 E)5 
(03) Calcular «n» si; 
Vos 2nlio+2 ls 217 =V7+1 
AJO B)1 cy2 D)3 EJ4 
(09) indicar el Pra racionalizado de: 
24/2412 
AJ6 B)J6 C)4 D)3 E)8 
(00) Expresar como radical doble; 
2lx+24/8% -l4x+3+ /48x, x>0 
aylio-2J21  Bru-4Je  CrW7=83J2 


1 l3+ 2/2 EJl4+ 23 
(O) Hallar el valor de: Ja +2/3-1+/a-2Ja-1 


Sia >2 
4)2 B)-2 C)2J/a D)-2Ja-2 EJ2V/a-1 
(| Indicar el valor de uno de los radicales simples 
al transformar: 


[+24 3 + ooo... + 104 10/10 
AJ5/1O Br10J2 C)2J5 DJ5/Z EJJ1O 


(E Sabiendo que: m= 1 AY24+2 entonces es 
Js + J24 

cierto que: 

A) M>2 B) Mex entero C)M'<3 D)M'=3 E) M'=9 

(U2 Indicar el equivalente de: 


5 4 
Pda de das 
A B3-J8 ON1-Ji2 D)2 EJ-1 
(13) El denominador racionalizado de 
m-25 


m+7J/m +10 
AJm-4 Bim-2 C)jm+6 D)m-6 E)m+4 


A 
E a) Pa 


A-ila-dar=1 avda? 
indicar el numerador entero 
Aza  Biía  Cja  Djat Eje 
(O Reducir: 
p= [| YE 
lo + 72 
AJO B)3 C)1 D)4 E)2 
(3) Simplificar : (CEN) 
/76 - /50 
PvE) BJ1 c)165 D)10 — E)-3 
(19) Después de simplificar: 
A Z 
Va+1 J3+J2" J4+ 43" J100+J99 
se obtiene 
AJ1 BJ4 C)9 D)26 EJ16 


[as (EXZ7 ME AR 


[CAL GAETE 

€0) Dar el denominador luego de racionalizar: 
EA. E 
/16- 2/20 - 2/28 + 2/35 

A)20 B)76 CC) 38 Dj24 E)3 


(OD Etectuar : /3+/8 +/7-J40 -J5 


AJO BJ1 CINZ+J5 DI2+vJ5  EJ3+JZ 


(09 Hallar el equivalente de ; /17-12/2 
AJ/Z+1 BIÍ2-1 CI/3 +2 DJ J6-J2 EJ /6—J3 


(E) Simplificar: 2 
+ 242 xx 41 -yx4+ 2-2 yx +1 
42 B)1j4 C) 1/3 D) 1/2 E)1I 


(02 Reducir : 
V3- 2/2 + (5-26 +/7- 2/12 +....+ /19 - 2/60 
2 B)3 04 D)5 EJ6 


» . 2 12 pS 
(03) Simplificar : TE a ear 
el denominador racionalizado: 


AJ1 B)2 C)3 Dj4 ae 


EGUNDA — 


Racionalizar:. ——— 
O E 
Ye REZA 3/18 Ys 26 
3 El 2 sl 3 =% 3 E 3 
(03) Luego de racionalizar y simplificar : 


A) 


5 
75 - Jas + e! denominador resulta: 


A1 B)3 C)5 DJ6 E) 15 
(03) Calcular: M= 2-2 +3 

Ja+Ja J3+ 7 J7+J5 

ANS BWN5E  CWH7  DJ1  EJO 
A A 

O RO 
AJO B)1 C)2 DJ3 EJ4 


(03) Luego de racionalizar la expresión: 


az indicar su denominador 


Ajab Bja+b C)a'-b* D)a*+b' E) ab 


2+4/3 ,2-J3 
és 1? Ss 
BA CJ2  DN3  EJ2N3s 
E 
AJ3  BWZ  CIHN3  DI2J3  EJ38/3 


: > 2 12 2 
(03) Simplificar: E aa etica 


el denominador racionalizado: 


aJ1 BJ2  Cj8  DJ4  EJ6 
(6) El valor equivalente de JB41 es: 
2-3 
AJI BMG  CWH3  DIWZ  EN2+1 
(OO Reducir - 2443, 2-43 
2/5 2:13 
AJ1I B)4 Cc)7 D)14 E) 16 
2 
Racionalizar el denominador de : 3 
(O) Eacionalizar el denominador de na* 


indique el denominador racionalizado 


AJ1 Bj2 c)3 Dj4 EJ5 
(L) Indicar el denominador racionalizado de: 
A 
2+/2+12 
AJ6 BJ5 014 D)3 E)8 
(1) La expresión : es equivalente a: 
AJJm + Jn Biimn+m  Ciimi=ni+n 
Dim +n* -m EJn-Jm*-—n? 
(E) El denominador racionalizado de : 
_-_ m-25 
m+7/m +10 
será: 
Am B)jm-2 C)m+5 D)m-5 E)m+4 
(3) Hallar el valor de la siguiente expresión : 
Y2 (2448 , 2-43 
Vila 
AZ BIJ2 CJ D)-J3  EN3 


(EDICIONES RUDINOS 


a EEE Jal 


HADICACIÓN) 


(Ed) Racionalizar: JE 1-VHHL 


di 14 di 

Ads 1+1 Bilxt+lx Cola 1 4 
DNGAIÍ ZA EAT 1 
2(415-7) 


(12) Racionalizar ; 


AB +5 + J7-1 
Oy14+ NT +35 


1413 + J5+ 17 
BJ5+J7-/3-1 
DIJ3 +7 - (6-1 


Hallar el valor equivalente de : 
(E) Ye 5 


AJJ3 -1 BJ /3+1 0/3 +2 D)J3 - 2 EJJ3 +2 


(O) Racionalizar: 57575 m7 Y der como 
respuesta el denominador racionalizado: 


A)J1 B)2 C13 DJ4 E)J6 
€9) Señale el denominador racionalizado: 
12 
JA +J21 + /35 


07 DJ4 


Ej14 


Pace, y2 A 
Al simplificar ; se obtiene: 
Quiso Vado 
A) 1U3 B) 1/9 C) 2/9 D)4/9 E) 18/99 
1 


(02) Racionalizar: R= e indicar 
/8 ne J18 + /32 


el denominador racionalizado 


AJ2 B)3 C)6 D)J9 E) 18 
2, [16 
Calcul pr 
(3) Calcular: E = '8 ere 5 ¡E - Y18 
A1 B)2 c)0 D)3 Ej4 


(2) Después de simplificar : 


1 1 ñ 1 
Sto + + + TZ 
Va+1 J3+J2 Ja +3 /100 + /99 
se obtiene: 

AI BJ4 


(63) Racionalizar : 


C)9 D)25 E) 16 


EA 4 1 
A 
3ad2+2/3 a /2-2/3 3/g+3/2 Y 9er como 


respuesta el denominador racionalizado 
aAJ2 B)3 D)6 


Cy4 


(ODSimplificar: 
AJ Bj2/5 Cji+J5  DJ2V5-1 
(hallar la raíz cuadrada de: 
20-1-2a? 0-6 

ANxi-1+/x3=2 BNx+2-J3-38 
CNx+2+ 4x3 DINx+5-Jx-5 
ENS7+3-Jx=3 
(OB) Simplificar: 

Jo alza +23 + 8 + J12+ 8/2 

Vas + E o Ju 2 10 + 15-102 


AJ BJ2 CJ6 DJ3 EJ4 


ODsi: V2x+21-/4x? + 84x = Vx 


Calcular del valor de; a*- 4x 
AJ21 BJ32 C160. DM2  EJ5 


(03) Descomponer en radicales simples: 


E=J3- Ja -Ja-Ji2 
AJ2 BN2+1 CN2-1 DN3-1 ENS+1 
(OO) Determinar el valor de a? + a, si se sube que: 
Va +6 /11- 6/2 +/% =J6 
AJ25 B)74 C)J65 DJ90 EJ61 
(ODEfectuar: 
mM-= 2 14/1124 80J2 + J63+ 522 y 
AJ1 BJ2 COIV2 Da  EJj4 
(OSA! racionalizar la expresión: 
Ed se obtiene: 
5- Ja ola + Jr -12/2 
AJa/2 Bj4+/2 CM-/2 DJ5+/2 EJ5-J2 


EJ5 


CAZA PAEZ) E ZIIRACICLOPEDIA 201 


(ODRacionalizar la expresión: 
T= Vs +26 
2+/2+/3 + J6 


AJZ BMVZ CIZN2 1) DD ENZ 1 
(UD Calcular «m» de modo que se cumpla: 


(DEl valor simplificado de: 
N=(d2+/3 + /2-/3 + J6)* 

es: 

AJ125  BJ96 Cj100  D)J676  EJ80 


(E9Si a, b, e son positivos y además e>b>a, 
indicar el denominador racionalizado de: 


1 3 4 Sabe 

<A 

Vi 2lm 7-2 810 N8+4/3 Va+br cr Vdoc-80 +6b0-2ab 
AJZO — Bi25  CIS0  DJ35  EJ40 A)2la+2b-e)  B)8la+b-2c)  C)2(a-2b-e) 
(Oacionalizar- D) Sla+2b-2c) E) 2(a+2b+3c) 

E= 05 ((D Efectuar: 
ANA 18 dat (a? -b2)/5 

AÑ5+2 BN9+1 CN9-1 DNÑI2+2 EN/I2 +1 Ya? Vazoz +X07 Val + Yate? + Yo? 
(Calcular el menor valor de «n» para que el —AJ95 Bib Cj2a Dia  Eja+b 


denominador de —— 4 senigual a 1.(n e Z' 
E 
AJ2 B)J3 Cj4 D)J6 
(13si B > C > D > 0 y se cumple: 
7 
Cia JE 
6-J8 + /27 -J6 yo 
entonces el valor de la expresión: E=A+B+C+D 


EJ6 


es: 
AJ49 Bj46 CI48 DJA46 EJ47 


(WS el radical doble: fax +by+ Jaylab+e) se 


desdobla en radicales simples, determinar el valor 
(2) 
des |— 
e 
AJ3 Bj2 Ch 
(BEI equivalente de la expresión: 


Va+l+V2x+ 14 14 x—/2x +1 


para 0,6 <x<0 será : 
Ajx+/2 BW2-x C)2x DW2 EJ2/2 


(_ sli lo+ J35 —la+ 1160/14 + J6) 


entonces el valor de: 
Esa 041 


1 1 
DJ5 EJz 


es: 
AJ15-7/2 B)19+17/2 C)17+19/2 
D)16+7J2  EJ9-17/2 


EN Luego de racionalizar Z, señale su 
numerador, si se sabe que: 
z* Me PO 
ax Ub + Jab 
donde: a4>0 A. b>0 


Alíab” Brla?.b* Cjlab Diab Ejfab” 


12) D 
1) A 


13) E 
18) 2 


12) A 
17) E 18) 
02) E 03) € 


13) 19 


VES DE LA TERCERA PRACTICA 
[DEJ2)813)01:94[5)0 9)El10)0] 


La racionalización de radicales es un proceso donde se tiene 
que eliminar el radical o los radicales, que están en el 
denominador de la fracción. 

Racionalizar una fracción con raíces en el denominador, es 
encontrar otra expresión equivalente que no tenga ralces en 
el denominador. Para ello se multiplica el numerador y el 
denominador por la expresión adecuada, de forma que al 
operar desaparezca la ralz del denominador. 


(EDICIONES _BUTIÑNOS 


FACTORIAL Y_ NÚMERO COMBIYATORIO) 


dE E AO(COTBAIDAO 


OBJETIVO 2 


* Conocer los símbolos convencionales: n! ó |: 
Factorial de «rn». Cz y (5): Combinaciones de «rw 
en «k» y el coeficiente binomial “n” de “R”. 


INTRODUCCIÓN: 


Para que posteriormente estudiemos con soltura el 
análisis combinatorio , previamente veamos algunas 
herramientas tales como el factorial de un número 
y los números combinatorios. Adicionalmente 
veremos el cofactorial de un número. 


FACTORIAL DE UN NÚMERO 


Llamamos así al producto que resulta de multiplicar 
todos los números enteros y positivos 
consecutivamente desde la unidad hasta el número 


considerado inclusive ; se denota por : n/ 6 |n 6 ml 
* Se lee : factorial de «n» ó «n» factorial. 
2l=2]=1x2=2 Ó Y=2x1»... «Lo factorial 
3/=3|=1x2x3=6 Ó 3/=8x2x1 
4!1=4|=1x2x3x4=24 
5/=5|=1x2x3x4X5=120 
6!=6|]=1x2x3x4x5x6=720 
T=7|=1X2x3x4x5x6X7=5040 
B/=8|=1x2x3x4x5Xx6X7x8=40320 
9!= 362 880 
10!=3 628 800 
15!=1 307 674 368 000 
20!=24 32 902 008 176 640 000 
26!=16 511 210 043 330 985 984 000 000 
70!=1,19785717... x 10'% 
450!= 1,73336873... x 10'% 
3 249!= 6,41233768... x 1019.00 
25 206!= 1,205703438... x 1019900 
100 000!= 2,8242294079... x 10% %2 


Por medio de la combinatoria, los factoriales Intervienen en el 
cálculo delas probabilidades. Intervienen también en el ámbito 
del análisis, en particulara través del desarrollo polinomial de 
las funciones (Tórmula de Taylor). Se generalizan a los reales 
con la función gamma, de gran importancia en el campo de la 
arltmética. 


EN GENERAL: 


[ajax ao. 21D | 


uno factorial 


POR CONVENCIÓN: | 01=1|.....cero factorial 
PROPIEDAD 1; 


* Por definición: 


[n=1x2x (n-1)n 


* Ordenando: 


| n=nin 


esta última expresión adquiere importancia cuando 
se trata de simplificar expresiones , un tanto 
complicadas que involucran el uso de factoriales ; 
además n! se puede desarrollar explícitamente según 
uno lo requiera: 
in=(n)(n-1)(n-2)/in-3 
in=(n)J(n-1)(n-2)(n-3)n-4 
EJEMPLOS: 
» [100 = 100/99 


* + Dia (4 Dal 


ó | ni=n(n-D! 


* 18/=13x12x 111 
* 1100= 100% 99X98 x ...x 55|64 


* 178=78x77 76% ...x 24/23 

* +30 =(x +30 (c+ 294 28)...(+ Dx 
l6n-2=(3n-2)(8n-3)(3n-4)...(3n-11)l(3n-12) 

* [m*=(m*)m* -1)(m*-2)...(m* —n)]m* - n-—1 


PROPIEDAD M 7 


Si: al=b!>a=b|;ab+0 
EJEMPLO: 
Si:(x-3)=2 
>(x-8)/=21=>x-3=231x=5 
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OBSERVACIÓN : 

PROPIEDAD NM: 
nin=|n+1-|n 

EJEMPLO : 

*100|100 =|101—|100 


* 9(9!)=10! - 9! 
OBSERVACIÓNES 


+ axb|+ajxb] 
. abl= ab] 


alla 
h E “bo 

PROPIEDADES AUXILIARES 
DVne N, n2 1 se cumple: 
[n+|n+1= (n+ 2)jn 
EJEMPLOS : 


*17+18=9|7 
* 1111+|112=113|111 
*(x-1)4xl=(x+1)x(x-1)1 


11) Vne N, n > 1 ee cumple: 
[n+|n+14+|n+2=(n+ 2)" |n 

EJEMPLOS : 

*17+18+19 =9*|7 = 81/7 

* 1644156 +156 = 56* 154 

* (m-D)+m!+(m41)! =(m + 1)(m-D! 

KI) Descomposición: racional de una fracción: 


Ena EZ E, ¡nal 
[n+z in jm+1" 
EJEMPLOS: 
Calcular la suma de la serie: 
1,2,3,4 100 


totiatit 


i2*18*14*15*"*j101 


RESOLUCIÓ. 
'Descomponiendo cada una de las fracciones: 


SEMIFACTORIAL, COFACTORIAL O 
CUASIFACTORIAL DE UN NÚMERO 
NATURAL 
La definición de cofactorial de un número entero 
positivo dependerá de la naturaleza de este , es decir 

si el número es par o impar 
* Simbología: [la nl 
* Lectura : «Semifuctorial del número n» 
* Axiomáticamente : Y'n e /V*, se define: 
Era 2x4x6x8x..xn;8i nes PAR 
" |lx8x6x7x.wxn; si nes IMPAR) 


EJEMPLOS: 

* Para números pares , se tienen ; 
6l!=2x4x6=48 

10!!=2x4x6x8x10= 3840 
(2m)!!=2x4x6x8...(2m —4)(2m - 2)(2m) 
(8p+12)!1=2x 4x6 x8x ...x(Bp+8)(8p+10)(8p+12) 
* Para números impares , se muestran ; 
5=1x3x5=15 

9 =1x3x6x7x9=945 

(20+1D1! =1x3x 6x7 x...x(2n-3)(2n-1)(2n+1) 
(6x-17)!=1x 3x 5x7 X au. x (6x-21)(6x-19)(6x-17) 
* También debemos observar que : 


(n)!+n!lineN 


FÓRMULAS GENERALES DEL 
SEMIFACTORIAL 


A) Sin es un número par 


n!l=2x4x6x8x...xn 


A E) 


E | 
LAS 


Ju 


(EDICIONES RUBINOS 


279 NE] rscrorrar Y_ NÚMERO COMBINATORIO) 


EJEMPLOS : 

*1001! = 25 |50 

*(2m)1 =2"|m 

B) Si «n» es un número IMPAR: 
nl=1x3x5x7..xn 

*Multiplicando y dividiendo por [2x4x 6... (n—1)] 

1x2x3x4x5x6...(n-1)(n) 


ps 2x4x6..(n-1) 
e — MA 
(2x2 228) [2( =2)] 
nl!= (e 
Berea 1 x E SS] 


Jreces 


* Por lo tanto : 


EJEMPLOS: 
1255 [2m-1 
*2bll= + * (2m1)1= == 
22/1127 271 m-1 


NÚMERO COMBIVATORIO 


Se define como el número total de grupos que se 
pueden formar con «n» elementos tomados de «k» 
en «k», de modo que los grupos se diferencien por lo 
'menos en un elemento. 


NOTACIÓN: C;j 

Se lee : 

combinación de «n» elementos tomados de k en k, o 
simplemente combinación de n en R. 


EJEMPLO EXPLICATIVO: 


De cuántas maneras se pueden agrupar 6 elementos 
tomados de dos en dos. Veamos. 


Sen: a b c d e f 


e dbñenen 
A == 


be bd be bf ——4 
ed ce cf. 3 
de df. 2 
ef. 1 
N' total de maneras= 15 


EN GENERAL: 


se trata de agrupar «n» elementos tomados de «k» 
en «Rh». El número de maneras se obtiene a partir de 
la fórmula matemática: 


m_ Im PE 
Al E et 
* Donde: 


n ; Es el índice superior, el cual nos indica el número 
total de elementos. 


k : Es el indice inferior, el cual nos muestra el 
número de elementos existentes en cada grupo. 


* Aplicándolo en el ejemplo anterior: 
e _6x5x 4. 


real 


OE 
(er E 


E 


150 _50x49x)48' 
cs= 150 =1225 
E ra jaa 
Era BEA AB 

2 (9-22. HZ 
cado 

TS 


En la definición, aplicando la descomposición 
general : 


*k" factores 
cj=—E _n(n-D(n-2)...(n—k+1) pH 
[kx[n-k] 1x2x3...k|pH 
*k" factores 
* Por lo tanto 
"E FACTORES 
co 20-D-2)..(n-k+1) 
* 2x3 xx kB 
"k FACTORES 
EJEMPLOS: 
+ 07 = DH6MO)_ 
METE) 
4 (93) _ 


* me) 


Lama HZHEREZA 


Eso MES CICIOPEDIA 2013) 


7 (7 M0M6)(4) _ 
O q q 
METE 
PROPIEDADES: 


I) COMBINACIONES COMPLEMENTARIAS 


EJEMPLOS: 
oy 12:10x9x8 
1x2x3x4 
+ claro 100x99x98 
1x23 
*cri=ope= (6+1)(n(n-)_n(n*-1) 
1x2x3 6 
Estamos observando que para ciertos números 
combinatorios, esta propiedad, nos permite reducir 
sus índices inferiores. 


s CH 


=330 


=161700 


+8 +8 ES +8 
* Chia = Cicrortare) = CS 


(60149) 


3 
Í= 00 


Fa = 1225 


CONSECUENCIAS: 
=CH=1 Ch = 


1 = 


EJEMPLOS: 


«Cl =0= O 


1) PROPIEDAD DE LA IGUALDAD 


Ch=Cp> pvr+p=n)| 


Debemos tener en cuenta, que las igualdades 
resultantes, son relaciones mutuamente 
excluyentes. Es decir, una de ellas es independiente 
de la otra. 


EJEMPLOS: 

Si:07=CÍ=>4=y V x+y=7 

Observar que las ecuaciones no forman un sistema, 
ya que estas igualdades son completamente 


independientes. 
MI) SUMA DE COMBIVATORIOS : 


A+ Cha = CR 
EJEMPLOS: 
*C+0=Cj RERÉCIECIA 
parar remita cni Cor 
"Cra =Cy *C5)+C5 =C5 


“CHECO 
EJERCICIO 1: 
Calcular la suma de la serie: 
P=C[+05+05+C] +05 
RESOLUCIÓN: 
* Sumando y restando C¿, resulta; 
P=CÍ+C¡+05+07+07 +C5-CÍ 
Cf + 
Có+ 
Ci+ 
Ci+ 
>P=C3-Cj=C¿-1 


EJERCICIO 2: 
Calcular: 


=O CORO ACA COPA 


RESOLUCIÓN: 
S=C +09 +C3 +0 +0 +CP 


ese | 
Ci +C5 
or + ap 


CE 


cy +07 


cp+cP 


cp 
TY) DEGRADACIÓN DE AMBOS ÍNDICES : 
mn PP pn1 
R =p ERA 
EJEMPLOS: 
“cp = 2207 =20j 
10 10 9 
A 
a A 


AS 
22 = +2 +l 


V)DEGRADACIÓN DEL ÍNDICE 
SUPERIOR : 
CE. 


n_ TR 
*=n-k 


(EDICIONES RITISOS 


JUEC281 JE racronar Y NÚMERO CONEIYATORIO) 


EJEMPLOS: 
16 
*0= Er Cc 
7 
7-3 
VI) DEGRADACIÓN DEL ÍNDICE 


*cj= x03=7x03 


INFERIOR 3 EE 
n- 
Ch = E Chas 

EJEMPLOS: 
» 1210 que 

'3 Q 2 
e ar ADA RALIAL or 6 Cs 

+2 +2 xl +2 +1 


PROBLEMA 1: 


Y ES _ A+ DIA 6! 
Si AE AB AAA 


Calcular + Y/A 
AJ2 BJ3 
RESOLUCIÓN: 
* Recordemos que el factorial de un número se puede 
descomponer como el producto del factorial de un 
número menor, multiplicado por todo los 


consecutivos hasta el número de consideración 
(PROPIEDAD DEGRADATIVA) 


ca EJg 


AAA GA! _ 364! _ 
2x6! 124) 


* Luego: Y/A =Y8 =2 


B: 


3 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 2: a 
Reducir la siguiente expresión : R data 
AJ7 By6 ca 
RESOLUCIÓN 


Dj8! 


EJ10! 


* Dando común denominador : »-( 


e (71+81)x9! 
. Ar SEA 
* Invirtiendo «R= 


8!=8x7! 


* Despi S x8x7! 


* Reemplazando : 
IAB TI 
IBEX TA TIABAT 

* Luego: R =8! 


TAR 8)A 9 _ 98! _ 9 
7U724+1+8) 81 9 


RPTA: 


PROBLEMA 3: 


nt 831 Y 401+411 
Simples MOLA 
a (Errar 221 ) 
AJ2 BJ4 CJ6 D) BE) 10 
RESOLUCIÓN: 

* Decomponiendo convenientemente 
EE elenco 
au+82x 811 Na2x 41% 401 
* Cancelando 81/ y 401 en la 1ra y 2da frección 

respectivamente , resulta ; 


83x82)/ 1441 1 
( 1+82 ES ela 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 4 : 
Simplificar : sa AMD! +42)1 
nl+(n+1)1 
An Bjn-1  Cin+3 Din+2  Ej2n 


RESOLUCIÓN : 
* Podemos expresar : 

(n+2)/ =(n+2)x(n+1)xn! 

(n+1)!=(n+1)xn! 
* Reemplazando en “S” : 

so. (m+ Un! +(n+ 2)(1+ Jn! 

ni+(n+ 1)! 
* Factorizando n! en el numerador y denominador : 
S= n!(1+(n+1)+(n+2)(n+1)] 
n/[1+(n+1] 

_né4dn 44 _ (42)? 


O a 


25 


PROBLEMA 5: 
(n-5+(n—-4)14 (n—-3)1 


Simplificar: $ = EA AMABA 
-16n* +83n* - 201n+:180 
(1-6) S OMA 
A ná Cra Eras «2h A 


ALGEBRA TES META TA ENCICIOPEDIA) 
RESOLUCIÓN: A BB CB D)2 0 EJ7 
* Escribiendo convenientemente el numerador y RESOLUCIÓN: 
factorizando el denominador : * Tratando de formar x?, resulta: 
(+1) x+1 


ge An (bj n-S ln) (n-5) 
(n-34 (n-5)(n4) 
_(n-5J[1+(n-4)+(n-3)(n-4)] 

E (1-3) (n-5)(n-4) 

— (n-6MÍn? -6n+9) 
—(n-3F(n-5Mn-4) 
_(n-6)!(m-5) . ¿_(m-6l 
bn) > (m4) 


>S 


> $: 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 6: 


e 381 [1616 91 
Calear (oz) 17 les) 
AJ32 BJ16 C18 DJ33 EJ17 
RESOLUCIÓN: 


* Descomponiendo los factoriales en los respectivos 
paréntesis, hasta 32/ en el primero, hasta 167 en el 
2do. y hasta 71 en el tercero se obtiene: 


ar al=2xal>- 532 


>+1=2-43%=6 
RPTA: “B” 

PROBLEMA 9 : > 

Si-ne N, entonces al simplificar la expresión E 

definida por g=—EHOEDIHAAD 
ni+(n+2)I=n(n+2)(n-1)1* 

obtiene: 

An Bm a 

n 


1 


Djn4+2 Ejn-1 


mi 
RESOLUCIÓN: 
* Tratemos de representar todo en función de 


(m-1)!, así: 
E n(a-D)/+(n-D/+(n+1Dn(n-1)! 


DAD Dienia+2 Dl 


* Factorizando : 
(n-DAn+14+(n+1)xn) 


Pa E E E 
311432311 1716161 7/48 x71 


n= Diin+(n+2)(+ Dn-nín+2)] 


* Simplificando los factoriales, se obtendrá: Sr. PAL en + >E.l 
ET 1+16 2) n+(n+2)(n)(n) n(1+n*+2n) n 
1+32 Aa7x16 Ni+8 RPTA: 
* Nuevamente simplificando : E =(32)2-(8)=10 PROBLEMA TIE 
ze Simplificar: p= (LR Xx 
RPTA: “B” GiDi++Diral 
PROBLEMA 7: Aja+2  Bjx cr Dy2 EJ 
(+ 9)!(4 7)! _ RESOLUCIÓN: 
Cl a * Degradamos : (x+2)l=xwH(%+1)(x+2) 
42 BJ cJ6 DJ8 EJO (+ Dl =x(x+ 1) 
RESOLUCIÓN: * Reemplazando en el denominador: 
* Factorizando el denominador : (+2) xxl 
(es y AD y O GADGCADAAGDAS 
(x+8Mx4+7) + (247)! (+7) [(x+8)+ 1] orando acudan dro 
* Cancelando (n+7)! : T= (+2 xa! 
49) - yyy > EXA > (4 8)1=141 a [(%+11(x+2)+(2+1)+1] 
(+9) (+9) A 


* Luego: x+8=14>x=6 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 8: 


Resolver: Euro Leti 


>T=x+2 


e A 
All (+2) 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 11: 
Resolver la ecuación : 12x1+5(x+1)! =(x +2) 


(EDICIONES KUBIÑOS 


2383 [EE] +acromiar Y NÚMERO COMEINATORIO) 


84 BJ5>  CJ6 DJ7 
RESOLUCIÓN: 
* Descomponiendo en función de x! ; así 
12x1 + 6(x +1)x!=(%+2)(0+1)x1 
* Cancelando este, se obtiene: 
12+5(x+1)=(x+2)M(x+1) 
* Efectuando, resulta; 
12+5x+5=x*4+30+2>x*-2%-15=0 


* Factorizando : (x + 3Mx—5) =0 
*Sólo setoma: x ='5 


EJ8 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 12: 
Señale el equivalente de ; 

K=1x11+2x2/+8x3/+4x4/+..+nxn! 

A) (n+2)! Bln+1)! Cin" Din(n+1) — EMn+1)L1 
RESOLUCIÓN: 
* Por inducción matemática se tiene: 
* Para un sumando : 1x1!=1=2!-1 


* Para dos sumandos : 1x1/4+2x2/=1+4=5=3/-1 


* Para tres sumandos: 1x 1/+2x2!+3x3/=23=4!-1 


* Para cuatro sumandos: 1x 11+2x2/+3xX3!... =5!-1 
* Para «mn» sumandos : 


1x1 +2x 2143 31+4x41+...+nxnl=(n+1)1-1 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 13: 
Calcular la suma de: P=24+24+% 
223141 
40 41 
E EA 
E 41 z 41 
RESOLUCIÓN: 
* Efectuando, se tiene como equivalente de la suma: 
AE id 


ARA 
2612 


40 términos 


42 
4 D)J1 


*Expresando cada fracción de una forma 
conveniente para deducir el último término, así: 


E 1 
=— + 
eN 1x2 23 3x4 40x41 
IO AS 41-40 
Pa aa toral 


* Desdoblando cada fracción: 


* Resulta: P=1-2 
41 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 14: 
En la siguiente ecuación: 


n?(n—D+:2n*-3n+1(n-2)14n2-3n +2)(n—31 UN 


n+1 
el yalor de n es: 

AM1 BJ10 cj9 
RESOLUCIÓN: 
* Factorizando (n — 1)!, resultará: 


GDA 
n+1 


> (n-Din(n+2 (n+ 1) =(6n- 43)! 
> (n+2)/ =(6n- 43)! >n+2=6n-43 
>40=5n>n=9 


PROBLEMA 15 : 
En la siguiente igualdad, el valor de n es: 
14+2(2D)+3(3)+...+n(n!) =719 
AaJg4 B)J5 CJ6 D) 7E) 8 
RESOLUCIÓN: 
+ Agregando 1, en ambos miembros: 
242214331444! +... xn! =720 


E] 
27 


> _81+3x8! 


DJ8 EJ7 


RPTA: “0” 


+4x4/+..+nXn!=720 


WD nl 


(n+D!=720=6!>n=5 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 16 : 
Hallar la suma de : 
11!-10! , 10!-9! 9-8! 2-1 
A AN o 
AJ55 B)77 Cj285  DJ85 EJ386. 
RESOLUCIÓN : 


* Los sumandos son de la forma : 
(142)! -(n+D! 
n! 
+ Simplifiquemos en general : 
(a+2)/-(1+D! _(1+2(2+Dn!-(n+Dn! 
ni E nl 


[OU BFTZITITANS 


ls E cc LA ENCICLOPEDIA) 


* Factorizamos (n+1)n!; nos quedará que : 
(n+2)-(n+1)! 
ni 
* En nuestro caso particular nos quedará así: 
107+9%4+8%4+..14 


=(n+D* 


suma decuodrados 
delos10 primerosnúmerosnaturales 


RECUERDE: 
Pen? nin+D(2n +1 
2 
* En nuestro caso : LNADE - ses 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 17 : 


BineZ*, hallar el valor de «S» que consta de «no» 
fé6rminos siendo: 


1 3 6 7 
0 o Para 


MEA 
2) 


AN2-1)/n! BI2"ni-I2" en! 
ClN2n+1)/2"-n! DX2n-1)12" «n! 
RESOLUCIÓN: 
* Un término cualquiera de S puede escribirse: 
Anc l. 
2" (1) 
* Transformemos dicho término: 
2n-1 2n-1 2n-1 1 


2) 2 xn(a-1)1 2” xn(n-1)! =2"(n1) 
* De aquí: 


* Dando Er a «n» tenemos los términos de S. 


1 1 
pela DATO 210) 
Ss 1 l 
2(1). 2 (21) 
ps E 
27 En 2 (2) 2(8N 
1 1 


ORTO! 


* Sumamos: S=1 La pa 
10h 2 (a) 2np > 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 18: 
Hallar el yalords ¡pa Lot CL 
3 
AJZ Ba 0J3 —DJO EJ6 
RESOLUCIÓN: 


* Notamos que Cj yC7 son complementarios. 
* Luego se cumple :C7 y C7_, =CÍ 
** Reemplazando en «E»; 


PROBLEMA 19: 


Resolver la ecuación : CF =44C3 
AY65 Bj16 CJ17 D)J18 EJ19 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicando la regla práctica : 
2n(2n- D(2n - 2) n(n-1) 
TITS CID 


-, E-LRD - 9601) 


E a =17 
3 


PROBLEMA 20: 

Calcular ses, en: CS =03,.y 
AJ668 — B)10612 0)1467 
RESOLUCIÓN: 

* Se presenta dos posibilidades: 
D7=2x-17>24=2x -»x=12 

1) 7+2x-17=x>2x-10=x>x=10 
*Si:x=12>CP =CP 
*Si:x=10>0C7" =Cj" 


D)J8612 


>El problema tiene 2 respuestas: x =10; x =. 


PR OBLEMA 21: 


[est +cs TP -[cs cp 1 


RESOLUCIÓN: 


(EDICIONES HUAROS 


JP2CE55 JE 


FACTORIAL Y NÚMERO COMUELYATORIO) 


* El numerador se pasa a una suma por diferencia, 
en el denominador se aplica Legendre : 
(a+bJ?- (ab)? =4ab 
_ [cs +c;*][c; 
acjej, 
*% Aplicamos la propiedad de suma: 
e A 
* Degradamos la parte inferior de CS: 
cr -oj =T og =0f He. . 


16 


K 


* Reemplazando «I» y «ID» en K: 


0d 
ee] so a 
ICSC, 4x9" 9 
Reducir la exprosión : 240541 -/2405 +1 
Ajón — Bjín— Cjén — DjGn  EJlOn 
RESOLUCIÓN: 
(+32 + Dn, Jl nín-Dín-2)(n-8) 
ae ma AN A 


* Simplificando: 
ets smtn? +9n+2)+1- [tn Sn kn? -8n+2)+1 


*+3n=x *n*-3n =y 
ld ra 
rasa aj En 
ln 0? 

* Considerando que: >0e y>0 
(a+D-(y+1)=x-y 


* Es decir + (12 43m) -(n? -3n) 
* Finalmente, resulta «Gn» 


PROBLEMA 23 : 
Calcular «m+n», si: 

CF 4207 +07 +05 =CH0 
AJI2614 B)18612 C)20616 D)24620 EJ16 
RESOLUCIÓN: 

* Descomponiendo : 2Cp'=CJ' +C7' 


*Reemplazando y sumando combinatorios 


convenientemente: 
CP +C7 +07 407405? =CI0,, 
CA et Ct =Ci0s 
Cr eye? Cu, 
o at 
pa 
* Primer caso: m+3=10,8=n-3 
m=7 1 n=11>m+n=18 
* Segundo caso: m+3=10 A 8+(n-3)=10 
m=7An=56>m+n=12 


PROBLEMA 24: 
Dada las relaciones : n/=720 ; Cf =656 
Se pide la uma del valor de «rn. y el menor valor de 


AS BO 0) 
RESOLUCIÓN: 
* Dela ira, ecuación : n/=6! [n=6] 
* De la 2da, ecuación : Cf = 56 
* Por definición: 

da > Bx7x6! _ 
CIC CST 
>kI8 k)!=6! 
>RkH8 h)=6x6! 
>kH18 k) x5/>k=36 k=65 


DJ8 EJ9 


* Tomando el menor valor: k=3, luego lo que se pide; 
n+k =6+3 =9 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 25: - 


Al simplificar dE obtiene: 
OO ORO 

Al Dn 8 
Az BD 07 DEA 
RESOLUCIÓN: 
* Por complementarios se tiene: 

CF =CH; CP =CH; CH 07 

* Reemplazando se tiene: 

Ci +Ci -2Cñ% 2Cj3 
CAFC CREO CORFO CAMCNOS 


20h 
* De aquí: E =2 
za RPTA: “D” 


AMAS EZIE MEA 


TT LA ENCICLOPEDIA) 


PROBLEMA 26. 
Reducir: S=C¿+Cf +09 +CI"4+CJ'4 CP 


AJ1S BJ14  C)CS 
RESOLUCIÓN: 

* Transformando : C¿ a C7 =C7 

* Reemplazando y sumando de 2 en 2 se tiene: 


S=CF+C +07 +0 +C0P 4 CH 


DIC EJCP” 


>8S= 07409 4+C0P4CP4 CP 


dE 
>8=CP4CP4+CH4+CP 


3820 +CP+C0P38=CJ"4+CH CP 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 27 ; 
Efectúe; 

E= CH + CI + caros + CIO + OÍ + CI) + Cóo 
AJCÍ?  BICÍ%  CICHP D)100 E)2000 
RESOLUCIÓN: 


E= CHO 4 CL e manannas + Cóg + OÍ + CH + CH 


2>E=CHO +02 + csm CIO + OÍ + CS 
Eso + Ear 


DE = CH 4 OÍ 4 cncanaco th OÍ) + CE 
pe 


ES CI4+COS de ccccorno + CH DES CO 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 28 : 
Dela relación mostrada; - 7 
E OCC +03 =CH 1 
: "m* Sumandos A 
Calcular el valor de. (m+n+p) 
AJ62 — BJ63  Ci64 — Dj6S EJG8 
RESOLUCIÓN: 


* Expresando : 1= CIO 
* La ecuación se puede escribir: 


CA CPC CE. Cmy= 02 
CcP+ 


*Igualando se tiene; m-+1=29>m=28 


* Como: n=m-9>n=19 
*p=m-9>p=19 
Por lo tanto : m+n+p =66 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 29: 
Calcular el valor de «pw, si : 
CC O C57 y 
Ae Ba E CJ10 DA EJá 
RESOLUCIÓN: 


* Para el numerador extraemos el factor; Ch-7. En 


el denominador degradamos superior e inferior. 


"077 = 0507 = 205 e 
+ Ort = El on 
pH +15 


cu 


Add 


* Ahora: Cpyj - Cf es equivalente a Cp,7. Luego, 
degradando la parte interior en el numerador : 


pel a 
an _n+1 S 
Plp p+1 
n- n-(p+D+1, cr 

p+i 


AZ DA P. 

pp+D]  plp+1D 
* Finalmente reduciendo : p = 8 

RPTA: “B” 
PROBLEMA 30 :; 
Calcular: 
S=1C] 42074303 + +nCp 
730% 

P= ys + o 422 0 
RESOLUCIÓN: 
* Primero: 


=nlicr+lor42 
s=n[lor+Zop+2o3+. 


* Por propiedad; 


Os Eao-=a 
n 


(EDICIONES RETIROS 


TERC287 HE] racromar y 305 


50 COMIIN3TORIO) 


* Reemplazando: 
S=n[C3 +0 40314... +C0]=mx2"" 

* Luego para «P»: 

Se observa que en cada división hay una 

degradación del índice inferior 

=P Rk+1 


A 
* Dando forma quedará : FCE - y p41 
Cra 


+ Reemplazando 
=n+(n-1)+(n-2)+ 


MERANARAGIICANDIR 


n(n+1) 
A ASS 
2 


AL? 40! 
(ODSimplificar : S==3py 


AJ40  B)1500 C)1660 D)1460  EJ1400 
151+16! 
pr AA 
Oreducir: E= 57345 
255 200 260,255 7,55 
A B C D, E 
de aa a la 
(OH Calcular : s=1% 
141 
AJO  Bj120  C)140  D)240 E)222 
de EJES 
¡Simplificar : p=2 442 
Ona 10/+111 
110 111 111 117 118 
B, 8) D, E) 
Mio Pia Wo io Pis 
14 18 Y DN 
(Calcular ¿ 5101419! +20! ¿80! 
18! + 191 6! 
AJ20  Bj40  Cj21  Dj22  E)280 


(ODResolver: (n+1D!=30(n-1)!- Hallar “n” 


AJ4 BJ CJ6 DJ6 EJ10 
! 
(ASimplificar AS 16/4+-161+17/ (3D)! 
[15 +|16 6! 
AJI7  Bj18  Cj9  DJ20 EJ 


(03) Hallar “e”, en : (2 +6)/=720 
AJ2 BJ3 cJ4 D)J5 En 


(OD) Hallar la suma de soluciones de la ecuación: 
(4x-3)!=1 


3 Y 1 1 

E Bl DE ADS EE 
A) Z ) ) G ) 3 ) 5 

1400 , 1100, l4 
(DCalcular : ¡399 199 +3 
AJ400  BJ100  C)45 D)J504 EJ506 
(Dreducir CPC PAC A Cr 
A 
8 
ay Bj2 CIF _DICF  EJCF 
(+6)! 
Hallar “x" en : C% = 
e + 5905 501.201 
AJ40 Bj30 0135 D)50 EJ45 
(EA Calcular “x” en: 207 =6C5* 
AJO Bj CJ9 DJ8 EJ16 
(OD Calcular un valor de “n+ p*,en; 0%, =CP, 
AJa BJ6 cro DJ14 EJ15 
>, sun ano CH OGO_7 

(3) Calcular a 
A BJ2 03 DA EJO 


Cu 0 
¡Simplificar : —£B_ —_ 
Absos CF +Cló+CH CP 


oi D)2 EJ 


Sumar: 
p= 12-10, l10-19,19-18, ,12-l2 
19 18 EZ lo 
AJ55 By77 C)285  DJ85 EJ385 
(ESResolver (a? + x)!=720 


Hallar el número de soluciones. 
AJ BJ2 0J3 DJ4 EJ5 


(UD Calcular : 03740794037 4... + 00 
AJ2" Bj2r"  Cj2 D)2"*2  EJ2"! 


a (Gn+3)!(m+6)! _ 
ED Calcular “m”, en: middle 


AJI  BJ2 CJ3 DM EJ12 
EDCalcular “p”, en: 


[CRA E TO 


Cg7+ Cp + CS 4... + 053 =1024 


FACTORLAL (NÚMERO — COMNBINATORIO) 
AJO  Bji1  Cj2 DAS  EJ14 08)p 0y€ 
0S)E 09) € 
13)A 1M)C 
18) B_ 19) € 


AY BJ2 CJ3 Dja EJ5 
EdEallar “n”: 
ACC 


a A A Así al producto que resulta de multiplicar todos 


al+2(x-1)! números enteros y positivos consecutivos desd: 
ES Resolver: | nr 9-2 la unidad hasta el número considerado inclusive] 
AJ2 B)J3 CHA DJ5 EJ6 


A ní — Se lee: Factorial de “| [Está definido el 
a0Y (DI? = 120 nm  o“n” factorial factorial para 
4J6 BJz CJ8 DJ EJ10 > números enteros 


(O) Reducir: E [EDAD z , 
(a+1D! 6 -Ix2x3x4X5X6=720 (46)! no existe 


Sí: a>-2 7 nm] =1x2x3x4x5x6x7=504( || 5? si existe 
AJa+1  Bja+2 Cla+3 Dja-1  Eja-2 


1314 ¡14113 

(O Simpliricar: y = Co Cio +C5 Ca 

CIP + Ci507? 
E BJ a? DE EJ1 Operaciones 

8 g 3 que no se 
(63H) Calcular “2”: x* =36% (159 —— 
o or definición: 1!=1 

AJ24  Bj48  Cji20. DJ240  E)720 Adición y ¡Sustracción | Por acuerdo: 0! =1 


(O Resolver ¿CH =C2" 
Indicando luego : 4m — 3n 
AMG BIS CI18 DJS2  Ej42 
Os 
1 1 1 1 _ 409 
+ Hee = 
m1 6n8 jane" *ina1 Us 


42 Bas  Cj14  DM0  EM1 


(EDICIONES KVEIÑOS 


HIXOMIO DE SENTON) 


OBJETIVOS : 


* Desarrollar potencias de binomios aplicando la 
fórmula del Binomio de Newton. 


* Calcular un término cualquiera en el desarrollo 
de la suma de un binomio mediante el uso de la 
expresión del término general. 


INTRODUCCIÓN : 


El triángulo de Pascal, que lleva el nombre de quien 
fuera un precursor del cálculo de probabilidades, 
se originó en una discusión que su creador tuvo con 
Fermat sobre un juego de azar. Este triángulo tiene 
la propiedad de que la suma de los números de 
cualquier fila es igual al total de combinaciones 
posibles de tantos elementos .como lo indica el 
segundo número de fila correspondiente, tomados 
de dos en dos. cada cifra de la fila indica, desde 
afuera hacia adentro, las probabilidades 
decrecientes, en relaciónval total de la fila, de que se 
den las distintas combinaciones. 


DESARROLLO DEL BINOMIO 
DE NEWTON 


* Desarrollando los binomios: 
(a+b)=1 

(a+b) =a+b 

(a+b) =a*+2ab+b* 

(a+b)' =a* +30*b+3ab* +b* 

(a+b)' =a* +40*b+6a*b* +4ab* +b* 
(a+ Di =? 


Nuestro objetivo es Ancentra dias potencias del 
binomio (a+b) cuando n 26. 
Para ello vamos a estudiar métodos o formas de 
poder conocer el desarrollo de (a + b)”: 

EL TRIÁNGULO DE PASCAL 


Analicemos las pirmeras potencias de (a+b) y 
escribamos solamente sus coeficientes en el 


siguiente esquema triangular. Para ello 
consideremos (a +b)+ 0: 

(a+b): 1 

(a+b) : DA 

(a+bY: AE 

(a+bY; AAA 

(a+bY: ROA EAS 

(a+b)*: 1 5 10 10 5 4 


la+bl: 1 6 15 20 15 6 1 


“que cada elemento (coeficiente) que esta dentro del 
triángulo resulta de sumar los elementos que están 
encima de él, y el primero y último elemento de cada 
potencia es 1. 


* De esta manera podemos conocer los coeficientes 


(a+b)' : 1.7 21 35 35 21 71 
coeficientes del desarrollo 


*De otro lado, observando el desarrollo de 
(a+bY'; n=2;3;4; estos son polinomios 
homogéneos completo y ordenados (en forma 
decreciente respecto a la primera variable y en forma 
creciente respecto a la segunda). 

* Por lo que, ahora si podemos conocer el desarrollo 
de P(a;b)=(a+b)",n>5- 

* En particular el de P(a;b)=(a+b) 

(a+bJ =a?+7ab+210%6* 4350" 435001421070 +700' +87 
* La ampliación de dicho triángulo aritmético puede 


continuarse a voluntad, es decir, según la necesidad 
del estudiante. 


Si observamos en detalle los elementos del triángulo, 
podemos deducir que, cada uno de ellos se puede 


[AM AZMZMEEAA. 


PACO ME AN CICLOPEDIA 2032) 


expresar como un número combinatorio . Tal como 
sigue: 


C; Ci C; Co 
Co Ci Co Co Có Co Có 
CC; Ci 


C5 Ci C; Ci C; 
Cha Cros Char Ch 


Como la (n+1) fila representa, los coeficientes de 
(a+b)" concluimos que los números combinatorios 
distribuidos horizontalmente en cada fila de dicho 
triángulo, nos expresa los coeficientes de la potencia 
de un cierto binomio. 


EJEMPLO 1: 
Desarrollar : (a+b)% 
RESOLUCIÓN: 


*Se sabe que todos los términos son positivos. Luego 
tomando los números combinatorios de 7ma fila : 


(a+bf =Cja*+Cja*b+Cla'b*+Cja*b*+Cia"b'+Clad"+CIb" 
* Luego : 

(a+b)=a*+60%b+150%*+200%* + 150*b*+60b" + b" 
EJEMPLO 2 : 

Expandir : (a-b)7 

RESOLUCIÓN: 


* Considerando que los signos de los términos son 
alternadamente positivos y negativos, tomemos los 
números combinatorios de la 80a fila : 


(abi =Cja Caos Cate -Cja 040 ja tb Cae Calc 
* Finalmente : 
(a-bf =d7. 20 *b+21a*0 350 tb? +35 b'- 21070 +7ab?-b7 
MÉTODO DE LOS 
COEFICIENTES BINÓMICOS 


Dado el polinomio P(x;y)=(x+y)"; ne Z* la 
expansión de P(x;y) es: 


[Er=r+ Cry + Ona Y + Cy" 


Donde los números combinatorios son llamados 
coeficientes binomiales. 


EJEMPLO 1: 
*“ La expansión de (x+6/", es: 


(YAA y Ca + CY 
EJEMPLO 2: 
* El desarrollo de (+2), es : 


(er 2 =Cla Ola 2 Ci RCA O 
lr) == di 2461 44408416 
(+2) =x +80 + 243? + 320416 
PROPIEDADES 3 


Hdetérminos nena 

D|| det desarrollo ||= ( epa pel 1 
binomio(x+a)" 

EJEMPLO: 


» Píx;a)=(10x+3a)' tiene: 6+1=6 términos 


11) Los coeficientes de sus términos equidistantes 
son iguales por ser combinaciones complementarias. 


111) La suma de sus coeficientes es 2”, es decir: 


[CG + 07405 4C3 +....Ch =2" 


IV) Si el binomio es suma, los términos del 
desarrollo serán positivos, si es diferencia los signos 
son alternados, siendo el lugar par «negativo» y el 
lugar impar «positivo» 


[TÉRMINO GENERAL(T,,, y )en(x + y)" 


A) Contando de izquierda a derecha 


ay 


£1.41 es el término de lugar (R+1) 
EJEMPLO: 


* En el desarrollo de P(x;; 
que el tercer término , es ; 


Ta=To y =Có (0?) x(2y? P=4C0Ía 7 x y! 
B) Contando de derecha a izquierda : 


1) = (x*42y? J*, se tiene 


Tar E Cp 


EJEMPLO: 
*En la expansión de J(x; y) = (x%-2y%)óse tiene 
que el término de lugar 4 con respecto al final, es: 
Ti Toy = CHA 20? = CG y? 
TÉRMIVO CENTRAL 
A) El desarrollo del binomio tendrá un único 
término central si «n» es.par, luego la posición que 


(EDICIONES RURINOS 


TEC s91 


HINOMIO DENENTON) 


- a 
ocupa este término es : 7 +1 


a 
=Chxxixar 
E 


la 
2 


EJEMPLO: 

Determinar el término central del desarrollo de: 
Plaza) =(x* +0)" 

RESOLUCIÓN : 


T=Te ¡at Pla =Cgx0xa* 
E, 
E 


B) Si «n» es impar existen dos términos centrales. 


EJEMPLO : 
Determinar los términos centrales del desarrollo de: 
Pla; a)=(x* +0? Y 
RESOLUCIÓN: 
* Calculamos el primer término central para : 1 = 7, 
Tercentras = Tz41 = Tor1 = Ct? Ja? JP 
2 


Trcentras = Cix* xa? 
* Calculamos el segundo término central: 


Tercentrar =Tgya, Ti = Cit Pla? 
? 
> Tecntra = Cjat a? 


POTENCIA DE UN POLINOMIO 


Al desarrollar la potencia del polinomio: 


(2+X2+Xg HA +)" 


* No es nada sencillo ; puede convertirse en un 
trabajo tedioso por la cantidad de términos que 
posee. Sin embargo , podríamos indagar por el 
coeficiente de cierto término. 


* Analicemos un caso particular : (x+y+2)? 
* Por álgebra se sabe que : 

(a+y+z)?=x?4+y? 427 + 2xy +22 + 2y2 
* Observa que todos los términos tienen el mismo 
grado 2. Ademés, el coeficiente de los términos de la 
parte literal xy,xz6 yz es 2. ¿Por qué? Porque se 
pueden formar dos permutaciones en cada caso : 

Xylyx, xzlzx, yzlzy 


* Y el coeficiente de x7, y*, 2”es 1 porque en cada 
caso se puede formar una permutación con 
repetición x2=xxx, y! =yxy, 22 =2xz 
* Luego, si tenemos la potencia : (x+y+2)? 
* Y deseamos conocer el coeficiente del término cuya 
parte literal es x? y?z*?, habría que preguntamos 


cuántas permutaciones con repetición se pueden 
formar de seis en seis en las que aparece dos veces 
la x, dos veces la y y dos veces la z. Esto es: 


6l 
222 
» Este resultado se puede generalizar indicando que 


90. Luego, elcoeficientees 90 


el coeficiente del término x*, y1,z* en el desarrollo 
de la potencia (x+y+2)P es: 
p! 
TA donde p=i+j+k 
*Este resultado se conoce como feorema 
multinomial. 
FÓRMULA DEL DESARROLLO 
(FOEMULA DE LEIBNITZ) 


Para obtener el desarrollo de un trinomio con 
exponente natural usaremos la fórmula de Leibnitz: 


(a+ y+z)" = $ 
apa e 


* Donde: (a, B,y+c Zi 
+ Además: a+ B+y=m; donde la suma se realiza 
para todos los valores que puedan tomara; f y y. 


En el desarrollo de (a+b+c+...)"/ne N 


[a+b+e+... able... 


ES [£3 
"az 


¡da Br 0Zo 


EJEMPLO 1 : 
Halle el coeficiente de x” en el desarrollo del 


trinomio: Q(x) =(a +bx+ex?J? 
RESOLUCIÓN: 
*El término general del desarrollo es : 


=: 9! 2) 
(af a? y = VIE Gaal 7 


9 
apra 
*Donde: a+fB+y=9 
* Por condición: P+ 2y = 


CAMIZIZHERE TA MEiG92)1 A ENCICLOPEDIA 2012 
E = 
Resolviendo (1) y (11), tomando en cuenta que TI) En (1+x4 y +2)? se tendrá: 
aByreNo- 
* Las soluciones son : 18+4-1_ 16 _ 


(a=5AB=3 Ay=1)V(a=6APB=1Ay=2)vw 
(a=4AB=65 A y=0) 
* El cocficiente de x* se obtiene realizando la suma 
para los tres tríos de valores encontrados para 
oByr. 

ALA El 
o 7 TT +0 
> Coefíx* ) = 504a*b*c+ 252a*bc? + 126a*b* 
EJEMPLO 2 : 


Gpo? 


ato? 


Hallar el coeficiente de x* en el desarrollo de 
(142x430?) 
RESOLUCIÓN : 


5 
* En el desarrollo es D, 18 


lejAlr 


(De(2x) (3x* y 


* Donde: a+P+y=5 
A 16 
* Equivalente 
Equ rar 
* En nuestro caso ; a+ f4+7y=5 
B+2r=6 
*Si:7=1>P=4n0=0 
y=2>fP=2n0=1 
r=3>fP=0.0=2 
* Luego el coeficiente de a6 es: 


2Pw3r. pz 


IS pezgr, LE ga, 3t4 LE 09 
A TE TIN 
= 240 + 1080 + 270 = 1590 
NÚMERO DE TÉRMINOS 
El desarrollo de (a +b+c+-...+ p)" tiene : 
a 
Y eerminos! 
[n=|r-1 
* En su desarrollo : 
D Así: (a+b+c) tendrá: 
S términos 
[2+3-1_ 14 438x126 sórminos 
[2ia=3  [el2  lel2 


* Efectivamente, ya que su desarrollo es : 
a? +b? +0? + 2ab + 2ac + 2bc de 6 términos. 


20 términos. 


lel4-1  l8ls 


BINOMIO DE NEWTON CON EXPONENTE 
NEGATIVO O FRACCIONAKIO 


COEFICIENTE BIVOMIAL : 
) _n(n—1)(n—2)...(n—k+1) 
a 


Ri 
* Donde: neR a heN 


as ()- n; E) (5) 


EJEMPLO: 
EDGE -2 3-3) 
4! 


1 


METETE 
3! 
NOTA 


Si n es fraccionario o negativo el número de 
términos es ilimitado. 


lx +a)" = Y (atermomeor 
lx +) PA ñ 


EJEMPLOS: 
+2 2 a 
ph -E(;) xp 


ca 


1-3)? =14 20 +31 +4x7 +... 


ae (UY, U2) (Us 
* (14+x) -(% + 1 + tes 


2 
) Hen. 


e 


3 
+ (5) Hana 


te 
A ad 
> (14+x) a ao 
(812) (3l2y (312) 2 (3/2 
| o H ( -j* -( > 


0, 
=1-L01 LLP + 
1 Ep 15 ar 5 

3 3 1 
=L gata ES 


Esta fórmula será válida si x € (-15 1) 


(EDICIONES RUE 
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HINOMIO DE NEWTON) 


IMPORTANTE : 


Si se tiene (14 x)* y «x» es un valor pequeñísimo, 
se cumpl 


(d+ 27% 14 nx]; cuando «x» tiende a cero. 


OBSERVACIONES 


1") La suma de los coeficientes de todos los términos 
del desarrollo de (a + b)" es igual a 2". 


* Por el Teorema de Newton : 
(a+b)" =Cja” +Cja""b+Cja"*b? +... + CRD" 
* Evaluando para a = 1 y b = 1, se tiene: 

(14D" =CG +07 +05 +...+Có 


"suma de coeficientes 


SC +CO+C + Oj Ch =2"; 


nen 


EJEMPLOS : 
"CIRCO CH +... + Cjo =21 = 1024 
ACHACA CAC 4 OE 2 
OACI O CT = 997 8 
OBSERVACIONES : 

* Analicemos el desarrollo de (14 x)"; € NW” 

Por el Teorema de Newton se tiene : 


A 
CO in>h>0 
h=0 

” Expandiendo la sumatoria , resulta ; 


(1+x)" =Cjx  +Cjxl4+Cha?+...+O0x" 
* Mostrando explícitamente la propiedad : 
[Ch +xCr+ CR O a Oh =(14 a)" 


(1+x)" = 


EJEMPLOS: 


*C5+3C7+ 37 CI4 3 CG. +3 "CA=(143)" =4" 
"Cc 20 +2%0 PO. +2 9050 =(1-2)=1 


APLICACIONES : 
1D) Sumar la serie : 


el número, así; 
ARNO 1Y 

jajalelles 
Es decir : =(1+3) -1=(5) 7 

3 3 
III) Que se obtiene al sumar : 

Eés 
R=CJ- (¿Ja ) CÍ- (3 CE + (p+1) términos 


=+1 


* Es evidente que la sumatoria obedece la forma 
general de la propiedad . Por lo tanto : 

2 ( 1 y . 
— | =[|—] =(x+D0P;peN' 
x+1 ] x+1 ES 2 


2") La suma de los coeficientes de los términos de 
lugar impar es igual a la suma de los coeficientes de 
los términos de lugar par en la potencia de (a+b)”. 
* Por el Teorema de Newton: 

(a+b) =Cja”+Cja”b+Cja” “bi +Char Tb... CH 
” Evaluando para a = 1 y b =-1, resulta: 

(1-1 =C7 -CP+CG-Cg +. + ("CA 


+0=03-C7 +03 CI +. 1)" CH 
SCOG+OGA O A = CG AO GAO O 


Sp S 
* Asumiendo que: 
Shi Suma de coeficientes de términos de lugar PAR 
5; Suma de coeficientes de términos de lugar IMPAR 
S,: Suma total de coeficientes. 
* De la 1ra. propiedad : S, =S +Sjo.. 
* De la 2da. propiedad , se sabe que S; =Sy».. (11) 
* Sustituyendo (HI) en (D: 

S,+S,=2" 528, =2" >8, =2%* 
gral 


* Por lo tanto : Sp = 
* Es decir: 


CG+CI+ Oj OI + OG+ OS Ae 


* Para calcular los últimos términos de ambos 


P=CH +2%07 +2%C5' +2%07 +..." (m+1) términos" iembros, debemos considerar dos casos: 


P=CP+4CrA ACTO +4" Cn 


* Luego: P=(1+4 4)" 


UI) Efectuar ; 
E Os n 
peras PES. ¿E 
392 ze 


* Acomodando los coeficientes y sumando y restando 


PRIMER CASO : 
Si: “n” es PAR 
CF+CIACG +. +O5=C7 CG + OP + Ch, =2> 
EJEMPLO : 
Cj+CI+CÍ+CG+C5= 


CH+CG+CP+ 07 =2% =9? 


Cam_ a MZMEMEIA 


SEGUNDO CASO 3 
Si: “n” es IMPAR 


OF+CR4 CR... +07 =O0P4 CF 4 CH... +C5=2%* 


EJEMPLO: 
CG+OI+CI4+07=07 +07 407407 =27 1 =20 


3%) La suma de los grados absolutos de todos los 
términos del desarrollo de (axP +by?)”. 


Y G.A. = GA(T,) + GA(T¿)+ GA(T3 Joa. + GA(To 41) 
mr 


>| G.A =—(p+q) 


EJEMPLO: 

Dado: (3x* +2y* JP 

* Desarrollando, se tiene : 

=(30* JP +3(35%)9(2y*) + 3(3* (2y*J? +(2y%P 

=27%% +54: y" +36: y" 4 8y!5 

* Luego: Y G.A.=12+13+14+15=54 
(841) 

2 


* Por la fórmula : Y,G-A. (4+-6)=54 


4") Cálculo de un término cualquiera contado a 
partir del extremo final en la potencia de (a+b)" 


Agn=k 


Ca ¿neN 


EJEMPLO: 


Determine el 4to. término contado de derecha a 
izquierda, en la expansión de la expresión: 


s ¿ay 
(2-2) ¿ay0 
x 
* Por la fórmula : 
Nos 
7-2 1%) 
E 
_10x9x8(x" (5) 
1x2x3 LY Na? 


* Finalmente : 7, = 120x*y? 


>T 


6) Cálculo del término central en la potencia de 
(a+b)”. 

* Si «n» es un número PAR: 

El desarrollo de (a+b)" admite un sólo término 
central, cuya posición se calcula así: 


Lugar (T¿)==+1 


* Si an» es un número IMPAR: 
La expansión (a+Bb)" posee dos términos centrales, 
cuyas posiciones se calculan así: 


Lugar (To) == 


Ultugar (Te»)= nz 


EJEMPLO 1: 

Muestre el término central en el desarrollo de 
(a P4y3)s 

RESOLUCIÓN: 

POR PROPIEDAD: 


Lugar(To)=£+1=4 
* Luego: To =7, =08(x5) (y?) 


6x6x4 (16), 
Te ge) 


* Por lo tanto : Tp =20x'"y? 
EJEMPLO 2: 


Señale la suma de los grados absolutos de los 
términos centrales de la potencia de (*+y1)%. 


RESOLUCIÓN : 


* Lugar, )= 2 =a4 
*LugartTo,)== 65 


* Análogamente, los términos serán: 
Te, =7, =C (yt = 359 y"? 
A E 
* Nos piden: 
S=GA(T,1)+GA(T,2) 
>8=(12+12)+(9+16)= 49 


RECUERDA: 

D) La suma de coeficientes en el desarrollo del 

binomio (ax+by)” es: 

"Se obtiene 
haciendox=y=1" 


donde «x» e «y» son las variables. 


(a +5)" 


11) La suma de exponentes en el desarrollo del 

binomio (x%+x0)” es: 

(a+ Bln)n+1) 
2 


III) El coeficiente del valor máximo en el 
desarrollo de (x+a)"es el término central si «m» es 


(Enrci ROBIÑOS 


par, y los dos términos centrales si «nm» es impar. 


*Si:(x+y)% 
> coefomáx. : 0?” 
Si: (a+ y jon 
> coefomáx. : CP A Cana 


TV) El número de términos del desarrollo del 
trinomio (x+y+2)” es: 


(n+D(n+2) 
AAA 
2 


ezt 


V) En general, el número de términos del desarrollo 


, (n+r-D 


(2/+x73+%7+..+x,)7 08: nez* 


ero Combinatorio 


“n” elementos tomados de “k” en “k”. Notación 


Representación del número de combinaciones 3 
mn: 


GineZ A hkeZ A kon 


Definición 
matemátic: 


Regla Práctica 


PROBLEMA 1: 


Utilizando el teorema del binomio,desarrollar : 
(2-3). 
RESOLUCIÓN: 


+ Recordemos que: (a +9)" = Y (pJa"-*5* 
k=0 


* Luego : 
(DS E O OS 
> (2-3) =10Dx* +93) +6(9)2* +4(27)x+1(8D 
> (x- 3) =x 1-12 +54x* 108: +81 

PROBLEMA 2 : 

Utilizando el teorema del binomio, desarrollar 
Cr-0- 

RESOLUCIÓN : 

* Aplicando el teorema del binomio : 

(er (gl o + (Seo Eh 
(eco (Se o (e a+ (San ca 

alrr-e 


O AS 
rl 641020 e Or 1600 6012 


PROBLEMA 3: 


Determinar el cuarto término del desarrollo 
binomial de (3p+2g*%. 
RESOLUCIÓN : 


* El término de lugark + 1 del desarrollo de (a+D)", 


5 Trar=(5)Jar*b*; 0<ks<n 


* Luego el cuarto término del desarrollo de 
(3p+2g*1* es: 

7,=(¿)(00) (27 =(3)9p*2%9? = 7, =7200*4* 
PROBLEMA 4: 


Determinar el término en el que avarece 2% en el 
desarrollo de (2-3). 


RESOLUCION: 


* Recordemos que en el desarrollo de (a + BJ” el 
término general es : 


Dra =(p)ar*b the Z; 0shsn 
* Luego, para nuestro caso: Ty, =(4)()7* sy 


* Entonces, para que el término contenga a 1% 
4-k=3>h=1 


CAL GIIBNEA 


Ho) AIN CICLOPEDIA 2012) 


* Finalmente: 7, = (1)x* (23) =-12%* 

* Comparemos este resultado con el segundo 

término del desarrollo del problema 1. 

PROBLEMA 5: 

El grado absoluto del 9no. término del desarrollo 

de (mn* + p?)*es igual a 16. Calcular el valor de 

5 BJ6 C)7 

RESOLUCIÓN: 

* Por el término general : 
Tp =Cj(mn? y (p?)y 


DJ8 EJ9 


* Luego : 
GA(T¿)=(14+ 3)(x -8)+16=16 
* Efectuando : 4(x-8)=0 
* Finalmente : x= 8 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 6: 
Hallar el 6to. elemento de la potencia de la expresión: 


10 

(5-05) 
A)1780x* B) 1890x* Cc)1880x* 
D)1850x* E) 1690x% 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicando la fórmula, se tiene: 

Sl y A 1 
%- col (0d 1:2x3x4 3)e y 
* Simplificando se tiene: Ty =1890x* 

RPTA: “B” 


PROBLEMA 7: y 
Determinar el 4£o. término en la expansión de: 


de El 

UNA 

yo mi 12 o Doa na Ls 
EOL OCÓN 


sy? 3 
* Por el término general: 7, =CS Es E 
palet e) 
nexo Nx 


* Finalmente : Ty =--5- 


>T,= 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 8: 


Muestre el término central en la potencia de : 


4 
(= 4 + %) 
AJI B)1130x”  C)1140x* 


D)1110%% E)1220x" 


RESOLUCIÓN: 
*El trinomio base es un cuadrado perfecto. Es decir: 


[IT 


* Luego el término central ocupa el quinto lugar. 
. 
ae) E) 
* Efectuando operaciones : T), =1120x* 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 9 : 
Indique el término de lugar 10, en la expansión de: 


(eres Ale 
e 


Aplicando directamente la fórmula general, 
RESOLUCIÓN : 


9 
Tio = CP (27% y 70 (5) 


> To =p “r(L El 


12x 11x 1019 0 16 ES) 
[9x1x2x3 Ez e E 


* Finalmente : T,p =220x% 


PROBLEMA 10 : 
Calcular el 7mo. término de la potencia de : 


Vx J 
—-12x% 
E 
Por la fórmula de recurrencia : 
RESOLUCIÓN: 


7, =cs($ er >. Es Je 


2:8-7/6 E 2) 
Bx, T, = 84x* 
>T= ienzaals (8x)* >7, la: 
PROBLEMA 11: 

Hallar el número de términos que tiene el desarollo 
de (x+y*)", si los términos de lugares 4 y 6 tienen 
el mismo coeficiente. 
AJB_  BJO  C)12 
RESOLUCIÓN: 


> To = 


Dj4 EJ16 


(EDICIONES _RUBINOS 


Les IEIZA Li 


BENOITO DE NEWTON 


* Por el término general : 
Coef(T,) = Coef(T,)=> Cz =C¿ 
* Por degradación de índices : 


(ga E 


* Por lo tanto: NY” de términos = n+1 =8 
RPTA: 


4 


PROBLEMA 12: 
Qué valor natural de «nx» hace que uno de los 
términos del desarrollo de: G + ») adopte la forma 


play 
AJ2 Bid CJ6 
RESOLUCIÓN: 


* Sea (k+1) el lugar que ocupa dicho término: 


DJA8 E)20 


mk 
(E ja 


* Por dato : Ty, = px*y? 
* Igualando:n=k =4.. 


RPTA: “A” 


PROBLEMA 13: 


Indique el lugar que ocupa el término lineal al 
desarrollar ; (0,53% + 4x9 

AJi3avo B)i4avo C)i5avo D)iGavo E)l7avo 
RESOLUCIÓN : 


“yo 
* Dado: E + 1) 

2 .- 
* Sea (k + 1) el lugar que ocupa dicho término de 
primer grado : 


¿yo Rh 
4 
AO 


x 
* Reduciendo se tiene : Ti, =470-% 
* Por condición : 76 - 6% =1 

*Se obtiene : k = 15 


* El lugar es % +1 =16a00. 
RPTA; “D” 


PROBLEMA 14: 
Hallar el número de términos en el desarollo de : 
(45+y*)" si la suma de los grados absolutos de 
todos los términos del desarrollo es igual a 546. 


AMA BAZO OAS  DJIA SENA 
RESOLUCIÓN: 
Por propiedad, se tiene: 

Yca=(5+2 2040 = 546 


>on(n+1)=166= 12x13 
>n(n+1)=12(12+1)>n=12 
RPTA: 


PROBLEMA 15: 

Calcular (m+n), si el cuarto término del desarrollo 
de (x+2)” es iguala 80x". 
AJ7 BJ6 CJ5 DJ4 
RESOLUCIÓN: 


T, = Cjx" "92% =80x" => 8C5x""* = 80x" 


EJ3 


* Igualando los coeficientes: 8C7 =80 => CF =10 


* Del cual, se tiene: [n = 5] 


* Además; n-3=m -»|[m = 2] 
* Finalmente: m+n=7 

RPTA: “A” 
PROBLEMA 168 : 


Hallar el lugar en el que se ubica el término del 
desarrollo del binomio: 


210 
+ 
e 
a,b e R-10); que contiene a «a» y «b» elevados al 
mismo exponente, 
RESOLUCIÓN : 
210-k pe 
DI PNC E PER) 
2U0-k _k  -2104k  k 
Sth=COpP a 2 xa tb 1 xb2 
* Reduciendo : 


420-Sk  Sk-210 
bc A 


* Por condición los exponentes son iguales: 
420-3k _ 3k- 210 
E 
* Resolviendo : k =105 
+ El lugar pedido es «% + 1»; 106 
PROBLEMA 17; E 
Hallar el coeficiente de «a» en el desarrollo de la 


iy 
expresión : (+++) 


[CALA IZIERRA 


525) A ENCICLOPEDIA 2012) 


RESOLUCIÓN: 
* Supongamos que «x'» se encuentra en la posición: 


R+li _ 
E 2yrf 1 
tur = Cp (a?) (3) 
x 
A ty = Cp 
*Pero como este término contiene a «x”» y por tanto: 


2n-r 


2n-bp= = 
In-bp=r >p 5 

* El coeficiente buscado es «Ch». 

* Es decir : pa 


* Desarrollando el combinatorio será: 
nt 


ME 
5 


¡Reduciendo 1 =__—__—__—_— 
: E =) (E + =) 

5 5 
PROBLEMA 18 : 
Calcular el término independiente del desarrollo de: 


E. 

Bn 

RESOLUCIÓN: 

mery (2) 

Tre - Pam (Je [eo ae0- ae 


*Como se pide el término independiente, el 
exponente de «a» debe ser cero, Juego: 


60-4k=0>k=16 


2 


* Entonces : 
20 
Te = (Je =-16504 


: Ez 
+ Es decir en el desarrollo de (e > 2) el término 


independiente es - 16604 y se ubica en el lugar 16 
de su desarrollo. 


PROBLEMA 19 : 
El desarrollo de las potencias ; 


Ens] era roy? 


poseen cada uno de ellos un término con idéntica 
parte literal. Determina la ubicación de los mismos. 


RESOLUCIÓN: 


Sean m +1 y n +1 las ubicaciones de los términos 
con idéntica parte literal. 


A 
rr (jam 3 


* Como son términos con idéntica parte literal se 
tiene : 


T, 


mel 


* Resolviendo el sistema, se tiene: m =16 ;n =13 
* Por tanto las ubicaciones son 16 y 14 
respectivamente. 


PROBLUMA 20 : 


Calcular el valor de «a» para que el coeficiente de 
x" en el desarrollo de (++aJ*sea igual a 672. 


RESOLUCIÓN : 
* El término que ocupa el lugar R+1., del binomio 


es: 9 
The = ( 9-k gh 


* Ahora, para que la potencia de x sea 6, se debe dar 
R=3. Así, 


* Entonces : 84a* =672>a* 
* Luego: a=2 

* Además , podemos decir que el cuarto término del 
desarrollo de (x+2)? es 672. 


PROBLEMA 21: 
1 120. 
TAE 
Eb :) determinar: 
e) 
I) El número de términos racionales e irracionales 
que tiene el desarrollo. 
11) ¿Cuántos términos enteros y fraccionarios 
existen? 
RESOLUCIÓN: 
» El término general de este desarrollo es: 


Dado el binomio : 


pl ap E 
tra =CH" 10.2) 5%) ta =CjP% 5x3 


BR 
e 
E 


(Enicros HEOEIZOS 


e MEZZO 


NOE DENT) 


1) Para que sean racionales ; 
Sk 
24-E =Nú 
15 = Número entero 


Esto cumple para: k = 0; 16; 30; 465; 60; 765; 90; 
106 ; 120 ; lo cual indica que hay 9 términos 
racionales y como el desarrollo tiene 127 términos, 
los irracionales son 112. 


KI) Para que sean enteros : 

24 e = Número entero y positivo. 
Esto se cumple para k = 0; 15; 30; 45 ; hay 4 
términos enteros y como existen 9 racionales hay 5 
fraccionarios. 


PROBLEMA 22 : 
Hallar el décimo término del desarrollo del binomio: 


AE 
Pr ie 
( E ña) 
RESOLUCIÓN: E 
y 1 
jo = Tas = CG (27% y? (5) 
pa 12:11.10 
0. ee 120 
C, Ciz.9 = C; 28 220 


3 9 
Tio = 22030) (37 271) 
* Efectuando se tiene : yy = 220x* 


PROBLEMA 23 : 


Siendo «A», «Bw y «C» los coeficientes de tres 
términos consecutivos del desarrollo de (a+b)". 


Además: A+2B+C=Ciz 
Hallar «mo. 
RESOLUCIÓN: 

” Sea «T, 


",,,» el primer término: 


ST = Charro 
*Luego :A=C" . 
* Sea «Tr, » el segundo término: 
> Toi Carr 
* Luego : B=Ch,, 
* Sea «T,, y» el tercer término: 


Char? re gr+2 
+: 


> Tras 
* De la condición: 


A+2B+C=Cj => Cf + 2CF,, +CF,2 =Cj 


> A AAA A 


> C7 + CA, + Ch + Cr =Cio 
Se Trato GE RAS 
Chi + Cra = Ci > Chia = Cia 
NES, 
* De la igualdad : n+2=20>n=18 


PROBLEMA 24 : 
Hallar el término que ocupa el lugar 103 en el 


desarrollo de ; 
(a Z q)” 
RESOLUCIÓN: 
a A E) 
> Tios =Ci04 «0y 
* Pero: 
Cro =Ció4- 102 = 0% > Ci; = 


102 


104x 
200 
* Reemplazando : Tp = 6356x*y% 
PROBLEMA 25: 

Desarrollando la expresión : 

(a?+a) (a?-1)*?(1-a?) se obtiene 21 
términos en total. Hallar el segundo término. 
RESOLUCIÓN : 

* Agrupando convenientemente : 


[(++(3] la? 


la? -1Mla?-0"* =(a? py” 
* Del dato: 2n+2+1=21>n=9 
* Calculando « Zj» : 

Ta =Tja1 = Ca? Po (1)! =-200% 
PROBLEMA 26 : 


Hallar «n» para que el Ty del desarrollo de: 
gana 


Ez | 
contenga a «x» con exponente 44 - 


RESOLUCIÓN: 
* Calculamos «Ty» : 


2aon+2-24 y 3324 
Tas 04 8) ( y ) 
224 y E 


* El exponente de «x» debe ser 44. 
2(6n+2-20-¿00 =44 


(CAL OENERESA 


EXT! 


= 10n+4-48-12=44> 10n = 48+ 12+44-4 
=> 10n=100 > n= 10 
PROBLEMA 27: 


Calcular el valor de «%» en el desarrollo de (14x)% 
si se sabe que los coeficientes de los términos de 
lugares (2k + 1) y (k +2) son iguales. 
RESOLUCIÓN: 
* Calculamos el término (2k+1) : 
Terra = CDA (AS 1 = Con 
* Calculamos el término (k+2): 

Pira OE LDO AO 2 3 OB 0 (ID) 
* Pero como (1) y (11) son iguales , entonces ; 

Cc =C%, 

* Se cumple: 2k+k+1=43 
*Luego:k = 14 
PROBLEMA 28: 


Encontrar un binomio tal, que al desarrollar su 
puna potencia, se encuentra que el tercer término 


es 10x% y su quinto término = z 


o 1) 


Ayto pat ce as 
Ax + Bjax' a Cljx--=5 DI 
RESOLUCIÓN : 

(a+5)' =a* +5a%b+100** + 100%? +60b1 +b% 
* Comparando: 


104%? =10% -» a%b? = x* 
bab! = SA ab! = 
x 


*De (Dx(10) > a*b* =1; extrayendo Y ;a*b* =1...(1I) 


*De (11)? cto > av) 
“De An, eL, 
, 1577 


* Reemplazando en (1) se obtiene (a=x"")luego el 
1 
binomio será : (+= + 3) 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 209 : 


Hallar el valor de «m» sabiendo que la diferencia 
entre los grados absolutos de los términos sexto y 
décimo sexto del desarrollo del binomio 


E y INCICLOPEDIA 2012) 
(at+y”)” es 10. 
AM BZ 03 DM Eo 
RESOLUCIÓN: 


Tg=CP (xt )P8(y”")*, en donde su grado 
absoluto es: 8n — 20 +15m 
Tis =Cip(x1)2-16 y !6m on donde su grado 
absoluto es : 8n — 60+15m 
* Por condición del problema : 

(8n - 20 + 5m)-(8n - 60 + 15m) =10 

> 40-10m=10=>m=3 

RPTA: “C” 

PROBLEMA 30: 
Calcular el término independiente del desarrollo de: 


60 
(+55) 
AJCF”  BJCOF  CJO%  D)JC$ EJ286 
RESOLUCIÓN: 
* Sesabez Ty, = CP (Jr (3019) 


=C£0 y00-20% 


The 


* Para que sea el término independiente se debe 
cumplir: q: 90-20k = ¿0 de donde: 60-20k=0 => k=3 
* De donde se deduce que el término independiente 
es: T,=C7 

RPTA; “D” 
PROBLEMA 31: q 
pastos el número de términos en el desarrollo de; 
(3? + yó)" si la suma de los exponentes de todos 
los términos es igual a 252, 
RESOLUCIÓN: 
* La suma de exponentes será : 

(2+5)n(n+1) _ 959 
2 

* Reduciendo: n(n+1)=72 


rt 
> n(n+1)=8x9 
¡E 


* De aquí: n =8 

* El número de términos es 9. 

PROBLEMA 32: = 
Determinar «a» y «b» en A El +2) 


A 


NES HUBIÑNOS 


ELE 


DINOZIO DE NTTON) 


de modo que admita un término central dela forma: 
Cy 
E 


RESOLUCIÓN: 

*Como hay un término central, el lugar es 3+1, 

0 
yy 


PO 

= na 2(9 y Z x z 

aa on 
y 


o 
AT da 


* Pero como (1)=(11) ; entonces : 
Cia La y] yq =0ta y! 
2 E 
* Identificando exponentes de «a» e «p» 7 
Da-1=3 bía=1)=6 > 2(6)=15; b=6 


* Resolviendo : a=2 ; b=6 
PROBLEMA 33: 


1 50. 
Dado el binomio (45 + E] + determinar: 


DEl número de términos racionales e irracionales 
del desarrollo. 


M) El 'número de términos bajita yel Aaa de 
fraccionarios. +] 


1) Encontrar el término independiente: 
RESOLUCIÓN: 


=p o (yy 


= CHO y2on2 hi6 


= 150 ¿267/10 
Tm 0% 


A Tha > 


1) Para que una expresión sea racional, los 
exponentes de la parte literal de dicha expresión 


deben ser enteros; luego: 25 — Es = número entero, 


cosa que se cumple para: ke(0; 10; 20; 30; 40; 50) 
ya que k<60, luego hay 6 términos racionales y 45 
irracionales ya que el total de términos del binomio 
es 51. 

1) Para que una expresión sea fraccionaria, alguno 
de los exponentes que afecta a sus letras debe ser 
negativo , luego : 


25 <0-» luego: le (365; 37; 38;»..350) 


habrá 16 


fraccionarios y 36 términos enteros. 

> 250 <7k -> 36,7 <k 
* Nótese que para la resolución de este tipo de 
problemas se deberá observar las restricciones. 
O<k<n ; k=número entero , en donde «n» es 
el exponente del binomio. 
TI EL término independiente se obtendrá haciendo: 


7k 
25< 70 Entonces términos 


29 xP de donde: 25-2=0 E % pero «Je» 
debe ser entero y positivo luego : 


1 50. 
+ » ix 
En el desarrollo de (v +=) no hay término 
independiente. 


PROBLEMA 34: 

1 4 
Si los coeficientes binomiales EN A (1) 
equidistan de los extremos en el desarrollo elevado 
a un exponente n e /Y. Halle el valor de x, 
ARI Bj2 Cc)3 DA E)-3 
RESOLUCIÓN: 


4 4 
*Si los coeficientes ( e) A () equidistan de 
los extremos en el desarrollo de un binomio. 


(0? -x)+(20-2)=4 


>+xr-6=0 


* Pues (x*-x)e N n (2-2)e N 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 35: 
Si el único término central del desarrollo « ab 
(++ 21 .es de sexto grado, entonces a cosita 


de dicho término central es; 
AS BJ6  C)0  D)20  EJ70 
RESOLUCIÓN: 


* Datos : Binomio: (+: +2) 
término central Ye 
ES) 


grado de Tess) 6 


AVAFITBTTAN TEX 3023 )lf 


* El término central está dado por : 


Po] eN a >.) ma iy 
3 3 


n n 
=+5=6 =6 
SAO A 
* Luego, el coeficiente + Cc = 4% 6X4 _ 9g 
RPTA: “D” 


BROZRENA 36: 


En el dbskrolla Rel Aedien ia binomio (are Et) 
Los términos de lugares (1+6) y (n+8) equidistan 
de los extremos. Encontrar el exponente de «a» es 
el término central. ' 
AJ25 BJ36 048 D)72 E)81 
RESOLUCIÓN: 
*De (a +0" y" 
16 = 0%, (at)m-5(p5 195 

Ta = Cats y 
* Si ambos equidistan de los extremos, se cumple: 

Ce = Chez 
* Deaquí : n+6+n+7=3n n =12 
* >El binomio es : (at +92)” 
OBSERVACIÓN: 
El término central ocupa lugar 19. 
y 


* Dedonde: 7, =C%(a)*(5%)* 37), 


* El exponente de «a» es 72, 


=Cjja”b” 


RPTA, 


“p»” 


% 3 hd 
A)3300 B)3360 Cj3240 1D)7080 e 
RESOLUCIÓN: 

* su término general es: 


2 (20) b' (30) 2 3abto 
[el al7 


1z 
la | al 7 
* Como la parte variable es : adb*e 
* Donde: «=3; P=3; y=1 
ez: su coeficiente es: 


Y TN CICLOPEDIA 2012) 
A fre 
¡EEN E 


=7x5x4x8x3=3360 


x8x3 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 38: 
En el desarrollo de(a?+b-a)",hallar los 
coeficientes de los términos de la forma: a!” b*, donde 
«k» es el número par no nulo. 
RESOLUCIÓN: 
*Aplicando la fórmula de Leibniz, el coeficiente de 
ab será: 


(a? 1d y 
E ¡(ayb a) 
* Reduciendo : Y) e 7 ¿(ay reo po 
* Donde A 
* Por dato: 
2a+y=10 vnnan 


k= (par no nulo). 
* Como: 


08.0 
* Donde el único trio de valores que cumple con 
(D,(1) y (ID) es: a=4; P=2; y=2 
* Luego : 
a? 2 ay? 1042 

al Y 6 a = 4204"b; 

> el coeficiente de a'*b*? es 420 
PROBLEMA 39: 


Hallar el coeficiente del término que lleva x” en el 
desarrollo de (x* - 2x+ y 

AJ320 — BJ420 C)210  DJ260  E)180 
RESOLUCIÓN: 


* Observación: (y? 2041) =(x-D" 
* Supongamos que Zj,, lleva a +%: 


> Tari = CR cacao (1) 


*Deaqui: 10-k=6 >k=4 


DICIONES RUBINOS 


TEM 303 


DINOO DENTTOS) 


*En (1) : Coef.y, =C¿(-1)* 
10x9x8x7 


* Osea: Coeficiente= 
1x2x34 


=210 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 40: 
Hallar el coeficiente de x"en el desarrollo de : 
(243 +01) 
RESOLUCIÓN: 
* Su término general es : 


[ÉS 7) lA 2290.39 
22(3% Pat y = 2030 g3brtr 
la Lal» la L8lz 
* De donde: 
a+Bry=4 
aa Prez; 


* Resolviendo el sistema :7=1 A P=2 A a=1 
* Luego su coeficiente es ; 
MA oros 4x3x2 
Ea ALE 9=216 
En sn 
* Luego el coeficiente de x'=216 
PROBLEMA 41: 


Hallar el término independiente de x en el desarrollo 


de: (s+1.2 =| 
4/19 BJ15 ca7 


RESOLUCIÓN: 
* Recuérdese la fórmula de Leibniz . 


DJ18 EJ16 


* El término que contiene a x*(T.Ldex) en 


E 
(2rr2] 


LY 


la 
lalala ca” 
* Dedonde: a+fB+0=4 
* Pero comio es T]. de x>0-PB=0>a=8. 


* Luego: 2a+0=4 con a, B,0e Z; 
*Deaquí: a=0, O=4y P=0 


* Finalmente en (1) : 


a la a 
rro * pl an 3>TL=1+12+6=19 


RPTA: “A” 


PROBLEMA 42: 
¿Cuántos términos existen en el desarrollo de 
(3x+2y* 2? +10)? 
RESOLUCIÓN: 


* El desarrollo de : (3x+ 2y9 —22 +10)" 
4 términos 


18 _8x7xB]8 
él” 152 
PROBLEMA 43: 


Un término que se obtiene en el desarrollo de 
(e+y+z+w) es kx*y3z%1. ¿Cuánto será el valor 
de E? 

AJ5040 B)2620  C)1460 D)1260 E)1070. 
RESOLUCIÓN : 

* Recuérdese la fórmula de Leibniz. 


* Tendrá: 
|5+4-1 


=56 términos 


161 4-1 


*El término kx*y?2%w que se obtiene de 
(=+y+2+1)' viene dado por: 
19 eye 
—B—— ay Lu 
lelglolz 
* Donde: a+PB+0+7y=9 
* Observación: a=3,P=2,0=3,y=1 
[9 _9x8x7x616 
ISI218[1— 6x2x6x1 
* Simplificando : K = 5040 


* Luego: K 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 44: 
Halle el término de lugar 6 en el desarrollo de 


(6+30 0 

RESOLUCIÓN: 

*El desarrollo será equivalente al de 
2/8 as , 

5 ( +2x?)] — porla fórmula general : 


morro [22) 
AAA 


la a 


oe 


Eso 


[OVA ETEITITAN 


2 ) TITAN CICLOPEDIA 2012) 


PROBLEMA 45 : 
Determinar el equivalente reducido de: 


S=C5 +20] +38C3+...+(n+1)C5 
RESOLUCIÓN: 
S=C5+C] +07 +0] +20] + CJ ++ Ch +nC5 
»S=[C3+C7 +05 +...+ C5]+[C7 +203 +303+...+nC5] 
E A 
«enteros +2307 
S=2"enfc5*+05*+07 
ml 


>S=[C5+C5+C3 +... 


:] 


hen Co 


a] 


»8=2%+2% In 
PROBLEMA 46: 
Hallar el equivalente reducido de: 
S= A E a 0 ELA 


EE 
y 


ls 


3 


2 
O 


RESOLUCIÓN: 


n 


ga 


3 


* Por degradación de índices : 


*Aplicando en lo pedido para cada número 

combinatorio, se tendrá: 

sn nep” 
Eo 7 


* Extraemos (n/3)y ordenamos así: 


steps E ) cp E 


ye (17 ] 


3. 


OBSERVACIÓN: 
La expresión en corchete es el desarrollo de 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 47: 
Determinar el equivalente reducido de 


K=C; E + het 


Or 
n+1 


RESOL ION 
* Multiplicando por n-+1 po a miembro: 


(artos n+ M4 on 


Von 
E 


n+1 on 
MO a, SENA 


> (n+DK=CI On AC + CA 

* Sumando 1: 

(M+DK+1=14+ 07 4CH 405" 4... + 

*Pero: 1=C5" 

(nr DK=CH 0 Oj Cn] KE 
A 

PROBLEMA 48 : 

Hallar el valor de: 


(CGRHO PRA (CI +... + (00)? 


Ca 


+. 


1 
n+r 


[En [2n 20 
DE Be OIEA DJ2" Ela 
RESOLUCIÓN: 


* Para el problema usemos algunos desarrollos : 
(4a)” =07+Cla + Chata +. + Chal" 


(+) =Cj +Cjal+Ojat + Cha Cra" 
* Multiplicando miembro a miembro : 
Med =(c5) +(cr)'+(c3Y +. +(en)” 
+C7 +Cj. Cp Oga 

odos estos munandos dependen dex 


* De aquí podemos decir que : 
(c3Y (cr) Hoz) ++ (ep) 
* Es el término independiente del producto de 


(+21 (142 ")" nos corresponde calcular el 
término independiente de dicho producto. 


OBSERVACIÓN : 
. en 
aro" (1+2) eS = 
x= x 
* De aquí para calcular el término independiente de 


x, tenemos que hallar el término que contiene «* en 
(14x)". 


* Supongamos que el término que posee "sea 
Ta a Ter =Cf: 2h 

* Donde decimos: n=h > T,,, =CPw" 

* Luego; TL de x=x""(Cj"x")=C7" o también: 


TL. de «ee 


PROBLEMA 49 : 
Siendo n un número positivo, hallar el valor de: 


R= [Cf CFR ACP Cs] 


a+)” 


RPTA: 


[EMCIONES RUBIÑNOS 


JE9C505 JET 


ENOMO DENTTOS) 


API By CMD Djtenp*  EJA 
RESOLUCIÓN: 

* Recuerde propiedades de la unidad imaginaria «i», 
tales como : 


1, además (1+i) =4 


* Calculemos los desarrollos siguientes: 
(14D =CS +O M4 OPA OS E + Cin 
MEN == CPIFCO PP =0FP 4 Ca 
* Sumamos miembro a miembro: 

Mty” =2 [cf ope +epit+. Chi] 


o 
ar0 + a-9" =2 [cr cp cfr +..Cfnit] E AA 


Llamemos E 


(49 "+(4Y =2E > 2 (4) = RE 


* De aquí: (-1"x4" =E 
* Reemplazando en lo pedido (en R) : 


R= ¿[er x4]=(1" 


ERAGTICANOIRIGIDA: 


((DDeterminar el cuarto término del desarrollo: 


(PRIMERA 


JO 
(x - y) 
A)-100x*y* B) -120x'y* C)100x*y* 
D) 120x'y" Ejvy 
(02) Calcular el número de términos del desarrollo: 
(2+3xy)* 
Ay2 BJ13 Cy11 D)10 E)9 
(03) Hallar el cuarto término de : (2? +2y)% 
AJ-30xry* B) 32xy* C) 32x*y* 
D) 28xy" E) -28x'y" 
(€) Hallar el “T,yy" del siguiente desarrollo: 
a? Yayo 
AJ5 6354'b* * B) 5 3564 C) 3665a*b 
D) 6 5364'b* EJ NA. 
(03) Hallar el noveno término de expansión de: 
(2% + y? Ju 
AJ1 230x "y" B)1 023x y" C)1 320x "y" 
D) 2 130x'"y" E) NA. 


(09) Señalar la suma de coeficientes de : (4a — 25)" 
AJ128  B)127  C)255 D)256 E) 1024 


s 
((2) Encontrar el cuarto término de: (E - 3 


aL 5 Le C)-20  DM40  EJ8 
(03) En el desarrollo del binomio (2x-y)'? el 


coeficiente de ay! es: 
AJ13 380 B) 3 450 
D)13 440 E) 13 455 


(ODEI término independiente de “.” en: 


C) 13 460 


Lx 
A)0,018 B)0,002  C)0,084 D)0,001 E) 0,8 


(LO) Hallar el término inercia de “x”, si 


existe en la expansión de: (15+ + a 


AJB4 B)72  C)60  D)92 E) 96 


(O) Determinar el lugar del término que lleva 2% 
12 
en el desarrollo de : (3-2) 


ES 
Aya B)6 C)6 D)7 E)8 
(2) Hallar el término independiente de “2” en el 
: (9-2) 

desarrollo de: E 3 

6 7 28 1 

a EJ> 
Nig Bi 0% DM BD 


(E) Halle el término anterior al independiente de 


y 
1 19 
216 Le pa E 


*%” en el desarrollo de : ( 


1 A 
Ali BI OI DA 


(Q2) Señale el lugar del término independiente del 
desarrollo de : SNE 
+ 
x 
AJ23 B) 22 C)21 D)24  EJ26 
(43) Hallar el coeficiente del término independiente 
de “x” en el desarrollo de: (a — q *1)02 


AJCÉ BJCZ CICÉ  DIJCKÉ  EJCKÉ 


CALIBRA 306163 : ¡CLOPEDIA 2012) 
(L8) Calcular el término central del desarrollo del (03) hallar el valor de ; 
binomio : ay 
at a] 1998), (-1997), (-1996 ds 

( 8 ( 1 + 2 +| 3 A enarmarnensansos 1998 
AJa'"b* B)31501*b* C)-316a'b* AM B)-1 (e) DJ1998 — E)-1998 
m8 rs yates (9) Determinar el valor de «a+b» ; en : 

16 6 


(Q)) Calcular el valor de término independiente 
de “e” én el desarrollo de : 


y 
(+3) 
A) 10 B)14  C)16 D)20  EJ6 
(3) En el siguiente binomio (+*y+x!y")”. 
Determinar : Tio, 
B)1 E C) = D, ss E) z 
4J2 ) ) 3 dd a 


(1) ¿Qué lugar ocupa el término que tien como 


grado absoluto 18 en el desarrollo de: (x? + 6y)'42 
A 11 B)12 C)13 D)1M4 E) 15 


€0) Hallar el penúltimo término de: (na? - y" 97, 
sabiendo que la suma de coeficientes es: 6 661 
Ajxty!  B)-x"y! C) Ary! D)-32x'y' E) -Bxty! 


TAREAMDOMIECIARIA 


(2) Si el tercer término del desarrollo (2a + 3) 


tiene como coeficiente la octava parte del coeficiente 
del cuarto término . Hallar “n”, 
AJ12 Bj 14 C)20 —DJ22  E)18 


(02) Determinar el número de términos racionales 


ay 
enteros que posee el desarrollo de: Lo ES 


x 
An B)4 C)65 DJ3 E)2 

(3) Determinar el término racional en el desarrollo 
de: (J2 +32)" 

AJ30 B)20 C)10 D) 40 E) 80 


(OA calcule el número de términos del desarrollo 


de: (2% +x*)", si uno de los términos centrales 
contiene a “xl?” 


AJ9 B)10  C)11 D)12 E) 13 


CJ 99 4 CO CN > 


AJ341  B)1001 C)623  D)729  EJ1331 


A Ci En 


B) 2'"Cioo 


(OA) Reducir : 


CICL + CIU] HOIOCÍ de coracnanacans + OJO CIS 


C) Cjoo — Dit=n)oe 


AJCÍ BJO C+1 Dc En 
(09) Reducir 
Co Co, Cs Le 
+ A 
e A n+2 (n+1)(n42) 
A PES] 
ARI Bi CIA DD) eno EM 


(ODseñalar el valor de: 
entintay" 
e 
> Vior Zion 
AJ6 BJ8 101) DJ12 EJ16 


((BSi se cumple: CH = CH, y 
obtener el producto de los valores de «x» 


AJ6 BJ5 C)8 Dy2 EJ20 
nt 2(n— Dt 

CBreducir: Sr Ao 

AL Bm CIÍ > Din+1 Em-1 


(OD Calcular «a», si se cumple: 


(+1)! 1, _ 
[757]! = 302880 


AJ6 BJ7 C)J8 DJg 


(03)Señalar el valor de «ww en: 
(DIF =2 (2143144!) 


E)10 


(EDICIONES RETINOS 


SN sO7 MEN — 


BLXOPIO DE NETOS) 


Dar como respuesta: Cé (+ y 
AJ5 B)126 C)225 D)455 E) 910 E 
(+3)! A) 2 970 B)2790 C) 7290 D) 7920 E) 7 970 
Ops: ESA (ar 11(01+20(4) 7) 
a ((DEn el desarrollo de (o + 2 hay dos términos 
AJI BJ6 C)24  D)120  EJ720 consecutivos que tienen igual coeficiente, 
Determinar este coeficiente común. 
((2) Mencionar el valor de: 
CH+Ccz 16 91 41 81 16 
CH Far Oni 07 cricr Wa e Y Die Y 
AM BIZ CIO5 DIG  EJ26 ((3)En la expansión de: (x + 1)*, los coeficientes 


(O3)Indicar el desarrollo de: (x-+a)* 


A) x! +2x%0 +40? +2xa* +a% 

B)x +ada +2x%a* +xa* +a% 

C)x* +4x%a +6x%a* +4xa? +a* 

D) x! +2x%a +8x%a* +2xa* 40% 

E) x“+x%0+8r taxa? +al 

ODEncontrar el térmico de lugar 11 en el 


desarrollo de: (a + b)”' 
A) 1 001a'b'" B) 2 002a*b1" 
D) 2 002a'b* E) 3 003a'"b* 


(OD El séptimo término del desarrollo de (a + DJ? 
es ma"b*. Calcular: m+r+8 
AJ7S  Bj83  CJ98 DJ77 
(ODseñalar el término de lugar 6 en la expansión 
de: (n +n JP 

A) 70n B)70n* C)70 
(Proporcionar la suma de los coeficientes del 


C) 3 0034 


EJ87 


D)70n* E) 70n* 


desarrollo en: (a: + y)? 
A) 64 B)128  C)266 Dj612 E)1 024 


(E Calcular la suma de los coeficientes de los tres 
primeros términos del desarrollo de: 


( 1 y” 
o 

x 
AJ16 B)26 C)55 D)56  E)65 


Qu desarrollo de (ax* + 3y)” tiene 12 términos, 
el término que contiene x? posee coeficiente 1 386, 
Obtener el valor de «a» 

AJ2  BJU2 03 DJI3  EJ2 

()En la expansión de: (2x +4x:)% , el coeficiente 
del término de grado 5 es: 

AJ56 B)64  C)102 D)112 E)132 


(LO) Mostrar el término constante en la expansión 


de los términos de lugares (2m + 1) y (m + 2) son 
iguales. Señalar el valor de «m» 

AJ11 B) 12 C)13 D) 14 E) 15 

(DA! desarrollar la sexta potencia de un binomio, 


se sabe que: 7,= 2160a*%'* y el último: 64x%. 
Obtener T', 
A) 729a* B)64a* C)27a% D)125a* E)4096a* 


Ed) Indicar el coeficiente del término de lugar 9, a 
partir del extremo final en el desarrollo de: 


(3 


A) 24310 B) 24130 C)-24 310 D)-24130 E) -24010 


DAI 


(O) Indique verdadero (V) o falso (F) en las 
proposiciones: 
()Al+ 21 + 81=61 


B)VEF. C)FFY  D)FVF E)VVF 
(02) Calcular el valor de «n». 
(n+2)/+(n+Dl+n! 
MiDIAnT 
A)3 B)2 01 DJ0 EJ4 


((3) Calcular la suma de los valores de «x» que 
verifica la igueldad: 


A Cj=2x 
AZ BIS CIJ4 DJ6 EJO 
(0) Erectuar le suma: 

_101-9! 9EBI 2 al 


hat 


sn *7 ol 


TG 08 E RIN CICLOPEDHA 2013) 


(CA AS EZIE ESA 
A)270— B)276 C)285 D)290  E)294 


(03) Calcular el grado absoluto del octavo término 


en el desarrollo de (3x + y") 
a12 B) 17 C)J16 


(09) Hallar el término que contiene a 4” en el 
desarrollo de: 2 
(7-3 


D)16 E) 13 


A) G60xMyA BJ 8OMYH CI 610 
D) 620 Py E) 680 x”y" 
y 
(2 En el desarrollo del binomio (16 -2) z 
a 


proporcione el término independiente. 
A) 4004 B)3003 C)5005 D)-4004 E)6006 


(03) Sea el binomio (4 + 3) - Sila suma de los 
z 


coeficientes de los términos primero, segundo y 
tercero es 46, señale el número de términos del 
desarrollo. 
4)8 B)9 E) 12 


C)10 D)11 


(09) Encuentre el término central en la expansión 
1 
fino! e E 45) 
z 
A) 921x* B)920x* C)918x-* D)924x E) 926x* 


(LO) Determine el número de términos que s0n 
fraccionarios en el desarrollo de; 


50 
=- -2x* + E 


A) 22 B)23 C)24 D)25 E) 26 


ñ 
(O) En el desarrollo del binomio (+2) del 
= 


coeficiente del tercer término es mayor que el 
cocficiente del segundo término en 44 unidades, 
Calcular el término. que no contiene «x». 

A) 150 B) 141 C) 161 D) 165 


(O Hallar: 


S=3C7+7C3 +11C3 +...+(4n-1)Cr 
A2n-2% +1 B)2n-2*+1 C)29"- 
D) 2% - 2=* EJ 2427 +1 
(63) ¿Qué valor asume «n de manera que en el 


desarrollo de (x"+»-*)"”, el producto de los términos 
centrales sea constante? 


1 1 
GB 02 


E) 180 


Dj4 EJ6 


(E) La suma de coeficientes del desarrollo; 


[6+2xy +29" ,es22, 
Hallar el antepenúltimo término. 
A) 271y B) 276x%y2 C) 277xty" 
D) 278x iy" E) 280x%y!0 


(43) El número de términos del desarrollo 


(x+ y+z+00), es: 


4) 16 B)20 C) 10 D) 18 E) 21 


(10) Si en el desarrollo del binomio (ax* + bx2J" 
los términos de lugares «a-+3» y «b- 1» equidistan 
de los extremos, además la suma de todos los 
coeficientes es 27, calcular la suma de todos los 
exponentes de la variable «e» en su desarrollo. 
A)20 B) 18 C)16 D)14 E)165 


(1) Suponga que se quiere expandir la expresión 
(x + y +2)”. ¿Cuál es el coeficiente del término 


Po 
A) 103 103 B) 240 042 C) 408 408 
D) 671 126 E) 362 362 


(13) Calcule el coeficiente de x* en el desarrollo de 
Arata)? 

A) 182 B)232  C)266 D) 320 E) 418 
(19) Dado el binomio (x*- y“), en la expansión 
un término es de la forma: ax'%y*. 


Dar el valor de: a + n. 
A)27 


(DEAN A A AA 


Calcular el coeficiente de a%. 
B) 365 


B)26 C) 24 D)30 E)20 


A) 364 C) 366 D)367 E) 368 


DE LA PERDIERA PRACTICA. 


03) 03)? 04)” 05)* 
07)C 08) 09)€ 10) A 
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CLAVES DE LA SEGUNDA PRACTICA! 
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e e La ERC, PRACTICA] 


(EDICIONES RUTINOS 


ALIAS COMIISATORIO Y PROBABILIDADES) 


"EAS COMEN 


OBJETIVOS : 
* Comprensión y manejo del análisis combinatorio. 


* Formular y resolver problemas de análisis 
combinatorio que se presentan en su vida cotidiana 


* Aplicar los métodos del conteo para resolver 
problemas diversos . 

* Definir los conceptos básicos asociados a un 
experimento aleatorio . 

* Enumerar y diferenciar los distintos conceptos 
de probabilidad . 

* Nustrar e interpretar la idea de independencia de 
Sucesos . 

* Utilizar la combinatoria como herramienta para 
el Cálculo de Probabilidades . 


IVIRODUCCIÓN: 


Combinatoria , rama de las matemáticas que 
estudia las posibles agrupaciones de objetos 
tomados de un conjunto dado; es de gran 
importancia en otras ramas de las matemáticas. Por 
ejemplo, se utiliza para el desarrollo del binomio de 
Newton; en la teoría de la probabilidad y en 
estadística (para calcular el número de casos 
posibles de un sistema). También tiene importantes 
aplicaciones en el diseño y funcionamiento de 
ordenadores o computadoras, así como en las 
ciencias físicas y sociales. De hecho, la teoría 
combinatoria es de gran utilidad en todas aquellas 
áreas en donde tengan relevancia las distintas 
maneras de agrupar un número finito de elementos. 


Las variaciones y las combinaciones son distintas 
maneras de agrupar objetos. Si una persona saca 


ONBROSABIUDADE 
Ni: 13 


E 2 3 

dos bolas, de una en una, de una mesa de billar 
americano con tres bolas, hay seis posibles 
variaciones. En este caso el orden es importante, y 
es diferente elegir una bola azul y después una roja 
que una roja y luego una azul. Sin embargo, en las 
combinaciones el orden no importa y es la misma 
combinación sacar una bola roja y después una azul 
que al contrario. Por tanto, sólo hay tres posibles 
combinaciones. 


ANÁLISIS COMBIVATORIO 


Es la parte de la matemática que estudia los 
diversos arreglos o selecciones que podemos hacer 
con log elementos de un conjunto dado, los cuales 
nos permitan resolver muchos problemas prácticos. 
Por ejemplo , podremos averiguar cuántos números 
diferentes de teléfonos o placas diferentes se pueden 
formar utilizando un conjunto dado de letras y 
dígitos . Finalmente uno de los propósitos más 
importantes de este capítulo es el de estudiar ciertos 
temas indispensables pare poder comprender y 
resolver los problemas de probabilidades. 


PRINCIPIOS FUNDAMENTALES 


Nos permiten determinar el números de casos 
posibles que tenemos para realizar un evento. 

En la mayoría de los problemas de análisis 
combinatorio se observa que una operación o 
actividad aparece en forma repetitiva y es necesario 
conocer las formas o maneras que se puede realizar 
dicha operación. Para dichos casos es útil conocer 
determinadas técnicas o estrategias de conteo que 
facilitarán el cálculo señalado. 

El análisis combinatorio también se define como 
una manera práctica y abreviada de contar; las 
operaciones o actividades que se presentan son 
designadas como eventos O sucesos. 


EJEMPLO : 

* Señalar las maneras diferentes de vestir de una 
persona, utilizando un número determinado de 
prendas de vestir . 

* Ordenar 5 artículos en 7 casilleros 


- 
Y 


* Contestar 7 preguntas de un examen de 10 


* Designar 6 personas de un total 50 para integrar 
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una comisión . 
* Sentarse en una fila de 6 asientos 4 personas 


* Escribir una palabra de 7 letras utilizando 4 
consonantes y 3 vocales 


I) PRINCIPIO DE MULTIPLICACIÓN 


Si un evento «A» se puede realizar de «Mm» maneras 
y para cada una de estas , otro evento «B» se puede 
efectuar de «n» maneras ,. entonces los eventos «A» 
y «B» se pueden efectuar simultáneamente (o uno 
seguido del otro) , de: 

«m X n» MANERAS. 


NOTA: 

Este principio se puede generalizar para más 
de 2 sucesos . 

EJEMPLO 1: 

«Thalía» tiene 3 blusas diferentes y 4 faldas de 
diferentes modelos ; de cuántas maneras diferentes 
se puede vestir. 

RE SOLUCIÓN: 


* Como cada falda puede ponerse con cada una de 
las blusas, luego el número de maneras diferentes 
de vestirse será : 


EJEMPLO 2: 

De una ciudad «A» a una ciudad «B» hay 3 caminos 
diferentes y de la Ciudad «B» a la ciudad «C» , 4 
caminos diferentes. ¿De cuántas maneras se podrá 
viajar de «A» a «Cs? 

RESOLUCIÓN: 

* Como se desea viajar de «A» a «C», necesariamente 
tenemos que pasar por «B»,es decir debemos 
realizar simultáneamente los viajes AB y BC (en 
forma conjunta); por que aplicaremos el principio 
de multiplicación , así : 


12 maneras diferentes 


dea > C 

PRINCIPIO DE ADICIÓN 
Si un evento «A» ocurre o se puede efectuar de «mw 
maneras diferentes y otro evento «B» se puede 
efectuar de «1» maneras diferentes , entonces «A» 
6 «B», se puede efectuar (en forma no simultánea) 
de «m-+n» maneras diferentes. 
EJEMPLO 1: 
«Chary» desea viajar de LIMA a CUZCO; si dispone 
de 4 líneas aéreas y 2 líneas terrestres ¿ de cuántas 
maneras diferentes puede realizar el viaje? 
RESOLUCIÓN: 


Para viajar de Lima a Cuzco a, puede hacerlo por 
línea aérea (4 maneras) o por línea terrestre (2 
maneras) , considerando que al elegir un transporte ya 
no se podrá utilizar otro en forma simultánea , es decir 
podrá utilizar ya sea A, ÓA, 6A,ó A, 6B,6B,. 


> Maneras de viajar: 4+2=6 


EJEMPLO 2: 

Supongamos que proyectamos un viaje y debemos 
decidir entre el transporte por bus o tren . Si hay 7 
rutas para el tren y 8 para el auto. ¿De cuántas 
maneras podremos cumplir con el viaje? 
RESOLUCIÓN : 

* Al igual que el ejemplo anterior ; al escoger una 
ruta se tendrá que excluir a otra , por lo tanto : 
NÚMERO DE MANERAS : 7+8 = 16 


EJEMPLO 3 : 


De cuantas maneras diferentes podra viajar una 
persona de A a E sin pasar ni regresar por el mismo 
camino? 


(EDICIONES ROUBINOS 


EN os K 


[SIS COMIINATORIO Y PROUNIEILID, 


RESOLUCION : 
* analizando todas las posibilidades se obtendrá: 
ABCDE :3x3x2x2=36 
ADE: 1x2=2 
AE: =3 
=> TOTAL DE MANERAS : 41 
MÉTODOS DE CONTEO 


En diferentes casos se tomará de algún conjunto 
parte de sus elementos o todos ellos, para formar 
diferentes agrupaciones, que se van a distinguir por 
el orden de sus elementos o por la naturaleza de 
algunos de ellos. Si los elementos que forman una 
agrupación son diferentes entre si, serán llamados 
agrupaciones sin repetición y si alguno de ellos son 
iguales se dirá que son agrupaciones con repetición. 
Entre los métodos de conteo más conocidos 
tenemos: Permutación y Combinación . 


(+) 


PERMUTACIÓN (P;') 


Es cada uno de los diferentes arreglos que pueden 
hacerse con una parte de los elementos o con todos 
los elementos de un conjunto. Conviene observar que 
el orden es una característica de especial 
importancia en una permutación. Cuando variamos 
el orden de los elementos se dice que permutamos 
dichos elementos. 

Es importante resaltar que el orden es una 
característica importante en la permutación, cuando 
variamos el orden de los elementos se dice que 
permutamos dichos elementos. 


EJEMPLO 1: 

Sea el conjunto A=(a ; b; e; d), ¿cuántas 
ordenaciones sin repetición se pueden obtener con 
2 de sus elementos? 

RESOLUCIÓN : 

* Lo que resulta es: 
ab;ac:ad;ba;be;bd;ca;cb;cd;da; db; de. 
* Son 12 en total. 


EJEMPLO 2: 


Determinar los diferentes arreglos o permutación 
que puede hacerse con las letras m; n y p tomados 
de2en2. 


RESOLUCIÓN : 

* 15% METODO: 

tabulando encontraremos los siguientes arreglos: 
mn;nm;mp;pm;np;pn 

—> dt arreglos : 6 

* 2% METODO: 

(Principio de la Multiplicación) 


yy 
* arreglos: 3x2=6 
+ El primer casillero puede ocupar cualquiera de 
las 3 letras existiendo : 3. posibilidades. 


=El segundo casillero puede ocupar cualquiera de 
las 2 letras que quedan : 2 posibilidades. 


PERMUTACIONES LIVEALES CON 
ELEMENTOS DIFERENTES 
«El número de permutaciones de n objetos diferentes 
tomados de k en k' está dado por la fórmula: 

% =n(n—1)J(n—2). =k+1D) ; (n2k) 
factores 
Al multiplicar al numerador y denominador por 
(n.- k)! se obtiene : 


Po ni 


=> 5; (n2k 
(n-En] * is 
EJEMPLO 1 : 
Calcular el número de palabras (no necesariamente 
pronunciables) que se pueden formar con las letras 
«L; E; Yo... 
RESOLUCIÓN : 
1% MÉTODO : Las palabras son: 
LEY ; LYE ; ELY ; LYE ; YLE ; YEL 
En total se han formado 6 palabras. 
200 MÉTODO : Por la fórmula: 
P3=3x2x1=6 
3x2x1 


3 factores 


EJEMPLO 2: 

Un entrenador de voley dispone de 7 jugadores para 
jugar en cualquier posición. ¿Cuántas diferentes 
quintas de voley. podrá formar ? 
RESOLUCIÓN: 
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* El resultado es igual al número de permutaciones 
de 7 objetos tomados de 5 en 5. 


o JE =7x6x5x 4x3 = 2520 
quintas aaa 
PERMUTACIÓN CON 


ELEMENTOS REPETIDOS 


El número de permutaciones distintas de n 
elementos tomados de n en n en donde hay un 
primer tipo de a objetos iguales entre sf ; b objetos 
iguales entre sí de un segundo tipo , y así 
sucesivamente hasta z objetos iguales entre sí de 
un último tipo , entonces: 


* donde: a+b+...+z=n 


EJEMPLO 1: 


Calcular el número de permutaciones que se pueden 
formar con todas las. letras de la palabra OSO. 
RESOLUCIÓN : 

* Enla palabra encontraremos 5 letras de las cuales 
se repite la letra «O» , luego : 

* Tenemos que: n = 3... (total de letras) 

(2 letras O) 

(1 tetra S) 


b 


* apliquemos la fórmula : 
3l 
Ed =3 permutaciones| 
21 Tap 0? A 


* Las cuales son: (OSO ; SOO ; OOS) 
EJEMPLO 2 : 

de cuántas formas se pueden ordenar 2 cubos rojos, 
3 cubos verdes y 2 azules , 

RESOLUCIÓN : 


* En total hay 7 cubos para ordenarlos uno a 
continuación de otro ; pero se repiten los colores , 
por lo que los ordenamientos distintos serán : 


S En 
== = 210 
Pas sra 


EJEMPLO 3 : 
Un hombre reparte billetes entre 10 muchachos , 
en la siguiente forma : 1 de S/.200 , 2 de S/.100 , 3 
deS/.50 y 4 de S/.20. 

De cuántas maneras puede repartirse el dinero si a 
cada muchacho le toca un billete? 


RESOLUCIÓN : 
* Si todos los billetes fuesen diferentes, habría 10! 
maneras en las cuales cada muchacho recibiria su 
billete. Pero puesto que hay grupos de uno , dos , 
tres y cuatro billetes iguales , tenemos : 

10! 
Ux2Ix31x4! 


PERMUTACIONES CIRCULARES 


En nuestra discusión hasta aquí hemos supuesto 
que una permutación se forma poniendo un objeto 
después de otro a lo largo de una línea . Hay asi un 
primer término y un último término . Sin embargo, 
silos objetos se colocan alrededor de un círculo, 
no hay primero ni último término, y las fórmulas 
anteriores no son aplicables directamente. Un 
arreglo circular presenta un nuevo aspecto porque 
una rotación no cambiaría la posición relativa de 
un objeto con respecto a los demás . Entonces, una 
rotación no constituye una permutación diferente. 
Para encontrar el número de maneras de colocar 
alrededor de un círculo n objetos diferentes, 
escogemos primero una posición fija para uno de 
los objetos. Los otros pueden entonces colocarse en 
sus posiciones en (n — 1)! maneras diferentes. Seis 
personas por ejemplo, pueden formar un círculo en 
$5! maneras. Podrían , por supuesto , formar una 
línea en 6! maneras. 


CONCLUSIÓN: 

«El número de permutaciones circulares de «n» 
objetos es (n— 1)! ». 

EJEMPLO 1: 


¿De cuántas maneras se podrán sentar las personas 
A, B y C en una mesa circular de 3 asientos? 


RESOLUCIÓN 1: 


* Suponiendo que fuese similar a la permutación 
lineal tendríamos: 


PA FS 
(NV 
DOOÓ 


Pero como la permutación es con respecto a la mesa, 
entonces el caso I, TV y V es el mismo igualmente 


a =12600 permutaciones 
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el caso II, II y VI es la misma forma. 
* maneras diferentes es : (3- 1)! =2 

EJEMPLO 2 :; 

De cuántas maneras pueden cuatro parejas sentarse 


alrededor de una mesa circular si los hombres y las 
mujeres están alternados? 


RESOLUCIÓN : 


* Pensemos primero en asignar una mujer, por 
ejemplo, a una silla, Esto determina 3 lugares 
particulares para las otras mujeres, y 4 lugares 
particulares para los hombres . Las mujeres, por 
tanto, pueden asignarse a sus lugares de 3 / maneras, 
y los hombres en 4! maneras . Aplicando el principio 
fundamental obtenemos el resultado 3/x47 = 144. 


COMBIVACIÓN 


Una parte o la totalidad de un grupo de objetos se 
llama una combinación del grupo. Una 
combinacion , por lo contrario de una permutación, 
no hace referencia al orden. Por ejemplo , en un 
comité seleccionado de un grupo de personas, 
nuestro interés esta en los individuos y no en el 
orden de selección u otros arreglos en los hombres: 
del comité. Si todos los objetos de un grupo se toman 
a un tiempo, por supuesto , existe una/sola 
combinación. Sin embargo , tomando solo una párte 
de los objetos cada vez , hay más de una 
combinaciones. Nos interesa como determinar el 
número de combinaciones para esta situación. 

Las letras a; b; e; d, tomadas tres a la vez tienen 
las siguientes combinaciones; 

abe abd acd. bed 


Cambiando el orden de alguna de estas 
combinaciones no se hace una nueva combinación . 
Asi,abe y bea son dos permutaciones de la misma 
cosa, o de la misma combinación. 

Es decir una combinación es cada uno de los 
diferentes grupos que se pueden formar con los 
elementos de un conjunto de modo que cualquiera 
de ellas difiera por lo menos en un elemento. 


EJEMPLO 1: 
Sean los elementos a ; b; e y d las combinaciones 
de los 4 elementos tomados de 2 en 2 son : 
ab;ac;ad;bc; bd; cd 
Notamos que no nos interesa el orden , osea: 
asb=b;a 


NÚMERO COMBIVATOEIO 


El número de combinaciones de n objetos diferentes 
tomados de k en k está dado por: 


Donde CF: 6 (f ) simboliza el número combintatorio 
siendo n y ke números naturales (nr). 


De la relación al multiplicar el numerador y 
denominador por (n — k)! , se obtiene: 


Del resultado notamos que por cada combinación 
de k objetos seleccionados entre n elementos 
diferentes existe un grupo o combinación 
correspondiente de (n - k) objetos que no son 
seleccionados siendo estas las combinaciones 
complementarias, entonces; 

»El número de combinaciones de n elementos diferentes 
tomados de k en k es igual al número de combinaciones de 
n elementos diferentes tornados de (n —R) en (n-R)». 


EJEMPLO 1: 

se desea saber cuántas combinaciones se puedan 
realizar con los elementos: a ; b; e; d ;e tomados 
de2en2. 

RESOLUCIÓN : 


*% como se trata de combinaciones luego no interesa 
el orden de ubicación de elementos , es decir 
ab = ba, entonces las combinaciones serán: 


ab;ac;ad;ae 


10 combinaciones 


* aplicando el número combinatorio : 
2 FACTORES 
10x9 


cl 
2 2x1 


=10 


EJEMPLO 1: 

De un grupo de 4 estudiantes, cuántos grupos 
diferentes de 2 alumnos podrían formarse. 
RESOLUCIÓN: 

* Sean: A, B,C y D los alumnos , los diferentes 
grupos de 2 serían: AB;AC; AD; BC; BD y CD 
o sea 6 grupos. 
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EJEMPLO 3 : 
Si disponemos de 6 puntos no colineales , ¿cuál es el 
máximo número de triángulos que se podrán formar? 
RESOLUCIÓN : 
* Para dibujar un triángulo solo es necesario 3 
puntos en el plano , luego se escogerán 3 puntos 
(% = 3) de un total de 8 puntos (n = 6). Además no 
importa el orden, ya que el triángulo ABC es igual 
al A CBA; porlo tanto se trata de una combinación. 
5x4x3 
O = ——=10 
* 3x2x1 
EJEMPLO 4: 
Una señora tiene 3 frutas : manzana , fresa y piña. 
¿Cuántos sabores diferentes de jugo podrá preparar 
con estas frutas ? 
Fresa (1), Piña (P) , Manzana (M) 
RESOLUCIÓN: 
MÉTODO 1 : (en forma gráfica) 
* Cuando se escoge una fruta de las tres, los sabores 
son3:F,P,M 


* Cuando se escoge 2 de las tres frutas, los sabores 
son 3: FP, FM, PM 

* Cuando se escoge las 3 frutas los sabores son 1: FPM 
> Total de sabores diferentes : 3 +3 +1=7 
MÉTODO 2 : (Empleando combinaciones) 

* Se puede escoger una fruta de las tres 6 2 frutas 
de las tres ó las tres frutas de las tres, además en 
este caso no importa el orden; por lo tanto usamos 
el principio de adición aplicado a la combinación: 


maneras diferentes =0] +03 +03 
> maneras diferentes=2* -1=7 


NOTA: [Cj +03 +C3 Cr =2 
EJEMPLO 4 : 


Se desea formar un comité de 8 seleccionando 6 
físicos y 2 matemáticos de un grupo de 10 físicos y 
4 matemáticos. ¿De cuántas maneras podrá 
seleccionarse? 


RESOLUCIÓN: 


1%) Seleccionamos 6 físicos entre 10 en C/ formas. 
10x9:8x7 
05 == =210 
PERE RT] 
2") En forma similar seleccionamos 2 matemáticos 
entre4 de: 4x3_g 
1x2 


ds 
y 
be 


3") Por el teorema fundamental de multiplicación 
*t comités = 210x 6 = 1260 
DIFERENCIAS ENTRE PERMUTACIONES Y 
COMBINACIONES 
las combinaciones se diferencian por sus elementos; 


en tanto que las permutaciones por el orden de los 
mismos . 


* para las permutaciones el orden de sus elementos 
si interesa , ya que no es lo mismo decir 23 que 32, 


* para las combinaciones el orden no interesa . 


* dos combinaciones son diferentes sólo si difieren 
por lo menos en un elemento : 
abe ; abd ; bed ; acd 


COMBINACIONES CON REPETICIÓN 


Supongamos que Eryck , Lela y Roy desean un 
refresco , y disponen refrescos de naranja, manzana 
,piña y chicha ; si a ninguno de ellos le gusta beber 
refrescos mixtos o combinados. ¿de cuántas maneras 
pueden adquirir los refrescos ? 
RESOLUCIÓN: 
En un primer razonamiento pensariamoss, que la 
respuesta es Cf ; pues este sería el modo de escoger 
3 sabores diferentes de entre un total de 4 sabores 
pero esto no ocurre así . Ya que dos de ellas o las 
tres podrían escoger el mismo sabor de refresco. Las 
combinaciones de 4 objetos , tomadas de 3 en 3 con 
las características ya mencionadas , serían como 
sigue inaranja(N), manzana(M), piña(P), chicha(C)): 
NNN ; NNM ; MMN ; CCN ¿¡NMP 
MMM; NNP ; MMP ; CCM; NMC 
PPP ; NNC;MMC; CCP; NMC! 
CCC ¿MPC 
Como podemos observar estamos tomando 
elementos repetidos ; esto se debe a la preferencia 
por el sabor de cada persona. Así, por ejemplo, Eryck 
y Lela podrían coincidir en pedir ambos refrescos 
de piña o las tres podrían pedir simultáneamente 
refresco de chicha, etc. Es así como la respuesta de 
este problema es: 20 maneras distintas y se 
representa así: CRi=20 
Número de combinaciones con repetición de 4 
elementos tomados de 3 en 3. 


20 maneras 


Tambien podríamos decir que CR! es el número de 


maneras de escoger 3 objetos de £ objetos distintos, 
siendo valido seleccionar el mismo objeto más de 
una vez. 

Debemos aclarar que en esta última afirmación se 
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esta considerando que el número de objetos de cada 
clase es el suficiente como para poder tomar varias 
del mismo tipo en cada clase si así se requiere. 


En general, CR; : es el número de maneras de 
escoger k objetos o elementos distintos o no de un 
total de n objetos distintos dados. 

Para caleular CR; , emplearemos la siguiente 
expresión: 


_ (n+k-1)! 


ne m+Rk-1 = 
EPSON (n—-I)xR! 


EJEMPLO 1 : 

En una heladería , se venden 4 tipos de helados ya 
envasados y Chary quiere comprar 2 helados (para 
ella y su hermano) ¿De cuántas maneras diferentes 
puede hacerlo? 

RESOLUCIÓN : 


CR¿=CF?*= 


EJEMPLO 2 : 
Indica cuántas son las soluciones enteras no 
negativas de la ecuación x + y +2 =7 
RESOLUCIÓN: 


CR; =03"= 


EJEMPLO 3 : 
Se tiene:5 esferas iguales y 2 cajas ¿ De cuántas 
formas diferentes se puede guardar las 5 esferas en 
las 2 cajas , si se sabe que en una caja se pueda 
guardar una o más esferas? 


RESOLUCIÓN: 
oq 
DIAGRAMAS DE ÁRBOL 


Un diagrama de árbol es un recurso que se emplea 
Para enumerar todas las posibilidades lógicas de 
una secuencia de sucesos , donde cada suceso 
puede ocurrir de un número finito de maneras. 
La construcción de diagramas de árbol se ilustra 
en los ejemplos siguientes: 


15 


EJEMPLO 1 : 


Encontrar el conjunto producto de AxBxC, donde : 
A= (1;2), B= (a;b;c) y C = (3;4). 


El diagrama de árbol es como sigue : 
de Ed) 


Sá, : 


o 


Observemos que el árbol se construye de izquierda a derecha 
+ y que el número de ramas en cada punto corresponde al 
número de maneras en que puede ocurrir el suceso siguiente. 


EJEMPLO 2: 

Marcos y Enrique van a jugar un campeonato de 
tenis. El primero en ganar dos juegos seguidos o 
que gane un total de tres juegos, gana el torneo. El 
diagrama siguiente da varias formas en las cuales 
puede finalizar el campeonato, 


RESOLUCIÓN : 


Observemos que existen 10 puntos extremos, los 
cuales corresponden a las 10 maneras en que puede 
finalizar el campeonato: 

MM, MEMM, MEMEM, MEMEE, MEE, EMM, 
EMEMM, EMEME, EMEE, EE 

La trayectoria desde el comienzo del árbol al punto extremo 
describe quien gane determinado juego durante el tomeo. 
EJEMPLO 3 : 


Un hombre tiene tiempo de jugar ruleta por lo 
menos cinco veces . En cada ocasión gana o pierde 
un sol. El hombre comienza con un sol y se detendrá 
antes de la quinta ocasión, si pierde todo su dinero 
o si gana tres soles , o si tiene cuatro soles .,, 
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El diagrama de árbol describe la manera en la cual 
las apuestas puede desarrollarse. Cada número del 
diagrama representa los pesos que tiene en ese punto. 
Las apuestas pueden tener lugar de 11 maneras 
diferentes. Notemos que dejará el juego antes de la 
quinta ocasión , en tres de los casos solamente. 
EJEMPLO 4 : 

Los equipos A y B juegan en un torneo de baloncesto. 
El equipo que gane los 3 primeros juegos , gana el 
torneo. Encontrar el número de maneras posibles 
en las cuales puede finalizar el torneo. 


RESOLUCIÓN : 
FE PL ¿a 


A A A 

a re=tÉ, 
A 

A A 

IE 

A 

A A .n 
pa 


El torneo puede finalizar de veinte maneras 
diferentes: 

AAA, AABA, AABBA, AABBB, ABAA, ABABA, 
ABABB, ABBAA, ABBAB, ABBB BAAA, BAABA, 
BAABB, BABAA, BABAB, BABB, BBAAA, 
BRAAB, BBAB, BBB. 


PROBABILIDADES 


Muchos de los eventos que ocurren en la vida diaria 
no pueden ser predichos con exactitud desde antes 
por diversas razones, pues la mayoría de los hechos 
están influidos par factores externos. Además , 
existen aquellos sucesos que están directamente 
influidos por el azar , es decir , por procesos que no 
se está seguro de lo que va a ocurrir . Sin embargo, 
la probabilidad nos permite acercarnos a esos 
sucesos y estudiarlos , ponderando las posibilidades 
de su ocurrencia y proporcionando métodos para 
tales ponderaciones. 

Precisamente, algunos de esos métodos 
proporcionados por la probabilidad nos llevan a 
descubrir que algunos sucesos tienen una mayor o 
menor probabilidad de ocurrir que la ponderación 
asignada a través del sentido común. Nuestros 


sentidos , la información previa que poseemos , 
nuestras creencias o posturas , nuestras 
inclinaciones , son algunos de los factores que 
intervienen para no permitirnos hacer 
ponderaciones reales y sistemáticas . La 
probabilidad mos permitirá estudiar los eventos de 
una manera sistemática y más cercana a la realidad, 
retribuyéndonos con información más precisa y 
confiable y, por tanto, más útil para las disciplinas 
humanas. 

La teoría de probabilidad es una herramienta o 
modelo matemático no determinístico que analiza 
principalmente fenómenos que no responden una 
regla uniforme ni está basada en parámetros fijos. 
El estudio de Probabilidades nos permite hacer 
aseveraciones de situaciones de las cuales no 
estamos absolutamente seguros de lo que va a 
ocurrir pero expresan cierto grado de predicción. 
MODELOS DETERMINÍSTICOS , son: 

* Leyes de Kepler, 
= Leyes gravitacionales , ... etc. 

MODELOS NO DETERMINÍSTICOS, serían: 
+ Situación meteorológica, 
» Accidentes de Tránsito, ete. 
El cálculo de probabilidades sirve de andamiaje a la 
estadística matemática que es la fuente de varias 
disciplinas muy especializadas hoy en día, tales 
como: el diseño de experimentos, la teoría del 
muestreo, el control de calidad, la teoría de 
decisiones y en especial la investigation operativa. 
Cuando se realiza un experimento, que es 
cualquier proceso que produce un resultado o una 
observación , se van a obtener un conjunto de 
valores. A este conjunto de valores que puede tomar 
una variable se le denomina espacio muestral. 
Por ejemplo: Si se tiene un dado cualquiera, el 
espacio muestral (EM) es : 
EM=11;2:3;4;5;6). 
Si existen más de una variable , el espacio muestral 
está formado por las combinaciones de valores de 
cada una de las variables. 
Si tomamos un subconjunto cualquiera del espacio 
muestral tenemos lo que se denomina un evento, y 
si éste consta de un solo elemento entonces es un 
evento elemental. 
Como se puede uno imaginar , existen eventos que 
siempre 1, no importa el número de experimentos o 
su situación, ocurren, y en cambio existen obros que 
nunca ocurren. Los que siempre ocurren son Jos 
eventos seguros, y los que nunca son los eventos 
imposibles. 
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Sin embargo, no todos los resultados son al azar, 
pues si un experimento es cualquier proceso 
entonces los resultados pueden tomar cualquier 
tipo de valor . Por esta razón, se define como 
experimento aleatorio al proceso en el que se 
pueden predecir con certeza la ocurrencia de sus 
eventos , con excepción del seguro o del imposible 
Hay que hacer la observación que esta definición 
habla en términos generales y no específicamente 
sobre algún experimento en particular. 


A aquélla variable que está asociada a un 
experimento de este tipo se le denomina variable 
aleatoria. 


En cambio, a un experimento no aleatorio se le 
denomina experimento determinístico. 


Cuando hablamos de varios eventos dentro del 
mismo experimento se pueden dar varios casos. 
Si dos o más eventos no pueden ocurrir 
simultáneamente , se llaman eventos 
mutuamente excluyentes , es decir, que la 
intersección de ambos eventos es vacía. 


Por otro lado, en ocasiones un evento o más 
eventos dependen de otro evento previo, es decir; 
un evento A ocurre dado que ocurrió un evento 
B.Si existe este tipo de relación entre eventos se 
dice que son eventos dependientes o 
condicionados (elevento A depende 
del evento B, o el resultado del evento A está 
condicionado al resultado del evento B). Por otro 
lado, si no existe tal relación entre eventos se dice 
que son eventos independientes. 


EXPERIMENTO ALEATORIO (£) 


Se denomina así a toda prueba o ensayo cuyos 
resultados no son predecibles sin haberse realizado 
previamente la prueba . 

EJEMPLOS : 

E, + Si lanzamos una moneda al aire y observamos 
el resultado de la cara superior. 


+ Lanzar un dado varias veces y observar que 
ambos resultados son distintos. 


ESPACIO MUESTRAL (%2) : 


Es el conjunto de todos los resultados posibles de 
un expermento aleatorio. 


HKJEMPLOS : 
E¿* Lanzar una moneda 3 veces. 
» Mediante el «diagrams del arbol»: 
A (o) 


¡qa 
4 A CES] 


2 =((C;C; C), (C; C; S),(C; S; C)(C; S; S) 
(S; C; C), (S; C; 5), (S; S; C), (S; S; S)] 
Además : n (12) =8 
£, : Lanzar dos dados legales(no trucados) y 


observar los resultados en la cara superior de ambos 
dados. 


*% Mediante la tabla de doble entrada: 


1 2 3 4 5 6 


1:19 (452) 
2 |(21) |(2;2) 
3 |(3;1)|(8;2) 
4 (41) |(4;2) 


(153) (155) | (156) 
(253) | (254) | (2;5) | (2;6) 
(358) |( (3,5) | (3;6) 
(43) | (4:4) | (455) | (456) 
[6 (61) | (6; 2) | (63) | (64) | (6:65) | (6,6) 
[6 _](6;1) | (6;2) | (63) | (6;4) | (6;6) | (6;6) 

2=((13),(132),(1:3), ...(6;4),(6;6), (6;6)) 
De donde :n(Q) = 6x6=36 


SUCESO O EVENTO : 
Es un subconjunto del espacio muestral y se 
representa mediante una letra mayúscula (A; B;C 
? Hc.). 
EJEMPLO 1: 
Lanzamos dos dados legales y observamos que 
aparezcan los números iguales en la cara superior. 
Sea: 

O =1(1:1); (13 2); (1; 3); «.« (6; 5); (6;6)) 
El evento es: 

A= ((151); (2; 2); (3; 3); (4; 4); (5; 6); (6; 6)) 
EJEMPLO 2: 
Lanzamos una moneda tres veces y observas que 
los resultados sean alternados. 


LM -AAMEMEMEZ AA ME(=18)| 


1= ((C;C;C; (C;C;S); (C¿S;C); «a. ¿ (S;S7C); (S7S8)) 
* Entonces el evento es: 
A = ((C;S;C); (S¡C;S)y 
Siendo /2 el espacio muestral y A el evento. 


EVENTO SEGURO : 


Si el evento A es igual al espacio muestral 
(A= 02) entonces el evento es seguro. 


EVENTO POSIBLE : 


El evento A es posible si es subconjunto del espacio 
muestral (A <= £2) 


EVENTO DHIPOSIML, 


Si el evento A resulta ser un conjunto vacío 
entonces es un evento imposible, 
EJEMPLO: 
Al lanzar un dado, analizar si son posibles los 
siguientes eventos : 
A : De obtener un número impar. 
B: De obtener un número par 
CC: De obtener un número mayor que 7 
D: De obtener un número mayor que O. 
RESOLUCIÓN : 
Se tiene el espacio muestral; 
Q= (1; 2; 3; d; 6; 6) 
; 5) Evento posible 
) Evento posible 
«.) Evento imposible 
= > 5; 6) Evento seguro 


DEFIVICIÓN DE 
PROBABILIDAD 


Al hacer el estudio de los fenómenos o experimentos 
aleatorios (s, ) consideramos el espacio de 
probabilidad mediante la terna (M1; A; P) donde A 
es el espacio muestral , A la clase de eventos o 
algebra de eventos y P es la función de los valores 
reales con lo cual definimos como probabilidad la 
función que hace corresponder a cada 
elemento de Á un punto en el intervalo de [0;1] es 
decir: 


P:A>P(A) ; P(A)E[0;1] 
Donde P(A) es la llamada probabilidad del evento A. 


DEFINICIÓN CLÁSICA : 


Si en ún experimento el número de elementos del 
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conjunto A de casos favorables para un determinado 
suceso Á es m(A) y el número de elementos de casos 
posibles C es n(C), entonces la probabilidad del 
suceso A de experimentar una sola vez, es : 


también 


sé casos favorables al evento A 
+ total de casos posibles 

Esto es aplicable si y sólo sí todos los casos son 

igualmente posibles. 

EJEMPLO 1 : 

Encontrar la probabilidad que al lanzar un dado se 

obtenga un valor par. 

RESOLUCIÓN : 


1") El experimento es lanzar un dado. 
2*) El conjunto de casos posibles: 

= (1523; 4; 6; 6) 
3”) El conjunto de casos favorables: 


P(A)= 


A = (2; 4; 6) 
* Entonces: n(A) =3;n(C) =6 
P(A) = 3/6 = 1/2 = 0,5 


EN GENERAL 3 


para «n» dados se cumple que : 

N* casos totales = 6 
+ Cuando se lanzan dos dados simultáneamente , 
aumenta la diversidad de eventos que puedan 
ocurrir , esto es: 
6* = 36 casos en total 


Los eventos más frecuentes, son aquellos que 
involucran a la SUMA de los números que aparecen 
en sus caras superiores. 


* SUMA MÁS PROBABLE que salga es el 7 y su 
probabilidad es de 6/36. 


* SUMAS MENOS PROBABLES son el 2 y el 12 y 
surespectiva probabilidad es de 2/36 , para cada uno. 


EJEMPLO 2 : 

¿Cual es la probabilidad que al lanzar dos dados , su 
suma sea un multiplo de 37 

RESOLUCIÓN : 

* Para que sea múltiplo de 3, la suma debe ser 3 ; 6; 
96 12, siendo los casos favorables de 2; 6; 4 y 1 
respectivamente, que en total hacen 2+5+4+1 , 
igual a 12 casos favorables , con respecto a 36 casos 
en total. 


* Por lo tanto, la probabilidad será : 


EDICIONES RUMOS 
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ANÁLISIS COMBINATORIO Y PROBABILIDADES, 


OBSERVACIÓN : 


Para el caso de NAIPES ; 
Debemos saber que el mazo consta de 62 cartas: 
* palo de 13 cartas de corazones. 

* palo e 13 cartas de diamantes. 

* palo de 13 cartas de Treboles. 

* palo de 13 cartas de Espadas. 
EJEMPLO 3 : 


De un mazo de 62 cartas, al extraer una de ellas 

¿Cuál es la probabilidad de que sea un as? 

RESOLUCIÓN : 

* Como en un mazo de 62 cartas hay 4 ases, 

lidad: serás; Lo 2. 

entonces la probabilidad será : 2 

* Para el caso de MONEDAS : 

Una moneda tiene una CARA y un SELLO, es decir, 

cada moneda tiene dos casos totales. 

En general, para «n» monedas , se cumple que : 
N? de casos totales = 2" 

Deducción sencilla : en cada MONEDA , se cumple 

que: 

* Probabilidad para obtener CARA = 1/2 

* Probabilidad para obtener SELLO = 1/2 

EJEMPLO 5 : 


Una caja tiene 100 focos entre los cuales hay 20 
defectuosos, ¿cuál es la probabilidad que al sacar 
una muestra de 3 focos los tres sean defectuosos? 
RESOLUCIÓN : 
1") El experimento es sacar 3 focos de una caja que 
contiene 100. 
2") El conjunto de casos posibles es el conjunto de 
todos los grupos de 3 focos elegidos entre los 100, 
luego: 
(C = (combinaciones de orden 3 de 100 elementos) 
= 100 - 100 99x 98 

n(C)=Cj TREN 
8*) El conjunto de tasos favorables es el conjunto 
de todos los grupos de 3 focos, todos defectuosos 
elegidos entre los 20. 

A = (combinaciones de orden 3 de 20 elementos) 


=161700 


ee mr a o 
OPERACIONES ENTRE 


SUCESOS 


Se han indicado anteriormente que los sucesos son 
conjuntos y Como tales cumplen todas las 
operaciones de los mismos. 


*AUB: Ocurre A, ocurre Bo ambas 
Ocurre al menos uno de ellos. 

*A/1B: Ocurre A y ocurre B; 
Ocurre ambas a la vez. 

*A-B: Ocurre solamente A ; 
Ocurre A pero no B 

*.A' : No ocurre el suceso A. 


SUCESOS SIMPLES 3 

Es aquel cuya ocurrencia o no ocurrencia no está 
relacionada con ningún otro suceso. 
EJEMPLO 1: 


Una moneda se tira 7 veces calcular la probabilidad 
que aparezcan exactamente 4 caras. 


RESOLUCIÓN : 
1") Calculando el número total de formas: 
ILLES O 


060000 


2x2x2x2x2x2x2=2” =128 
2") Determinando el número de casos favorables al 
evento Á : 
* Entre 7 caras se puede seleccionar 4 caras de 


C; =36. formas diferentes. 


EJEMPLO 2 : 
Calcular la probabilidad de obtener una suma de por 
lo menos 10 puntos al lanzar dos dados. 
RESOLUCIÓN: 
Un dado puede aparecer de 6 formas diferentes: 
1%) Número total de casos posibles: 

6x6=36 formas 
2”) Determinando el número de casos a favor: 


10 puntos 
Por lo menos 10 puntos ——4 11 puntos 
12 puntos 
4+6 
que la suma sea 10 5+5 
6+4 
5+6 
la n 
A 
que la suma sea 12 6+6 


4 casos u favor = 6; P(A) = 6/36 = 1/6 
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SUCESOS COMPLESTOS 2 


Es la ocurrencia de dos o más sucesos simples , 
además un suceso compuesto puede clasificarse en 
tres tipos ; 

* sucesos mutuamente excluyentes. 

* sucesos independientes. 

* sucesos dependientes. 


SUCESOS MUTUAMENTE EXCLUYENTES 


Los eventos A y B son mutuamente excluyentes si 
no pueden suceder a la vez 


(ANB)=0. 
Si: PAU B)= P(A)+ P(B) 
> A y B son mutuamente excluyentes 
EJEMPLO 1 : 
el suceso compuesto de obtener un 6 o un 3 en un 
tirode un dado son mutuamente excluyentes porque 
si el 6 aparece, el 3 no puede aparecer y viceversa. 
EJEMPLO 2 : 
En una aula de Pre, se tiene los siguientes sucesos: 
A.: Un grupo de alumnos tienen de 16 a 17 años 
B : Un grupo de alumnos tienen más de 17 años 
pero no más de 19 años 
€: Un grupo de alumnos son mayores de 19 años. 
> Si se elige a un alumno, este pertenecerá a 
cualquiera de los tres grupos. 


TEORÍA DE LA ADICIÓN PARA SUCESOS 
MUTUAMENTE EXCLUYENTES 


La probabilidad P(A) de que ocurra uno u otro 
suceso de un cierto número de sucesos mutuamente 
excluyentes es la suma de probabilidades de la 
ocurrencia de los sucesos por separado 

Sean «n» sucesos mutuamente exduyentes con 
probabilidades P(A ); P(A,); P(A y)iwu.s PCA,,) 


Entonces : 
P(A)=P(A,) +P(A) + P(A) +. + P(A,) 

Donde: A=A,VA¿ VA ULA, 

EJEMPLO: 

Ha de escogerse el azar un comité de 4 personas 

entre 6 varones y 6 mujeres. ¿Cuál es la probabilidad 

de que el comité esté confórmado por más de 2 

hombres? 

RESOLUCIÓN: 

1") Sen el evento A en el cual intervengan 3 hombres 
1 mujer: 

E PA) 


2*) Sea el evento B en el cual intervengan 4 hombres 
y ninguna mujer: 


* Como son eventos mutuamente excluyentes ; 
2,1_13 
PA) = += 
val 11 66 66 


SUCESOS INDEPENDIENTES 3 


Los eventos A y B son indepedientes sí la ocurrencia 
de uno cualquiera de ellos (A) no afecta la 
probabilidad de la ocurrencia del otro suceso (B). 
Si; P(ANB)=P(A)x P(B) 

> A y B zon indepencientes 

Así por ejemplo de obtener un as al tirar un dado y 
sello al tirar un moneda , está compuesto de dos 
sucesos independientes pues la ocurrecia de uno no 
afecta la probabilidad de la aparición de sello en la 
moneda o viceversa. 


TEOREMA DE LA MULTIPLICACIÓN 
PARA SUCESOS INDEPENDIENTES 
Sean «n» sucesos independientes con probabilidades 
P(A,); P(As); P(Ay);...5 P(A,); entonces la 
probabilidad P(A) que ocurran simultáneamente es 
la multiplicación de las probabilidades de las 
ocurrencias por separado. 


ENTONCRKS: 
P(A)=P(A,)x P(A,)x P(A) xx PIA,) 

EJEMPLO : 
Calcular la probabilidad de obtener un as en un tiro 
de un dado y cara en el tiro de una moneda . 
RESOLUCIÓN: 
1%) de obtener un as : P(A,) = 1/6 
2%) de obtener una cara : P(A,) = 1/2 

P(A) = 1/6 x 1/2=1/12 
NOTA : 


Cuando se habla de sucesos independientes que 
ocurren en sucesión se entiende en que pueden 
ocurrir en cualquier orden y en el enunciado se les 
asocia con la palabra «y» o «a la vez» . 


SUCESOS DEPENDIENTES 3 


Se dice que dos o más sucesos son dependientes si 
la ocurrencia de uno cualquiera de ellos afecta la 
probabilidad de la ocurrencia de alguno de los otros 
Sucesos. 


Así, por ejemplo , consideremos la probabilidad de 
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sacar sucesivamente 2 bolas numeradas con valor 
par de un cajón que contiene 10 bolas numeradas 
del 1 al 10 . La probabilidad de un valor par en la 
primera extracción sería 6/10 = 1/2 . Si volvemos 
a poner la bola extraída la probabilidad de obtener 
valor para en la segunda extracción es de nuevo 1/2 
como estos dos sucesos son independientes por lo 
tanto la probabilidad de obtener 2 valores pares 
sería: 1/2 x1/2 = 1/4. 

Sin embargo, si la primera bola extraída no se vuelve 
a poner entonces quedarían 4 valores pares de un 
total de 9 , por lo cual la probabilidad de obtener 
valor par en la segunda extracción sería 4/9. 
Notamos que en este caso la probabilidad depende 
de la primera extracción , por lo tanto la 
probabilidad de extraer un valor par en este caso 
sería: 1/2X4/9 = 2/9. 


AXIOMAS DE PROBABILIDAD 


Sea £2 el espacio muestral y P(A) es llamada la 
probabilidad del evento A, se cumplen los 
siguientes axiomas: 

1) Para todo evento A : [O<P(A)<1 


0% S P(A)S 100% 


DP 22 es el espacio muestral , es decir 
una probabilidad será 1 cuando el suceso es seguro. 
111) Si: A y B son eventos mutuamente excluyentes, 
entonces : 


PAU B)=P(A) + P(B) 
IV) Si: A* es el complemento de un evento A, 
entonces: 
P(A') = 1- P(A) 
V) Si: Ac B, entonces: P(A)s P(B) 
VI) Si: A y B on dos eventos , entonces: 


P(A-B)=P(A )- P(AN B) 
VII) Si: A y B son dos eventos , entonces: 
P(AUB)=P(A)+ P(B)-P(ANB) 
Si A y B son dos eventos, la probabilidad de que 
ocurra Á o B es igual a la suma de las probabilidades 
de ocurrencia de A y de B, menos la probabilidad de 
que ocurran A y B simultáneamente. 


EXTRACCIÓN SIMPLE : 


Para naipes, bolas y otras cuando se quiere extraer 
de una en una, la probabilidad se determina por un 
simple cociente de los casos favorables respecto a 
los casos totales. 


EJEMPLO : 

De una caja que contiene 6 bolas rojas y 3 negras , 
se extrae uno de ellos al azar. 

Determinar la probabilidad que sea negra. 
RESOLUCIÓN : 


3 
P sa 
deseada = y 


EXTRACCIÓN MÚLTIPLE : 


Cuando se extraen DOS o más objetos , se puede 
hallar la Probabilidad por dos métodos : 


D) MÉTODO DE LA FRACCIÓN : 


Hacer, el PRODUCTO de tantas fracciones como 
EXTRACCIONES se hayan realizado 

N* de Fracciones = N* de Extracciones 
EJEMPLO : 
De un mazo de 52 cartas. ¿Cuál es la probabilidad de que 
al extraer tres al azar, estas sean una figura (J, Q, K)? 
RESOLUCIÓN : 
* En un mazo de 52 cartas existen 4 cartas «e»,.4 cartas 


«Qu y 4 cartas «K», entonces tendremos 12 cartas 
favorables que se van a extraer de una en urna. 


* La probabilidad de la primera será : ES 


* La probabilidad de la segunda será : qe que hay 


una figura menos. 


* La probabilidad de la tercera será : z 


* Luego la probabilidad deseada será : 
12 11 10 


Fáeseada 5251 5g 
PROBABILIDAD CONDICIONAL 


La probabilidad de que ocurra un evento A dado que 
ocurrió el evento B (el evento A depende del evento 
B), denotado P(A|B), es: 
P(ADB) 

P(B) 
Hay que notar que esta propiedad no es 
conmutativa, situación que sí ocurre con la 
probabilidad de unión o la intersección de eventos, 
por lo que no hay que confundir P(A|B) y P(B|A). 
* De la igualdad anterior se deduce , que si A y B 
son dos eventos cualesquiera , la probabilidad de 
que los eventos A y B sucedan a la vez , está dada 
por: 


P(ANB)= 


P(ANB)=P(A/B). P (B) 
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* Esta expresión es conocida como la regla de la 
multiplicación para eventos dependientes. 
po] 


EJEMPLO 1: 
Una urna tiene 4 bolas blancas , 3 negras y 2 verdes; 
sí las extraemos una a una sin volver a depositarlas 
en la urna, ¿cuál es la probabilidad de obtener bola 
negra , dado que ya salió blanca? 
RESOLUCIÓN : 

+ El espacio muestral (2 tiene 9 bolas. 

* Sea B el suceso extraer bola blanca y A suceso 
obtener bola negra. Es claro que después de extraer 
una bola blanca el espacio muestral para el suceso 
B es diferente (8 bolas), por lo tanto: 


PBra)=? 
NOTA : 
Amr abvames linen cutdado'* tepgtemón que 
considerar como «espacio muestral» lo8 
resultados del suceso que ocurre inicialmente. 
EJEMPLO 2 : 
un fabricante de partes de avión sabe , por 
experiencia. pasada, que la probabilidad de que un 
pedido esté listo pare ser. distribuido ess 0,80 y 
que estará listo para entregarse a tiempo es 0,72 
(también que se entregará a tiempo). 
¿Cual as la probabilidad de/que este pedido se 
entregue a tiempo , dado que estuvo listo su envío? 
RESOLUCIÓN: 
R : Suceso de que un pedido este listo para su 
distribución, Y 
D : Suceso que se entregará a tiempo. 
P(R)- 0,80 y PIDA R)=0,72 

_PIDAR)_0,72 
E 
POSIBILIDADES Y PROBABILIDADES 


Se habla muy comúnmente en sitios de apuestas, 
como en las autódromos o hipódromos, de que «las 
apuestas a tal o cual participante es de x a y», es 
decir, que las posibilidades de que gane es de x a y. 


=0,9 


Esta manera de expresarse se refiere al uso de 
razones. 

En términos generales, la posibilidad de que ocurra un 
evento se determina mediante la razón de la probabilidad 
de que ocurra a la probabilidad de que no ocurra. 

Esto quiere decir que si la probabilidad de que un 
evento ocurra es p, entonces las posibilidades de que 


P 
=p 
Tales que x y y son enteros positivos. 
EJEMPLO : 


Si se tiran dos monedas normales (no trucadas), la 
probabilidad de que las dos monedas caigan cara es 
de Ya. Esto quiere decir si alguien apuesta a que las 
dos monedas no caen simultáneamente en cara, la 


x 
ocurra son xa y, es decir: 


3 
posibilidad de ganar la apuesta es de : 73/7=3 


es decir, 3 a 1. 
Hemos de considerar que si es mayor la probabilidad 
de que no ocurra un evento, entonces se acostumbra. 
mencionar las posibilidades en contra del evento. 
EJEMPLO : 

Si se tira un dado no trucado, sabemos que la 
probabilidad de obtener un cuatro es */¿, es decir 
que la posibilidad de obtener un cuatro es de 1 a 6; 
pero se acostumbra decir que las posibilidades en 
contra, esto es, de no obtener un cuatro es de 6 a 1. 
Inversamente, en el caso de tener las posibilidades 
de un evento, entonces es fácil obtener su 
probabilidad, pues sí la posibilidad de un evento es 
de x a y, entonces la probabilidad p de que ocurra 


x 
p=*- 


tal evento es x+y 


EJEMPLO : 

En la Copa Mundial de Futbol Perú 2002 se decía 

que el equipo peruano tenía una posibilidad de 1 a 

76 de llegar a ser el campeón del torneo. 

Si se desea encontrar la probabilidad de que el 

equipo mexicano llegase a ser campeón, entonces se 
, SA De 

tiene que: P= 75 = 76 


es la probabilidad de que ocurriese el evento. 
NOTA : 

Esto tiene la ventaja de que permite, en combinación 
con un axioma de la probabilidad, medir la 


confiabilidad que tienen las opiniones de las 
personas sobre las posibilidades que le asignan 4 


[EDICIONES _HITMIÑOS 


pas 


AEÍLISIS COMBINATORÍO Y PRODADILIDADES 


algunos eventos. Esto quiere decir que el cálculo de 
las probabilidades de dos eventos mutuamente 
-excluyentes a partir de las posibilidades otorgadas 
de manera subjetiva resulta como un criterio de 
consistencia. 

EJEMPLO : 

Un criminólogo piensa que las posibilidades de que 
en la próxima semana la cantidad de delitos en una 
ciudad aumente con respecto a la anterior es de 5 a 
2, de que sea la misma cantidad de delitos es de Y a 
3 y las posibilidades de que aumente la cantidad o 
sea la misma es de 7 a 4. 

Si se desea saber si son consistentes las 
probabilidades correspondientes habría que hacer 


Probabilidad compuesta 
AyBindependientes > p(ANMB)=p(A)-p (6) 


, PANB)=p(A)- p(B/A) 
A y B dependientes E SE a P(A15) 


Probabilidad total 


los cálculos. 

Las probabilidades de aumente la cantidad de delitos, 
sea igual la cantidad de delitos, y de que aumente o 
sea igual la cantidad de delitos es, respectivamente, 
de: 


HEAR Ep 
542.77 143 4? 7+4 11 
y.dado que 2 + 1.2047 e (somo son eventos 

TIA 


mutuamente excluyentes) no E lo mismo que ”/,,, 
entonces los criterios del criminólogo pueden ser 
cuestionados. 


Las obtenemos despejando de la definición. 


Hacemos un "diagrama en arbol". Queremos saber la probabilidad total de obtener el 


suceso B. Para hallaa debemos coger todas las”: 


p(B) =r(A, 0 B)+ (A, NB)+p(Ag NB)+... 


Teorema deBayes 


+p(A, NB) > 


ramas" que nos lleven a B y sumarlas. 

PA, nB)=p(A,)-p (B/A/) 
P(A, 0B)=p(A2)-p (8/A,) 
pP(A¿ B)=p(A,)-p (B/A3) 
PA, 0 B)=p(An) Pp (B/A,) 


Es la relación entre la probabilidad de una de las ramas que cumplen un suceso y la probabilidad 


total de ese suceso. Sabiendo que ( me afirman) 
la pmbabilidad de que haya sido por la rama A, 


pana) _ 


PA Bo — 5 »(E) 


P(B) 


PA) P(B/A,) 


se ha producido el suceso B, queremos saber 


PAP 


[AMI MIMENEIA 


EXT! 
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TEOREMA DE BAYES (GENERAL) 


El teorema de Bayes, enunciado por Thomas Bayes, 
en la teoría de la probabilidad, es el resultado que 
da la distribución de probabilidad condicional de una 
variable aleatoria A dada B en términos de la 
distribución de probabilidad condicional de la 
variable B dada A y la distribución de probabilidad 
marginal de sólo A. 

Sea (A,, Ag m» Am, A,) un conjunto de sucesos 
incompatibles cuya unión es el total y tales que la 
probabilidad de cada uno de ellos es distinta de cero. 
Sea B un suceso cualquiera del que se conocen las 
probabilidades condicionales P( B/A, ). Entonces, 
la probabilidad P(A,/B) viene dada por la expresión: 


problema, construyas una tabla de contingencia o 
un diagrama de árbol. 


EJEMPLO : 


P(BIAJP(A,) _ PUBIAJP(A) 


ELE) Y P(B/A¡)P(A,) 
Jal 


P(A,/B)= 


donde: 
P(A,) son las probabilidades a priori. 

P( B /A,) es la probabilidad de B en la hipótesis Ay 
P(A, /B) son las probabilidades a posteriori. 


Esto se cumple Vi=1;2;3;.. 
El teorema de Bayes es válido en todas las 
aplicaciones de la teoría de la probabilidad. Sin 
embargo, hay una controversia sobre el tipo de 
probabilidades que emplea. En esencia, los 
seguidores de la estadística tradicional sólo admiten 
probabilidades basadas en experimentos repetibles 
y que tengan una confirmación empírica mientras 
que los llamados estadísticos bayesianos permiten 
probabilidades subjetivas. El teorema puede servir 
entonces para indicar cómo debemos modificar 
nuestras probabilidades subjetivas cuando recibimos 
información adicional de un experimento. La 
estadística bayesiana está demostrando su utilidad 
en ciertas estimaciones basadas en el conocimiento 
subjetivo a priori y permitir revisar esas 
estimaciones en función de la evidencia es lo que 
está abriendo nuevas formas de hacer conocimiento. 


Y P(4/B)=1 
i=1 


En los problemas relacionados con la probabilidad, 
y en particular con la probabilidad condicionada, 
así como con la probabilidad total y el teorema de 
Bayes, es aconsejable que, con la información del 


Probabilidad de 
P(RIA)= 


PLAN R) 
PA R)+ P(BN R) 


EJERCICIO : 

'Tres máquinas, A, B y C, producen el 45%, 30% y 
25%, respectivamente, del total de las piezas 
producidas en una fábrica. Los porcentajes de 
producción defectuosa de estas máquinas son del 3%, 
AÑ y 5%. 

1) Seleccionamos una pieza al azar; calcula la 
probabilidad de que sea defectuosa. 

1) Tomamos, al azar, una pieza y resulta ser 
defectuosa; calcula la probabilidad de haber sido 
producida por la máquina B. 

11) ¿Qué máquina tiene la mayor probabilidad de 
haber producido la citada pieza defectuosa? 
RESOLUCIÓN : 

Sea D= «la pieza es defectuosa» 

y N= +la pieza no es defectuosa». 

La información del problema puede expresarse en 
el diagrama de árbol adjunto, 


0,03. D 
AZ 
0,97 N 


1) Para calcular la probabilidad de que la pieza 
elegida sea defectuosa, P(D), por la propiedad de la 


(EDICIONE: 


probabilidad total, 

P(D) = P(A).P(D/A) + P(B).P(DIB) + PIC).P(DIC) 
=0,45X0,03 + 0,30x0,04 + 0,25X0,05 = 0,038 
TI) Debemos calcular PíB/D). Por el teorema de 
Bayes, 


PLB)P(DIB) 
PLAJP(DIAJ+ POBIPIDIB)4 PÍCIP(DIC) 


0.3x0,04 E 
AO 0077 0,3%0,04+0,25%0,05 8 


TI) Calculamos PYA/D) y P(C/D), comparándolas 
con el valor de P(B/D) ya calculado. Aplicando el 
teorema de Bayes, obtenemos: 


P(BID)= 


=0,316 


0,45x0,09 e 
A OOs + 0,Ix0.DIFOL2EXD,OS 880 1 
P(CID) o 125 — 0,309 


0,450,053 +0,8x0,04+0,25x0,05 880 
La máquina con mayor probabilidad de haber 
producido la pieza defectuosa es A 

'ARLABLE ALEATORLA 


Una función que asocia un número real, 
perfectamente definido, a cada punto muestral. 

A veces las variables aleatorias (v.a.) están ya 
implícitas en los puntos muestrales. 


DEFIVICIÓN : 


Una variable aleatoria se denota por X y se define 
como una función real definida en un espacio 
muestral . Abreviadamente: 
X= ((1;x)/w€0;X (1) =x;x € R,) 
Esquemáticamente tenemos: 
n X wm 


X(w)=x 


El objetivo de definir una variable aleatoria en 2 
es transformar un conjunto no siempre numérico 
en numérico. 

EJEMPLOS: 

Consideremos los siguientes experimentos: 


1) Se extraen tres artículos de un proceso de 
producción y definimos la variable aleatoria: X: 
número de artículos defectuosos 

Entonces X toma los valores 0; 1; 2; 3; y se denota 
por X=(0;1;2:3). 


2) Observar durante una hora los clientes que llegan 


a un banco y definir la variable aleatoria; 


X: número de clientes que llegaron al banco en una 
hora 


Entonces, X toma los valores 0; 1; 2; ... ; y se suele 
denotar por X=(0; 1; » 

3) Observar el trabajo de un empleado durante ocho 
horas y definir: X: tiempo que utiliza el empleado 
en terminar una pieza Entonces: X=(0 <x<8); 
x: horas. 

4) Observar la duración de una llamada telefónica 
y X es el tiempo de duración de la llamada. 


Entonces: X= (x/x > 0). 


5) Observar las fallas que tuvo Alberto al contestar 
un examen de veinte preguntas de opción múltiple, 
sea: 

X : número de errores de Alberto en el examen 


Entonces, X=(0;1;2;...;20); es decir, los 
valores que toma X, son de 0 a 20. 


Una variable aleatoria puede ser de dos tipos: 


* Variable aleatoria discreta : 
Es aquella cuyos valores, constituyen un conjunto 
contable (finito, infinito). Es el caso de las variables 
aleatorias definidas en el ejemplo de los tres 
artículos (finito) y el número de clientes que llegan 
al banco (infinito). 


* Variable aleatoria continua : 

Es aquella cuyos valores no se pueden contar, es 
decir, pertenecen a los reales. Puede ser un intervalo, 
una unión de intervalos o todos los reales. 

Como los valores de una variable aleatoria X 
dependen de los resultados de un experimento 
aleatorio, entonces se pueden asociar probabilidades 
a los valores de una variable aleatoria discreta. Por 
ejemplo, supón que el experimento consiste en 
extraer independientemente dos artículos de un 
proceso de producción y se define la variable 
aleatoria: 

X = número de artículos defectuosos 

Entonces: x=(10; 1; 2). 

y supón que el 6% de los artículos son defectuosos 


Entonces: + 
P(x=0)= p(0)=P(bb) = (0,96)%= 0,9025 
Píx=1)= p(1)= P(bd, db)= 2P(d) P(b) 

= 2(0,95) (0,06)=0,095 
Plx=2)= p(2)= Pldd)=(0,05)* = 0,025 
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Los valores que toma X, junto con sus respectivas 
probabilidades, los podemos representar en la 
siguiente tabla: 


x plx) 
o [0,9025 
1 | 0,0950 
2 |0,0025 
[Total | 1,0000 


Vemos que la tabla tiene dos columnas: una para 
ubicar los valores que toma X y la otra para ubicar 
sus respectivas probabilidades. 

Además, la suma de todas las probabilidades debe 
ser l. 


FUNCIÓN DE PROBABILIDAD 
(CUANTÍA) DE UNA VARIABLE 
ALEATORIA DISCRETA X 


Llamaremos función de probabilidad (cuantía) de 
una variable aleatoria X discreta a la función real 
definida en el rango de X, que cumple con las 
siguientes condiciones: 


1) 0<p(x)<1,VxER,=D, 
1) Y) p(x)=1 

WE Dp 
donde p(x) representa la probabilidad de que la 
variable alentoria X' tome el valor de x, es decir: 
P(X = x) = p(x). 
Como en el ejemplo introductorio, de manera general 
una función de probabilidad de una variable 
aleatoria X discreta se puede representar por: 


En algunos casos es posible encontrar una función 
matemática que represente los valores que toma X 
y sus respectivas probabilidades; es decir: 


p(x) = expresión matemática; dominio de la función 


EJEMPLO: 


Consideremos el experimento de lanzar un dado y 
definamos la variable aleatoria X: número que 
aparece en la cara superior del dado. Determinar: 


A)los valores que toma X. 
B)la función de probabilidad de X. 


C) si es posible, encontrar una función que relacione 
las probabilidades con los valores que toma X. 
RESOLUCIÓN: 

A) X toma valores 1; 2; 3; 4; 6; 6. Es decir: 
X=(1;2;3;4:6;6) 

B) Asumiendo que el dado es normal, entonces todos 


los números tienen la misma posibilidad de salir. 
Por 10 tanto, la función de probabilidad de X es: 


C) Como las probabilidades de cualquier valor que 
toma X son las mismas, entonces la expresión 
matemática de la función que relaciona los valores 
que toma X con sus respectivas probabilidades es: 


pla) =G5x= 121345656 


FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN 
PROBABILIDAD 


La siguiente función de probabilidad representa las 
probabilidades del número de autos vendidos por día 
(x) en la firma La Norteña, con sede en Chimbote. 


Supón que la firma quiere determinar la 
probabilidad de que se vendan a lo más diez autos 


por día; es decir, P(x < ;10). Entonces 


P(x< 10)=0,06+0,14+0,20= 0,40 
Pero al igual que en el caso de la estadística básica 


TONES HUBINOS 


( 


NEB_27 
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(distribución de frecuencias), aquí también se pueden 
sumar las probabilidades individuales para hallar 
probabilidades acumuladas. A esto se le llama 
función de distribución de probabilidad. Así, para 


la función de probabilidad anterior tenemos: 
[Tec | E) 
8 0,06 | 0,06 
9 0,14 | 0,20 
10 |0,20 | 0,40 
11 |0,32|0,72 
12 |0,18 | 0,90 
13 |0,10 | 1,00 
total | 1,00 = 


Nota que los valores de la tercera columna se 
obtienen sumando las probabilidades individuales. 
Así: F(8)=P(x < 8)= P(x=8)=0,06 
USE EU= HE PAES0 
=0,06 + 0,14=0,20 

y así sucesivamente se obtienen las demás 
frecuencias de la columna 3. A esto se le llama 
distribución acumulada menor o igual que, y 
de manera general se denota por F(x); es decir: 


F(x)=P(X < x)= Y) plx) 
vVX<x 


Ahora podríamos responder directamente la 
pregunta formulada usando la tabla: 
Pl < 10)=F(10)=0,4 


EJERCICIO 1 : 


Una firma que recibe pedidos por teléfono tiene seis 
líneas telefónicas. Sea la variable aleatoria X: 
número de líneas en uso en un momento específico, 
y supón que su función de cuantía es: 

Total 


* 0 1 2 E 4 5 6 
p(=)/0,10|0,15 [0,20 |0,25 0,20 [0,06 0,04] 1,00 


Calcular la probabilidad de los siguientes eventos: 
AJA lo más, dos líneas están en uso. 


B)Por lo menos cuatro líneas están en uso. 

C) Entre dos y cinco líneas están en uso. 

D)Por lo menos cuatro líneas no están en uso. 
RESOLUCIÓN: 

AJEl evento a lo más dos líneas están en uso es 
equivalente a que X tome valores 0;1 y 2. Por lo 


tanto, piden: 
P(X< 2)= P(X= 0)+P(X=1)+P(X=2) 


= 0,10+0,15+0,20 = 0,45 


B) Piden: 
P(X > 4)= P(X = 4)+ P(X = 5)+P(X = 6) 
= 0,20 + 0,06 + 0,04 =0,30 


C) Piden: 
P(2<X< 5) 


¡=P(X= 2)+P(X = 3) +P(X= 4) +P(X = 5) 
-0,20+0,25+0,20+ 0,06 = 0,71 
D) El evento por lo menos cuatro líneas no están 
en uso es equivalente al evento a lo más tres líneas 
están en uso, por lo tanto piden: 
P(X < 3)= Plx=0)4+P(x=1)4+P(x= 2)+ Plx=3) 
=0,10 +0,15+-0,20 + 0,25 = 0,70 


EJERCICIO 2 : 
Supón quelos resultados de dos prácticas calificadas 
de matemática tomadas en el bachillerato indican 
que el 70% de alumnos aprobó la primera, el 60% 
aprobó la segunda y sólo un 8% no aprobó práctica 
alguna. Construye la función de probabilidad de la 
variable X: número de prácticas aprobadas por un 
alumno elegido al azar. 
RESOLUCIÓN: 
Los valores que puede tomar X son: 0; 1 y 2, es decir, 
X= (0;1;2) 
Para hallar las probabilidades de los valores que 
toma X , usamos un diagrama de Venn: 

2 


A B 
o 
0,08 
donde A = faprobaron la primera práctica) 
B = (aprobaron la segunda práctica) 
Como: 


P(AUB) = P(A)+P(B)— P(AN B)= 0,92 
> 0,7+ 0,6—P(A O B)= 0,92 
=> P(AN B)= 0,38 

Por lo tanto, la función de probabilidad de X es: 


= Tre] 


o [0,08 
1 0,64 
2 |0,38 
Total | 1,00 


El gráfico de una función de probabilidad de una 
variable aleatoria discreta es un diagrama de 
bastones. Por ejemplo, el gráfico de la distribución 


(CAL EZIZRERZTA 2283151 AN CICLOPEDIA 2012) 
anteriores: A) Determinar e interpretar el valor esperado de X. 
B) Calcular 0 y. 
0,6 RESOLUCIÓN: 
0.5 A) Nos piden: 
ñ 
veda Elx)=)) xplx)=0X0,10+....+6x0,04=2,61 
0,3 0 
0,2 Interpretación: Se espera que aproximadamente la 
0,1 máquina tenga tres fallas por día. 
de x B) Primero calculamos Víx). 
1 
z V()= E(*)-[Ec)? 
VALOR ESPERADO DE UNA aj 22 PEI] A 
VARIABLE ALEATORIA o 
Sea X una variable aleatoria discreta. El valor Y(=9,17—(2,61%%= 2,3579 
esperado de X, denotado por E[X] o 1, se define “+ %=” 42:9679 = 1,036 
como: EJEROICIO 3 : 
(3) Supongamos que se venden quinientos boletos de 
> *p(x. una rifa que consiste en un premio de S/. 200, cuatro 
2xcDr premios de S/. 60 y diez premios de S/. 6. Si cada 


VARIANZA DE UNA VARIABLE 
ALEATORIA 


Sea X una variable aleatoria discreta con valor 
esperado ¿2, Entonces. la varianza de X se define 
por: 


V(X)= Y) (x—1,Y plx)=E(2*)- 
vcDp 


La desviación están dar de una variable aleatoria X 
discreta es una medida de dispersión absoluta 
expresada en las mismas unidades de la variable 
aleatoria X. Se define como la raíz cuadrada positiva 


de la varianza. Se denota por 0y- 


Es decir: [0 y 


EJEMPLO: 


Supongamos que la variable 
aleatoria 

X: número de fallas que tiene 
una máquina por día tiene la 
siguiente distribución de 
probabilidad: 


boleto cuesta S/. 1 y si adquieres un boleto, 
definamos la variable. 


U: utilidad. Calcular E( U). 
RESOLUCIÓN: 


Primero calculamos los valores de U y sus 
respectivas probabilidades. En efecto: 


¡gún premio. 
, si gana un premio de S/. 6. 

49, si gana un premio de S/. 60 

U = 199, si gana el premio de S/. 200 .. 

Por tanto, la función de probabilidad de U es: 


U =-1, si no gana 


[Cu [07] 0p(0) 
=1 | 285 |-0,97 
600 
4 | 20 [0,08 
500 
4 
49 500 0,392 
1 
199 | 599 | 0.398 
Total | 1,00 | —0,1 


Entonces: * 
A 
E(U) =)U,p(U,) 
a 


= — 10,97) adn ,008)+199(0,002) =—0,1 


=> E(U) =- 
Es decir, a E Sl. 0,1. 
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EJERCICIO 4 : 

La demanda mensual de uno de los productos de 
Export S.A. varía de un mes a otro. A partir de la 
información de los últimos veinticuatro meses, se 
logró estimar la distribución de probabilidades para 
la demanda mensual del producto bajo estudio. 


Demanda 

2 
bum » 00000 | 30000 | 40000 | 50000 
probabilidad | 0,25 | 0,35 | 0,30 | 0,10 


A)Si la compañía establece un programa de 
producción tomando como base el valor esperado 
de la demanda mensual, ¿cuál debe ser el programa 
mensual de producción para este producto? 
B)Supón que cada unidad vendida produce un 
ingreso de S/. 10 y que su costo es S/. 7, ¿cuánto 
ganará Export S.A. en un mes si su programa de 
producción se basa en (A) y la demanda fuera de 
30 000 unidades? 


RESOLUCIÓN: 


Definamos X: demanda mensual. Entonces la 
distribución de probabilidad de x es: 


pts 


A) Calculamos E(x)=32 500 (suma de la tercera 
columna). por lo tanto debe producir 32 500 
unidades mensuales. 

B) Definamos U : utilidad neta. 

U=I- € (ingreso - costo) 

U = 30 000x10 - 32 500 (7)= 72 500 soles 

=>Su utilidad es de S/. 72 500. 


LEY DE PROBABILIDAD O 
DISTRIBUCIÓN DE PROBABILIDAD 
DE UNA VARIABLE ALEATORIA 
DISCRETA 


Supón el experimento que consiste en lanzar tres 
veces una moneda equilibrada. Si en el espacio 
muestral de este experimento se define la variable 
aleatoria X como el número de caras que se obtiene, 
tendremos que cada valor que asume la variable 
tiene cierta probabilidad. 

Existen ocho posibles resultados cuando se lanza 
tres veces una moneda. A continuación se muestran 
los resultados posibles (C representa cara y S 


representa sello). 


SOURAnuna 
DOLAR 
nuroa 
cru --o 


Como puedes ver, el resultado «cero caras» ocurrió 
sólo una vez, «una cara» ocurrió tres veces, «dos 
caras» también tres veces y «tres caras» sólo una 
vez. Como «cero caras» apareció en una de ocho 
posibilidades, entonces la probabilidad de que 
Aparezca «cero caras» es 1/8. De igual forma, la 
probabilidad de que aparezca «una cara» es 3/8, de 
que aparezca «dos caras» es 8/8, y de que aparezca 
«tres caras», 1/8. 

La probabilidad de que la variable aleatoria tome 
un valor genérico igual a k se denota de la siguiente 


manera. Py=P(x=k) 


Nota que la suma de las probabilidades de todos los 
resultados posibles es 1. 


Lo anterior representa una distribución o ley de 
probabilidad para la variable aleatoria x. 


DEFINICIÓN : 


La distribución de probabilidad de una variable 
aleatoria discreta x es el conjunto de valores 
asociados a cada resultado un experimento 
aleatorio, junto con las probabilidades de ocurrencia 
de cada uno de ellos. 


CAMA HZMEMETA 


En una distribución de probabilidad se cumplen las 
siguientes características: 


La probabilidad de un resultado específico siempre 
debe estar comprendida entre O y 1. 


La suma de las probabilidades de todos los 
resultados posibles es 1. 


La distribución de probabilidad se puede representar 
gráficamente mediante «bastones». 


Para el ejemplo del lanzamiento de la moneda tres 
veces, el gráfico de la distribución de probabilidad 
correspondiente es: 

Pi 


3/8 


1/8| 


CN 2 3 X 


EJEMPLO: 
Un embarque de ocho congeladoras similares que 
se envía al distribuidor CARISA contiene tres 
aparatos defectuosos. Si la cadena de pollerías «El 
Carmelo» realiza una compra aleatoria de dos de 
estas congeladoras, encontrar la distribución de 
probabilidad de las congeladoras defectuosas. 


RESOLUCIÓN: 


Sen la variable aleatoria x, que representa el número 
de congeladoras defectuosas compradas por la 
cadena de pollerías. La pollería al comprar dos 
congeladoras de la distribuidora CARISA, que como 
sabemos tiene tres congeladoras defectuosas estarán 
en buenas condiciones y en el peor de los casos, lan 
dos congeladoras pueden estar defectuosas. 
Entonces, los posibles valores que toma la variable 
aleatoria son O ; 1.2. 

Para hallar las probabilidades asociadas a cada 
valor de la variable aleatoria, será necesario utilizar 
la teoría de cálculo combinatorio. 

Recordemos que una combinación representa el 
número de maneras posibles de elegir «p» cosas 
entre «rm» de ellas, cuando el orden en que se eligen 
no es importante. 

La combinación de n tomado en p, se denota con 


A 
lp) 4 Ch. y se define por la siguiente fórmula . 


330 ) 
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E E EA AÑ 
Entonces, la propiedad de que la variable X tome el 
valor cero, es decir lo mismo que las dos 
congeladoras compradas provienen del grupo de las 
5 congeladoras que están en óptimas condiciones; o 
también decir que la pollería no compró ninguna 
congeladora defectuosa. Esta probabilidad se 
representa así: UE 
=P(X=1 (2)(2)_ 10 
2) 28 


donde 6 )l 5) representa el número de posibilidades 


de adquirir dos congeladoras en buenas condiciones. 
Estas desde luego provienen del grupo de las 5 
congeladoras que están en buenas condiciones, y 


idades de 


adquirir dos congeladoras sin tomar en cuenta si 
están o no en buenas condiciones. 


Entonces, la probabilidad de no comprar ninguna 


(3). representa el número de posib: 


10 
congeladora defectuosa es 7 


La probabilidad de que la variable X tome el valor 
uno, significa que una de las congeladoras 
compradas provienen del grupo de las cinco 
congeladoras que están en óptimas condiciones y la 
otra congeladora comprada provienen del grupo de 
las tres congeladoras que están defectuosas. Esta 
probabilidad se representa así: 


sy/(6 
P, ea) Cl) 8 
¡ES 
Del mismo modo, la probabilidad de que la variable 
X tome el valor dos, significa que las dos 
congeladoras compradas provienen del grupo de las 
3 congeladoras que están defectuosas. Esta 
probabilidad se representa así: 


(2)(6) 
MONNES 


Entonces la distribución de probabilidad del número 
de congeladoras defectuosas compradas es : 


P,=P(X=2)= 


x 1) 1 2 
10 15 3 
P(X=x)| == = 38 
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EJERCICIO 1 : 


Una colección de diez CD consta de cinco CD de 
música clásica, dos de salsa y tres de rock. Si se 
toman cuatro de ellos al azar, encontrar la 
distribución de probabilidad para los CD de música 
cláica. 


00000 Dorian 


900 E) coca 
SO O) cora 


RESOLUCIÓN: 
Sea la variable aleatoria x, que representa el número 


de CD de música clásica. Entonces, los posibles 
valores que toma la variable aleatoria es: 0;1:2:3 y 4. 


La probabilidad de que x tome el valor cero es: 


pt la 


(2) ==0 
La probabilidad de que x tome el valor uno es: 


06) _ so 


P,=P(X=1)= (4) > 


210 
La probabilidad de que x tome el valor dos es; 
P,=P(X=2)= (812) 100 
10) 210 
La probabilidad de que x tome el valor tres es: 


an_ 
JETA e 
La probabilidad de que x tome el valor cuatro es: 


P,=P(X=3)= 


E == a 210 
AFECTO 


Construir la tabla de la distribución de frecuencias 
dela variable aleatoria Y ; que representa el puntaje 
total obtenido al lanzar dos dados equilibrados. 


RESOLUCIÓN: 


En la siguiente tabla de doble entrada se muestran 
los puntajes totales obtenidos al lanzar dos dados, 


Sea la variable Y, definida por 
el puntaje total obtenido al 
lanzar los dados. Los valores 
posibles que toma la variable 
Y de la tabla anterior son: 
2; 3:4:5:6; 7; 8:9:10;11 y 12. 
Entonces la tabla de 
distribución de probabilidad 
de la variante aleatoria Y es 
la siguiente : 


FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN O DE 
ACUMULACIÓN DE UNA VARIABLE 
ALEATORIA DISCRETA 
Para una variable aleatoria x, su función de 

acumulación se define como: F(k)=P(X < kh) 


para todo número real k. Así, para la variable 
aleatoria x, cuya función de distribución es : 


x 1 2 3 4 
P,=P(X=x) 02 03 04 01 
se tiene, por ejemplo, que: 
F(0) = Píx< 0) =0 
F(1) = P(x<1)= P(x= 1)= 0,2 
F(2,5) = Plx< ;2,5)= Plx=1)+P(x= 2) 
=0,2 + 0,3 =0,5 


En general, para esta variable la función de 
distribución o de acumulación es: 


[CATIA 77 OE > LTD) > is E TTTATIV TO) 


1) si =<1l 
0,2 si Ix< 1<2 

F(X)=< 0,5 si 2<x<3 
0,9 si 3<x<4 
1 si x<4 


En la siguiente figura se muestra el gráfico de esta 
función de acumulación 


EJERCICIO : 

Un embarque de ocho televisores contiene dos 
aparatos defectuosos. Una tienda distribuidora 
realiza una compra aleatoria de dos de ellos. Si x es 
el número de unidades defectuosas que se compran, 
encontrar la distribución de acumulación de x 


RESOLUCIÓN: 
Los valores que puede tomar la — variable x son 


0; 1 y 2 y las probabilidades asociadas se dan a 
continuación: 


Aj rtir de la tabla anterior, se puede elaborar la 
istribución de acumulación de x. 


 FAQ=P(X<0)=0 
0<Xa1; 5 F(0)=P(X <0)=0,54 


Si1<X<2; F(1)=P(X<1) 
=0,64+0,43=0,97 
SiX>2 5; Fí2)=P(<2) 


=0,64 + 0,43 + 0,03=1,00 
resumiendo, la distribución de acumulación de la 
variable aleatoria X en. 


O si x<0 
0,64 si 0<x<I 

0,97 si 1<x<2 

Li az 
ESPERANZA Y VARIANZA DE UNA 
VARIABLE ALEATORIA DISCRETA 


Tanto la media y la varianza son características 
importantes de toda distribución probabilística. La 
media indica la ubicación central de los datos y la 
varianza describe la dispersión de estos alrededor 
de la media. 

EJEMPLO :; 

Un bodeguero observa que en las últimas cuatro 
semanas, la demanda de leche fresca en bolsa está 
aumentando. Sin embargo, no desea invertir en un 
pedido mayor porque prefiere invertir en otros 
productos que también tienen rotación. Él conoce 
cómo es la demanda diaria, sin embargo desea tener 
una medida resumen; es decir, una sola cantidad que 
lo apoye en su decisión. 

Para esto cuenta con los registros de la cantidad 
demandada de leche, en unidades, en los últimos 
treinta días. 


Cantidad ' 


F(X)= 


5 "4 a relativa 
mí P(X= x) 
10 6 (6/30) = 0,20 
18 6 (7/30) = 0,23 
20 9 (9/30) = 0,30 
21 8 (8/30) = 0,27 
n=30 Y PK=x)=1 


Observando la tabla se diría que la probabilidad de 
que en un día cualquiera se demanden diez bolsas 
de leche es igual a la frecuencia relativa asociada, 
es decir 0,20. De igual manera se definirán las 
probabilidades en los casos en que se demanden 
dieciocho, veinte o veintiún bolsas de leche. 

Justamente una de las medidas resumen está 
representada por el valor esperado o media de la 
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distribución de probabilidades, que se define como: 


El valor esperado, denotado por 11, 0 por E(X), 
es un valor representativo de la distribución 
de probabilidad. Es el valor medio que se espera 
obtener cuando se realiza el experimento un 
número grande de veces. 
El valor esperado de una variable aleatoria 
discreta se calcula con la siguiente fórmula: 
uE) px x. P(X=x) 
EA 
donde P(X=x), es la probabilidad de los diversos 
resultados de X. 
Para el caso del bodeguero, la cantidad promedio 
esperada de leche será: 
Btx)=(10110,20)+(18)(0,23) +(20)(0,30)+121/(0,27) = 17,8 
El bodeguero espera vender en promedio 
aproximadamente dieciocho bolsas de leche en bolsa 
por día. 


Otra de la medidas resumen que mide la dispersión 
de la distribución de probabilidad de una variable 


aleatoria es la varianza, que se denota con y? y se 
calcula con la siguiente fórmula: 


o¿=VX)= Y (a 1.) PX=x) 


xERy Ñ 


La desviación estándar es la raíz cuadrada de la 
varianza. o=/V(X) es 


Para el caso de la demanda de leche, los cálculos 
necesarios para obtener la varianza y desviación 
estándar se muestran en la siguiente tabla. 


lúmero de Camiones | 77 qe 
q 


0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 


Calcula el número esperado de arribos por día, la 
varianza y la desviación estándar de la variable 
aleatoria, 


RESOLUCIÓN: 


Sea la variable aleatoria para el ejemplo. 

X : número de camiones de carga que arriban cada 
día al pueblo Los cálculos previos para encontrar el 
número esperado de arribos por día, la varianza y 
la desviación estándar se muestran en la tabla 
siguiente. 


AP ARA 
0,00 ou 
0J0 402 
0,30 138 
0,78 00 
130 07 
0.50 3:48 
om | 110 
e EX) 3,18 


En promedio el número de camiones que arriban al 
día será 3,15; la varianza 2,13 y la desviación 
estándar 1,46. 


OBSERVACIÓN : 


Cuandola variable aleatoria es discreta esigual ala suma 
de la probabilidad de cada posible suceso aleatorio 
'multiplicado por el valor de dicho suceso. Por lo tanto, 


APR TAPA] AZAR 
10 | 0,20 | 6100 a 
18 | 0,23 | 0,04 e 
20| 0,30 4,80 275 
21| 027 | 1018 
07 = Y (X-u)' P(X=x)=16,4 
0,=/164=4 


representa la cantidad media que se «espera» como 
resultado de un experimento aleatorio cuando la 
probabilidad de cada suceso se mantiene constante y el 
¡experimento se repite un elevado número de veces. Cabe 
[decir que el valor que toma la esperanza matemática en 
¡algunos casos puede no ser «esperado» en el sentido más 
general de la palabra el valor dela esperanza puede ser 


La varianza y desviación estándar para el caso de 
la demanda de leche es 16,4 y 4 respectivamente. 


EJEMPLO: 


Se ha determinado que el número de camiones de 
carga que arriban cada día a un pueblo, que está a 
30 km de Junín, sigue la distribución de 
probabilidad de la tabla siguiente. 


improbable o incluso imposible, 


EJERCICIO PROPUESTO : 


Un juego consiste en extraer una carta de una baraja 
española (40 cartas) y: 

* sj sale Sota o Saballo recibimos 15 céntimos 

* si sale As o Rey recibimos 5 céntimos 

* si sale cualquier otra carta pagamos 4 céntimos 
Calcula la ganencia esperada. 


PROBLEMA l: 


Un repuesto de automóvil se venden en 6 tiendas en 
la Victoria o. en 8 tiendas de Breña. ¿De cuántas 
formas se puede adquirir el repuesto? 
ay B) 13 C) 48 D)J1M4 
RESOLUCION: 


* Por el principio de adición: 
Breña 


E) 15 


Victoria 6. 
6formas + Eformas = 14 formas 

RPTA: “D” 

PROBLEMA 2: 

Se desea cruzar un río, para ello se dispone de 3 

botes, 2 lanchas y 1 deslizador, ¿De cuantas formas 

se puede cruzar el río utilizando los medios de 

transporte señalados? 


Ya B)5 C) 12 D)9 EJ6 
RESOLUCION: 
* Aplicando el principio de adición se tiene: 
Bote rl, lancha pr IE deslizador 
3 - 2 + 1 =6 
>% maneras =3+2+1=6 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 3: 

Entre Lima y Huancayo hay 6 líneas de automóviles 
diferentes y entre Huancayo y Ayacucho hay 3 líneas 
de automóviles. ¿De cuántas maneras puede una 
persona ir de Lima a Ayacucho y regresar en líneas 
diferentes? 

A)201 B) 185 
RESOLUCION: 


C)120 —0)J60 —EJ23 


*Parair :6x3=16 

* Para venir: 2x4 =8 

> Para ir y venir es : 15 x 8 = 120 formas 
RPTA: “C” 

PROBLEMA 4 : 

¿De cuántas maneras podrá vestirse una persona 

que tiene 3 pares de zapatillas, 4 buzos (2 iguales), 

6 pares de medias y 6 polos (3 iguales)? 


A) 360 B) 180 CC) 135 D)240  E)225 


RESOLUCION: 


* Al vestirse utilizó un par de zapatillas (Z), 1 buzo 
(B), 1 par de medias (M) y un polo (P) , Entonces : 


ZxMxPxB 
y y JyoJ 
Hformas=3 Xx 3x5 x 4=180 
OBSERVACIÓN : 
Los artículos iguales se contabilizan una sola vez. 


PROBLEMA 5: 


¿De cuántas maneras diferentes podrá viajar una 
persona de Á a D sin retroceder? 


ES 


D)24 


A 


A) 36 B) 33 
RESOLUCION : 


* Identificamos con un nombre a cada camino 
diferente : 


C)13 E) 39 


* Razonemos de la siguiente forma : 
L para llegar a B se podrá llegar ya sea por arriba o 
por abajo o en medio(pero no simultáneamente por 
los 3 ), por que aplicaremos el principio de adición 
¡ así: 
* de formas de llegar de AaB:1+1+1=3 
II) luego apliquemos el razonamiento anterior a 
todos los tramos enumerando (método 
enumerativo — aditivo) , así : 
ttde formas de £ 
lesión E 2) =LI+ 14 114343=39 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 6 : 
¿Cuántas placas para automóviles pueden hacerse 
si cada placa consta de dos letras diferentes seguidas 
de tres dígitos diferentes? (considerar 26 letras del 
alfabeto). 
A 676000 
D) 458 000 


B) 936 000 
E) 234 000 


C) 642 000 
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RESOLUCION: 


* Los guarismos o cifras que intervienen en las 
matrículas son del O al 9. El siguiente esquema 
representa las placas: 


LETRAS DIGITOS 
CELA 
] 
its 
26x 26: 10x9 =8= 468000 
> placas = 26x25x10X9X8 = 468000 
EXPLICACIÓN : 
* El ler: casillero puede ocupar cualquiera de las 
26 letras. 


* El 2do. casillero puede ocupar cualquiera de las 
25 letras que restan. 


* El Ser: casillero to puede ocupar cualquiera de 
los 10 dígitos (del O al 9). 


* El 4to. casillero lo puede ocupar los 9 dígitos que 
están quedando. 


* Finalmente para el último casillero solamente le 
quedan 8 dígitos. 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 7: 


El aula selección de una academia consta de 12 
alumnos a los cuales se le toma el examen final. 
¿Cuántas opciones distintas se tiene para ocupar 
los 4 primeros puestos si no hay empate? 

A) 11320 B) 13200 C)11200 D) 11880 E) 12400 
RESOLUCIÓN : 


* Como son 12 alumnos uno de ellos puede ocupar 
el Jer: puesto (12 opciones), para el 2do. puesto 
quedarán 11 alumnos (11 opciones), para el 3er 
puesto quedan 10 alumnos (10 opciones) y para el 
4to. puesto quedan 9 alumnos (9 opciones). 


rr 344 
A 
$ formas= 12X11 X10 x9=11880 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 8 : 
¿Cuántos numerales de 2 cifras se pueden formar 
con los dígitos 153; 5 y 7? 
A) 120 BJ12 C)24 
RESOLUCIÓN : 
MÉTODO 1 : ( mediante arreglo numérico) 
* Con los dígitos dados, formamos los siguientes 
números : 


D) 16 E) 96 


KÉ— a PP 


. 11-12: 13.12 
31 33 35 37 
SU DISDESA 
nn B77 


se aprecia que se pueden formar 16 numerales 


MÉTODO 2 : ( mediante la aplicación de los 
principios de análisis combinatorio) 
* La forma general del numeral pedido es : 


a do y E A 
Ma co to tu e 0% 


4x4=16 numerales 


= cantidad de números = 4x 4 = 16 

RPTA: “D” 
PROBLEMA Y : 7 
¿De cuántas maneras diferentes se pueden colocar 
12 cuadernos iguales en un estante cuya forma es 
la que se indica en la figura si se desea que en cada 
casilla haya a lo más un cuaderno yen cada fila 


y en cada columna 3 cuadernos? 
AJ6 B)12 C)24 D)30 EJ 16 
RESOLUCIÓN: 


* Podemos notar que la condición de haya en cada 
fila o columnas 3 libros equivale a que en cada fila 
o columna quede un casillero vacío. Tomando 
referencia a las columnas A, B, C y D. 


> En Ira. columna se tiene 4 opciones para que 1 
casillero quede vacío. 


* En la 2da. columna quedaron 3 opciones (no 
consideramos el casillero de la fila que está el ler 
casillero vacío). 


+ Igualmente en la 3ra. columna 2 opciones. 
* y para culminar en la 4ta. columna , 1 opción. 
+ Por el principio de multiplicación : 
* maneras =4x3x2x1=24 
RPTA: “0” 
PROBLEMA 10 : - 


Determinar cuántos numerales de 3 cifras existen 
en el sistema de base seis. 
4,120 B) 12 €) 240 
RESOLUCION: 


D) 180 E)96 


CALAS HZIERETA 


336 M1 AA ENCICLOPEDIA 2012) 


* La forma general del 2 b €, 
numeral es abc, + $4 
hallaremos las 1.0 0 
posibilidades que 2 7 1 
Pueden tomar a , b y e 32 2 
en base seis y luego 

multiplicamos e 13 3 
número de las 64 4 
posibilidades 65 

x6x6 = I180numerales 


> se pueden formar 180 numerales 
RPTA: 


p” 
PROBLEMA 11 : 


Se quieren sentar 6 hombres y 4 mujeres en una 
fila de modo que las mujeres ocupen los sitios pares, 
¿De cuántas formas pueden sentarse? 


A) 561840 B) 2880 C)144  D)120 E) 24 


RESOLUCIÓN: 


Shtios 

pares 

* Las mujeres podrán sentarse de : 
4x3x2Xx1=24 formas 


* Los hombres podrán ubicarse de : 
6x4x3x2x1= 120 formas 

* Como tanto, hombres y mujeres se deben sentarse 

en forma simultánea aplicamos “El principio de 

multiplicación”. 


> ide formas = 24x120 = 2880 


RPTA; “B” 
PROBLEMA 12 : 
¿Cuántos numerales de la forma: 
ala DEP =Je, existen? 
4) 146 B)288 -C)676  D)200 E) 864 
RESOLUCIÓN: 


* En estos tipos de problemas hay que tener en 
cuenta que cuando una variable representa una 
cifra, y esta se repite en el numeral, entonces a dicha 
variable se le considera una sola vez al calcular la 
cantidad de numerales. 


* En nuestro problema, con la indicación anterior , 
tendremos : 


alar DEB =D 
yoyo Jy 


1 3 0 
2 4 1 
5 “ ña 


cantidad de numerales = 5 x5x 8 = 200 
>> se pueden formar 200 numerales 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 13 : 
¿De cuántas formas se pueden sentar en una fila 


de 6 asientos 3 hombres y 2 mujeres de 
A) 120 B) 12 C)24 D) 48 


RESOLUCION: 


* Asumamos que las damas A y B ocupan el 1er 
2do. asiento , tenemos: 


PL ZP3SI,S 


varones 
* Analizando dicho caso particular : 
1) Las damas se podrán sentar de: 
2x1=2 formas 
1) Los tres varones como disponen de 3 asientos se 
podrán sentar de: 
3x2x1=6 formas 

* Luego: 
Por el «Principio de multiplicación» tenemos que el 
número de formas en dicha situación es : 

(2)(6) = 12 formas 


E) 96 


damas 


* Pero: 
Notamos que las damas juntas se comportan como 
uno solo y en dicha fila se varía de 4 formas, veamos 


la figura: 
E 


DD HHH 
'HD DHH 
HH DDH 
HH HDD 


> st total de formas: 4 (12) = 48 
RPTA: “D” 


4formas 
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PROBLEMA 14 : 

¿Cuántos numerales de tres cifras diferentes existen 
en el sistema de base decimal? 
A) 646 B) 288 CC) 576 
RESOLUCION: 


D) 200 E) 648 


* La forma general del numeral es á5c, hallaremos 
las posibilidades que pueden tomar a , b y e en base 
diez y luego multiplicamos el número de las 
posibilidades , teniendo en cuenta que las tres cifras 
deben ser diferentes 


ab e 
y oy y 
O 0 
2 1 1 


9 (10-D (0-2 

9x 9 x 8 =648 numerales 
> se pueden formar 648 numerales 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 15: 
¿De cuántas formas pueden ordenarse 7 libros en 
un estante , si 3 libros determinados deben estar 
juntos? 
Ay 144 B) 288 
RESOLUCION: 
* En el siguiente esquema asumamos que A, B y € 
son los libros que estan juntos (situación 


particular): 
Omrerejp ht 


1) Los 3 libros A, B y C se pueden ordenar de: 
3x2x1=6 formas 

11) Para los 4 libros restantes se podrán acomodar 

de: 4x8 x2 x1 =24 formas 

TI) Como los librosíA, B y C están juntos en la fila 

podrán variar de; 6 formas 


> df total de formas es: 6 x24x 6 = 864 
RPTA: “E” 


C)676  D)624 E)864 


PROBLEMA 16 : 


Un estudiante para ir a la universidad y regresar 
puede emplear como medio de transporte «bicicleta» 
o «bus» durante la semana (incluido los domingos). 
¿Cuántos días deberán transcurrir para que puedan 
suceder todas las. formas posibles en que puedan 
combinarse el ir y venir ya sea en «bicicleta» o «bus» 


durante una misma semana? 

A)28  B)256  C)1792  D)16381 
RESOLUCION: 

* Sea el esquema que representa los días de la 
semana: 


LMMJVS 
iu lios 
Axix4x4x4x4=4' semanas 


> Hidías = 4'x7 = 16384 días 


E) 16384 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 17: 
¿De cuantas formas pueden sentarse en una misma 
mesa circular de 6 asientos un equipo de 6 personas”, 
si: 
a) Cualquiera de las mujeres pueden ubicarse en 
los asientos. 
b) Dos de las personas deben estar siempre juntas. 
RESOLUCION: 
* El ordenamiento que se realiza se considera con 
respecto a la mesa. 

(ua] 


1) Asumamos que una 

de las 6 personas está ] 

ya sentada como en la 

figura: a 

* En los 5 asientos las 6 personas podrán variar des 
6x4x3x2 x 1=120 formas 


KI) Considerando que de (un] 


las 6 personas están 
juntas dos de ellas y a MN 
su vez ubicadas en el 
gráfico: 


(ma 

ao-g 

+ Los que están juntos podrán variar de: 
(2x1) =2 formas 


+ Los 4 restantes se podrán ordenar de: 
4x3x2 x 1=24 formas 


> él maneras de sentarse: 2 (24) = 48 
PROBLEMA 18: 
¿Cuántos numerales de la forma: 


14.,/b 
a 


D) 60 


existen? 


A) 20 BJ3 C)9 E)70 


(A REMERA 
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RESOLUCION: 


*Los valores de -a» deben se factores de 14 y además 
menores que 9 ; luego los valores posibles de «a» 
solo pueden ser: 152; 7; es decir hay 3 posibilidades, 
* Los valores de «b» son múltiplos de 3 , menores 
que 9; luego los valores de -b» solo pueden ser: 0 ; 3 
y 6; es decir hay 3 posibilidades : 


y y 
e mb 
AS! 
tip 
3 x 3=9numeralen ppp, on 


PROBLEMA 10 :; 

Un tablero está constituido por casilleros 
distribuidos en 6 columnas y 4 filas, se desean 
colocar 4 fichas de diferentes colores en el tablero 
de tal manera que haya a lo sumo una sola ficha por 
fila y por columna. ¿De cuántas maneras pueden 
colocarse las fichas? 

A)6760  B) 1162 C)2880 D)665536 E) 14400 
RESOLUCION: 

* Dadas las fichas (a; b; e; d). 

A continuación mostramos la secuencia como han 
sido ubicadas las fichas: 


(1 1049) 
b 


EXPLICACIÓN : 


1) Para ubicar la Ira. fisha (a) se tiene: 20 opciones 
11) Para colocar la 2da. ficha (b) se tiene: 12 
opciones 

III) Para la Sra. ficha (e) se tiene: 6 opciones 

IV) Para la 4ta. ficha (d) se tiene: 4 opciones 


* luego aplicando el «Principio de multiplicación» : 
formas: 20 x 12 x 6 x 4 =5760 
RPTA: “A 


PROBLEMA 20 : 


Con 10 triángulos negros y 10 triángulos blancos 
que ocupen medio cuadradito, se quiere cubrir, un 
tablero en forma de rectángulo dividido en 10 
cuadraditos iguales (como se muestra en la figura) 
¿de cuántas maneras puede hacerse con la condición 
de que no haya 2 triángulos del mismo color con un 
lado común? 


A) 10 B)26 CC) 288 D) 128 E) 1024 

RESOLUCION: 

* Asignemos una letra a cada casillero: 
apB|cjoje 
Fjo|pm|r[3 


* Para cubrir la casilla «A» se tienen 4 opciones : 


IVY AY 


* Elegida una de ellas, por ejemplo la primera de la 
izquierda, sólo hay 2 opciones para llenar «B» ; 


A” 


* Para llenar «F», tendremos 2 opciones: 


MM ld 


+ De igual modo para «C», «D» y «Ex tendremos 2 
opciones para cada una. 


* Para llenar «G» tendremos 1 opción, ya que «B» y 
«F» están ya definidos (igual para «Ho, «To y «d»). 


O 


4x2x2x2x2 


= 128 maneras 


[EDICIONES _RUBINOS 


PROBLEMA 21 : 


Enuna fila de 6 asientos se desean sentar 3 hombres 
y 1 mujer. ¿De cuántas maneras lo podrán hacer si 
aun lado de la mujer están los 3 hombres? 
AJ24 B)30 CJ 40 D) 60: 
RESOLUCION: 


IER. CASO ; (Cuando los hombres están a la 
derecha de la mujer) 


mujer 
len hombre : 6 opciones 


2do. hombre : 4 opciones 
3er hombre : 3 opciones 


>4k maneras : 6 x 4x3 =60 

Tre J 
4 maneras: 4 x 3 x 2=24 
mujer [ 


E) 180 


—>H% maneras: 3x2x1=6 
2DO. CASO : (Cuando los hombres están a la 
izquierda de la mujer) 
* Notamos que sería similar que el ler. caso: 
=> ¿fmaneras: 60 + 24 + 6 =90 

* finalmente : 

—>H total de formas es: 2 (90) = 180 

RPTA: “E” 

PROBLEMA 22 : 
Sí se suelta una bolita en «A», ¿de cuántas formas 
diferentes puede llegar a «B»? 


RESOLUCIÓN : 


* El problema es análogo a preguntar, ¿de cuántas 
maneras se puede ir de «A» a «B» por el camino 
más corto, para lo cual utilizaremos el método 
enumerativo utilizado en razonamiento inductivo 
deductivo : 


E de formas 5) E 
llegar de Aa B 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 23 : 
¿Cuántas señales diferentes pueden hacerse izando 
seis banderas de diferentes colores una sobre otra, 
si pueden izarse cualquier número de ellas a la vez? 
A) 248 B) 302 C)40 D) 876 E) 180 
RESOLUCION: 
* IER. CASO : Cuando se iza una bandera: 
+ señaleses = 6 
* 2DO. CASO : Cuando se izan 2 banderas: 
* señales = 6 x 6 = 30 
* 3ER. CASO: Cuando se izan 3 banderas: 
+ señales = 6 Xx 5 x 4=120 
* 4TO. CASO: Cuando se izan 4 banderas: 
$ señales = 6 xx 5 X 4x3 = 360 
* 5TO. CASO : Cuando se izan 6 banderas: 
Hseñales =6 X5x4Xx3Xx2=720 
* 6TO. CASO : Cuando se izan 6 banderas: 
+ señales =6x6x4x3x2x1=720 
* finalmente : 


(: ea 5 =(6+30+ 120+360+ 360)=876 
señales 


RPTA: “D” 

PROBLEMA 24 : 3 
¿Cuántas palabras diferentes de 4 letras se pueden 
formar con todas las letras de la palabra LOLO sin 
necesidad que tengan significado? 
AJ6  Bj12 C)24 D)36 E)120 
RESOLUCION: 
* Si asumimos que las palabras estan formadas por 
letras diferentes O, ; Oy; L, y Ly; entonces ge tendría 
que el número de palabras es: 

4x3x2x1=2 
* Analizemos una de las palabras, por ejemplo 
OLLO al considerar letras diferentes serán los 
siguientes : O,L,L,O,; O,L,L¿O,; O,L,L,O, y 


CAM AZIZNEREA 
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O,L;L,O; el cual indicaría que hemos tomado en 
cuenta 4 veces una misma palabra porque hemos 
considerado que L, y Lz se han variado de 2x1 =2 
formas , igualmente O, y O, de formas el cual hacen 
(2)x(2) = 4 palabras. 


E 
(2x1)(2x1) 


Los cuales son: OOLL ; OLOL ; OLLO ; LLOO ; 
LOLO; LOOL. 


4% palabras diferentes = 


RPTA: “A” 


PROBLEMA 25 ; 

Determinar cuántas palabras diferentes se podrán 

formar con las letras de la palabra 

"ULLUNCULU” con o sin significado. 

A)360  B)720  C)1440  D)2820 E)7560 

RESOLUCION: 

D Asumiento que son letras diferentes el número 

de palabras es: 

9xBx7x6xb5x4x3x2x1 

11) Pero en una de las palabras al asumir letras 

diferentes: 

* La variable «Us (4 letras A) se han variado de: 

4x3x2x1 formas 

* La variable «IL» (3 letras L) se han variado de : 

3x2x1 formas, 

+ palabras diferentes; 
9x8x7x6x5x4x3x2x1 - 
(4x3x2x1) x (3x2x1) 

Por las U Porlas L 


PROBLEMA 26: 
¿De cuántas formas pueden elegirse un comité de 3 
personas entre 12? 
31330 B)220 
RESOLUCION; 
* Suponiendo queme interese el orden de cada 
comité, se tendría: 

12 x11x10 = 1320 formas (1) 
* Pero en cada comité de 3 personas notamos que 
al ordenarse se tiene: 

3x2x1=6 formas .... 111) 

* Es decir en (1) un comité se esta contando 6 veces 
pai realmente se debe considerar una sola vez. 


É Hcomités=22= 220 
“l 
3 RPTA; “B” 


C) 1210. D)666 E) 220 


OBSERVACIÓN : 

* Cuando no me interese el orden de los elementos 

en el cual de «m» elementos se formen grupos de 

«r» elementos se determina del modo siguiente: 

na(n—-1)(n—2)....(n—r+1) 
r(r-1)(r-2)...x 1 


* formas diferentes= 


PROBLEMA 27 : 
¿De cuántas formas pueden seleccionarse 6 
preguntas de un total de 107 
AJ45360 — B)6040 —C)720  D)420  E)210 
RESOLUCIÓN: 
* Notamos que no me interesa el orden de las 
preguntas , entonces tomando en cuenta la 
observación anterior : 

[pete a 


PA o 


PROBLEMA 28 : 
La barra de una cafetería tiene 7 asientos en una 
fila. Si 4 personas desconocidas entre sí ocupan 
lugares el azar . ¿De cuántas maneras diferentes 
pueden quedar los 3 asientos restantes desocupados? 
A)720 — B)1440 — C)4320 D)840 EJ800 
RESOLUCIÓN: 
* Notamos que la cantidad de maneras que los 3 
asientos queden desocupados equivalen a la 
cantidad de formas que puedan sentarse las 4 
personas: 
¡pets “), P] =7x6x6x4=840 
maneras 

RETA; “D” 
PROBLEMA 29 : 
Con 7 consonantes y 6 vocales diferentes, ¿cuántas 
palabras pueden: formarse que consten de 4 
consonantes y 3 vocales? (No es necesario que las 
palabras tengan significado). 
A) 1764000 B) 60400 C)5040  D)1080 E) 360 
RESOLUCION : 
* De las 7 consonantes escogemos 4 , siendo el 
número de formas: 

7x6x6x4 
Cin A AS 
1 1x2x3x4 
* De la misma forma de las 6 vocales escogemos 3, 
sería : 
_bBx4x3 

ANTRO 
* Las 7 letras de cada palabra pueden seleccionarse 
de: 


=10 


(EDICIONES HUBLVOS 


MACsa 


ANALISIS COMPIESTORIO Y PEOUALILIDADES ) 


(35) (10)= 360 formas 
* Después de seleccionar las 7 letras éstas se pueden 
permutar de ; 
Pf =7x6xb5x4x3x2x1=5040 
> if palabras es : 5040 (350)=1764000 
RPTA: “A” 

PROBLEMA 30 : 
Al acudir al cine 4 parejas de amigos encuentran 
solamente 4 asientos en fila, ¿De cuántas maneras 
distintas se podrán sentar ei se quiere que por lo 
menos esté sentado un hombre y una mujer? 
A)1320  B)1420 C)15684  D)1632 E) 1840 
RESOLUCION: 


* Como se qulere que por lo menos esté sentado un hombre y 
una mujer , entonces no debemos considerer cuando se 
sientan los 4 hombres o las 4 mujeres (método del 
complemento). 


1) Determinando el total en que las 8 personas se 
puedan sentar en los 4 asientos: 
PP =8x7x6x5=1680 
II) Caleulamos lo que no nos interesa : 
* Cuando se sientan los 4 hombres de : 
P/=4x3x2x1=24 
* Cuando se sientan las 4 mujeres de : 
P/=4x3x2x1=24 
> st maneras =1680 - 48=1632 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 31 : 
¿Cuántas palabras de 4 letras se pueden formar con 
7 mayúsculas y 8 minúsculas de las cuales 3 son 
vocales , de tal forma que cada palabra empiece en 
mayúscula y tenga al menos una vocal minúscula 
siendo todas letras diferentes? 
A) 8736  B)6552 C)5532 D)5586 El5684 
RESOLUCIÓN: 


TI) Determinamos el número de palabras que tengan 
mayúsculas y minúsculas e/s vocal. 


Mayúscula Minúscula 
— On 1 

y 
DA a 


> palabras: 7x13x 12x8 = 8736 
1H) Determinamos el * de palabras que no tengan 
vocal (no nos interesan). 
Mayúscula Minúscula 


E 


7xPP x 8 
> tt palabras : 7Xx10X9X5=3180 


* Por diferencia calculamos el 4 de palabras que 
tengan al menos una vocal (que cumpla la 
condición). 
8736 - 3150 = 5686 palabras 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 32 : 
La selección peruana de voleibol está conformada 
por 18 chicas. ¿ De cuántas maneras se puede 
conformar un equipo de 6 si se sabe que 3 de ellas se 
niegan a jugar en el mismo equipo ? 
AJ5C¿" B)14C5" C)13C¿" DI5/3C¿" El14/3C¿" 
RESOLUCIÓN : 
* La delegación de 6 chicas para que cumpla la 
condición podría presentarse en los siguientes casos: 
1ER. CASO : Si no figura ninguna de las 3 que se 
niegan estar juntas , las 6 restantes deben escogerse 
entre 16 : 


* equipos=CJ" = ea 

2DO. CASO : Si interviene una de las 3 que se 
niegan estar juntas , los otros 6 deben escogerse de 
los 16 restantes : 


H equipos =C] xC]' =3C]" 
* finalmente: 
Hjotal de rouinody zos +30 = 14 g1s 


PROBLEMA $93 : 
Con 7 ingenieros y 8 médicos se debe formar un 
comité de 6 miembros. ¿De cuántas maneras puede 
formarse el comité que al menos incluya dos 
ingenieros? 
A)5005  B)2002 C)3049  D)4056 
RESOLUCIÓN : 
1) Determinando el total de comisiones sin 
restricción alguna es : 
10% 5005 

cts 61x91 
I1) Calculando los casos que no interesan al 
problema que son : 
* Cuando la comisión está formada por. solamente 
médicos : 8l 


= 

S  6lx2l 
* Cuando intervenga en la comisión un solo 
ingeniero, es: 


CÍxCÍ=8x 


E) 4929 


pin 
5x1 


AA GIZNEREAA NG) 15 
* finalmente : de: P? =51 formas 
$ comisiones : 5005 — (28 + 48) = 4929 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 34 : 
Se tiene una mesa redonda en la cual se pueden 
sentar 7 mujeres y 7 hombres. ¿De cuántas maneras 
lo podrán hacer con la condición de que no queden 
juntos dos hombres? 
A)121 B)181-— Cy141 
RESOLUCION: 
* Para que no estén juntos dos hombres , los hombres 
y las mujeres deben acomodarse de manera 
intercalada. 
* Luego los hombres se podrán sentar de : 
(7 - 1) 6! formas 
* Igualmente las mujeres se podrán ubicar de: 
(7-1) = 6! formas 
* Pero como ambas permutaciones se deberán dar 
en forma simultánea. 
N maneras es: 61x6! = (61)* 
RPTA: 


D)13!-12  EJ(6!1P 


PROBLEMA 35: 

¿De cuántas maneras diferentes se pueden sentar 
10 personas en una mesa redonda de 6 asientos, si 
4 están en espera? 

AJ5! B)24Xx5! C)26x%5! D)100x5! E) 210xb! 
RESOLUCIÓN: 

1) Determinando el número de grupos de 6 personas 
que se ubican en la mesa circular es: 


11) Cada grupo de 6 personas se podrán sentar en la 
mesa circular de : 


(6 - 1)! = 5! formas 
* finalmente : 
$ total de formas es : 210 x 5! 


PROBLEMA 36 : 

Se tiene 8 argollitas diferentes con los cuales se 
desea formar una cadena . Determinar de cuántas 
formas se podrán formar el cadena sabiendo que 3 
argollitas siempre deben estar juntas. 
A8! Ba C) 6! DJs! 
RESOLUCIÓN: 

* Las 3 argollitas juntas se podrán ordenar de: 
3x2x1=6formas 

* y las 6 argollitas restantes se podrán ordenar 


E) 210 


* finalmente : 
* total de formas es : 6 x6!= 6! 


PROBLEMA 37 : 


Una moneda cuyas caras están marcadas con los 
números 2 y 3 respectivamente es tirada 6 veces, 
¿Determinar de cuántas maneras se obtendrá como 
suma 12? Y 7 


4) 120 B) 60 CJ 30 D) 16 EJ 10 

RESOLUCIÓN: 

* Para que la suma sea 12 los resultados deben ser: 
12;2;2; 3:31 


* Para lo cual se aplicará la permutación de 
variables repetidas , así ; 
Pla)" 10 


RPTA: “E” 


¡IN 
32! 
PROBLEMA 38 : 

7 estudiantes son ubicados en una misma fila de 
modo que 4 de ellos siempre están juntos, ¿De 
cuántas maneras se puede hacer?. 
A)876  B)420  C)676  D)930 
RESOLUCIÓN : 


E) 42 


* Cada estudiante forma un elemento a ordenar , 
pero por condición del enunciado , 4 estudiantes 
deben estar juntos, entonces a estos 4 estudiantes 
los señalamos como un solo elemento , luego se 


Juntos 


tendrá : 


y ná 

3 Elementos 1 Elemento 
Las formas de ordenar: 3+1=4 
elementos sería; Pj=41 


* Pero no hay que olvidar que los estudiantes que 
están juntos , también pueden ordenarse de maneras 


diferentes: PJ =41 
* Luego : 
hera de ) 


maneras 


> (E ve JE 4x4! =576 
maneras, 


Ordenar Ordenar 4 
en la fila )'| Estudiantes juntos 


RPTA: “A” 


(EDICIONES HUBIÑOS 
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PROBLEMA 39 : 

Un sistema de cómputo emplea códigos de entrada 
que consisten de 6 letras seguidas por un solo dígito, 
¿Determinar cuántos códigos consisten de tres 
letras Ay 2 letras B y termina en un dígito impar? 
A) 720 B) 360 C) 180 D) 120 E) 50 
RESOLUCIÓN: 

* Se tiene : 

Letras : (4; A; A; B; B) 

Digitos: (1; 3; 6; 7; 9) 

Los cuales se ubicarán en el siguiente esquema que 
representa el código: 


Tefras dígito 

D Las letras se podrán ordenar de : 

Do. 

3121 

11) Para el último casillero solamente se tiene 5 
opciones : 

>%% códigos : 10x 5 = 60 
RPTA: 


=10 formas 


ug” 
PROBLEMA 40 : 


¿De cuántas formas diferentes se pueden sentar 11 
personas alrededor de una mesa circular con 6 
asientos, si quedan 6 de pie? 

A) 42800 B) 96000 C) 84960 D) 72840 E) 277200 
RESOLUCIÓN : 


* De las 11 personas , sólo 6 podrán sentarse, hay 
que elegir a esas 6 personas de las 12 posibles. Esto 
estará dado por : 

E =11x 10x9X8X7%6 = 9910) 


6XBX4X3X2x1 
* De éstos grupos de 6 personas , hay que ordenarlas 
alrededor de una mesa circular, esto será : 
il 
A =(6-1)! = 5! = 120 
* Luego : 
Total de 
formas 


3 Ordenar 


e 
= 2310x 120 = 277200 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 41 : 


¿Cuántos números enteros positivos de 10 cifras 
existen cuyo producto de cifras sea 60? 
A)3960  B)6480  C)2520  D)2150 
RESOLUCIÓN: 

* Notamos que : 60 = 2Xx2x3X5 


E) NA. 


* Para que el producto de las 10 cifras sea 60 el 
conjunto de cifras que forma el numeral, puede ser: 


1) 16:52; 151:1;1: 1:15 1) 


: O 
> Cantidad de la = 77 =720 
1) (6; 43:1:131:1:1:1: 1) 
E TN, E 
+ Contidad ie 720 
MI) 42; 2; 3;6;1;1;131;15 1) 
101 
Cantidad de + 
> Cantii 8 = PEAITAT = 26020 
* finalmente : 
Cantidad total de ¿fe cs: 3960 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 42 : 


Alrededor de una mesa de 9 asientos se quiere ubicar 
a 4 niños y 4 niñas de modo que el asiento vacío 
esté entre los niños. ¿De cuántas maneras diferentes 
se podrá hacer? (Considerar que las niñas van 
juntas). 
4)24  B)576  C)16 
RESOLUCIÓN : 
* Los niños y el asiento vacío pueden ser 
considerados un solo elemento, entonces se tendría 
6 elementos a colocar alrededor de la mesa : 
pjrulor=( 6-1 )/=41=24 
* Pero a su vez los niños pueden ordenarse de 
PJ =41= 24 maneras distintas , luego : 
Er es 
[E de)" 24 x 24 =516 
maneras 


D) 256 E) 2056 


RPTA: 
PROBLEMA 43 : » 


¿De cuántas maneras diferentes se pueden sentar 
en una fila de 7 butacas, 4 hombres y 3 mujeres de 
modo que los hombres no estén juntos? 


A)576  B)4464  C)5040 D)58l6 E) 7224 
RESOLUCIÓN : 
* Consideremos : 
(emma) '$ de maneras ) "$ ile maneras con ) 
se sientan con los hombres. hombresque no estén 
'persorms Juntos juntos 
¡En = ? + 27 


* Calculemos cuando los hombres están juntos, 
donde consideraremos a los hombres como un solo 
elemento, luego dejarían de ser 7 y se tomaría : 


Mujeres Hombres 
pr a 
3 + 1 =4 


GEA 


IATA 
pj = 4! = 24 maneras 


* Pero entre sí los hombres se pueden ordenar de : 
PA = 4! = 24 maneras 


* Luego el total de maneras en que los hombres se 
sienten juntos será : 


24 x 24 =576 
* Finalmente : 
une: Tp entra 
Y ld =4 
Pi =576+x% 
> 5040 = 576+x x= 4464 maneras 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 44 : 
En el siguiente cuadrado de 25 casillas se deben 
ubicar 2 torres (piezas de ajedrez) de tal forma que 
no se coman entre ellas, ¿De cuántas formas 
diteren 'se podrá hacer esto? as 
Ñ A 


RESOLUCIÓN : 

* La 1ra. torre podrá ser colocada en cualquiera de 
los 26 casilleros . Para facilitar tomemos una casilla 
de la esquina. 


pra 


* Al colocar una torre en una 
casilla, esa fila y esa columna 
no pueden contener otra torre 
(para que no se coman). 


Habrá 9 casillas que no pueden ser utilizados por la 
2da. torre, luego de las 265 casillas posibles para la 
Ira. , sólo quedarán : 

26 - 9 = 16 casillas para la 2da. torre ; entonces ; 


(ue %) Fr Me 


for > 25 x 16 =400 


N 
A) 72 B) 36 C) 92 D) 132 E) 18 
RESOLUCIÓN : 
* Por inducción : 
17 1+1=2 
M 1 
> Para llegar a «N» desde «Mw; Hay: 14+1=2 
caminos. 
1 N 1+2=3 
1 Y 
M 1 


> Para llegar a «N» desde «M» , primero hay que 
sumar 1 + 1 = 2 y luego 1 + 2 = 3 caminos: 
* Este mecanismo lo utilizaremos para lo pedido. 
No incluimos lo 
sombreado, porque 

los recorridos deben 

ser los mínimos 


RPTA; “8” 
PROBLEMA 46 : 


¿De cuántas maneras se puede leer la palabra 
«Raciocinio» en : S 


Ú UE ANO 
A)120  B)180  C)100D)90 E)200 
RESOLUCIÓN : 

* Aplicando un criterio análogo al problema anterior 


EDICIONES RUBIÑOS 
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* Total de maneras de llegar de «R» a la última «O», 
que es lo mismo que leer la palabra «Raciocinio», 
será: 60 + 80 + 60 = 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 47 : 
8 amigos, llegan a una ciudad con 3 hoteles. ¿De 
cuántas maneras diferentes pueden ocupar cada uno 
una habitación, si además desean estar en hoteles 
diferentes?, en el primer hotel hay 3 habitaciones 
libres, en el segundo hotel hay 4 y en último 2? 


AJ9 — Br924  C)216 — D)144 EJ8! 

RESOLUCIÓN : 

* Primero hay que ordenar 3 personas en 3 hoteles: 
=3= 


* Aquel que quede en el primer hotel tendrá tres 
opciones y por cada una de ellas el que quede en el 
2do. hotel tiene 4 y el otro 2 opciones. 

* Luego, por cada uno de los 6 ordenamientos en los 
hoteles , hay: 

3 x 4 x 2 = 24 maneras de colocar a las personas 
en las habitaciones, entonces el total de maneras 


SOrÉ: ordenar en 
lor hoteles — y 
—— 


6 xx 


Colocar en 
las habitaciones 
24 = 144 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 48 : - 
En la eiguiente figura se muestran los puntos A. B, 
C,D, E, F,G,H, 1,4, K y L ¿Cuántos triángulos se 
pueden formar como máximo uniendo tres de dichos 
puntos? 


A) 218 a 
B) 152 c 
C) 187 

D) 160 E 
E) 175 E 


RESOLUCIÓN : 


* Una de las maneras de formar un triángulo, será 
tomando uno de los 6 puntos de la recta vertical y 
relacionándolo con 2 puntos de los 6 presentes en 
la recta oblicua; y otra de las formas será tomar 1 
punto de la oblicua y 2 de la vertical , luego : 


bas lt) e (a) 
cal P0 1 a E ET 7 


PROBLEMA 49 : 
En una juguería se tienen las siguientes frutas: 
papaya, carambola, plátano , piña , fresa, lúcuma , 
sandía ; se quiere saber cuántos tipos diferentes de 
jugos se puede hacer sabiendo que cada uno debe 
estar hecho a base de 3 frutas y que la carambola y 
la fresa nunca deben combinarse ya que el jugo sería 
demasiado ácido. 
A) 127 B) 125 
RESOLUCIÓN : 
** Primero calculemos el total de formas de hacer 
un jugo de 3 sabores con las 7 frutas disponibles , el 
7x6x5 


cual será : A 
Co == 35 


* Pero debemos excluir aquellos jugos donde 
intervengan la carambola y fresa (a la vez), los cuales 
serán 65, debido a que con cada una de las 5 frutas 
restantes (sin carambola y fresa) se pueden formar 
jugos de 3 sabores incluyendo carambola y fresa (a 
la vez) 


* Finalmente : 


C)35 DJ 30 E) 91 


Número de jugos 
de 3 sabores, 

sin que estén a |=85-5=30 

la vez carambola 

y fresa, RPTA; “D” 


PROBLEMA 50 : 


De un grupo de 5 profesores, 8 alumnos y 8. alumnas 
se quiere seleccionar 2 profesores y un equipo 
fulbito y voley. ¿De cuántas formas dil ¡tes se 
puede hacer eso, si Betty es 
E equipo de voley y Luis delantero. aca del 
equipo de bútbol (low profesores no juegan)% 
A) 3500 — B)4410 C)7360  D)8%1Ó El 13450 
RESOLUCIÓN : 
* De las 8 alumnas debemos excluir a Betty, de modo 
que nos quedan 7 disponibles para escoger: 
E 

A a 

6 - 1=5 alumnas 
* De los 8 alumnos debemos excluir a Luis, de modo 
que nos quedan 7 disponibles para escoger : 

ojales 1 fla Lado 


6 - 1= 5 alumnas 
* Pero debemos escoger : 
pS 
TOTAL DEy "277 e En 
pe = Cox Ox C =4410 


RPTA: “B” 
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PROBLEMA 51 : 

Se tiene 6 cajas en las cuales se deben colocar 13 

bolas diferentes. ¿De cuántas maneras se pueden 

colocar , si en la primera caja se deben colocar 3 

bolas , en la última caja 4 bolas y las restantes en 

las demás respectivamente? 

A)6006x4* B)210x4% C)286x4" D)13! E) 1316! 

RESOLUCIÓN: 

* Al hacer la distribución de las 13 bolas sería como 

indica el esquema : 
ARTO 


6bolas 
* En la caja 1 de las 13 bolas se deben escoger 3, 


siendo de: Cy” =286 formas. 
* En la caja 6 debemos escoger 4 de las (13 - 3)=10 
restantes y sería de : C!” =210 formas. 


* De las 6 bolas que restan : 
* Cogemos la Tra. (una de ellas) y la podemos colocar 
en cualquiera de las 4 cajas (4 opciones). 
* Cogemos la 2da. (una de las 5) y ésta se podría 
colocar en las 4 cajas (4 opciones) y así 
sucesivamente . La última tendrá 4 opciones por lo 
tanto las 6 bolas se pueden disponer en las 4 cajas 
de: 4x4x4x4x4x4=4 formas. 
* finalmente : 
sf formas es: 210 x 286 x 4% = 6006 x 4% 

RPTA: “A” 
PROBLEMA 52 : 
Se tiene un tablero cuadrado de 4X4 en el cual se 
ubica una ficha en el cuadrado superior izquierdo. 
De cuántas maneras es posible que la ficha llegue al 
cuadrado inferior derecho si los movimientos 
permitidos para la ficha son los siguientes: 


sE do 


AJ12  B)33  C)42 DJ63  E)Másde63 
RESOLUCION: 

* Vamos a indicar los movimientos permitidos por 
H (>) V(4) y D( ) examinemos los casos: 
D=0;152;3 


D (D=0) cualquiera de las formas 
se hará con (H, H, H, Y, Y, V) por 
ejemplo veamos la figura adjunta. 


+4 


+ 
5 


T 
q 
| 
| 


Ea pa 


3Ix3! 
+ 
11) (D = 1) cualquiera de las [| |* 
formas se hará con (H, H, D, Y, V) 10E7 
por ejemplo veamos la figura [ + 
adjunta. 
El 
té mane ibles: 2 —= 
pie TIAS 


KI) (D = 2) cualquiera de las 
formas se hará con (H, D, D, V) 
por ejemplo veamos la figura 
adjunta. 


* maneras posibles: 


Mx21x1 

IV) (D = 3) solamente hay 1 forma. 

* finalmente : 
Eantiahcda :20 + 30 + 12 + 1=63 
maneras posibles 

RPTA: “D” 

PROBLEMA 53 : 

Se tiene 9 monedas de un sol cada una y 5 casilleros. 

¿De cuántas maneras se pueden distribuir las 9 

monedas en los 5 casilleros? (Considerar que pueden 

quedar casilleros vacíos). 


RESOLUCION : 


* Vamos a mostrar una de las maneras en que se 
puede distribuir : 


* La situación precedente es perfectamente por el 
esquema ; 


doo. 


* haciendo similitud con el sistema binario ; 


o | ooo | 0000 | o 

* el cual sería un numeral de 13 cifras comprendido 
por 9 cifras o correspondientes a las 9 monedas y 4 
cifras 1 (correspondiente a los (5 - 1) casilleros). 


* Para ver si está claro escribir de un «modo binario» 
la situación : 5 


* la situadón es traducido por. 
0001110010000 

* para que el «nodo binario» traduzca la situación 

que consiste en distribuir las Y monedas en 5 
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casilleros encontramos una bisección. 


¡Número de modos 

Número de maneras e 
binarios compuestos 

en que ne puede + 
peso > | excesivamente por 9 

distribuir 9 monedas ó 
cifran0 y(5-1)=4 
8 casilleros si 
cifras 1 


* Todos los numerales binarios está compuesto por 
13 caracteres considerando los lugares que ocupan 
las cifras O. 


0|0|000||0000—>(1;3;5;6;7;10;11;12) 
ojo|o |o|00000> (1;3:5;7;9;10;11;12;13) 
|000000000|| > (8:4:6:6;7:10:11) 
Nuevamente encontramos una bisección: 


Cantidad de numerales Cantidad de 
binarios compuesto sobconjuntos de 9 
exclunivamente por 9 | -» | elementos de un 

cifras 0 y (5-1) conjunto 
cifras 1. (1,2,3, 


> Por lo tanto el número de maneras de distribuir 
las 9 monedas en los 6 casilleros es igual al número 
de subconjuntos de 9 elementos que se puede formar 
con un conjunto de 9 + 5-1 =13. 
Elementos : CJ =C3* =716 
* Generalizació: 

El número de maneras que se 

pueden distribuir n elementos 

iguales en K casilleros es ; 
a er 

OTRO MÉTODO : 
* Analizemos una de las maneras; 


MEAT 


* el cual sería similar a lo siguiente : 

cd ho 
* al considerar que cada bolita «*» representa la 
unidad , se tendría : 


1+34+04+4+1 


* examinemos otros casos : 
Phendenn dond y op rrncn es 


142434241 443424040 
cada situación está representada por 9 bolitas (+) y 
4 signos (+). 


dé maneras = ss =715 
PROBLEMA 54 : . 


Cierto juego consiete en lanzar dos dudos, se gana 


si el resultado es: 1) la suma de 7 ó 11) los dos 
dados muestran'el mismo resultado: «se lanzan dos 
dados si se gana terminamos el juego, si no se gana 
se vuelve a lanzar dos dados terminando el 
experimento». ¿Cuántos eventos elementales tiene 
el espacio de muestras (espacio de posibilidades 
favorable asociado al experimento mencionado? 
A) 1296 B) 876 C) 864 D) 888 E) 432 
RESOLUCIÓN: 


1%) Al lanzar dos dados el número de puntos 
muestrales es como lo indica la «tabla de doble 
entrada». 


Di 

a 2 |. aa |. e 

1140/42 4.3) 4,4 |4,6) | a,6) 

2 12,0) |0,2)|(2,3) 2,4) (2,5) | (2,6) 

3 |(3,1) | (8,2) | (3,8) | (3,4) | (3,6) | (3,6) | 

4 |(4,1) | (4,2) | (4,3) | (4,4) | (4,5) | (4,6) 

5 |(6,1) | (5,2) | (6,3) | (5,4) | (5,6) | (5,6) 

6_|16,1) | (6,2) | (6,3) | (6,4) | (6,5) | (6,6) 
Notamos que : 

12 favorables (termina) 

86 puntos muestrales EE 


>S 94 no favorables (continua) 


2%) Si el rosultado no es favorable (24 casos) 
entonces lanzamos dos dados y termina el 
experimento observamos por cada caso no favorable 
aparecen 36 puntos muestrales , por lo tanto : 
+ eventos elementales: 12 + 24 x 36 = 876 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 55 ; 
Si lanzamos 3 dados y dos monedas, determinar 
cuántos elementos tiene el espacio muestral en el 
cual el evento resulte con los resultados de las 
monedas iguales y la suma de los tres dados sea 16. 
a6 B) 12 0)24 D) 48 E) 96 
RESOLUCIÓN: 
* Considerando los resultados de los dados y las 
monedas corno eventos independientes. 


1%) Para las monedas: A = ((C ; C); (S; S)) 
2") Para los dados que suman 16 : 
B=((4; 6; 6); (6; d; 0); (6; 6; 4); (5, 5, 6); (5; 6; 5); (6; 5; 5)) 


* Como el experimento consiste en lanzar los dados 
y la moneda , entonces : 


*t puntos muestrales favorables: 2x6 = 12 
RPTA: “B” 


CA ARIZIEREAA 
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PROBLEMA 56 : 
Setiran 3 dados siendo los resultados representados 
por las ternas (x ; y ; 2). Determinar el número de 
puntos muestrales favorables al experimento en el 
cual x, y, 2 no sumen 16. 
A) 206 BJ) 209 CC) 210 
RESOLUCIÓN: 
* El número de elementos del espacio muestral es : 
6x6x6=216 
* El número de elementos no favorables al 
experimento sería cuando la suma sea 16 para lo 
cual se tendría : 
+ Si la terna tiene como elementos 3; 6 y 6: 
31 

2x1 
» Si la terna tiene como elementos: 4; 6 y 6: 

kt puntos muestrales es: 3x 2x1= 6 
+ Sila terna está formado por resultados igualos a 5: 


D)213 E) 216 


* puntos muestrales : 


st puntos muestrales es ; 1 
4H casos no favorables es : 10 
> 4 puntos muestrales favorables : 
216 -10 = 206 


RPTA: 
PROBLEMA 57 : 
Si se lanzan 3 monedas. ¿Cuál es la probabilidad de 
no obtener exactamente 2 caras? 
A) UZ BJ 14 CC) 118 D) 3/8 
RESOLUCIÓN: 


E) 518 
e 

E. 

12 

a 
E 


* El espacio muestral sería : 

N=(cce ; 008 5 C8C ; 088 ; 80C ; 808 ; 88€ ; 888) 
* El evento A de no obtener exactamente dos caras, 
es: 


Á = (ecc; ese; ses ; 880 ; 888) 

>P(A)= 5/8 = 0,625 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 58 : 
Tres presos A, B y C se distribuyen en dos celdas 
numeradas 1 y 2 . Define un espacio muestral 
adecuado para este experimento use subíndice 1 y 2 
para indicar el número de la celda por ejemplo A, 


significa que el preso Á se encuentra en la segunda 
celda. ¿Cuál es la probabilidad de que A y B estén en 
la misma celda? 
AJ 0,75 BJO5 
RESOLUCIÓN: 
* Definamos el espacio muestral : 
Q=((A,, B,,C,), (A, B,» CJ, (A,» By, CJ, 

(A, B,, CJ, (Ay, B,, C,), (As, B,, Co), 

(Ay, B,» C,), (Ay» By, CJ) 
* El conjunto de casos favorables sería: 
A=1(A,, BC), (Ap B,C.) 

(A, BpC), (A BC.) 
> La probabilidad sería : 4/8 = 0,5 

RPTA: “B” 


CC) 0,42 D)0,25  E)0,20 


PROBLEMA 50: 

Si 10 jugadores compiten en una carrera de 5000 m. 
Existe un primer, segundo y tercer premio . Si un 
país cuenta con cuatro participantes en la carrera . 
¿Cuál es la probabilidad que A y B obtengan los tres 
premios? 

A)0,033  B)0,333  C)0,243 D)0,211 E)0,266 
RESOLUCIÓN: 

* Sea P(A) la probabilidad buscada: 

1%) El número de casos posibles en el cual de los 10 
jugadores ocupen los tres primeros puestos. sería ; 
Pl = - =720 maneras 
2") El número de casos favorables es cuando de los 
4 participantes de un país ocupan los 3 primeros 

puestos el cual podría ser: 


Pl= 


1 


=24 maneras > P(A)=24/720 = 0,033 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 60: 
Si tenemos 12 libros en un estante, ¿cuál es la 
probabilidad que siempre se incluya un libro 
determinado en una colección de 5 libros? 
4) 0,2325 B)0,543 C)0,4672 D) 0,4167 E) 0,4327 
RESOLUCIÓN: 


* El 4 casos posibles es : (1% =792 


* El K de casos favorables incluye un libro 
determinado y sería de: 


1xC7 


=> La probabilidad es: 330/792 = 0,4167 
RPTA: 


(EDICIONES RUDIÑOS 
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PROBLEMA 61 : 
Nueve libros , de los cuales 5 son de biología ,4 de 
matemáticas , se colocan al azar en una estantería. 
Hallar la probabilidad «p» de que los libros de cada 
materia estén juntos. 
A)9/230  B)6/385  C)1/63 
RESOLUCIÓN: 
* Se tiene 9 libros (6 de biología y 4 de matemáticas). 
1") El número de casos posibles sería: 

Pl =5! 
2”) El número de casos favorables se obtiene cuando 
se presenta los siguientes casos: 
ms (41)(5!) formas 
AA AA 
4 matemáticas 5 biologia 


DJ) 3/62 E) 16/126 


(51(4!) formas 
TT 
* Entonces el número de casos a favor sería: 
2 (41) (561) 
2141)(61) 
Pa O 
E 9 


RPTA; “ 


PROBLEMA 62 ; 

Se conoce qua en cada 100 panetones se observa que 
64 tienen pasas y los restantes no, ¿cuál es la 
probabilidad de obtener 3 panetones con pasas y 2 
sin pasas al escoger 6 panetones? 

A) 62/499 B)65/542 C) 37/38 D) 49/36 E) 93/1067 
RESOLUCIÓN : 


* Se tiene 100 panetones: 
[64] 
Con pasas Sin paras 


1") El experimento es extraer 6 panetones de 100. 
2") El conjunto de casos posibles es los grupos de 6 
elegidos de 100, siendo esto de C¿% formas . 

3") El conjunto de casos favorables es el grupo de 6 
que contiene 3 con pasas y 2 sin pasas elegidos entre 
64 y 36 respectivamente, siendo estos de 
CFxC3 formas. 

CRC 198, 


PU)= EE 
A ¡E 1067 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 63 : 


Seis parejas de casados se encuentran en un cuarto. 
Si se escogen 2 personas al azar. Hallar la 
probabilidad de que uno sea hombre y otro mujer 


4J05 BJO46 C)0,83 D)045  E)0,90 

RESOLUCIÓN: 

1) El experimento es escoger 2 personas al azar. 

2") El conjunto de casos posibles es todos los grupos 

de 2 escogidos de 12. 

3%) El conjunto de casos favorables es las parejas 

que no son esposos : 

La] [m1] 
i/y 
6x6 =30 

* Notamos que el hombre (H) podría ser cualquiera 

de los seis y la pareja (M) sería cualquiera de las 


(6 -1)= 6 mujeres sin considerar su respectiva 
esposa. 


> P(A) = 30/66 = 5/11 = 0,45 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 64 : 


Se escogen al azar 4 sillas entre 10 de los cuales 6 
son defectuosos, Hallar la probabilidad de que 2 
exactamente sean defectuosos. 
A) 2/6 B) 8/5 C) 5/7 
RESOLUCIÓN: 


* Tenemos : 10 súts| 


D)6/11 —E)3/7 


6 son defectuosos 
4 no defectuosos 


* Se extrae: 4 ill 2 son defectuosos 

2 no defectuosos 
1%) Al extraer 4 sillas de un grupo de 10 se podrá 
hacer de; 


cr 


10x9x8x7 
1x2x3x4 


2*) El conjunto de casos posibles es extraer 2 
defectuosos de los 6 y 2 no defectuosos de los 4 siendo 
de: 


=210 maneras 


6x5 4x3 
Cex0i= = 
az 

> La probabilidad es : 90/210 = 3/7 


PROBLEMA 65 : 

De una bolsa que contiene 6 bolas blancas, 4 negras 
y 2 rojas , se sacan 6 bolas al azar. Calcular la 
probabilidad de que 3 sean blancas , 2 negras y 1 
roja. 

A)16/33 —B) 14/23 C)20/77 D)3/31 E) 4/23 
RESOLUCIÓN: 


CAL GIEA RE(=50 ENCICLOPEDIA 2012) 
formas y las 7 personas restantes se podrán ubicar 
- 6 bolas blancas da 
* Se tiene: 12bolas+4 bolas negras E 2x711_2x71_1 
bolas raja La probabilidades: BL = E => 
RPTA: “A” 
3 bolas blancas PROBLEMA 68 : 
” Se extraería: Gbolasi2 bolas negras Si 6 personas se sientan alrededor de una mesa 
1 bolas rojas redonda. Hallar la probaiblidad de que 2 personas 


1") Determinando el número total de puntos 
muestrales : n (42) 
C%= 12x11x10x9x8x7 =9 
1:2x3x4x5x6 
2”) Calculando el número de eventos elementales 
favorables : n (A) 


6x6x4 4x3 2 240 
1x 2x3 


1221 
>P(A) = 240/924=20/77 


CIxCÍxCi= 


RPTA; “C” 
PROBLEMA 66 : 


Una moneda cuyas caras están marcadas con los 
números 2 y 3 respectivamente es tirada 5 veces 
¿cuál es la probabilidad de obtener un total de 12 ? 
AJ2/7. BJ 5/16 +0) 8/7 D)1/8 — E)5/9 
RESOLUCIÓN: 


* Para que la suma sea 12 los resultados de las 
caras deberán ser: (2;2;2;3;3) 
* Determinando el número de casos posibles sería: 
2x2x2x2x2= 32 formas 
* Para calcular el número de casos favorables se 
tendrá que aplicar la fórmula de la permutación de 
variables repetidas y sería: 
51 
E 10 

* La probabilidad de obtener 12 es : 10/32 = 6/16 

RPTA: “B” 


PROBLEMA 67 ; 


Nueve personas se sientan al azar en círculo. ¿Cúal 
es la probabilidad de que dos personas queden 


contiguas? 
AJ1/4 — B)1/8 C) 16/8! D) 18/81 E) 15/81 
RESOLUCIÓN: 


* Sean A y B las personas que van a quedar 
contiguas. 
1%) Calculando el número total de formas en que se 
pueden sentar las 9 personas es: 

(9-1)! = 81 
2) Si A y B están contiguos lo podrán hacer de 2 


ocupen lugares contiguos. 
46 B) 3/8 0) 2/5 
RESOLUCIÓN: 

* El total de eventos es (6— 1)! = 6! =41 x 5 
* El número de eventos a favor sería: 2 x 41 


D) 5/12. E) 5/6 


PROBLEMA 69 : 

Seis maratonistas (A; B; C; D; E; F) compiten en 
la maratón de los Andes. ¿Cuál es la probabilidad 
de que «A» llegue antes que B? 

4) 0,5000 B) 0,208 C) 0,4666 D) 0,5240 E) 0,6250 
RESOLUCIÓN: 

* Sea el esquema que representan los puestos que 
se ubicarán los maratonistas : 


[z7] [29] [8] [a] [69] [67 
1%) Determinando el 4 total de casos : 
P?= 6! formas diferentes 
2”) Determinando el + de casos a favor: 
Si A llega en el ler. , 2do. , 3er. , 4to. y 5to. , puesto 
y B después tendría 5; 4; 3; 2 y 1 opción 
respectivamente y por cada una de estas opciones 
los 4 restantes se podrán ubicar de 4! formas 
diferentes. 
* Entonces el número de casos favorables sería: 
5x4! + 4x4! + 3x41 + 2x41 + 1x41 =15x4! 


15x4_1_ 
ano 


RPTA: “A” 


* La probabilidad buscada es: 


PROBLEMA 70 : . 
Se lanzan 2 monedas y un dado. ¿Cuál es la 
probabilidad de que aparezcan dos caras y un 
número impar? 

4A)0,500  BJ0,125  C)0,250  D)0,600  E)0,111 
RESOLUCION : 

* Considerando como eventos independientes el 
lanzar la Ira. ; 2da. moneda y el dado tendríamos: 


(EDICIONES HITINOS 
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1") De obtener la Ira. cara: 1/2 

27) De obtener la 2da. cara: 1/2 

3") De obtener un número impar: 3/6 

* Aplicando el teorema de la multiplicación para 
eventos independientes. 


La probabilidad es: 1/2 x 1/2 x 3/6 = 1/8 
RPTA, 


PROBLEMA 71: 


Una bolsa contiene 4 bolas blancas y 2 negras , otra 
bolsa contiene 3 bolas blancas y 5 negras . Se extrae 
una bola de cada bolsa. Determinar la probabilidad 
de que ambas sean blancas. 
AJ 1/2 B) 1/4 C) 2/3 


RESOLUCION: 
* Considerando que son eventos independientes: 


1%) La probabilidad que la bola extraída de la primera 
bolsa sea blanca es: 4/6. 


2") La probabilidad que la bola extraída de la 
segunda bolsa sea blanca es: 3/8. 


* Por tanto : P(A) = 4/6 x 3/8 = 1/4 


D) 8/4 E) 1/3 


RPTA, 


PROBLEMA 72 : 


En un salón de clases se encuentran 10 niños y 4 
niñas, si se escogen tres estudiantes al azar. ¿Cuál 
esla probabilidad de que los dos primeros sean niños 
y la última sea niña? 
A) 16/91 B)7/15 

RESOLUCIÓN: 


C)8/17. ——D)5/81 — E)215 


* En el salón se tiene: 14 niños pozaies 
4niñas 
* Y sea P(A) la probabilidad buscada. 
1%) Determinando la probabilidad que el primero es 
niño sería : 
P(A,)=10/14 = 5/7 (1) 


2") Calculando la probabilidad que el segundo sea 
niño es: 


P(A,) = 9/13 coca. (1) 
3") Finalmente la probabilidad que el tercero sea 
una niña sería ; 
P(A,) = 4/12 =1/3 vocccaco (MI) 
* Por lo cual de (1), (11) y (III) como son eventos 
independientes: 
P(A)=6/7 x 9/13 x 1/3 = 16/91 
RPTA: 


PROBLEMA 73 : 
Tres varones y dos chicas van al cine y encuentran 


una fila de 5 asientos juntos enuna misma fila donde 
desean acomodarse. Determinar cuál es la 
probabilidad de que las chicas no se sienten juntas. 
AJ2/5 BJ 3/5 C) 518 D) 7/9 EJ 415 
RESOLUCIÓN: 
* Determinando la probabilidad P(A) en que las 
chicas estén juntas. 
1") El número total de formas es: 
5x4x3x2x1=120 
2”) El número de casos favorables al evento en el 
cual las damas estén juntas en el esquema; 
para las damas — para los varones 
OS ——= 


8 x 6 
* Luego: P(A) = 48/120 = 2/5 


* Calculando la probabilidad P(A*) en el cual las 
damas no están juntas: 


P(A*) = 1- 2/6 = 3/5 


=48 


PROBLEMA 74 : 
Un artillero dispara a un blanco, se sabe que en un 
disparo la probabilidad de acertar es 0,01. Se efectua 
dos disparos, ¿cuál será la probabilidad de no 
acertar? 
A)0,99 B)0,9081 C)0,9801 D)0,9802 E) 0,0001 
RESOLUCIÓN: 
* Si la probabilidad de acertar en un disparo es 
0/01; se cumple que la probabilidad de no acertar 
un tiro es: 1— 0,01 = 0,99 
* Para dos disparos se cumple que la probabilidad 
de no acertar es: 

(0,99)*= 0,9801 


PROBLEMA 75: 

La probabilidad de que vlady ingrese a la UNT es 
0,7 , que ingrese a la. Católica es 0,4, si la 
probabilidad de que no ingrese a ninguna es 0,12, 
Hallar la probabilidad de que ingrese a ambas a la 
vez, 

AJ)0,42  B)0,22 
RESOLUCIÓN: 


* Según el diagrama de Venn : 


C)0,24 — D)048  E)0,68 


PO) m1 


nUEAZ Plc)=0,4 
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* Del gráfico: P(UWC)=1-0,12=0,88 
* Por teorema : 
P(UUC)=P(U)+ P(C)-P(UAC) 
>0,88=0,7+0,4=P(UNC) + P(UNC) = 0,22 
RPTA;: “B” 
PROBLEMA 76 : 
Sila probabilidad de ganar un partido de ajedrez es 
P ¿Cuál será la probabilidad de ganar al menos 
una partida en 3 partidas de ajedrez? 
A)1-p BI -pP C)(1-pP D)1-(1-pP EJNA. 
RESOLUCIÓN: 
* Si la probabilidad de ganar es p , entonces la 
probabilidad de no ganar 1 partida será; 1 - p. Y de 
no ganar 3 partidas sería (1—p)", — porlo tanto 
la probabilidad de ganar al menos 1 partido sería ; 
1-(1-p). 
RPTA; “D” 
PROBLEMA 77: 
Las probabilidades que tienen A, B y C de resolver 
un mismo problema son: 4/5 ; 2/3; 3/7 
respectivamente. Si intentan hacerlo los tres, 


determinar la probabilidad de que se resuelva el 
problema. 

A) 24/1105 B) 1011105 (C) 811105 

D) 90/1106 E) 41105 

RESOLUCION: 


* Sea: P(A"); P(B') y P(C:) las probabilidades que 
no puedan resolver A, B y C un mismo problema. 
* Entonces se cumple : 
P(A*) =1- 4/6 = 1/5 coa. 
P(B') = 1-2/3 = 1/3 
P(C*) = 1- 817 =4/7 


* De (0, (1) y (1D) Ya probabilidad que no se 
resuelve el problema será: 
1/6 x 113 x 4/7 = 41105 
* Por lo tanto la probabilidad que se resuelva el 
problema sería : 
1- 4/105 = 101/1065 


2 (1) 
. (1) 
(aa) 


RPTA; “B” 
PROBLEMA 78 : 
Con. 7 médicos y 4 ingenieros se debe formar un 
comité de 6 miembros. ¿Cuál es la probabilidad que 
el comité incluya al munos dos ingenieros? 
A)21/22 B)23/66  C)13166  D)53/66 E) 1/66 
RESOLUCIÓN: 
* Sea P(A) la probabilidad que el comité incluya al 
menos 2 ingenieros. 


* Entonces la probabilidad P(A") que no incluya al 
menos dos ingenieros será en los sigientes casos: 

* La probabilidad que el comité no incluya ingenieros 
será : 
sr (1) 


* La probabilidad que el comité incluya sólo 1 
ingeniero será ; 

CÍxC7 _12 

cr 66 
* De (1) y (11) como es la probabilidad de eventos 
excluyentes ; 
> P(A*) = 1/66+12/66=13/66 

P(A) = 1-13/66+ 53/66 


. (1) 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 79 : 

Un saco contiene 3 bolas rojas , 4 blancas y 5 
azules, todas del mismo tamaño y materia. ¿Cuál es 
la probabilidad que la 1ra. sea roja y las siguientes 
azules o blancas al seleccionarse 3 bolas sin 
reposición? 


4) 0,2727 B) 0,004545 C) 0,1636 
D) 0,2083 E) 0,2016 
RESOLUCIÓN: 

3 bolas rojas 
* Se tiene: 4 bolas blancas 


65 bolas azules 
* Sea Pla probabilidad buscada. 
* Determinando la P(R,B,B,) en el cual la 1ra. es 
roja , la 2da. y 3ra. blanca, sería: 
3 4,396 
12 11" 10 1320 * 
* De la misma forma los damás casos serían: 
3.5, ,4_ 60 
P(R,B, o. 
BB = 72% 11107 1320 
3,5,4_ 60 
121110 1820 “” 
3,5,4_ 60 
PRBB 1977107 1320 
* De (1); (11); (HI) y (IV) como son eventos 
mutuamente excluyentes. 
36+60+60+60 _ 9 
1320 56 


P(R,B,B,)= 


P(R,B,B,)= 


>P= 


PROBLEMA 80: 
Un juego ordinario de barajas de 53 cartas tienen 


(EDICIONES RUINOS 


JESICRSS VE 


E COMET TASA IIDADES) 


13 cartas de cada palo enumeradas: 

Aj253 50595105 J;QyK. 
Existen 4 «palos»: Espadas o corazones bastos o 
corazones rojos , rombos oros o diamantes y tréboles 
O flores negras , además está el jocker. 
¿Cuál es la probabilidad de hacer un pocker de ases, 
es decir lograr 4 cartas iguales que sean ases con 
cinco cartas en la mano? 


A) 0,3077 B) 0,8846 C) 0,2321 
D) 0,5501 E) 0,721 
RESOLUCIÓN: 


* Como el experimento es extraer 5 cartas para 
tener el pocker de ases vamos a hacer la suposición 
de extraer la carta que no es en la quinta extracción, 
entonces la probabilidad en este caso supuesto será: 
(ES EL 9 
53 "52 51 50 49 
yo Oy y 


ler.as 2do.au Ser.os dto.as Lacaria 
queno esos 


* Pero como las cartas que no son as, podría 
obtenerse en la Ira. , 2da. , 3ra. , 4ta. , o Gta. 
extracción , o sea de 5 formas. 
>P= ECO E 
53" 52" 5150 49 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 81 : 

Tres ampolletas malas se mezclan con doce buenas, 
se prueba seleccionándolas al azar entre las que 
quedan sia probar hasta encontrar las malas. ¿Cuál 
es la probabilidad de encontrar la tercera mala en 
la sétima prueba? 


A) 0,2967 B) 0,0667 0) 0,1111 
D) 0,4286 E) 0,0330 
RESOLUCION : 
¿le 
*Builená: Ie aapoltan e nice malos 
12 ampollas buenas 


1") Notamos que al extraer la 3ra. mala en la sétima 

prueba significa que 2 malas ya han salido en las 

seis primeras pruebas. 

2) El número de casos posibles sería considerando que 

las 7 extracciones son sin reposición , entonces será : 
PP =15x14x13x12x11x10%9 coros (1) 


3”) Para determinar el número de casos favorables 


indicamos el esquema : 
2 malas y d buenas. 


a [2] [83 [47 [67 [6] [2 


= (6x5) (12x11x10x9) (3) 
15x14x13x12x11x10x9 
OTRO MÉTODO: 
1%) Como la 3ra. mala se extrae en la sétima prueba 
significa que 2 malas ya han salido en las seis 
primeras pruebas. 


2") Analizemos uno de los casos : 
E DEN 
[m]2[20]8]8]8]m 


3") Aplicando la permutación de variables repetidas 
para las seis primeras extracciones y considerando 
cada extracción como eventos independientes 
tenemos: 


=0,03296 


[ar alu BlaB|B|mM 

i¿itJlJlJlJY 

61,8 12 2 11.10 9,1 

"aaa 1418 12% 10 9 009296 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 82 : 


Una persona lanza repetidas veces 2 dados y gana 
si obtiene 8 puntos antes de obtener 7. ¿Cuál es la 
probabilidad de ganar? 


1 3 5 2 3 
MA O 


RESOLUCIÓN : 
* Sucesos posibles : 18; *8; **8 


* Donde cada «*» representa un resultado diferente 
de 7; 8 y tiene una probabilidad igual a: 


* Se considera diferente de 8 , pues en caso contrario 
termina el juego y diferente de 7 pues en caso 
contrario pierde. Es decir: 
W= 18575 *85*75%8 57 junccioono) 
* Luego: 
Píganar) =P (8) + P(*8) + P (**8) tra. 


A 
TEE 


PROBLEMA 83 : - El 
Con 4 niños y 7 niñas: run 
6. ¿Cuál es a ES as 
al renos por. nit + 


ul EN y 
wi Br By: 


CA ENERA 
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RESOLUCIÓN : 

* Sea P(A) la probabilidad que de los 6, se integre 
al menos por 2 niños; entonces la probabilidad 
P(A?), será que no integre al menos 2 niños , lo cual 
se dará en los siguientes casos : 


Probabilidad que in 
o hoya niños integre por 1 niño 
A HECHA 
P(24£)= oy + en 
« 4 $. 13 
Operando resulta : P(AY==% 
66 
s 13 _ 53 
*Piden: P(A)=1-P(A)=1-2=" 
(A) (A) e 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 84 : = 
En una competencia de tiro, se sabe que, la 
probabilidad de que acierte «A» es Made Bios 
> y la de «C» es S Si los 3 disparan. ¿Cuál es la 
idad de que todos acierten, a excepción de «C»? 
cg FA D 5 


* Graficando : 


P(A)=4 


=2 
P(C)=3 
* Piden «x», la cual será : 
4,3.4,3,2_4 
a=PIAD B)-PAQBOO) > x= ¿07 AG" 


RPTA: “E” 


Pro 


por uno hasta completar las 2 extracciones; luego 
si al sacar la primera resulta ser bueno, entonces 
en la caja quedarán 5 focos buenos y 4 malos, 


entonces : chinas E 5 6 
2da.extraccion ) 5 + 4 9 


RPTA: “D” 


* Haciendo el espacio muestral, por medio del 
diagrama del árbol : 


M M 
sl y Ó5M v 
v v 
< ze. < $ 
M M 
v v 
"<<, "<, 
Se puede apreciar que : 
* Casos a favor : 6 
* Casos totales : 16 
E O 
* La probabilidad pedida: £-2 
probabilidad pedida: 5== 
PROBLEMA 87: 003 


En unalurda de encueritran 80 fichas marcadas del 
1 al 60. ¿Cuál es la E que al extraer 
e deb us? 


una ficha esta sea múltiplo de ( 


8 AL AN 3 

TB) E DE ps 
E E AT: e A A Y 
RESOLUCIÓN : 


* Tratemos con los diagramas de Venn (conjuntos) ; 


(ENICIONTES_ REBINOS 


TEC 358 MES cuinesis CasTaryaronto Y PROBABILIDADES) 


Múltiplos de 5: 165105 153 ..... 560) 
10 números 
Múltiplos de 8 : (8; 16;24 48) 


Bnumeros 
Múltiplos de 6 y 8 : (40) 


Múltiplos|_9+14+6_ 3. 
de5u8 50 


* Piden : rl 


PROBLEMA 88 : > 

Se extraen dos cartas de una baraja de 40. Calcular 

la probabilidad de que ambas cartas sean «reyes». 
1 2 1 $e 1 

E Bros Lora De E) 730 

RESOLUCIÓN : 


* Llamando A al suceso : la primera carta es un rey; 
y B al suceso : la segunda carta es un rey, se nos 
pide la probabilidad del suceso AMB: Ambas cartas 
son reyes. Por tanto : 


P(An B)=P(A)xP(A/B)= 


AC 
39 130 
* Ten en cuenta que el suceso B/A es: Sacar rey en 
la segunda extracción supuesto que en la primera 
salió rey. Hay 3 casos favorables (los tres reyes que 
quedan) sobe 39 posibles (las cartas restantes). 


OBSERVACIÓN: 


La probabilidad de la conjunción de dos sucesos 
dependientes (probabilidad de Ay B) es igual a la 
probabilidad de A, por probabilidad de B, habiéndose 
dado A. 

PROBLEMA 89 : 

En una baraja de 62 cartas. ¿Cuál es la probabilidad 
de obtener una carta de corazones con un valor 
menor que 7 6 un walor mayor que 107 


2 1 5 y) 7 
a Bl Cc Dic Ñ Da 
RESOLUCIÓN : 


£ : Se extrae al azar una carta de la baraja. 
EVENTO A : sale una carta de corazones con un 
valor menor que 7. 

EVENTO B : sale una carta de corazones con un 
valor mayor que 10. 

* Puede deducirse, fácilmente, que ambos eventos 
son mutuamente excluyentes, pues no puede ocurrir 
que habiendo extraído una sola carta de corazones 
ésta tenga, simultáneamente, un valor menor que 7 
y a la vez un valor mayor que 10. 


* Luego: Casos favorables al evento A : 
16:6;4;3;2;1) 
6 
(A) =6 = 52 == 
n(A) yn) > P(A) 52 


* Casos favorables al evento B: (11; 12513) 
mB)=3 
3 
n(0)=52 => P(B)= 55 
* Entonces : 
P(AUB)=P(AJ+P(B)= 


(7) Se lanzan simultáneamente un trompo que 


tiene 4 caras pintadas y un dado, ¿de cuántas 
maneras posibles pueden caer? 


Ayo B)12 C)24 — D)J8 


(O9)Pepito se va casar y duda entre usar alguno de 
sus 50 ternos clásicos o gus 40 ternos Miami Style. 
¿De cuántas maneras podrá vestirse Pepito? 

AJ200 B)2000 C)20  D)90 EJ900 


(3) "Franco" juega para una liga deportiva y para 
vestirse cuenta con 3 polos, 4 shorts, 2 licras, 3 pares 
de medias y 5 chimpunes, ¿de cuántas maneras 
podrá vestirse? 


EJ16 


AJ15 B)860  C)JI20  D)17  EJ240 
(03) De cuántas maneras posibles puedo ir de "A" a 
mn 
lada 
A B 
AJ24 B)J6 cr D)14 EMO 


(03) Hay 10 vapores que navegan entre Japón y 
Australia. ¿De cuántas maneras puede ir un hombre 
de Japón a Australia y regresar en un vapor 
diferente? 

AJ100 B)19 cj20 D)90 EJ99 
(QD)Para preparar una hamburguesa Jorge dispone 
de 3 tipos de carne, 5 tipos de pan, 2 tipos de 


ensalada y 3 tipos de cremas. Si dicha hamburguesa 
consta de 1 tipo de cada uno de los elementos 


CA MENE 


(350157 AN CICLOPEDIA 2012 


mencionados. ¿De cuántas 
maneras se podrá preparar? 
AJO BJ13 C)90 D)J60 EJ16 


(02) "Fiona" desea casarse con un 
sólo varón para siempre y tiene 
por pretendientes a los ingenieros 
(A, B, C) diputados (x, y, 2, 10) y 
profesores (M, N, P).¿De cuántas 
maneras posibles podrá casarse 
Fiona? 

AJ36 Bp10 C)12 


((3) Para enviar un mensaje se 
puede usar *,-, *-, si mi mensaje 
consta sólo de 2 símbolos, 
¿cuántos mensajes diferentes 
puedo enviar? 

AJB B)9 C)j10  D)27  EJIB 


(09) Cierto recibo se puede pagar 
en3 Bancos únicamente en el 1ro. 
se puede pagar en 3 cajeros en el 
2do, en 8 cajeros y en el tercero 
en 10 cajeros, ¿De cuántas 
maneras se puede pagar el recibo? 
4AJ240 B)34 C)21 D)30 Ej44 


(0) María tiene 4 blusas y 6 


minifaldas todas de diferentes 
colores. ¿De cuántas maneras 
puede vestirse, si la blusa roja 
siempre la usa con una minifalda 
morada y viceversa? 

AJ5 B)24 C)22  D)I6 E)20 


(Q)) Dal problema anterior: ¿De 
cuántas maneras se vestirá si la 
blusa verde siempre la usa con la 
minifalda amarilla? 

AJ24 B)18 Cj19 D)17 EJ 16 


(¿De cuántas maneras se 


viste, si la minifalda negra sólo 
la usa con la blusa blanca? 
A)20 BJ18 C)16 D)17 E)21 


(3) Manuel tiene 6 pantalones 


(2 iguales) y 7 camisas (3 

iguales). ¿De cuántas maneras 

diferentes puede vestirse 

AJ85 A BJ20 C)12 D)14 E)16 
Un cartero debe repartir 


Dj11 EJ24 


una carta a cada una de 3 
personas: María, Lucía e Irene. A 
la casa de María puede ir a la 1, 2 
63 dela tarde, a la de Lucía puede 
ir alas 20 las 4 y ala de Irene a 
las 4 0 a las 6. ¿De cuántas 
maneras — distintas puede 
repartirlas teniendo en cuenta la 
hora? 

AJMAS DE7 B)7 C)J6 D)J5 E)4 


(1) En el planeta "SHUGAR" 


los teléfonos tienen 3 dígitos. 
SHUBACA desea hacer una 
llamada y sólo recuerda que el 
primer digito es 3, el tercero es 
par (incluyendo al cero) y el 
segundo es mayor que 
6. ¿Cuántas llamadas debe hacer 
como mínimo para tener la 
certeza de haber marcado el 
número deseado? 

AJ8  BJ5 C)J9 DJ10 EJ12 


(O) Con cuatro personas 
¿cuántos grupos de a 3 puedo 
formar? 

4J3 BJ  C)2  DJ2 EJ5 


(12) Tres libros (fisica, química, 
álgebra), ¿de cuántas maneras los 


puedo acomodar en un estante? 
AJ2  BJ3 C)6  DJ8 EJi2 


(13) Con 5 frutas, ¿cuántos jugos 
surtidos de 2 frutas puede 
preparar? 

AMO Bji2 CJ6  DJ8 EJ15 


(1) Con las cifras 1, 4, 6, 7, 


¿cuántos números de 1, 2 y 3 
cifras diferentes puedo formar en 
total? 

AJ20 B)12 C)0 D)42 E)18 


EN En un torneo futbolístico 


participan 6 equipos, ¿cuántos 
partidos diferentes se realizarán 
si juegan todos contra todos? 

AJ36 BJ15 Cj12  DJ18 E)20 


EN ¿De cuántas maneras se 


pueden disponer cinco niños en 
una fila? 


AJ24  B)86 C)30 D)25 EJ120 


E3)¿De cuántas maneras se 
pueden ordenar las vocales en una 
fila? 

AJ120 B)36 C)26 D)50 EJ100 


De cuántas maneras se 


pueden disponer los jugadores de 
fulbito en la cancha? 
AJ120  B)720 C)600 D)12 E)36 


(E) ¿Cuántos números de tres 
cifras diferentes se pueden 


formar con: 1, 5, 4, 3, 8, 97 
AJ120 B)60 C)136 D)142 E)63 


E3)iCuéntas palabras de cuatro 
letras se pueden formar con las 
letras de la palabra QUISPE, sin 
importar su significado? 

A)120 B)360 C)480 D)320 EJ210 


EN) ¿De cuántas maneras se 
puede formar una comisión de 4 
alumnos, de un salón que tiene 20 
alumnos? 


AJ4548 B)4845 
D)3610 EJ2014 


E) En una bodega se venden: 


fideos, arroz, azúcar, frijoles y 
lentejas. ¿De cuántas maneras 
una persona podrá llevarse tres 
de estos artículos? 


AJIO B)24 C)12 D)30  E)J36 


(E9)Con las cifras: 1, 2, 3, 6,7, 9. 
¿Cuántos números pares de 
cuatro cifras diferentes se puede 
formar? 

A)120 B)180 C)30 D)90 EJ60 


9) ¿Cuántas señales se pueden 


hacer con cinco banderolas de 
colores diferentes, usando tres de 
ellas en cada señal? 


AJ120 B)40 C)60 DJ30 E)15 
ED) Mónica tiene 9 amigas en la 
academia y quiere invitarlas a su 


casa para escuchar música, pero 
su mamá le ha dicho que sólo 


C)3616 


EDICIONES HODINOS 


[co MELLA hos EEE 


O PIIRATORIO Y PROATIDIDES) 


invite a 5 de ellas. ¿De cuántas 
maneras podrá invitar a las 6 
amigas, si de todas maneras debe 
invitar a Rosa que es su mejor 
amiga? 

A)70 B)85 C)140 D)135 EJ170 


(0D "Lucy" desea comprar un 


producto y se sabe que lo venden 
en "WONG", "SANTA ISABEL" y 
"MAXI", en el primero lo tienen 
en 6 stands en el segundo en 4 y 
en el tercero en 5. ¿De cuántas 
maneras distintas puede adquirir 
el producto? 

AJS BM5 C)20  D)18 E)24 


(02) ¿De cuántas maneras se 
puede irde“A" a"B"2? 
ES 


A 


AJ24 BJ18 C)144 D)80 E)J54 


(3 ¿Cuántas placas de tres 


símbolos se pueden hacer si el 
primero y tercero son vocales y 
el segundo son números? 

AJ20 B)250 C)30 D)180 EJ200 


(2 6 alumnossesientanen una 
carpeta para 3. ¿De cuántas 
maneras distintas pueden 
ubicarse? 

AJ120 B)24 C)J15 DJ18 E)30 
(O3)'¿De cuántas maneras 
diferentes se puedé ir de "A" a "D"? 


y 
TS 
AJ15 B)30 C)17 D)J18 E)20 


(08) Una caja fuerte tiene una 


clave que consta de — tres digitos 
(2,5, 8). ¿Cuántas combinaciones 
erradas pueden intentarse antes 


de abrir la caja? 
AJ8 B)12  C)J26 D)27 


(7) Dado: 
AA OUVUO 


¿Cuántos grupos de 2 figuras 
diferentes puedo formar, si las 
figuras del mismo género son 
idénticas? 

AJ6  B)J3 CJ8 DJ4 EJ7 


OS) ¿De cuántas maneras 


diferentes se pueden sentar 2 
personas en una mesa circular? 
A)2 B)1 CJ3 DJ4 EJno se sabe 


(OD) Con las monedas: 


¡OJOJOLO, 


¿Cuántos grupos de 2 monedas 
puedo formar? 
412 BHO CJ8  D)J4 E)J6 


(LO) Con 9 colores diferentes 


cuántos tríos puedo formar si 
siempre uso el verde y el azul 
AJ9 BJ1I8 C)7 DJG EJ27 


(O) Alberto desea comprarse 1 
pantalón y va a una fábrica donde 
Ta marca LEE tiene 10 stands, Me 
Gregor 4 stands, CK, stands, 
FIORUCCI, 6 stands. ¿De 
cuántas formas podra comprarse 
dicho pantalón si todas las 
marcas mencionadas tienen el 
pantalón de su medida? 

A)400 B)40 Cj20 D)21 EJ50 
(1) Side"B"a*C" hay 6 caminos 
y de "C" a "D" existen 6 caminos, 
¿de cuántas maneras puedo ir de 
B aD y volver, si el regreso tiene 
que ser por un camino diferente? 
AJ90 BJ60 C)J900 D)870 EJ899 


EJ30 


(13) Nicolás" desea vestirse y 


dispone de 10 pantalones 
(5 iguales), 6 camisas (3 iguales) 
y 3 pares de zapatos (2 iguales). 
¿De cuántas formas diferentes 
podrá vestirse? 

AJ19 B)24 C)48 D)36 E)27 


(EACon las cifras 1, 3, 6, 7 
¿cuántos números mayores que 
6000 puedo formar? 

AJ24 — B)MO CJ6 DJS EJ2 
(13) En una reunión se contaron 
15 estrechadas de mano. Si todos 
fueron corteses con los demas. 
¿Cuántas personas asistieron a 
dicha reunión? 

AJ5 BJ? Cj6 DJS  EJM5 


(LO) Con 6 frutas, ¿cuántos jugos 
surtidos compuestos de 5 frutas 
puedo preparar? 

AI3O B)5  C)6 DJS EJ11 
(LDTengo los libros (A-X,£.Q.G,T:, 


¿de cuántas maneras los puedo 
ordenar en línea?- Si A y T 
permanecen siempre en sus 
lugares 

AJ6 BJá C)24 


(3) ¿De cuántas maneras se 
puede ir de "A" a "B" sin pasar 2 
veces por un mismo punto? 


D)30  EJ50 


A 
B 

AJ8B  BJ7 C)J6 DJS EJ9 

(UD Con las letras A, B, C, D, E, 


¿cuántos tríos puedo formar si la 
"A" siempre debe estar? 
4)3 Bj6  Cj¡0 DM5 EJ2 
EN) ¿Cuántos números de la 
forma siguiente existen: 


albleld 
20/1810) 
si, a,b, e, d,€ Z menores que 10? 
AJ24 B)48  C)12 DJ8  EJIO 


Ed) ¿De cuántos modos pueden 
disponerse en una fila, un 
sargento y 6 soldados, si el 
sargento siempre es el primero? 
AJ120 B)720 C)14 D)180 EJN.A. 


CA AZTECA 


(58 )| 


(2) En un campeonato nacional 
de ciclismo, quedaron como 
finalistas un representante por 
cada departamento costero. En la 
gran final, ¿de cuántas maneras 
podrán ser ocupados los primeros 
tres puestos?. 

A)720 B)140 C)360 D)540 E)900 


(E3) Con las cifras: 1, 2, 3, 4, 6, 7 


y 9, ¿cuántos números pares de 
cuatro cifras diferentes se pueden 
determinar? 

AJ180 B)120 C)360 D)240 EJ820 


(E Una melodía musical debe 


estar formada por cinco notas 
diferentes. ¿Cuántas melodías se 


pueden componer?. 
AJ120 B)720 C)2520 
D)1400 E)2600 


(É3) Un comensal se sirve en 


cada comida cuatro platos de los 
nueve que son de su agrado. 
¿Cuántas comidas diferentes 
puede hacer la persona? 

A)J3024 B)5! C)24 D)J23 EJ36 


El) Mariela descansa dos días 


cualesquiera por semana. 
¿Cuántas semanas podrán 
transcurrir para que no repita dos 
días de descanso? 

AJ24 B)21 C)42 D)386 EJN.A. 


(3 Con seis pesas de:1,2,5,10, 20 
y 50 kg, ¿cuántas pesadas 
diferentes pueden obtenerse, 
tomando aquellas de trea en tres? 
AJ15 BJ120 C)20 D)J60 EJN-A. 


3) ¿Cuántas combinaciones 


pueden hacerse con las letras: 
a, b, e, d y e, tomadas de tres en 
tres, entrando "b" en todas ellas? 
AJ2 BJ6 CJ8 D)J4 EJN.A. 


ED La diferencia entre el 


número de variaciones de "x" 
objetos, tomados de dos en dos, y 
el de combinaciones de esos 
objetos, tomados también de dos 
en dos es 190. Calcular el valor 


de'x". 
AJ18 B)20 C)6  D)21 EJN.A. 


(Ed En el campeonato de fútbol 


entran 14 equipos. Un periódico 
deportivo da un premio al que 
acierte la clasificación final de los 
$5 primeros equipos. Un 
suscriptor del periódico quiere 
enviar cuántas soluciones hagan 
falta para asegurar el premio. 
¿Cuántas soluciones debe enviar? 
AJ240240  B)180120 C)280 540 
D)196 500 EJNinguna 


(ERIGE 05 EROS E) 


(ODiDe cuántas maneras se 
pueden disponer 7 niños en una 
fila? 

AJ)24 B)25 C)120 D)20 EJ100 


(O2)¿De cuántas maneras se 
pueden arreglar a todas las 


vocales en una circunferencia? 
A)24 B)36 C)30 D)25 EJ120 


(Q3%¿De cuántas maneras se 
pueden disponer 5 jugadores de 
fulbito en una cancha, si uno de 
ellos siempre juega de arquero? 

AJ120 B)72 C)720 D)24 E)180 


(Y ¿Cuántos números de 3 
cifras diferentes se pueden 
formar con las cifras:2 ,9, 7, 1. 6,67 
AJ30 BJG0 C)36 DM42  EJ63 


(03) ¿Cuántas palabras de 4 
letras se pueden formar con las 
letras de la palabra REXI? 

A)120 B)360 C)480 D¡320 E)24 


((0)¿De cuántas maneras se 
puede formar una comisión de 4 
alumnos, de un salón que tiene 20 
alumnos? 


AJ4548 B)M845  C)3616 
D)3610 E)2014 


(02) En una bodega se venden: 
fideos, arroz, azúcar, frijoles y 
lentejas. ¿De cuántas maneras 


una persona podrá llevarse 3 de 
estos artículos? 
AJ10 B)24  C)J12 D)30 E)36 


(03) Con las cifras:1,2,3,5, 7, 9. 


¿Cuántos números pares de 4 
cifras diferentes se pueden 
formar? 


AJ120 B)180 C)30 D)90 Ej60 
(09) ¿Cuántas señales se pueden 


hacer con 6 banderines de colores 
diferentes, usando 3 de ellas en 
cada señal? 

AJ120 B)40 C)60 D)S0 EJ15 


(ED) En un campeonato de fútbol 


participan 16 equipos. ¿De 
cuéntas maneras ocuparán los 5 
primeros puestos, sabiendo que 
ALIANZA saldrá campeón? 
A)J732 B)180 C)366 
D)250 E)256 


(MES tienen 20 puntos 


coplanares donde 3 o más de ellos 
no son colineales. ¿Cuántos 
triángulos se pueden determinar 
tomando como vértices a dichos 


puntos? 
4AJ1200 B)J1140  C)1440 
D)1800 E)J1610 


(2) En un campeonato nacional 
de ciclismo, quedaron como 
finalistas un representante por 
cada departamento costero. En la 
gran final, ¿de cuántas maneras 
podrán ser ocupados los primeros 
tres puestos? 

A)720 B)140 C)360 D)540 EJ900 
(E) Con las cifras1, 2, 3, 4, 6, 7 
y 9, ¿cuántos números pares de 4 
cifras diferentes se pueden 
determinar? 

AJ180 B)120 C)860 D)240 EJ820 


(2) Una melodía músical debe 


estar formada por 5 notas 
diferentes. ¿Cuántas melodías se 
pueden componer? 

AJ120 B)720 
D)1400 E)2600 


C)2520 


AXILISIS COMBISATORIO Y PRONADILIDADES ) 


(EDICIONES _RUBINOS 


(63 ¿De cuántas maneras puede 


una corte de 9 jueces, tomar una 
decisión por mayoría simple para 
condenar a un acusado? 

AJ180 B)315 C)220 D)256 E)270 


(7) Laura tiene 9 amigas en la 


academia y quiere invitarlas a su 
casa para escuchar música, pero 
su mamá le ha dicho que sólo 
invite a 5 de ellas. ¿De cuántas 
maneras podrá invitar a las 6 
amigas, si de todas maneras debe 
invitar a Rita que es su mejor 
amiga? 

A)70 B)85 C)140 D)135 E)170 


(Q) Patricio tiene 9 amigos en 
la academia y quiere invitarlos a 
su casa para hablar acerca del 
mejor equipo del Perú: ALIANZA, 
pero su papá le ha dicho que sólo 
invite a 6 amigos. ¿De cuántas 
maneras podrá invitar los 6 
amigos, si de ninguna manera 
dobe invitar a Mauro, que es de 
otro equipo? 

AJ56 B)70 C)85 D)120 EJ60 


(63) En una reunión asistieron 
cierto número de personas, 
observándose en total 105 
apretones de mano. ¿Cuántas 
personas asistieron a dicha 
reunión? 

AJM5 BJM2  C)J7  D)I14- EJ9 


(UD) ¿Cuántas señales se pueden 


hacer con 5 banderolas diferentes, 
sacando un número cualquiera de 
ellas a la vez? 

AJ225 B)120 C)325 D)240 EJN.A. 


Ed) ¿Cuál es el máximo número 
de formas en que pueden entrar 
al cine, cuatro personas, ya sea de 
1en1,de2en2,de3en30de4 
end? 

AJ68 B)72 C)J86 D)18 EJ64 


EDiDe cuántas maneras se 


pueden sentar alrededor de una 
mesa circular, 7 personas? 
AJ5040 B)720 C)2500 


D)49 EJ1140 


E) En una reunión hay 7 
hombres y 6 mujeres; se van a 
formar comités mixtos de 6 
personas en donde siempre debe 
haber sólo 2 mujeres. ¿De cuántas 
maneras se podrán formar estos 
comités? 

A)710 B)350 C)120 DJ5040 E)24 


EB ¿Cuántas palabras se pueden 


formar con todas las letras de la 
palabra SUSURRO? 
4J630 BJ620 C)640 D)J580 EJ590 


(E) Una abuelita tiene 2 


naranjas y 3 manzanas. Cada día, 
durante 5 días seguidos da a su 
nietecito una fruta. ¿De cuántas 
maneras puede hacer dicha 
entrega? 

AJ0 BJ8 C)6  D)25 E)30 


3) En un banquete hay 12 


alumnos y 3 profesores y se 
obtienen fotografías distintas de 
forma que en cada fotografía 
entren 5 personas. ¿Cuántas 
fotografías habrá distintas en que 
entren 2 profesores? 

AJ420 B)960 C)J600 D)810 EJN-A. 


Ed Con 4 consonantes y 3 


vocales. ¿Cuántas palabras de 5 
lotras. ¡pueden — formarse, 
conteniendo cada palabra 3 
consonantes y 2 vocales? 

AJ10 BJ8 Cy16 D)25 E)30 


Ed Un sargento tiene 16 


soldados a su mando y dispone que 
4 siempre hagan guardía. Después 
de haburlos empleado de todas las 
maneras posibles. ¿Cuántas veces 
hizo guardia un soldado? 
4J309 B)1820 
D)620 EJ360 


(3) Jorge y Rosa tienen 3 hijos 
y han comprado una mesa 
circular. ¿De cuántas maneras 
diferentes se pueden sentar los 
miembros de esta familia 


Cj455 


alrededor de la mesa, de modo que 
los padres siempre estén juntos? 
AJ12 B)24 C)48 D)96 E)J60 


E) ¿Cuántos números impares 
de 4 cifras no repetidas, se pueden 
formar con las cifras:1,3,4, 5, 8, 97 
A)20 B)30 C)240 
D)250 EJ235 


ÉN) Se tienen 6 números 


positivos y 5 negativos, ¿de 
cuántas maneras se podrá 
obtener un producto positivo, de 
4 factores? 

A)200 B)60 C)120 D)170 E)180 


* Un marinero tiene siete 
banderines del mismo tamaño 
pero de colores diferentes, si 
las iza en un mástil una a 
continuación de otra: 


(()) ¿Cuántas señales diferentes 
podrá hacer con tres de ellas? 


AJ35 B)210  C)5040 
DJ6 E)21 

(2) Cuántas, con cinco de ellas? 
AJ5040 B)2520 Cj)120 
Dj21 EJ42 


(03) Con cinco de ellas, siendo la 


primera siempre blanca y la 
última amarilla. ¿Cuantas 
señales diferentes podrá hacer? 
AJ60 B)10 C)120 D)210 EJ20 


(02 ¿Cuántas señales hará, si 


las iza todas al mismo tiempo? 
AJ5040 B)49 C)7 D)343 E)2401 


((3)¿Cuéntas señales, si las iza 


todas simultáneamente pero la 
primera siempre es blanca, la 
central roja y la última azul? 

A)J49 BJ5040 C)120 D)24 EJ16 


* El capitán de un yate 
solicita tres marineros, pero 
se presentan siete: 


(OVA FTEITITIAN 


HE=60) 


(00) ¿De cuántas maneras 
rentes podrá elegir la 
tripulación? 

AJ35 B)210 C)6040 D)21 EJ6 


(02 ¿De cuántas maneras 
elegirá si cada uno va a 
desempeñar un cargo diferente? 
AJ85 BJ210  C)6040 
D)21 EJ6 


(03) ¿De cuántas maneras 


elegirá la tripulación si Sandro 
siempre debe pertenecer a ella? 
AJ6 B)30 C)IB  DJ18  E)20 


¿De cuántas maneras, si 

Sandro debe pertenecer a la 
tripulación y además cada uno de 
los tripulantes debe desempeñar 
un cargo diferente? 
AJ30 BJ60  C)90  DJI5 E)20 
* Se tienen 8 puntos en un 
plano, de los cuales tres o más no 
pueden estar en línea recta: 


(iCuántos 


diferentes se podrán formar? 
AJ56 B)28 C)8l D)286 E)168 


(OiCuéntos —— triángulos 


diferentes se podrán formar? 
AJ66 B)28 C)B1 D)336 E)168 


(2) "Tengo 6 objetos diferentes y 
3 cajas; ¿en cuántas formas 
diferentes puedo colocar un objeto 
en cada caja? 

AJ1Z B)24 — C)30 DJ60 E)72 


(3En un torneo pugilístico 
participan 7. boxeadores. 
¿Cuántas peleas 86 realizarán si 
pelean todos contra todos? 

A)J7 B)30 C)21 D)14 E)720 


(E) El enpitán de un yate 
solicita tres marineros, pero se 
presentan seis. ¿De cuántas 
maneras diferentes podrá elegir la 
tripulación? 

A)J20 B)120 C)21 D)60 EJ180 


((3)Se tienen cinco libros; ¿de 


segmentos 


cuántas maneras diferentes se 
podrán ordenar en un estante, 
(uno a continuación del otro)? 


AJ120 B)24 C)26  D)J6 EJ2 


(UQiDe cuántas maneras 
diferentes, siete personas podrán 
ubicarse en una fila? 

A)J6040 
D)120 


C)720 


B)7 
EJ49 


PROBABILIDADES 


(OD) Se lanzan 2 dados 
simultáneamente. — Calcular 
cuántos elementos tiene el 
espacio muestral. 

A)216 B)12 C)6 D)1 E)36 


((2) Determinar la probabilidad 
de que el resultado sea 7 al lanzar 
2 dados. 

A) 7/36B) 1/6C) 1/4 D) 4/5 E) 9/17 


(03) Al lanzar dos dados, ¿cuál 
es la probabilidad de que el 
resultado no sea 77 

A) 1/6 B) 2/70) 6/6 D) 7/36 E) 29/36 


(E2 Al lanzar 2 dados, ¿cuál es 


la probabilidad de que el 
resultado del primer dado sea 
mayor que el segundo? 
A) 16 B) 1/2 

D) 1/30 E) 6/12 


(03) Determinar la probabilidad 


de que al extraer 2 cartas de una 
baraja éstas sean corazones. 

A) ULS B) 1/2 C) 1/17 
D) 8/28 E) 4/26 


(00) Auna señora embarazada le 


diagnosticaron que tendría 
trillizos, ¿ Cuál es la probabilidad 
que el día del parto nazcan 3 


C) US 


mujeres? 
A) 1/2 B) 114 C) 1/8 
D) 1116 E) US 


(() Se lanzan dos monedas 
simultáneamente al aire, ¿Cuáles 


A U2 B) 8/4 Cc) 16 
D) 1/8 E) 1/16 
(03) Se lanzan simultáneamente 


una moneda y un dado, Calcular 
la probabilidad de obtener una 
cara y un número par, 
AJ US B) 1/4 
D) 112 E) 1/6 


(09) Se extrae una carta de una 


baraja normal. Calcular la 
probabilidad de obtener un 4 ó un 
6? 

A) 1/13 B) 2/13 
D) 1/9 E) 16/26 


(10) 3 maratonistas (A, B y C) 
compiten en una maratón. ¿ Cuál 
es la probabilidad de que «A» 
llegue antes que «B»? 


A) 1/8 B) 1/2 
D) 2/3 E) 8/4 


(9) Se quiere seleccionar un 


comité de 6 personas a partir de 
7 mujeres y 6 varones. ¿Qué 
probabilidad habría que el comité 
esté integrado por 2 mujeres? 


CJ 1/8 


C) 2/9 


CJ 114 


AJU7 B) 37/91 C)140/429 
D) 3/38 — E)7/28 
Sabiendo que la 


probabilidad de que ocurra un 
accidente en 1 km de una carrera 
es 1/3, ¿cuál es la probabilidad de 
que ocurra encontrar al menos un 
accidente en 3 km de esa carrera? 


AJ US B) 1/27 C) 8/27 


D) 2/8 E) 19/27 


(E3) Las probabilidades que 


tienen A, B y C de resolver un 
mismo problema son 1/2; 3/6 y 
1/6 respectivamente. Si intentan 
hacerlo los tres, determinar la 
probabilidad de que se resuelva el 
problema 

A) 1/3 B)6/6 C)1/2D) 1/6 E) UG 


(E) Si se arrojan 65 monedas, 


EDICIONES RUBINOS 


ARÁLISIS COMBISATORIO Y PRORADILIDADES ) 


¿cuál es la probabilidad de 
obtener 3 sellos y 2 caras? 

Ay 0,5 B)J0,28  C)0,312 
D) 0,5124 E) 0,3125 


(63 Si se lanza 6 veces un dado, 


¿cuál es la probabilidad de que las 
6 caras que aparecen sean 
diferentes? 

A) 7/23 B)31/32 C) 1/32 
D) 7/22 E) 6/54 


(LO) Una caja tiene 100 focos 


entre los cuales hay 10 
defectuosos. ¿Cuál es la 
probabilidad de que al extraer 
una muestra de 3 focos, los 3 sean 
defectuosos? 

A) 1/87 B)2/2696  C) 1/193 
D) 2/491 E) 3/2 811 


(Ey) 6 parejas de casados se 


encuentran en una habitación. Si 
las 4 personas se escogen al azar, 
encontrar la probabilidad de que 
se escojan 2 parejas de casados. 
A) 1/2 B) 113 0) 1117 
D) 1/33 E) 2/6 


(3) De una baraja de 52 


cartas,é cuál es la probabilidad de 
obtener una carta de corazones 
con un valor menor que 7 0 un 
valor mayor que 10? 

A) 1113 B)7162  C)9/62 
D) 7113 E) 9/42 


(19) Una caja contiene 5 bolas 


rojas, 4 bolas blancas y 3 bolas 
azules. Si se extraen 5 bolas al 
azar, determinar la probabilidad 
de que 3 sean rojas y 2 sean 
blancas. >= 

A) 1/2 B)4/11 
D) 711 E) 1/8 


(É0 Con 7 médicos y 4 ingenieros 
se debe formar un comité de 6 
miembros, ¿cuál es la 
probabilidad que el comité 
incluya al menos 2 ingenieros? 
A) 1/2 B)63/65  C) 17/62 
D) Us E) 23/62 


ED Si se lanzan 3 


C) 4/33 


monedas , 


- 


4 Cuál es la probabilidad de no 
obtener exactamente 2 caras? 
A) 3/8 B) 1/5C) 5/8 D) 1/2 E) 4/5 


E) Una clase contiene 10 
hombres y 20 mujeres, de los 
cuales la mitad de los hombres y 
la mitad de las mujeres tienen ojos 
castaños. Encontrar la 
probabilidad de que una persona 
escogida al azar sea un hombre o 
tenga los ojos castaños. 

A) 1/2B)1/3 C)2/3 DJ)4/6 E) 1/7 


E3De 10 pacientes examinados, 
20 padecían de artritis, 32 
padecían de gastritis y 8 tenían 
ambos males. Hallar la 
probabilidad de seleccionar un 
paciente que padezca de artritis o 


gastritis. 
A) 11/25 B) 11160 C) 17/50 
D) 13/50 E) 19/25 


E2) Ha de elegirse al azar un 


grupo de 4 astronautas, 
seleccionados entre 6 militares y 
6 civiles. ¿Cuál es la probabilidad 
de que sean seleccionados más de 
2 militares? 

A) 1l4 B) 17/23  C)25/66 
Dj 719 E) 11/45 


(3) Un lote de 12 artículos 


tiene 4 defectuosos. Se toman al 
azar 3 artículos del lote uno tras 
otro. Hallar la probabilidad de 
que los 3 estén buenos. 


A) 11/17 B) 17/23 C) 14/55 
D) 17/26 E) 1113 
ES) La probabilidad que tiene 


«A» de ganar a «B» una partida 
de ajedrez es igual a 1/3. Cuál es 
la probabilidad que tiene «A» de 
ganar por lo menos una de las tres 


partidas? 
A US B) 1127 €) 8/27 
D) 19/27 E) 4/27 


(ED Cuál es la probabilidad de 
que al lanzar 3 monedas, se 
obtengan 3 caras o 3 sellos? 

A) 1/2 B) 1/3 C) 1/4 D) 1/5 E) 1/6 


3) De una bolsa que contiene 


5 bolas negras y 3 blancas, se 
extraen 3 bolas en sucesión y sin 


reemplazo.¿Cuál es — la 
probabilidad de que las 3 sean 
negras? 

A)0,125  B)0,123 C)0,725 
D)0,179 — E)0,912 


€)) Hallar la probabilidad de 


obtener al menos una cara al 
lanzar «m1» monedas a la vez. 


at oé 
a n 
DE 
” 


(EN) Se lanza un dado «n» veces. 


¿ Cuél es la probabilidad de que 2 
salga al menos una vez en los «n» 
lanzamientos? 


1 
BG 
6" 


e 


eRIMERAYERAGTCANOIRIGIO 


OD .Taty> tiene 5 blusas 


diferentes y 6 faldas de diferentes 
modelos ; de cuantas maneras 
diferentes se puede vestir. 


A) 26 B)12 
Dm E)21 


(02) De cuántas maneras se 


puede nombrar un presidente, un 
secretario y un tesorero si los 
aspirantes son Pedro , Juan y 
Alberto. 
A6 
D)11 


C) 30 


BJ9 
E)21 


C) 30 


((3) Supongamos que chary, que 
está buscando empleo , observa 
en un diario local que en cuatro 
tiendas mayoristas se solicitan 
trabajadores para venta en el 
mostrador, para almacén y para 
limpieza. ¿Cuántas oportunidades 
de empleo tiene chary? 


LAMAS IZIEREA 
AJ10 — BJ12 


(E) Una compañía constructora necesita un 
servicio de un ingeniero civil , un arquitecto , un 
jefe de personal y un topógrafo. Ante este pedido 
se presenta doce ingenieros civiles , siete 
arquitectos , cinco jefes de personal y diez 
topógrafos, ¿Cuántas opciones diferentes tendrá la 
compañía para cubrir esas plazas? 

A) 4200 B)9000  C)300  D)1400  E)7200 


€) 30 D)11 E)24 


(7) En una microempresa de confecciones un 
producto se elabora en tres etapas. Para la etapa 
de trazado se tiene disponibles a seis personas; para 
la etapa de corte a tres, y para la etapa de armado 
a cinco personas. ¿De cuántas maneras puede 
moverse el producto en el proceso de confecciones? 
A) 20 B)90 C)30 D) 48 E) 21 


(1) En el estante de una biblioteca hay cinco libros 


de estadística de autores diferentes y siete libros 
de matemática , también de distintos autores. Si 
deseamos seleccionar un solo libro, ¿Cuántas 
opciones diferentes tenemos? 
AJ8 B)9 C)32 


D)12 E)21 


(02) En tres mercados de una pequeña ciudad se venden 


arroz por saco ;en el primer mercado hay disponibles seis 
tiendas , en el segundo cuatro y en el tercer mercado 
cinco tiendas, ¿De cuántas maneras puede realizarse la 
compra. de un saco de arroz? 

A)8 B)23 C) 15 


Dj13 EJ4 


(03) En una encuesta se recomienda a un 
consumidor que ordene sus preferencias por cuatro 
marcas de gaseosas. ¿Cuántas ordenaciones pueden 
resultar? 

AJ32  B)92 C) 30 


(0D) En un edificio de doce pisos , entran al ascensor 
en el primer piso cuatro personas . Cada persona 
puede bajar en un piso diferente. ¿De cuántas 
maneras pueden estas personas bajar el ascensor? 
A)7920  B)920  C)630 D)1140  E)24000 


D)11 E) 24 


(10) Un equipo de sonido tiene un reproductor de 
discos compactos con capacidad para seis discos. Si 
el reproductor tiene forma circular , ¿de cuántas 
maneras diferentes se pueden colocar los CD en el 
reproductor del equipo? 

AJ120 B)80 C)60 D)32 E) 24 
(UD) ¿Cuántos números diferentes se pueden formar 
permutando las cifras del número 743737 
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A) 32 B)60 C)30 Dn E) 24 


(]) ¿Cuántas comisiones de tres alumnos se 


pueden formar con un grupo de cinco alumnos? 
AJ3 B) 92 C)12 D) 10 E) 24 


a Un salón de segundo grado de un centro 


educativo tiene doce alumnos : siete niños y cinco 
niñas . ¿Cuántos grupos de tres alumnos tienen por 
lo menos un niño? 
AJ210 — BJ92 C)530 


D) 240 E) 280 


(12) ¿Cuántos números de tres cifras menores de 
226 se pueden formar con los dígitos 1; 2; 3 y 4, si 
cada dígito se usa sola vez? 

AJ8 B)9 C) 10 


(63) El profesor de dibujo pide a sus alumnos que 


pinten los cuatro cuadritos presentados a 
continuación , usando sus colores rojo o verde. 
¿De cuántas maneras diferentes se pueden pintarse 
los cuadraditos? 

A) 32 B)16 C) 36 E) 24 


(10) ¿De cuántas maneras diferentes pueden 


sentarse doce personas alrededor de una mesa 
circular, si dos personas necesariamente deben 
estar una al lado de la otra? 

A)J82056 B)7200  C)10! E) 7267600 


(U2) Victor y Manuel invitan a 10 de sus amigos a 


una cena que se llevará acabo en la casa de Victor, 
cada uno de los invitados van con sus respectivas 
esposas. ¿De cuántas formas se podrán sentar en 
una mesa redonda, sí los matrimonios deben estar 
siempre juntos y además Victor y Manuel deben 
estar siempre juntos? 

A) (101)x2'" B)(10!)x 2% C)10IxX 2"  D)2'* x(101) 


(L3) ¿De cuántas: maneras distintas un director de 


un laboratorio de investigación puede seleccionar 
cuatro químicos entre diez solicitantes , y tres 
físicos entre cinco solicitantes? 
A) 720 B) 3200 C) 440 


(1) ¿De cuántas maneras diferentes se pueden 


distribuir 3 fichas iguales en un recuadrode 3 por 
3 casillas , sí en cada fila y columna haya a lo más 
una ficha? 

A) 27 B) 81 E) 24 


Ed 3 amigos, llegan a una ciudad con 3 hoteles. 


¿De cuántas maneras diferentes pueden ocupar cada 
uno una habitación, si además desean estar en 


D)11 E) 12 


D)11 


D) 111 


D) 2100 


C)3 D)J6 
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hoteles diferentes?, en el primer hotel hay 3 
habitaciones libres, en el segundo hotel hay 4 y en 
el último 2? 
Ag D) 144 EJ8! 


B) 924 C)216 


ED ¿Cuántas palabras de 4 letras se pueden 


formar con 7 mayúsculas y 8 minúsculas de las 
cuales 3 son vocales , de tal forma que cada palabra 
empiece en mayúscula y tenga al menos una vocal 
minúscula siendo todas letras diferentes? 


A)8736  B)6562 C)65632 D)5586  E)5584 


NOAA ENCARORICIO, 


(O) Se lanzan 2 dados simultáneamente ¿Calcular 
cuántos elementos tiene el espacio muestral? 

au6 B)12 0) 24 D)36 E)216 
(03) Se lanzan 2 monedas simultáneamente 
¿Calcular cuántos elementos tiene el espacio 
muestral? 
46 

(03) Se lanzan 6 monedas simultáneamente 
¿Calcular cuántos elementos tiene el espacio 
muestral? 

m4 B)32 C) 64 D)36 Ej8 
(7) Se lanzan 2 dados y una moneda 
simultáneamente ¿Calcular cuántos elementos tiene 
el espacio muestral? 

AJ72 — B)32 D)36 
(6) Determinar la probabilidad de que el resultado 
sea 6, al lanzar 1 dado? 


B)12 0) 54 Dj4 E)J2 


0)24 E) 28 


1 1 1 3 1 
ES a = a EJ- 
Se a 7 3 25 


(09) Determinar la probabilidad de que el resultado 
sea un número impar ,.al lanzar 1 dado? 
1 1 1 3 1 
A 
a 0 Y, da 15 
((2) Determinar la probabilidad de que el resultado 
sea un número no impar , al lanzar 1 dado? 
1 1 1 3 1 
2 SA IE Él 
5 BJ Y Y y 
(63) Determinar la probabilidad de que el resultado 


sea un número mayor o igual que'2 , al lanzar 1 
dado? 


1 5 1 3 1 
A A IS eS 
uz 1 y Y az 

(09) Determinar la probabilidad de que el resultado 
un número menor que 2 , al lanzar 1 dado? 

1 1 1 3 1 

E 1 ES => DE “E 
3 1 25 Y Y 
(O) Determinar la probabilidad de que el resultado 
sea cara, al lanzar una moneda ? 

1 1 1 3 db 

AE IA, Él 
y Y 5 Es y 
(O) Determinar la probabilidad de que al extraer 
T carta de una baraja , ésta sea trébol 

1 1 1 3 1 
se miopue 2 

3 A Y Dr 5 

e Determinar la probabilidad de que al extraer 
1 carta de una baraja, esta sea roja 


1 1 1 
A) BI o 


13 6 


(63) Determinar la probabilidad de que al extraer 
1 carta de una baraja, esta sea un rey. 


1 1 3 
podr 2 es 
(5) Determinar la probabilidad de que al extraer 
1 carta de una baraja, esta sea 7 Óuna jota. 

2 
A 
(8) Determinar la probabilidad de que el resultado 
sea 3, al lanzar 2 dados? 


3 1 
DE EZ 
Y 5 


1 1 
4 La 


1 1 3 y 
= ba DE a 
BD o de E 


EN 1 1 4 EJ 
A) 36 BE O D) 5 E 
(LO) Al lanzar 2 dados. ¿Cuál es la probabilidad de 
que el resultado de los 2 dados no sea 3 ? 


17 2 5 7 29 
Ni Br E De Ds 


(() Determinar la probabilidad de que al extraer 
2 cartas de una baraja , estas sean espadas. 
AI 
a 
ET »3 
(3) Determinar la probabilidad de que el resultado 
de cada dado sea lo mismo , al lanzar 2 dados? 


1 3 4 
(5 DI EI 
67 35 den 


AMA EENENESA 


1 1 
Er a 


1 3 1 

al DA Él 

ho Y 4 
(19) Hallar la probabilidad de que al lanzar tres 


dados , la suma de los númerrs-que se obtengan sea 
igual a 10. 


an BJ0,25 C)0125 DJ0,76 EJO,7 


Ed De una baraja de naipes (52 cartas), se extraen 
2 cartas al azar. ¿Cuál es la probabilidad de que las 
cartas extraídas sean una reina y una jota? 
A)4/663 B)2/668 C)1/1326 D)8/663 E) 4/13 
E] Se tiene un círculo de radio 8 em si ubicamos 
un punto aleatoriamente. ¿Cuál es la probabilidad 
de que este punto esté más cerca o a igual distancia 
del centro que de la circunferencia? 
A)085  BJ025  C)0,6 D)0,314 
2) 9 amigos se sientan al azar en círculo ¿Cuál 
es la probabilidad de que 2 de ellos queden juntos? 


1 1 1 1 
5 215 o BE 


E) 0,11 


1 
DIG 


(E3) Si se lanza 6 veces un dado ¿cuál es la 


probabilidad de que las 6 caras que aparecen sean 
diferentes? 
7 31 
Ho pal 
Wa Da 
E) Si se arrojan 6 monedas, ¿Cuál es la 


probabilidad de obtener 3 sellos y 2 caras? 
AJOS B)0,32  C)0,32765 D)0,1  E)0,3125 


É3) Las probabilidades que tienen A, B y C de 
resolver un mismo problema son: 

EBRO A DN 

3515 "espectivamente. Si intentan hacerlo los 
tres, determinar la probabilidad de que se resuelva 
el problema e 


1 
3 


1 7 6 
(SS DD == 
33 MET De 


13 1 1 1 
BG Cr DJz Ez 


(EN) Sabiendo que la probabilidad de que ocurra un 


accidente en 1 km. deuna carrera es 1 ¿Cuál es la 
a 3 


probabilidad de que ocurra encontrar al menos un 
accidente en 3 km. de esa carretera? 


e 
A) 3 BJ C) 


19 
27 Ep 3 Ez 


27 
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2) Al lanzar 2 dados, ¿Cuál es la probabilidad de 


que el resultado del primer dado sea mayor que el 
segundo? 

1 El 

pa DIA El 
3 e 30 3 
(€E3) Un artillero dispara a un blanco, se sabo que 
en un disparo la probabilidad de acertar es 0,01. Se 
efectúa dos disparos, ¿cuál será la probabilidad de 


no acertar? 
A)J0,99 B)0,9081 C)0,9801 D)0,9802 E) 0,0001 


(E9) De una bolsa que contiene 6 bolas blancas, d negras y 2 
rojas, sesacan 6 bolas al azar. Calcular la probabilidad 
de que 3 sean blancas , 2 negras y 1 roja. 
A) 16/33  B)14/23  C)20/77  D) 3/81 


(Ed) Si 10 jugadores compiten en una carrera de 
65000 m. Existe un primer, segundo y tercer premio, 
Si un país cuenta con cuatro participantes en la 
carrera . ¿Cuál es la probabilidad que A y B obtengan 
los tres premios? 

A) 0,033 B)0,383 C)0,243 D)0.211 E) 0,266 


(Ed) Un jugador lanza dos monedas. Gana 1 6 5/.2 


si aparecen una o dos caras. Por otra parte pierde 
S/.6 si no aparece cara. Determinar la esperanza 
matemática del juego y si este es favorable. 


(É3)Se lanza un par de dados. Se defino la variable 


aleatoria X como la suma de las puntuaciones 
obtenidas. Hallar la función de probabilidad, la 
esperanza matemática . 


1 1 
a BJz Cc) 


E) 4/23 


(E3 Un jugador lanza un dado corriente. Si sale 


número primo, gana tantos cientos de soles como 
marca el dado, pero si no sale número primo, pierde 
tantos cientos de soles como marca el dado, 
Determinar la función de probabilidad y la 
esperanza matemática del juego. 


Ensi una persona compra una papeleta en una 
rifa, en la que puede ganar de S/.5000 6 un segundo 
premio de $/.2000 con probabilidades de: 0,001 y 
0,003. ¿Cuál sería el precio justo a pagar por la 
papeleta? 


02) MD 03) B 
086)A 07)A 08)B 09) 10)A 
me 12)C 13)A MA 1580 
16) A  17)C 18)B 19)C 20)D 
21)B 22)C 23)E 24)E 25)B 
26)E 27)E 28)€ 29)C_30)A4 
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ROSCOMIPUEJOS 


OBJETIVO : 


*Conocer un nuevo campo numérico denominado 
“El Campo Complejo”, sí como — desarrollar 
habilidad operativa con los elementos de dicho 
campo. 

* Conocer los conceptos: unidad imaginaria, número 
complejo, parte real y parte imaginaria. 


* Conocer la estructura analítica y algebraica de 
los números complejos y sus principales 
elementos(operaciones algebraicas y vectores en un 
plano) 


* Representación de los complejos como puntos en 
un plano,representación polar , conjugado de un 
complejo ,módulo, distancia, raíces de un complejo. 


* Pasar de forma binómica a forma polar y viceversa, 
Operar con complejos en forma polar 
(multiplicación, potenciación y división) e 
interpretarlo gráficamente. 


* Conocer la fórmula de Moivre. Hallar todas las 
raíces n-ésimas de un complejo e interpretarlas 
gráficamente. 


INTRODUCCIÓN : 


Muchos conceptos en matemáticas tardaron varios 
años y hasta siglos en desarrollarse, desde el 
momento en que fueron descubiertos por primera 
vez, por alguna mente brillante, hasta la 
formalización de los mismos. El avance en el tiempo 
de la matemática fue un proceso lento, debido al 
caracter formal de esta ciencia: una de sus reglas 
es que cualquier objeto nuevo debe estar claramente 
definido para ser aceptado por toda la comunidad. 
Así pues, muchas ideas incompletas quedaron 
relegadas a la oscuridad y el olvido por no encajar 
en el sistema de razonamiento de la época, como fue 
el caso de los números complejos. 

Fue en Italia, durante el periodo del renacimiento, 
cuando por vez primera los algebristas se dedican a 
investigar seriamente estos números y penetran el 
halo misterioso en que se hallaban envueltos desde 
la antiguedad. 


as DL 


magna de Girolamo Cardano, publicado en 1645. 
Pero ¿Cómo surge la idea de usar estos números? 
¿Porque no aparecieron antes? 

¿Quién era Cardano? Trataremos de contestar a 
estas interrogantes remontándonos a los orígenes 
del álgebra. 

Podemos decir que los números complejos 
aparecieron muy temprano en el paisaje de las 
matemáticas, pero fueron ignorados 
sistemáticamente, por su caracter extraño, carentes 
de sentido e imposibles de representar. Aparecen 
entre las soluciones de las ecuaciones cuadráticas, 
que generan raíces cuadradas de números negativos. 
Por ejemplo la ecuación: x* + x + 5 = 0 no posee 
soluciones reales. Si empleamos la conocida fórmula 
de resolución de una ecuación de segundo grado, nos 
encontraremos con la raíz cuadrada de -19: Los 
matemáticos griegos, que conocían los métodos 
geométricos de resolución, consideraban este tipo 
de problemas irresolubles, 

Es completamente incorrecto decir que la aparición 
de los números complejos se debió a la imposibilidad 
de resolver todas las ecuaciones cuadráticas, pues 
los matemáticos de entonces simplemente no se 
interesaban en ello. La motivación real de 
entenderlos, viene de las ecuaciones cúbicas, como 
veremos más adelante. 

Recordemos que los griegos rechazaron el uso de 
los números negativos, por la falta de un equivalente 
dentro de la geometría. Para ellos, todo número 
representaba la longitud de un segmento o el área 
de una figura plana. La geometría era considerada 
entonces como el corazón de toda la matemática y 
esto, por supuesto, retardó considerablemente el 
desarrollo de los sistemas numéricos. 

Con el surgimiento del álgebra durante la Edad 
Media, el concepto de número se amplía, para poder 
manipular las ecuaciones, desligadas ya de la 
influencia dominante de la geometría. El algebrista 
se va a mover en un mundo pleno de libertad e 
imaginación donde las ecuaciones y fórmulas serían 
el semillero de las grandes ideas que darían impulso 
ala matemática. Los números, de ahora en adelante, 
quedarían libres de sus equivalentes geométricos. 


Can MZRERZAA 


TE5(566 


La palabra álgebra se deriva del vocablo arabe aljabr 
que quiere decir restaurar. 

¿Qué tiene esto que ver con la matemática? Cuando 
se tiene una ecuación, como por ejemplo 2x +3 =5 
entonces quitamos y ponemos símbolos a los lados 
para resolverla. Esta es la forma de operar del 
algebrista. Pero no solo los algebristas operan: 
también los doctores lo hacen. En la medicina 
antigua el término álgebra se usaba para designar 
las operaciones de los huesos. Así pues, un algebrista 
era un matemático o bien un doctor que colocaba 
los huesos partidos en su sitio. Algebra es el arte de 
restituir a su lugar los huesos dislocados, según el 
diccionario de la Real Academia de la Lengua 
Española. 


Debe quedar claro la necesidad de extender los 
números reales a los números complejos y conocer 
el álgebra básica de los números complejos. 


La cuestión de resolver ecuaciones algebraicas a 
llevado al hombre desde los números naturales y 
al prentender resolver ecuaciones como; x+2=1 a 
los números enteros Z donde no existe solución para 
ecuaciones del tipo; 2x+3=0, a los números 
racionales Q que tiene limitaciones para resolver 


ecuaciones como: x*-—2=0, hasta llegar a los 
números reales. Sin embargo sabemos que no existe 
ningún número real x; con la propiedad x? 4 1=0, 
entonces se hace necesario extender el conjurito de 
los números reales 72, tal extensión es el conjunto 
de los números complejos £'. 


NÚMEROS COMPLEJOS 


Sé llama número complejo a todo par ordenado (a;b) 
de componentes reales, tales que la primera 
componente representa la parte real y la segunda 
componente la parte imaginaria. 

NOTACIÓN : 


|z =(a; ber] 


“q “e. 


se le llama parte real de “z 


¡Re(z)=a 


*Al número “b” se le llama parte imaginaria de “2”: 


* Al número 


im(=)= 5 
EJEMPLO: 
Relz, 
=(2v/3, 
z=(2:43. a 


CONJUNTO DE LOS NÚMEROS 
COMPLEJOS E 


El conjunto de todos los números complejos está 
denotado por: 

C= ((x;y))x e R;yeR) 
en el cual se definen las operaciones de adición, 
multiplicación y una relación de igualdad, así: 


ADICIÓN ENTRE NÚMEROS 
COMPLEJOS 


Para hallar la suma entre dos números complejos, 
se sumarán las partes reales y también las partes 
imaginarias. Así: 
* Sean: 
2, =(ajb) 23 =(x5y) ,asb;x;y e R 
2 Entonces: 
2, +2) =(a+x; b+ y) 


MUNTIPLICACIÓN ENTRE 
NÚMEROS COMPLEJOS 


Para hallar el producto de multiplicar 2 números 

complejos, para la parte real se multiplicarán las 

partes reales menos el producto de las partes 

imaginarias. Y para la parte imaginaria se 

multiplicará la primera parte real con la segunda 

parte imaginaria aumentado en el producto de 

multiplicar la primera parte imaginaria con la 

segunda parte real. Así: 

* Sean 

215% €C:2,=(a;b) 23 =(c;d), entonces ; 

2, Xz3=(ac-bd;ad + bc) 

* Además: m(a;b)=(ma;mb) 

EJEMPLO: 

Si:z2,=(3;6) y 23=(-1:7) 

* Entonces: 

2 +22 =(3+(-1):5+7)=(2:12) 

2122 = (21,53) -(51(7):(7(8)+(M(S5Y 
=(-3-35;21- 5) =(-38; 16) 

OBSERVACIÓN : 

* Sobre (C se verifica la ley conmutativa,asociativa, 

distributiva , del elemento neutro inverso respecto 

a la adición y multiplicación. 

* Al sumar dos números complejos el resultado es 

un número complejo , porque la suma de reales es 

un real. Es decir, la adición en C es cerrada o la, 
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NÚMEROS COMPLEJOS 


adición en C es una operación binaria o la adición 
en C cumple la propiedad clausurativa. 


*Al multiplicar dos números complejos el producto 
es un número complejo , porque el producto y la 
suma de reales es un real. Es decir , la 
multiplicación en € es cerrada o la multiplicación 
en € es una operación binaria o la multiplicación 
en C cumple la propiedad clausurativa. 


RELACIÓN DE IGUALDAD 


Dos números complejos son iguales, si y sólo si sus 
partes reales y sus partes imaginarias son iguales 
respectivamente, 

Así: 


* Sean 21:27 eC:2,=(a1b) 124 = (0; d), entonces: 


2, =2y si y sólosia=c a b=dl 


DEFINICIONES: 
1) Dado ze C:2=(a;b) 
z.esel complejoreal <> Im(2)= 0, luego z=(a;0) 


*Además convendremos en escribir (a;0) » a, .esto 
por la similitud que se da al efectuar las operaciones 
anteriormente definidas, ¡ 


1) Dado ze C:z=(a;b) 

zesimaginario «> im(2)+ 0 

111) Dado ze C :z=(a;b) 

zesimaginario puro <> Re(2)=0, luego z=(0;b) 


*Además si b=1, es decir z=(0;1) definimos como 
unidad imaginaria y convendremos en asociarle 
la letra í tales que ¡=(0;1) 


TEOREMA: ¡2=-1] 

PRUEBA : 

i=(0;1) > 1% =(0;1)X(0;1) .... Por definición de 
multiplicación Por convención 
=i*=(0-1;0+0) 

> 1? =(-150) 

>P?=-1 


TEOREMA : 
(0:b)=bi 
PRUEBA: 
(0:6)=(bx0—1X0:bX1+0X0);Vbe R 
(0:b)=(b;0) x(0;1) ....Por definición de 
multiplicación 


»VWbeR 


(0;b)=bi; beR Por convención 
IV) Dado ze C:z=(a;b) 
z es complejo nulo <> Re(z)=Im(z)=0 es decir 


z=(0;0) 


RELACIONES DEFINIDAS EN LC: 
Dado ze C:2=(a;b) se define: 
z=(a;-b);z: conjugado dez 


(-a;+b);z' : opuesto de z 
FORMA CARTESIANA O 
BINÓMICA DE UN COMPLEJO 


El número complejo: z=(a;b); lo podemos 
expresar como : 


2=(a;b)=a(1;0)+b(0;1) 
1 n 


z 


a+bi 
OBSERVACION : 
* Si b=0 > el número complejo (a +0i) se llama 


= 


complejo real. 


*Si a=0-> el número complejo (0 +bi) se llama 
complejo imaginario puro . 
*Dos números complejos: 2, =a +bi y 22 =0+di; 
son iguales si: a =c y b=d 
* El conjugado de un número complejo : 
z=a +bi es: 2 =a-bi 

* El opuesto de un número complejo : 

2=a+bi es: 2 =-a-bi 
NOTA : 


Con los números complejos en forma binomlal se 
pueden establecer las mismas operaciones que se 
realizan con los reales (adición, sustracción , 
multiplicación , división, potenciación , radicación, 
menos la relación de orden). 


CAMAZIEZIEREA 


CANTIDADES IMAGINARIAS 


Son aquellos números que resultan de extraer una 
raíz de índice par a un número real negativo. 


EJEMPLOS: 
*J=16 = J16(-1) =J16 Y = 4i 


+ E5= 6D = (54d = ln 


* /=100 = 100 J1= 101 


"47625 =V625/1= J30 +) 


292729 = Y72991 =3i 
De todos estos el más importante es /Z1; al cual 
denominaremos unidad imaginaria, cuya 


uotación universal es 


POTENCIAS ENTERAS DE LA 
UNIDAD IMAGIVARIA 


* Analicemos el comportamiento — del 
i";V ne Z; teniendo en 
definición: 


Número 


cuenta la siguiente 


=ixisi 
«y ni? 1 
¡UE 


ax io 


* De donde se aprecia que las potencias enteras de ¿ 
se repiten cada cuatro veces y sólo toman uno de 
los cuatro valores ¿13 ¿51 


Esto implica que la unidad imaginaria elevado a un 
múltiplo de cuatro es igual a la unidad. 


* Porlo tanto: ¿*=1 


* EN GENERAL : 


PROPIEDADES: 


nia = aji na = alió = 


2)li+it+ ia... +iM=Ol:neN 
3) [a+17?=21); [a-1 =-2 


4) (A+ 1) =(1-1*=-4 


NG; Ve Z 
o > 
(a+Rk)J"=a+R"; neN! 


NOTA : 


Cuando el exponente es un número mayor que 4, se 
le divide entre 4 y luego se sustituye con el residuo 
de la división efectuada, 


EJEMPLOS: 


09 ¡UA IG AY 


e ¡0 aj] e ¡200 


e 7 (i= 1 


e 
COROLARIOS : 


Sea ¿= JT la unidad imaginaria 
Diritririt=0 
A A A 
E IA 
MWMiritridritri+r.it=0;hez 
EJEMPLOS : 

E OT 
it iO 
EJERCICIO : 


Calcular: 14448 4... 400% 


14141? 
RESOLUCIÓN : 
*Como: 1=5*%%0; entonces el numerador será: 


(EDICIONES RUBIÑOS 


209 EJ 


NÚMEROS COMPLEJOS ) 


PO 00 


* Ordenando : 
Pri 

y 5 
* Se observa que cada cuatro términos se obtiene 
cero, luego el numerador será cero, entonces se 
tiene: 0 


1+i+i? 
NUMEROS COMPLEJOS 


Un número complejo es aquel que está formado 
por la unión de una parte real y otra imaginaria. 
Su representación es: 


z=a+bi=(a;b);a y beR! 


parte real parte imaginaria 


* Siendo a y b números reales , nos indica que el 
complejo está formado por “a” unidades reales y 
“b” unidades imaginarias. 


EJEMPLOS : 

*z,=(4:6)=4+5i * 2, =(/3;-6)=V3 —6i 
1.5 IV 

- =|-;-=|==--=i A = —6)=-—bi 

Za E e] FE Cu (0-0)= 6 


PRESENTACIÓN GRÁFICA DE 
UN COMPLEJO 


FORMA CARTESIANA DE UN 
COMPLEJO: 


Todo número z escrito en su forma binómica 
z=a+bji, puede representarse en su forma 


cartesiana z =(a;b). 
*El eje horizontal X representa las cantidades reales, 
y el eje vertical Y representa las cantidades 


imaginarias. 


Yeje imaginario) 


A (fijo) 

“A dicho plano se le 
denomina plano de 
Gauss”. 


»>X(eje rea 


“Donde OP es el radio vector del complejo 
z=(x=;y) 
CLASIFICACIÓN 


1) COMPLEJOS IGUALES 3 

Dos complejos son iguales, si tienen iguales sus 
partes reales y sus partes imaginarias. Esto es: 
Ss:a+bi=c+di >a=c y b=d 


M) COMPLEJO REAL O PURAMENTE 
REAL : 


Es aquel número complejo que carece de la parte 
imaginaria; es decir:su parte imaginaria es cero. 
NOTACIÓN: 


EJEMPLOS: 
21=3 ; 23=-16 ; 23 =/11 


1D) COMPLEJO IMAGINARIO PURO : 


Es aquel número complejo que carece de la parte 
real; es decir su parte real es cero; además su parte 
imaginaria es diferente de cero. 


NOTACIÓN: 


[z=0+ yi= yi ¡vV ye R-(0)| 


EJEMPLOS: 
2=SE; zo =-19l ; 2 =J5i 


1%) COMPLEJO NULO 


Es aquel número complejo que presenta la parte real 
e imaginaria igual al número cero; es decir las dos 
componentes son nulas. 


NOTACIÓN: 
z=0+0i=0 
EJEMPLOS: 
2¿=0+0i 5; 22=0 ; z3=0i 
EJERCICIO: 
Representar gráficamente los siguientes números 
4+3i=(4:3) 7 =(7;0) 
m 2-4i=(2;-4) - 381 =(0;-83) 


5 + 21 =(-5; 2) 


Lan az HZMENEIA 


RESOLUCIÓN: 
(eje imaginario) 
o (43) 


COMPLEJOS CONJUGADOS : 


Son aquellos que tienen la misma parte real e 
imaginaria, pero de signos contrarios sus partes 
imaginarias. 

Dado el conjunto z = a + bi; se define el complejo 
conjugado de z, denotado por 7 como: 


*2=3+/2i>2 =-3-J2i 
*2=-1451 >2 =1-6i 


*2=6-2 >2 =-5+2i 
*2=7 
* La representación geométrica de z=a+bi 


(a>0)(b> 0) de su conjugado y su opuesto : 


>i=-7 


(Eje real) 


z=a-bi 


PROPIEDADES: 
*Sean: 252,523 €C 
D 2=2:>2 es complejo real 


Z=-2=Z > z es complejo imaginario puro 
2+2=2Re(z) 
V) 2-2z=2ilm(2) 
VD 2,+z; 
VID) 2,23 = 


ls 
1 ()=(";VneN 
Xx) (/z)=02 ¡vneN 


OPERACIONES EN LA FORMA 
BIVÓMICA 0 CARTESIANA 


Sean los números 2,=a+bi an z3=c+di, se 


z1tz2 


5 Wz3+(0:0) 


definen las siguientes operaciones : 

D ADICIÓN DE NÚMEROS COMPLEJOS 3 
Dados los números complejos: z,, zz se tiene: 
2¡+22 =(a+bi)+(c+di) 

2, +27 =(a+c)+ (6 + aji 
EJEMPL 
*Dado: 2, =3-2i; 23=2+4i 
* Entonces: 

2,+22=(3—21)+(2+ 4i) 
>2,+27 =(3+2)+(-2+4)i 
> 2, +27 =5+2i 


1) SUSTRACIÓN DE NÚMEROS 
COMPLEJOS 


Dados los complejos 27, z¿ entonces 
2-22 =2/+(2%2) 

> 2,-22=(a+bi)+(-c-di) 
> la 23 =(a- c+) 


EJEMPLO 1 : 
*Dado: 2,2571; 2¿=7+11i 
* Entonces : 


2-22 =(6-7)-(7 +11) 
> 2-23 =(5-7)+(-7-11)i 
22-29 =-2-18i 


(EMICIONES ¡EIROS 


es EEES 


LEROS COMPLEJOS ) 


EJEMPLO 2 : 
*Si 27 =2/3-4i a 23 =/3+4i 
> 2,22 = (2/3 -J3)+(-4-4)i 
> 2-29 = V3 -8i 


NIMULTIPLICACIÓN DE NÚMEROS 


COMPLEJOS : 
Dados los números complejos 2,» 2y 
se tiene 2,23 = (a+bdille+di) 
= (ac+adi+bei+bdi*) 
= (ac—bd)+(bc+ad)i 
2,2, = (ac —bd)+(bc+ad)i 


EJEMPLO 1: 
*Dado: 2, =2-3i; 


Se 


23 =1+2i 


* Entonces: 2,-2,=(2 - 3)- (1 + 20) 


> 2xz9=2+4i- 3-6? 
> 2/Xx22 =2+i-6(-1) 

> 2/x23=8+i 
EJEMPLO 2 : 

+2 ;2=2- 6 
(3+24)(2- 51) 
> 2,X23=6-16i+4i+10 


*Si 2, = 


> 2,X2Z2 


* Luego: 2,xz¿=16-11i 
+ También por propiedad ; 
> 2x2) =6+10+(4-16)i 
> 2x2 =16-11i 


TW) DIVISIÓN NÚMEROS 


COMPLEJOS : 


DE 


Sean los números- complejos 21» %a 
21 

23 +(0:0) para efectuar la división 7, habrá que 

multiplicar a z, y =, por z¿ con lo cual se obtiene; 

2=a+bi,zp=0+di 


z, _a+bi 3 (a+ biMe—di) _ (ac + bd) + (bc - ad)i 
Zg erdi (erdille-di) esa? 


¡* Entonces: 


EJEMPLO 1: 
* Dado: 7 =2+3i 5 23=4-2i 


2, 243 4+2_ 8+4i+124+6i% _ 8+16i-6 


>= = = 
Zg 4-2i 4+2 16-4i? 16+4 
2 _2+16_2 16.1 4. 

>= += 42 i 
Za 20 20 20 10 5 


EJEMPLO 2: 
2-6i_(2-bi)(4- 3) _8-26i4+162 __ 7 _26, 
4+3i  (4+3i)(4- 31) PES 25 25 


Y) POTENCIA 
COMPLEJOS 3 


DE NÚMEROS 


Emplearemos por ahora exponentes pequeños y para 
ello nos apoyaremos de los productos notables. 


EJEMPLO: 

* Dado: 2, =2-3i 
a = (2-3 
Binomio al cuadrado 
> 2 =2* - 2(2)(31) +(3i)? 

> 2Z2=4-12+9? 
>2=4-12-9 

>2%=-5-12 


PROPIEDADES 3 


* (141)? = 24 * (1-1 =-2i 
* (1+iP =2i(1+1)  * (1-18 =-2i(1-1) 
* (1-i=4 


VI) RADICACIÓN DE NÚMEROS 
COMPLEJOS : 


La radicación de números complejos arrojará tantas 
raíces como lo indique el índice del signo radical. 
Es decir: 


dado: z=a + bi 


Ría + bi 


* Donde: “n”dez (neN; n22) 


* Setiene: 


CAAZIZAEZAR 273 MA — a NCICLOPEDIA 2012) 
EJEMPLO : A)ld=0 ;ld=0 > z=(0;0) 
Calcular las raíces cuadradas de : 21— 201 B) la =l4=12"| 

RESOLUCIÓN: > z 

* Aplicamos transformación de radicales en simples, —C) la =2Xz 


RA 
2 


4 -L25=2-5 
OBSERVACIÓN : 
la Eb E =VaF+b? 


EJEMPLO: 


FE = E 


MÓDULO O VALOR ABSOLUTO 
DE UN COMPLEJO 
Dado: z=a + bi; el módulo o valor absoluto de z es 
un número real no negativo denotado porlz| tal que: 
Eje imaginario, — A (fijo) de z 
/ (a; b)=a +bi 


Eje real 


lal=Va? +5? 


Geométricamente, el módulo nos representa la 
magnitud del radio vector del complejo z de origen 
(0; 0) y extremo final el afijo de z. 


EJEMPLOS: 
Halle el módulo de los siguientes números complejos: 


DD zi=3+4i 5, IM) z=a 

UU) w=-2 + 3i IV)z =bi 
RESOLUCIÓN: 

Dld= lis? +(47 =/25=5 IM l=lal 
1D) lol = l=27 +87 =J13 TV) lal=!bl 


PROPIEDADES: 

De la definición de módulo se desprende las 
siguientes propiedades; sean 2;2,;23€C 
entonces: 


D)|Re(z)|<lzl ; |lm(z)<lzl 
E) |z,22]=|2,]l22| 
Fr) ¡2 = Hal vz, 210,0) 
z2| [22 
G)le"l=id" ;vneN 
BD Wzl= Ya ¡VvneN;n>2 
D |2, +2] 5|2,|+|22] 
3)||21]-|22l| <|21 =22] 
AFIJO DE UN COMPLEJO 


Es un punto del plano complejo, el cual está 
determinado por un par ordenado (a; b) 


a= Relz): nos representa la parte real 


b=im(z): nos representa la parte imaginaria 


EJEMPLOS: 
* Complejo | Afijo del K complejo 
2, =3+5i (35) 
2=-2-21 (-2;-2) 
z3=-6+8i (-6;8) 
2.=7-J2i (72) 


FORMA POLAR 


Este sistema determina el afijo de un número 
complejo mediante dos coordenadas polares, una de 
las coordenadas es el radio vector *“r” que es la 
distancia del afijo (r;0) al polo y la otra coordenada 
es el argumento”9", llamado también ángulo polar, 
que está determinado por el eje polar y el radio 
vector, como muestra la gráfica adjunta . 


(r;0Jafijo 
Radio vector 


(0) Eje polar 


JONES MUDIÑOS 


NÚMEROS COMPLEJOS ) 


RELACIÓN ENTHKE LAS 
COORDENADAS CARTESLANAS Y 
LAS COORDENADAS POLARES 


Haciendo coincidir el polo del eje polar con el origen 
de coordenadas, obtenemos la gráfica del complejo. 


z2=a+bi- «(En la forma cartesiana) 
z=rf8 .. . (En la forma polar) 
Eje imaginario (Im) 


(as b) 
N= Afijo de z 


Eje real (Re) 


(por Pitágoras) 


¿(rz0) 
* Además : 5 


Pl 
a a 


cos0=2=>a=rcos0  Í 
7 


seno=?>b=rseng. 
r ) 
*Pero: z=a +bi=rc0s0+(rsen0)i 


> |z =r(cos0 +isen6) 
(Forma trigonométrica de un complejo) 
* O también : 


[z =l2l(c080 + isen6) 


* Donde: ; 
rr: Módulo del complejo z(r > 0) 
6 : Argumento principal del complejo (9 e R) 


ARGUMENTO DE UN COMPLEJO 
(ARG(x)) 
Se define: 


¡Arglz)=0+2k1|;Whez 


donde: 9 : Argumento principal de z, si: Q<9<2x 


NOTA : 


O se puede expresar en radianes o grados 
sexagesimales 


ARGUMENTO PRIVCIPAL DE UN 
NÚMERO COMPLEJO 

De todos los valores de 9; elegimos aquel que se 
encuentra en el intervalo [0;2x >;: es decir 
0<0<2x; a dicho 0 se le denomina argumento 
principal. 

OBSERVACIÓN 

*Al argumento de z , Arg(z), también se le 
denomina amplitud , 


* El argumento es el ángulo generado por el radio 
vector al girar en sentido antihorario desde el eje 
real positivo hacia un punto cualquiera del radio 
vector. 


EJEMPLO 1: 
Sea el complejo: 


z = 3 + di, expresarlo en su forma trigonométrica 


aaron (3; 4) 


S 


5co837" 
z=3+4i 


> 2=5(c0887 +isen87) 
OBSERVACIÓN : 


Para calcular el argumento principal de z se debe 
observar en qué cuadrante se encuentra el afijo dez 
y luego calculamos a partir de 


b b 
1g0=-| y [0=arctg| — 
e arcta( 2) 


EJEMPLO 2: 
Expresar en forma polar : 8 + 6É 
RESOLUCIÓN: 


* Se sabe que: 84+6i =r(cos0 +isen8) 
* Calculando: “r” y “g”: 
* r=/8+6 = 61536 =>r=10 


*9=arctg Y =ardg 2 =0=ardg => 0=37 


Cam HZMEMEIA 


SOMETA) 


$ Finalmente :8+6i=10(c0s37"+isen37) 
EJEMPLO 3: 

Representar : 

z=-1+i en la forma polar 
RESOLUCIÓN: 

* Representando z =-1+¿ en el plano complejo 


* Vemos que: 


ral +0 = 42 
0=180” -a ; donde tga==1 


>a=45 
> 0=180”- 45 =135 


* Conlo cual: [z=-1+i=y/2|135 
EJEMPLO 4 : 
Exprese en la forma cartesiana el número complejo 
z=2|120* 
RESOLUCIÓN: 
* Teniendo en cuenta que; 
z=r|0 = rcos0 + irsend 

* Se tendrá que : z = 2c09120" +i2sen120” 
* Reduciendo al primer cuadrante : 

z=-2c0960" + i2sen60” 

Mo (Y 

>= -2(2)* (2) 
Srs ng 
FORMAS DE REPRESENTACIÓN 

DE UN NÚMERO COMPLEJO 


El número complejo z=a+bi se puede representar 
en las siguientes formas: 
1) FORMA CARTESIANA :*=4 +bi 


IRMA TRIGONOMÉTRICA : 


4) FORMA EXPONENCIAL : 
z=re% = r(c0s0 + iseng) 

5) FORMA SINTÉTICA : 

z=rcis(0)=r(cos0 +isen9) 
* Considerar que para todas las formas: 
+r=vVa7+b% =lel: módulo del complejo. 
* G=arct, 2 : Argumento del complejo. 

-180" < 0 s 180* 

FORMA EXPONENCIAL DE UN 
COMPLEJO 


Siendo: z =r(c0s0 +isen9) un número complejo en 
su forma polar o trigonométrica, la fórmula de Euler 


re? =r(co0s0 + isen0) 


* Su forma exponencial viene dado por: [z = pe* 
Donde: 

*p=|z| : Módulo de z 

«e — : Base delos logaritmos neperianos (e =2,71828...) 
“d 
+ 0= Arg(z) : Argumento de z, expresado en 
radianes. 

EJEMPLO 1: 

Dado el número complejo: == 3(cos10* + isen10”) 
Expresarlo en su forma exponencial. 
RESOLUCIÓN: 

* Observamos : 
er=l2=3 
-Arg(z)=0=10"= 


: Unidad Imaginaria. 


E 
18 


* Su forma exponencial es ; 103 


EJEMPLO 2: 
Exprese su forma exponencial: 2=-3+ 31 
RESOLUCIÓN 

* Se observa: Qe 1IC=>0=x a 


x 
dl 1 1] 
22 q 


(EDICIONES _RUBIÑOS 


o EEE pol 


NÚMEROS COMPLEJOS ) 


3x 
4 


* Además: p= (3) +37 => r=3V2 


* Luego: 9=x- 7, 0= 


2 
* La forma exponencial de z es : 3/26 4 
IMPORTANTE : 


Del teorema de Euler se 
e” = 0090 +isenO 


EJEMPLO: 


Expresar en forma binómica ; 
wa 

z=2e * 
RESOLUCIÓN: 

= Es 
z=2exe" se puede escribir z=2exe 
* Por Euler uN 

z=2e| cor E +isen*) El 


Jge rel, 


OBSERVACIÓN : 


Conociendo el complejo z=|z|e'?; podemos hallar 
la representación exponencial de su conjugado sólo 
reemplazando 6 por (-0). z=|2je'(-% 


REPRESENTACIÓN CIS: 


Es usada para representar en forma abreviada a un 
complejo en su forma polar. Así: 


z = lzl(cos0 + isen6)= lz|cis0 

HJEMPLO : 

*z=3(cos17 + isen17)= 3cis17 
MULTIPLICACIÓN DE NÚMER: 


COMPLEJOS EN OTRAS 
REPRESENTACIONES 


* EN LA FORMA POLAR : 
Primero se hace la transformación de la forma 


cartesiana a polar ; es decir , dados: 
Dz,=a+bi=r;0,, donde 
r=VaF+b? 0, =ardg? 
1) zz = c+ di=rg|0z, donde s 
n=di+d? nO, =arctgl 
* Vemos que: 
[z:2e =(r,]8,)(rg]02)=r;rg|01 +0 


* El módulo del producto es igual al producto de los 
módulos de los factores. 


* El argumento del producto es igual a la suma de 
los argumentos de los factores. 


OBSERVACIÓN : 
Sean los números complejos : 


z=Izle'" ; w=lole!”, se cumple: 


FORMA EXPONENCIAL: 


FORMA POLAR: 
2x1 =lzllol(cos(0+a)+isen(0+a)) 
REPRESENTACIÓN CIS: 
zx =lzllolcio(0+a) 


REPRESENTACIÓN FASORIAL: 
zxw=|2/)10]/0+a 
DIVISIÓN DE NÚMEROS 
COMPLEJOS EN OTRAS 
REPRESENTACIONES 
* EN LA FORMA POLAR : 
Primero se hace la transformación de cartesiano a 
polar; es decir: 
2,=a+bi=r0, 


2 =c+di= rgjOy 


* Entonces: 
[Zr 
Za TalOs F2 


* El módulo del cociente, es igual al cociente de los 
módulos del dividendo y divisor 

* El argumento del cociente, es igual a la diferencia 
del argumento del dividendo y divisor. 


CALA IZIEMEZA ezo MEA TITAN OOLOPEDIA 2012) 
sar a Dle”|=1 
Sean: z=|zle"?; 1 =|wle'*, se cumple: a = e 01r+02) 
FORMA EXPONENCIAL : 
CAMA 3) E = ¿ere 
bo e 
pi nea 8% y neR 
A lc 5) Si ei =e%8 >, 0,=0,+2kx, V he Z 
REPRESENTACIÓN CIS : 1 E 
z_lel 60 =e 
do joio -a) ee 
FORMA FASORIAL: CONCLUSIÓN: 
0 Para multiplicar dos números complejos en forma 
lal 
jala LA polar (exponencial) multiplicamos los módulos y 


* En una división de complejos, se debe tener en 
cuenta lo siguiente : 


a+bi 
ar 


d 
b 


a 
es un número real, si: a 


d 


IDz= P es imaginario puro, si: > 
PROPIEDADES: 
Sea: z=r(cos0 +isen9)= rcis0; se establece: 
1) lcis0l=1; Y Oe R 
2) cis0, xcis0, = cis(0, + 02) 
cis0, 

8) == cis(0, -6, 

» cis0, paltas 
4) cis(-0)= cos0 - isenó 
5) (cis0)” =cis(n0);WneR 
6) cis0, =cis0, >0, =0,+2kx,V ke Z 


, -6 0, +0, 
7) cis0, + cisB, = 20002 LS e io Pu zoe 
OPERACI ONES: 
Sea: 2, =7,ci80, A 23 = Fgcis0y 
* Entonces: 


2,29 =F,T2cis(0, +0,)=r,Trg(cos(0, +0: )+isen(8, +02)) 
EA =  (cos(0, - 04) +isen(0, -0,)) 
ee) Oran vntóS Be 


TEOREMAS: 
0: 00004 seno, entonces : 


LA 


sumamos los argumentos y, para dividir dos 
números complejos en forma polar, dividimos los 
módulos y restamos los argumentos. 


EJEMPLO, 
Sean: 

= 2(cos41" + isend1") ; xy =cos4* + isend” 
Calcular: 

Dz,23 
RESOLUCIÓN: 
1D) Como: 2, =2eis41* y 27 =cis4" 
* Luego: 2,27 =(2)(1)cis(41" +4") 
> 2,27 = 2ci845” 
> 227 = 2(coa46" + isend5”) 


/2 + J2i=/2(1+ 1) 


1) 2, +23 


> 2,29 = V2 
m 2 cis(41*-4)= 20987 
y 1 
> % = 2(c0887 +isen87) 
E) 
== o(l +] 
PR dq; 


) > 
> 2+2= A) 
POTENCIACIÓN DE UN COMPLEJO 


Para el caso de la potencia de un complejo se puede 

utilizar el binomio de Newton o la fórmula de DE 

MOIVRE, la cual veremos a continuación: 

Dado; z = a + bi; al transformar a polar se obtiene; 
==r]8 


* Donde y =Jej= Ja 24 BE cesennnacnaas “Módulo” 


(EMCIONTS RUBISOS 


277 


SUDIEROS COMPLEJOS) 


r|0)" =r"|n8 
r”[cosn9 + 


»n 10] 


* El módulo de la potencia es igual al módulo de la 
base a la potencia deseada. 


* El argumento de la potencia es igual al 
argumento de la base por el exponente dela potencia. 


TEOREMA DE MOIVRE 

Sea el número complejo: z =|zle*”; se cumple: 
FORMA EXPONENCIAL : ja giro 
FORMA POLAR : 

z" =lzl” (cosn0 + isenn0) 
REPRESENTACIÓN CIS: 

2" =|e" ci(n0) 
FORMA FASORIAL: 


2” =lz" |n9 

VneZz 
EJEMPLO 1 : 
Calcular : A=(4+ 4/31)" 
RESOLUCIÓN : , 
* Transformando adecuadamente ; 


i4Ja=8| 1 19). 
asia Jime ( Li 3 J8tcos 


x 
z 
> (4+i4/3)" =(80 "9 JP = 8hetris 
> A=8'(cosbx/3 + isenbx/8) '* 


> a) 


EJEMPLO 2: 
Calcular: B.=(14 V/31)12 + (1=/3)20 
RESOLUCIÓN: 

* Primero: € 

14/31 =2(c0860" + isen60*) 

1-J3i=2(cos(-60)+ isen(-60"))=2(c0860”-isenG0*) 
* Luego: 


aci cial 


> B-[2%(con1203 +isenteo2)] 


+isen EJ=80 "0 


2 120% -isen1. a] 
¿[arcos iso 


* Simplificando, resulta ; 
> B=2'% (2009401) = 2% x 2(1) = 21 


RADICACIÓN DE UN COMPLEJO 
Para extraer la raíz de un complejo se utiliza la 
fórmula de DE MOIVRE. 


Dado: z=a +bi=r|0, se tiene para la raíz n-ésima 
Y =w/r]0 ="/r]0/n 
* Cuya expresión genérica es: 
as 9 eos 2 380% 
n 
* O también: 


(ER) sa 


inn (23002) 
(+2) 


¡VneN;n22 


» (n- 1)Tener en cuenta: 


1= co80” +isen0” 

1= cos90* + isen90” 
-1= cos180” + ¡sen 180” 
-1= 08270" +isen270" 


OBSERVACIÓN : 


Para todo ze € y todo ne N-—(1); existen raíces 
(n — ésimas) de z 


EJEMPLO 1: 
Calcular las raíces cúbicas de :2 =443 - di 
RESOLUCIÓN : 
* Como: 5 E 

=4/3-si=8|2 /3-11)= E, LE, 
2=4/3-4i e(2vs z) (cos y) sent 2) 
* Entonces: 

L 1/64 2h —x/6+2kx' A 
a A 
* Por lo tanto : 

10, = 2(cos(-1/18) + isen(-x/18)) 

1w, =2(cos(111/18) + isen(11x/18)) 

1w3 = 2(cos(231/18) + isen(28x/18)) 

PROPIEDAD GEOMÉTRKICA DE LAS 
RAÍCES 

Las raíces n-ésimas de z =re'? se encuentran sobre 

una circunferencia de radio 1 con centro en el 


Came HIERE 


NCICLOPEDIA 2012) 


origen y se hallan igualmente espaciadas y una de 
1 
las raíces tiene un argumento igual a  ArEle). 


P Scan: Zo 3213223295083 
(n-ésimas) de z. 


2n-1 5 las n-raíces 


* Del gráfico se observa: 6= E) 
+ 
* Luego el área del polígono regular de n lados es: 
; 
s-2L, sen[ 20) 
2 n 
* Donde z, es una de las raíces (n-esimal) de z 


+ También se cumpl 


EJEMPLO: 
Determinar las raíces cúbicas de :2=-—1+i 
RESOLUCIÓN: 


2=-1+i=J2(c098x/4 +isen3x/4) 
* Entonces las raíces'cúbicas de z son: 


ES ES 20) y is0n[ nz 24=)) 


* Luego para : k = 0; 1; 2 


10 12(20(7)einen(7) 
uy 8c00 2) te) 
BE va) via [22) 


* Gráficamente : 


ME 


RAÍCES CÚBICAS DE LA UNIDAD 
Resolver : 20% =1 
RESOLUCIÓN: 
* Como; 1 50? + iser0”, entonces 
x=Y1 =(cos0” +iseno]* 
* Por De Moivre; se tiene: 
SE con %+ z50N - en (EE300) 
* Donde: k =0;1;2 
* Para k =0: 
x= 0080" +isen0” — 
* Parak=1: 
x = cos120” + isen120" 
> x) =-cos60" + isen60” 
NE] 


> |r, EA 
PASA 


” Parak=2: 
xy =cos240” + isen240” 
> 23 =-co860" + isen60? 


1,43 
+ | ss ón 


2 2 


* Entonces las raíces cúbicas de la unidad real son: 


1 


JS: 
* Donde si asumimos por 10 al número (sl 34) 


* Las raíces cúbicas de 1 son: 1, w, 1* es decir: 


hu 


(EDICIONES HUBIÑOS 


JACA7O MA — 


HUMEROS COMPLEJOS) 


PROPIEDADES DE LAS KAÍCES 
CÚBICAS DE LA UNIDAD 


1) Una de las raíces complejas de la raíz cúbica de 
la unidad es el cuadrado de la otra. 


2) La suma de las tres raíces cúbicas de la unidad 


es igual a cero. 


3) El producto de las raíces complejas de la raíz 
cúbica de la unidad es igual a 1. 


* En conclusión : 
a) 1+w+w* =0 


1 A] 
=w*=1 
ES ei w 
2 |ejw*=1 
d) 0 = yy 


4) Se observa que las tres raíces cúbicas de la unidad 
tienen el mismo módulo; por lo tanto sus afijos 
estarán en el borde de una circunferencia de radio 
igual al módulo. En este caso el módulo es igual a 
la unidad. Y 


* En la figura se observa que los afijos de 1; 1c; 10* 
son log vértices de un triángulo equilátero. 

5) w=1w* 

OBSERVACIÓN 

* Si 10,7 10 son las raíces n-ésimas de la unidad; 
entonces 10,10 es también raíz n-ésima de la unidad 
en particular 10 ;.10* ; 10* ; ...Son raíces onésimas 
de la unidad. 


*8i ¿pl 4 1; se dice que 10 es una raíz primitiva de 
la unidad . 27 27 
w, =cos—+isen—; 
n n 


* Existen otras raíces primitivas ; las cuales son : 


Rk<n, y h es coprimo con n 


POLIVOMIOS SOBRE LOS 

COMPLEJOS 

Un polinomio sobre el conjunto (campo) de los 

números complejos tiene la forma : 

Pía)=a,2" +4, 27 +...+4,2+ 09 

Donde los a, e C y z toma valores complejos, n es 

su grado. 

* El siguiente teorema asegura que una ecuación 

como P(z)=0, n 2 1, siempre tiene solución sobre 

el campo de los complejos. 


TEOREMA FUNDAMENTAL DE 
ÁLGEDEA 


Todo polinomio P(z)=a,2"+0,.,2"!+.+0,2+00 
sobre el campo de los complejos con n. > 0, tiene 
exactamente 1 raíces, algunas de las cuales se 
pueden repetir y P(z) puede ser expresado en la 
forma : 

P(z)=a,(2-—r,Mz-r3)...(2-r,) 


EJEMPLO : 
Resolver: 2% +(2i-8)r4+6-i=0 


RESOLUCIÓN: 
¿ale -4ac _42i-3)+ fl2i- 97 -4(0(6-8) 
Za 21) 
3-24 /-16- 81 


>] 3 
* Como las raíces cuadradas de 
-16-B8i=17(c080 +isen0);c0s0=- 


* Entonces 8 está en el tercer cuadrante: 

VIT (cosD/2 + iseno/2) 

17 (cos(0/2+x)+izen(0/2+x))=17(c080/2+i9en0/2) 

* Ahora : 

=c080/2=+/(1+cos0)/2 =+ 1/17, entonces: 
2088 =-1//17 


=sen0/2 =+[(1=c080/2 =+ 4/17, entonces: 
senO =-4//17 


* Entonces: /=15—8i+(1—4i) 


* Luego: , _3-24+(1-4i) 


3 =2-81 6 2=1+i 


Careprrrra 


M3(3s0 SE. EE 


¡GRÁFICO DE REGIONES 


La F parte real Re(Z), parte imaginaria Im(Z), 
módulo |Z| y argumento Arg(Z) son números 
reales, donde Z=x+iy; entonces se pueden 
relacionar mediante una igualdad o desigualdad con 
otras cantidades reales y representarlos en el plano 
complejo como lugares geométricos o regiones donde 
se ubican los números complejos. 
EJEMPLOS: 

1) Ubique todos los números complejos cuya parte 
real es igual a 4. 

RESOLUCIÓN: 

*Los puntos pertenecientes a la recta vertical x=4 
es el lugar geométrico donde se ubican todos los 
números complejos cuya parte real es igual a 4. 
Im(Z) 


Re(Z) 


'N En esta recta, se ubican 
todos los números complejos 


Z=x+yi, que satisfacen: 
Re(Z)=4 ó x =4 

1) Gráfique :|Z|=2 

RESOLUCIÓN: 


*En esta circunferencia, se ubican todos los 
números complejos Z cuyo módulo es |Z] =2 
OBSERVACIONES : 

* Todos los números complejos que se ubiquen en la 
región interna de la circunferencia de radio r tienen 
el módulo menor que r. 

* Todos los números complejos que se ubiquen en la 
región interna de la circunferencia de radio r tienen 
el módulo meno ayer. 


OBSERVACIÓN: 

todos los números complejos que se ubiquen en la 
región interna de la circunferencia de radio r tienen 
el módulo menor que r . 


aryi=re 
ES y 


Re(Z) 


* En la región sombreada se ubican todos los 
números complejos Z que cumplen. 


[Zi<r 6 x*+y<r 


*Todos los números 
complejos Z, ubicados 
enla parte externa de 
una circunferencia de 
radio r, incluyendo la 
misma, tienen el 
módulo mayor o igual a 
¡A 


* En la región sombreada se ubica todos los números 
complejos Z que verifican |Z|>r 6 x*+y >r* 


111) Represente todos los números complejos, tal 
que su parte real sea mayor que 3, 
RESOLUCIÓN : 

* La región sombreada vista de la figura representa 
al conjunto de todos los números complejos, donde 
la parte real es mayor que 1. 


A jee El 
P=6x fot a 13/5. 


RPTA: “E” 


ASA RESOLUCIÓN 


AS “Efectuando por separado: 1 

O EE ar [aria 
=(2)(1+i) 
=2xi%(1+i)=2% xi*(14i) 


“EnR: R=2%x 2 xi0(1+1)+14+i 
> R=-A1+i)+(1+i)=0 


RPTA: “D” 


RESOLUCIÓN: 


* Multiplicando a cada fracción, por el respectivo, | 
conjugado de denominador, se obtendrá: Ñ y: 
50431) 145 1-i 2 =. 
ar ON U-6s>—BJI2 

* Sesabeque: ¿2 = RESOLUCIÓN: 

50(4— 31) , EA «El -i AS PEA ¿ar xao 
a ú HA A ENAAAA 
E A = a (1+1? =2i 


ear? +01) 


>E= 


RESOLUCIÓN: 

tia P 
+ Efectuando: J= LE e 
a 


S(2-i), 1382435), 2(145) 
A IS 


RPTA: “C” 


E B)Hi 
RESOLUCIÓN: 
» Como: 1+i 


RESOLUCIÓN : 


* Por productos notables : [PEO 
ri [ta + c) + b]l(a +c-b] qe FEED 
= A z de 1+5 
[ta + c)+ bil" +[(a + 0) - bi]? A 
*Por diferencia de cuadrados e identidad de Legendre; ES 11 


(a +c)?-b? (a+eJ? -b? 


Lea lar) altar ere] 


RPTA: “E” 


* Así también: (145) =(2i) 
* Luego: (1+i9 =((141)2) 
> (1+5 =(145)0 
>n=10 


RESOLUCIÓN: 
? Vi; il 


(EDICIONES _RUBINOS 


[PLE ps 


HÚNEROS COMP, 


>2z=-2+i 
> Re(,=-2 ; Im(z)=1 
* Nos piden: 2lm(=)+ 3Re,,,=-4 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 12 : 


El valor de la expresión E 


AJ1 BJ1-2V3i C)-1 DIV3-i 
RESOLUCIÓN : 
on A 
a-)" (1+i) 
ar 
1D) 


EJ1+i 


=(15 0 =-1 


RPTA: “C” 


PROBLEMA 13 : 
(ENACEED 
— — 
donde ¿=x/-1, es igual a : 
4-3 B)-2 Ccyo 
RESOLUCIÓN: 
*Realizando las operaciones indicadas se tiene: 
42440 (1+ 30) _ 24(1+31) _ 243%) 


La expresión : 


D)2 E)-10 


E c : 
1-3 i-3 
RPTA: “D" 

PROBLEMA 14 : 
Calcular el valor de py 
donde n es un entero positivo. 
AJ-2  B)2ir  C)-2i D)-2i  EJ2ie 
RESOLUCIÓN: 
* Hagamos transformaciones : 

ar aria? E) ¿2 

ar aa. a) e 

2 
a Si" x(21)=-240 
E 
RPTA: “0” 
PROBLEMA 15 : 
. 280. 
Hallar el valor de : Ey 
22 
gy 

aJ2t%0 pygtó o pygtzo D(3) E) 300 


RESOLUCIÓN: 
* Agrupando : 
¡280 280 
En -a] = ES) [a-y 


* Efectuando : 


PROBLEMA 16 : 


Si: ¿=(0;1) entonces el valor de la siguiente suma 


1+i 142, 14+8i 1+20i 
o si 
AJ16i— B)18i C)20i ——D)22i  EJ24i 
RESOLUCIÓN: 
* Nótese que cada término tiene la forma: 
1+ki 
8 k=152; ..520 
(RE) + (2? +1) 
Ri E +1 
* Luego: M=i+itit..+i> M=20i 
a ee 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 17 : e 
Indicar un valor del complejo 2, si 
lali ld 
dar como respuesta el módulo de z.. de 
AJO BM C)2 D)J3 ENZ2. 
RESOLUCIÓN: 


* Colocando : ¿5 =¡4*! = 
> 2 la = la lar? 
> 2 la x= Va = Va 


> 2=N(1+ 1) >2=1+i 


Se pide: la =/12 +12 =J2 


¿17; se obtendrá: 


PROBLEMA 18 : 
Calcular un valor de : 
ui B)i C)i-i 


2-2 1951, 
D)4 


(CALL OGICIERA 


ss ME 


TN CICLOPEDIA 2013 


RESOLUCIÓN : 

* Transformando de adentro hacia afuera; teniendo 
presente que ¿<>? 

* Reemplazando : 


>E= ¿a Lodi dara? 


> E=si-2/-2 0/60/25 ; pero ¿<>i! 


> E=V-2 


> Ella ZA 
* Pero: -2+ 2i=(1+ 1) 
* Reemplazando nos queda: 1 + ¿ 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 19 : 
La suma de los siguientes números complejos 


S=(1+ (24 E )+(34 0) ht (An +40) 0: 
nen) Bjent4n+1) CJO 
D)n(4n+1) ————El2n(4n=1) . 


RESOLUCIÓN: 
* Separando la parte real de la imaginaria : 
S=(l4243 444 od) di 8) 
esto es Igual a 
cero, por propiedad 


+0=2n(4n +1) 


A An(4n+1) 
2 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 20 ; 
Calcular + , 
S=P+ 23 di + (21) 4 nin 
AJL BJO Cin Dj2n El 
RESOLUCIÓN: 
* Se observa que hay “2n” términos, la cual está 
señalada por los coeficientes. Determinando las 
potencias de “E”: 
S=(-114+2(1)+3(-1)+4(1)+...+(2n— 1)(-1)+ 2n(1) 
* Agrupando de “2” en “2”, donde cada grupo vale 


1; se tiene: 
S=1+14+14+..+1> S=n(1)=n 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 21 : 
Calcular la siguiente suma y 
+24 Bi 2 
donde: ¿=y-1; k es par 
AJK(-1) NS 
RESOLUCIÓN: 


D)Jk(-1) EJki-1 


2k 
* Observamos que k es par —> existen “y grupos 
exactos de 4 sumandos: 


(E-2-31+4)+(5i-6-7i+8)+... 


(2-2) + 


(2-21) 
=2(1- a) =k(1-i) 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 22 
Pa ono 


q NT 2a + 1/32 _V3-2a +iJ3+2a 
Vo +20 -¡J3-2a J3-2a-1J3+2a 


A 
donde: z sas 3 
La 2a a 4a 
a A Cc) 3 DS 
RESOLUCIÓN : 


* Hagamos los cambios siguientes ; 
V3+2a=m a /3-2a=n 
* Y multiplicamos y dividimos por i, la segunda 
fracción : 
mini 
> r=— 


¿mos a 
m=ni 


(n-mi) á 

mini _m-ni 

nr 

moni" moni 
(m+ni +(m-ni? _ 2(m*+n*?) 

ES 3 apa 17 To 
m* (ni) msn 

_2(m* -n?) 

mi+n? 


== 


>2 
* Pero:m*=3+2a A n*=3-2a 
7 IUeBo ado) da 

6 3 


RPTA: “D” 


(EDICIONES RUBINOS 


385 1753 


HUNEROS COMPLEJOS) 


PROBLEMA 23 : 
¿Cuál debe ser el valor que se le asigne a «k» a fin de 
que: 3+4i 

1-ki 
sea real. 
AJ1 B)JO C)2 

RESOLUCIÓN : 

* Como: 


> 3+4i=a-aki 


* De la igualdad : a =3;-ak =4 >h= 4 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 24 
Si los complejos: 
27,=a+2i y z¿=(2a-1)+(3b+ 2)i 
Son conjugados. Hallar el valor de: a%-+b? 
17 25 
E) EM 
A) ) 5 C): 9 ), 
RESOLUCIÓN : 


* Dado que son complejos conjugados; sus partes 
reales son iguales , es decir : 


13 
EJAS 
13 


+ De otro lado, sus partes imaginarias; B0Jo/se 

diferencian en el signo; 4 
2=-(8b+2) + 4=-3 > 0=-Í 

» Reemplazando en: A 
Esat+bs n= +(-1) ES 


PROBLEMA 25 : 
Siz es un número complejo y satisface : 


E 
=1 
Entonces: (+= 


A)Re(=)>0 B)im(=)2 0 
C)z es un número real — D)zes imaginario puro 
E) Re(=)<0 

RESOLUCIÓN : 


* Sea z=a+bi; reempiazando en la igualdad: 


+a + bil 


> l1+a+bil=|1-a- bil 


> dura? = laa + br 


> (1+0) +6? =(1-a)* +b? 


> l+2a+a* =1-2a+a? 


> 4a=0oa 
* Luego z==a +bi=0+bi= bi 
* Entonces z es imaginario puro 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 26 : 
El número complejo zy satisface la ecuación: 
64 =2 a, Determinar el valor de f(Zp ); 
A+i zo k , 
donde f(x)=x*-—3x+3 


AJI+i B)l=ú  C)-24i  DJ2+/2i  EJi 
RESOLUCIÓN : 
Si 6+31_2 ,.. 2_5+8i 
A A 
2i_5+3i-8i-2 9142, (51+3) 
Zo Sri 0" 5-3 (61+3) 
> r=1-i 
* Luego; flzp)=(1-1)?+8(i-D) +38 =i 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 27 : e 
Ca ; ¿a 13 Hi 

cular el equivalente de: 2= Ha)" siendo: 
i=J-1 
aJ1 B)0 C)-1 
RESOLUCIÓN : 
* Expresando a su forma trigonométrica : 


D) 24 ER2 


z 


o 
(E, 15) > 1 =(c0980" + iseng09)* 


> z= cos(30")(6) + isen(30")(6) 
> z= 08180” +isen180” =>x=-1 
1 v 


RPTA: “C" 

PROBLEMA 28'+ 
Celouler: — 19(00916*+isen16) 

3(cos44" + isen44”)[2(c0962" +isen62")] 
4) 24 B)-i C)-24 DJ EJ4 
RESOLUCIÓN : 
* Se puede escribir : 

a 12ci816” <= 12cia16” 
3cis44” x 2cis62 (3 Xx 2)cis(44” + 62) 

2cis16? PS 

> ip" 2is(-90) 


> 2= 2(cos(-90") +isen(-90")) 
> 2= 2(c0590” — isen90”)= 2(0 —i)=-2i 
RPTA: *C” 


(CAL OGIEMERETA 


386 METAN CICLOPEDIA 2012) 


PROBLEMA 29 : 
Calcular 

A) 6uex 21 x|25* 

B) [16(cos15*+isen15)][2(c0875" +isen76*)] 
C)2(cos16" +isen15)* 


D) [£(cos20*+isen20)P” 
a [E(coss1?+iseng19)] [US (cos12*+isent2)]" 
[Vi5 (cos11* +isent1)]” 
RESOLUCIÓN : 
4) En este caso se tiene : 
(6x2X1)16"+ 19" +25" = 10/60" = 10(c0960” + isenG0) 
1,43 z 
= s0[2 +71)= =5+5V3i 


B)El complejo producto es : 
(16x 2)[cos(15* +75”) + isen(15"+76")] 


=32(c0890” + isen90”) = 32(0 +1) =32i 
C) Aplicando fórmula de De Moivre : 


2(c096x 16" +isen6X 16%) 
= 2(c0990" +isen90*)=0+ 21 
ARAS 


D) Igualmente a lo anterior : 
4*(c083 x 20” +isen3x 20") 
=64(c0960” + isen60*) =32+ 32/31 
12 2 


E) Transformando a la forma exponencial : 
e* =c0s0 +isend 


(3) [eosa10+isensirl (95 Y [cos12*+isen12"]" 


(UI5) (cos11" +isent19P 
MECADES ala 
16(e' JP 
16 9 xo 
16xe 


>== 


0 =cos120"+isen120" >2= st 


>za=e* 


PROBLEMA 30 : 


Calcular a u forma exponencial + 
z=(1+/31)(1+1) (cos 7—isen=) 


RESOLUCIÓN : 


3 
*1+V3i= 2008 7 +isenZ)= 2Le5 


E 
*l+i= Va (cos F-+isenZ) 
S 
== 
E =000|- 5) +isen(- ze E 
3 3 3 3 


* Luego: 


== (2.M2.2)l. >) >2= alzas 
PROBLEMA 31 : 


Calcular : 
JO 

ais eS B)2+ 24311124321) 

4-4 ñ ple 
o D)(eos135* + isen135 
E)[32(cos200" +isen2009)]% 
ENS mi 6) (2235 
RESOLUCIÓN : 

3 


4) Sea: 10=2"%; donde =="2-2 


* Llevemos a la forma trigonométrica : 


1 


* De aquí: 0 = 330" =11/6 = Arglz) 
> z=1cig(11/6) 
* Luego : 1= [1eis(11%/6)J/? 
* Aplicando de Moivre : 
1= 1" (cos10 x 330” +isen10 X 330") 


* Descontando número entero de vueltas, nos queda; 
1w = co960*+isen60* 


(EDICIONES RUBINOS 


> 014% 


2 
B) Sea: z=-2+2V3i y w= 243 -2i 


> lal= Co? +(2/3) +12 =4 


* Además: 180, 2, eli 
> 2=4cis(2118) 


HÚMEROS COMPLEJOS) 


* Para to: 
lol=(2/3)" +(-2)? >lol =4 
2 
y A As! 


*De aquí: 04 =380%=115/6 = Argíto) D) Aplicando fórmula de radicación, las rafces 


> w= dcis(117/6) cuadradas del número complejo viene dado por: 
* iS , 

Luego: zw = 4cis(27/3)x 4cis(11x/6) +2kr - +2kr 

m0 =10010 (94225) 1601052) Es = 001 2— | + isen| £_— 


* Donde; k = 0; 1 
3m),. 3x 
*k=0>2p 20002) +ison( 2) 
] 


8 
E 


OC) Sea: 2=4-4i y w=J3-i 
> ld=/4+(47 >ld = 4/2 


» Además: 180=7 +0 IVC 


+ Deaquí: 0=316"=7x/4=Argíz) E) Las raíces quintas vienen dadas por: 
> 2= 4/2ci0(7:/4) | 5 
* Paraw: Zy =2| coa El 
ol =y(V3)+(-1)? > lol =2 donde: k =0; 1; 2; 3; 4 
y tg0= e >0E IVC *h=0>z, =2(c0927/9 +isen2x/9) 


* k=1->2,= 2(c09282/45 +isen28x/45) 
E] * k=2 > 2, =2(c09465/45 +isenáGx/45) 
1w=2cis(11x, 
* k=3 +23 =2(co9641/45 +isen64x/45) 
VE 4/2ci9(7x/4) 


== *k= = is 
IO h=4->x,=2(c09821/45 +isen82m/45) 


* De aquí : 0 =330* = 117/6 = Arg(10) 


[CAL GIETEREA 


(35s EE ———IIACICLOPEDIA 2013) 


F) Llevemos a forma trigonométrica == /3 -i 


lal=/(/3 E +(17 +lel= 
y Argíz)= lr > 2= 2cis(111/6) 


* Luego : 21% =[2ci9(11x16)]" 
* Donde tenemos : 


Lx 
+2kx 
”- am 112) 


donde: k =0; 152 
*k=0> zp =Y2cis(11x/18) 
*k=1>x, =Y2cio(237/18) 


* k=2 > 2) =Y2cis(855/18) 
In 


G) Sea z=%/10, donde: y =2- 2/31 
* Llevamos w a forma trigonométrica : 
*lol=/22+(-2/3)” + lol= 


sigo= HL 280 IVC 


*De aquí 0 = 360" = 5/3 = Arg(w) 
> w= 4cis(5/3) 


* Luego: z=[4cis(5x/3)]'"" 


* Por fórmula de radicación , se tiene : 


Sr oler 
2y = Y4cis a 


* Donde : k =0;1;2;3;4 
*h=0> zp = Y4cis(1/3) 
*k=1>2, =V/4cis(117/15) 
*k=2>2) = V4cis(171/15) 
* k=3>2,=Y4cis(237/15) 
*Rk=4>2,=YV4cis(291/15) 


PROBLEMA 32 : 
Siz=a+bi; i=v-1, COM Nl de la ecuación 


Vai 
113% pi 
EIN3Ri 
RESOLUCIÓN : 


* Expresando en su forma polar, para luego emplear 
el criterio de MOIVRE : 


Y =i=0+1=0c00 2 +ienz 


>= 


* Donde: k = 0; 1;2 

*Si l=072=cor Fr icon, E 
ba 5x_ Y3,1 

. Sa DE NT 

Si k=1:2= cos Hi sen dr 

*Sik=2:2= cos eisen =0-i 


RPTA: “0” 


(EDICIONES RUBINOS 


RECss9 


NÚMEROS COMPLEJOS 


PROBLEMA 33 : 


Sea el complejo: z=1+i. Calcular: 2? 
8J8 BJ4 CJ64 D)32 
RESOLUCIÓN : 


* Sabemos que: (1+4)? =24 
* Se pide: 22 =(1458 =[0+ 1] =(21)* =2%1 
> 2 =16 


EJ16 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 34 : 
Si: 2 =-14 /3i, entonces el complejo =* es igual a: 


AJ256(1-/31) — B)-128(1+ /3i) — C)-256(144/31) 
D)p28(1-/3i) — EJ25(-1-/2i) 
RESOLUCIÓN: 


* De: 2=-14Y3i 


> lzl=2 
Arglz) =120" 
> 22 =[2ci91201 
> 2 =2 xcis(8X 120) 
> x= 2% xcis(960)= 2 cis240 
> 22 =2 (c05240" + isen2409) 
Eon + tema 


2 
> 22 =-128(14 /31) 

RPTA: “B” 
PROBLEMA 35 : 


Sila gráfica del número complejo z = e ,aER, 
=ai 
es el que se muestra en la figura: 


0 
Entonces el valor de “a” es: 
Ay BJ2 cra 
RESOLUCIÓN : 
* Por ser un número imaginario puro : 
z=ki ; (k>0) 
Lkai 


1-ai 


D)-1 EJ2 


* Entonces : ki= 


ES 


* De donde: 
0 hirak=1+ai 


* Finalmente: a=k; ak=1>a=1 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 36 : 
En C, los valores de x e y, al resolver la ecuación 
siguiente: 
xi _3x+di 
Leyla ay o 
Ajx=t1,y=13/4 
C)x=+3, y=+4/3 
Elx=+2, y=35/4 
RESOLUCIÓN : 
* Multiplicando en aspa : 
xi(o + 8y) =(Sx + di)(14 yi) 

> xd i4+3xyi= 3x0 + 3xyi+ di dy 

* Ordenando : % ¿+ dy =di+3x 


Bjx=1 2, 4 3/2 
D)x==+3 , y=+2/3 


* Por igualdad de complejos. 
x= =12 
3 
> 4dy=3BD yd 3 
>r=t2;y=t El 
2 RPTA: “B” 
PROBLEMA 37 : 
Si z es un número complejo definido por 


ea a-iP (J2ctets16)' 
(uze+)- 
Pri 


AJ-2i B)J1+2i C)2+2i DIW2i  Ej-J2i 
RESOLUCIÓN : 


entonces equivalente 


* Como : — 1-¿=J2ci9226" 
J2e!! = JZeñ 7 = V2ciadt" 
* Luego: 
(2cis225) (J2ci316) 
q (V2ci92257 (J2cie8167% 
(/2ci545) 
a 2 E cin(8 2202 x cio(dx 310) 
2? xcio(6x 45) 


> 2=2* xcis(676"+ 1260" - 225") 
> 2=2Xcis1710" = 2X cis2707 
> 2=2(-1)=-21 
RPTA: 


CALA IE RA 


(2900) A NCICLOPEDIA 2013) 


PROBLEMA 38': 
SizeC alzl+z=9+3i, entonces un valor de la 


vz es: 

Le A 3,4 
AJ3+i B)3- ciar 
EE 3-i 


D)- si ia 


OTI 
*Sea z=a+bi;abeR 
la? +b? +a+bi=9+3i 
lad+b?+a=9 nb=3 
* Luego: Ja? +9+a=9 
> da?+9=9-a>a*+9=(9- a)? 
nas9>a?+9=9*-180+a? 
nas9>1l80=72 as9>a=4 
* De donde: ¿=4+31i 
* Un valor de /z será : 


Va =/4+3i= Ji(3-4i) 
xl dar 1d 
Lars) = Lista? 
IS É es 1) 
3 e 
Lo V= + gl 
PROBLEMA 39: 


Al simplificar, el siguiente número complejo 
13)" (cos0 + iseno)” 


e 1) 


RPTA: “C” 


C)je  D)1 


RESOLUCIÓN +: 
* Comor-— ¿3 = 2eis = 


1-i=J8cio 


=(2-1/3)*(c090 + iseng)” 
2(1-J (c0s0 —iseng)" 


EA (ciao 7 
2(V2cia? cia el) (cis(-0)% 


Sz= 


20 cis 4% x cis(70) 
pr A 
ELCIOOA 
2* cis 7 *cis(-80) 
261 21H 


SE 2eio[ 25% 22) xeisc150) 


a 2 12 cis(150) 


160-257) 


>z= 2cio[150- 2d 


=x)- 
6 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 40 ; 
Sabiendo que: 0 =cos12”-isen12" 
Hallar el valor de M=0 +2, 
o 
M2 BZ 
RESOL ON: E 
* Por dato : 0 =cos12"—isen12” 
* Elevando a la 15 se escribe: 
a =cos12"X15-iseni2*X 165, 
* Ahora recuerde: si 9 =cos12' —isen12? 


C)1 D)-2 


> 2 = 0912 +isen12” 


Elevando a la 15 se tiene 


5 = CORP X 16 + isen1 2% 1 


* De (1) + (11): 


PROBLEMA 41 : 
Simplificar ; 


AJ1 BR 0 DEE 

RESOLUCIÓN : 

* Por partes : 

24? _¿ru aw (at? 
e AA E 1 

+? E +w? —22w _ (2-w? 
a) a E 747) 


* (1) y (1D) lo reemplazo en “E”: 


(EDICIONES _RUBINOS 


NÓMEROS COMPLEAOS) 


E E) 
| q lz+1 +2? 
2 2 
2? + lui?) 


l+rd? + laa? 


* El denominador es equivalente a : 
lz+wl? + lz- 0? = 2[12? +luo1?] 
* Reemplazando se tiene : 
_ 22? + hol? 
212 + lol?) 
PROBLEMA 42 : 
Calcular + y9868 499278 4. 49880 4 99642 4 gg 08 to 
Siendo: 1, w y w*, las tres raíces de la unidad. 
AJA B) 439 03 DJO 
RESOLUCIÓN: 
* Sabemos que: *=1 


* También todo número es múltiplo de 3 si la suma 
de sus cifras es múltiplo de 3. 


* Luego: 
Eo 8 o A q gy gi 
> Bau 1 0 +0 04 0 
* Reemplazando : 10% = 1 
H=u*+2+u*+w+w 
> H=2(0 +w+1)>H=0 


RPTA: “A” 


EJ2 


RPTA: “D” 

PROBLEMA 43: 

Si 1 =1 es una raíz n-ésima primitiva de la unidad 

Y heN es coprimo con n; calcular: 
S=1+0 404984. 4 07 

81 B)uw C)w* DJO 

RESOLUCIÓN : 


* Si ww es una raíz n-ésima de 1 sea primitiva o no, 
se cumple 1" =1 
* Además “5” es un cociente notable, donde : 


Eur 


1-un 1-(w"y" 
= ¿ta 
I-ut 1-uw* 

-P 


>S=0 


* Reemplazando : S= EA 


PROBLEMA 44 : a 
fi 1 es una raíz enésima de la unidad, entonces 
la siguiente suma S=14+4w+9w*++n?w"l 


es equivalente a: 


—n 
TESTO 

2n+n* (1-10) 
| pj Et clio 

US EAO 
RESOLUCIÓN : 


* De: 
w=Yin w+1>w”-1=0 


> (w-1)(w"*+ 
as wo ++ 1=0 
S=1+4w+9w* + 1607 +... +n?w"*. 
> 108 =w+ 4w* +90 + 160% +...+n*0” 
* Luego de (1) — (ID): 
(1-wS=1+3w+5w0*+71w +...+(2n—1)w"*-n?w" 
“Ahora : A 
R=1+3w0+56* +7w* +...+(2n—1)w0".. 
> wR=w+30* +50 +70 +...+ (2n—1)u”. 
* De (11D - (IV) : 
(1-0)R=14 204 2w* + 2u07 +... + 2407! —(2n- Ju” 


> (ImR=-1+2(14+w0+60 +0 +...+107?)-(28-1)u0" 


E 7 
> (1-w)R=-1-(2n-1)w" au" =1 
> (1-0R=-1-2n+1>R= 
* Reemplazando : 


we. ++w0+1)=0 


10) 


(a) 


(a) 
(rv) 


1-w 


-2n+n*(w-1) 
1-w 
RPTA: 


PROBLEMA 45 : 


Sabiendo que 1, z y z* son las raíces cúbicas de la 
unidad , entonces el valor de la expresión: 


E aller TT es: - % 


Ajz +1 Bjz Cc) DA 
RESOLUCIÓN : 
1 
*De: Yi=J2 +14+2+27=007*=1 
2 
z 


¿irez9 80 


> ESP e 


S = 
a 
RPTA: “E” 


CAL AIZTEREA 


(292 52 NCCOPEDIA 2013) 


PROBLEMA 46 : 


SizeC tal que 222 —¡¿=q, Determinar el valor de 
verdad de las siguientes afirmaciones: 


D) La raiz principal es ¿2 


1) Una raíz es ¿9 


TUD) En el tercer cuadrante existen 9 raíces. 
D)FVF 


AJFFF.  BJVVV  C)VFV 
RESOLUCIÓN : 
*De: ¿2 


EJFFV 


Esta es la raíz principal .. 


5+ 2h 
1 2 = cio 2 —)= 


> 4h+1=41>Hh=10 


¿Gh Al 
0 =e 0 


41% 
pozo 
* En efecto: 21p =e “0 es una raíz ... (VERDADERA) 


E eS E 40 <4h+1<60 
39 _,_69 
a 


—<hk<——=>h=10; 11; 12; 13; 14 
77 Pes 0, 3; 


> En el MIC hay 6 raíces... 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 47 : 


Siz es un número complejo definido porz =—16+30i, 
entonces la parte real de una de las raíces cuadradas de 
zes 


AJa —  BJ6 C)-5 D)-4 EZ 

RESOLUCIÓN : 

* Aplicando el criterio de los radicales dobles: 
=-16+30i 


> Vz= 164301 = /-16+ 2225 
> dz =/-16+ 2,/9(-25)...(9 + (-26) =-16) 


> Vz=t (VI +/-25)=:1(8 +51) 
> 23=3+5 y 27 =-3-5i 

¡> Re(2,)=3 v Re(z3)=-3 

Le 


RPTA: “E” 


PROBLEMA 48 : 

Si A es un conjunto definido por 
A=[zeC/z*=-4], entonces el conjunto A por 
extensión es: 

AJA=(1+i; 1-i5 25; 21) 

B)A=(1+i; 1-1; -14i 1-5) 

C)A -2 4; 1-21; 1421) 

D)A=(1-2i; 1+i 1-i5 25) 
RESOLUCIÓN : 

*De: 2 =-4>2+4=0 

> (2? +2i)(2? - 2)=0 
2+2=0>2=-2i=(1-i? 


> z=+(14+i) 
> A=(1-i -14i 145 -1-i 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 49 : 


Si J= E AA ST) 
Zcos| — 
a 
Calcular |.y| > 
BJ BJ2>  CIJ2 DIJ3 EJn 
RESOLUCIÓN : 


* Calculemos las raíces n-ésimas de 1 , así : 
Y1= 092%) + inc $%%) 
n n 
* Por condición : k = 013 2 jou....s(m — 1) 


* De aquí : 
si 1407 = 14 000[ 22) ion 22) 
n n 
* Por criterios de trigonometría, las partes 
señaladas se transforman así: 


1+%/1= 2c09? + x ES) 


>1+Y= 2009 22)|cos( 2) ise (12) 


n n 


* Reemplazando en e), nos quedará así: 


* Por Moivre: 
J=1|cos(kpx) +isen(kpx)] >1J|=1 
RPTA: “A” 


(EDICIONES RTEIÑOS 


NÚMEROS COMPLEJOS 


PROBLEMA 50': 
El número complejo z de menor OS que 
cumple la condición lz—26éls 16 es: 
AJIZ+165 BJ3+4i  C)10+12 D)16+12i EJG4Si 
RESOLUCIÓN : 

*Grafiquemos el conjunto (Ver capítulo de 
relaciones) R=(z e C/|z- 25il< 15) 


* Dela figura, 2, es el complajo de menor argumento 
posible /zy =6 A. 

zp = 20ci908" = 20(c0968 +isen53”) 
>2 =20(7+di)=12+103 


RPTA: “A” 


PROBLEMA 51 :; 
Hallar el gráfico del conjunto; ES 
Lo s=fi-aliz+1=ds 1) 
RESOLUCIÓN: 
* MÉTODO 1: 
Sea w=x+ yi=1-Z entonces E r0> Di 
> iz=-(y-1)-ix 
* Así liz+1-il=/(2- y) +(-x-1)<1 
(+1)? +(y-2)* <1 

8 es un círculo de centro (-1; 2) y radio 1. 

* MÉTODO 2: 
Como 
liz-1-i= 


+ 3-1= lz-i-1=|2-(1+1)|S1 


* Entonces la don de S=(2/|z-(1+i)]<1) es: 
y 


PROBLEMA 52 : 

Sea ze C tal que cumple : 

[z+zo|<a, donde: zo=(a;a);eR*. Calcular el 
argumento de z cuya distancia a la recta vertical 
que pasa por x =-Sa sea mínima. 


33 37 
al) IES 
RESOLUCIÓN : 
* Los zeC que satisfacen la desigualdad 
[z + (a; a)| s a, son todos aquellos que se encuentran 


dentro de una circunferencia (incluyendo el 
contorno) con centro en (-a; a) y de radio “a”. 


ss) 
2 


Q 
'Aquí está ubicado el z cuya distancia 
4 la recta vertical x =-3a es mínima 


* Del Es mostrado; 
2a 


tga= >= Pa e tga= 3 
* De he por triángulo notable : a= 


+ Luego: 0 =arglz)=180'+ (5) 


PROBLEMA 53 : 
Si A es un conjunto 


y 24 
detinido 
por A =(2-i/2Re(z)+ 8Lm(=)S 4), entonces la 


PE que mejor representa la gráfica del 
eb: 
Im 


RESOLUCIÓN : 


*Seaz-i=x+yi>z2=x+(y+1)i 
>2=x-(y+1)i 


(OVAL FTZITITIN 


JE(39x ) 


¿NCICLOPEDIA 201: 


*% Dedonde: Re(z)=x a imíz)=-y-1 
* En: 2Re(z)+ 3im(z)s 4 

2 7 
> AI SS Y 2 


, DAA, 
>A (e+oi/y2 2-1 


* Su gráfica es: rs 


7/2 Re 
713 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 54 : 
Dado una familia de número complejos que cumplen 
4(=-3)(2-8)=l2? +15, 
Seleccionar el complejo situado en el primer 


cuadrante que tenga el mayor argumento principal 
€ indicar su módulo. 


ANZ BN3 —  CWHó6  DWN7 E)7 
RESOLUCIÓN : 

*De:4(2-3)(2-8)=lz" +16 

> 4(2xz-3(2+2)+9)=ld* +16 


* Pero: zxz=l2" A 2+7=2Relz) 

> 4(l2?- 3x 2Re(2)+9) =l2l* +15 

> ll? -8Re(2)+7=0 

Si: z=x+yiold=a + y? 

> +y)-8r+47=0> x?-8x+164+y*=9 
> (2-4)? + y? =3? 

* Graficando : Im 


zy es un complejo del IC, con mayor argumento 
posible ; lo] =47 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 55 : 


El conjunto de números complejos que representa 
mejor la región sombreada es: 


AMzeC/lzl24nl2-il<2)u 
fze C/lzls 4ntm(2)>0 12-242 2) 
B)ízeC/lels 4alz+il<2)u(zeC/lzls 4alz-ils 2) 
Cjize C/ldl<4alz-2ils 2 212 +1ls 2) 
DiMAzeCilels4alz-2i>2nim(2)>0)u 
lzeC/ld<4nlz+2i>2 1 Um(z)s 0) 
RESOLUCIÓN : 


* Haciendo : 


(Dix? + y? <4? > l2l<4 
(2):2?+(y-2)?>2 >|x+(y-2)i? > 2? 
> lz-2>2 a Im(2)>20 

(3): +(y+27 22? >| +(y+2)i? > 2* 
> [2+2il>2 n Im(z)<0 

* Luego, el conjunto es: 


[zeClidl<4nl-2i>2 n im(2)>0) 
ulzeC/lzls4alz+212 2. Im(z)5 0) 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 56 : , 
Una de las raíces de orden 4 de un A complejo 
de módulo 16, tiene argumentojguala L2. + Indicar 
la raíz correspondiente al mayor 


ay2cia() Braco 2) crac 22) 12272) 


AAA 


[EDICIONES _HUBINOS 


RESOLUCIÓN : 

* Sea el complejo :2/la]=16 

* Si: Zg» 21, 23» 24 son raíces constituyen los 
vértices de un cuadrado inscrito en una 
circunferencia con centro (0; 0) y radio igual a 2, 


* Graficando :; 


* La raíz de mayor argumento corresponde a Zy, 
donde: 


Arglas) TE 0 


PROBLEMA 57 : 


Hallar el argumento del complejo: z = ¿* siendo 
*£0" una raíz o no real de la unidad. 

x x 

ES 22 az 
nz pe e yz Djx 
RESOLUCIÓN : 


=>z2=i 5 
* De aquí, se puede escribir : ¿=42 x 
* Por fórmula de Euler : 

e” = cos0 + isen0; VO en rad. 


*Si: aa. 


* Elevando a la ¿, tenemos : 


zi z 
e2) =iioi=e? 


ES el, 5) 


PROBLEMA 58 : 

Dado el polinomio : 

Plz)=(2-a)2" +(4+21)2 +6, z €. ¿Qué valor 
de a hace que P(1+¿) sea un complejo imaginario 


puro. 
AJ=5 BJ4 C)=3 D)-2 EJ3 
RESOLUCIÓN: 


* Como: (1+ 1 =(1+1)*(1+1)= 2(1+i) 
(2-a)2i(1+1)+(4+ 2i)(1+1)+6 
i)=(1+1)(4i- 20i+4+2i)+6 
=(1+1)[4+(6-2a)i]+6 
4+(20—6)+6]+[4+6- 2ali 
20 +4)+(10 - 2 )i 

> P(1+1) es imaginario puro 


> 2a+4=0>0a=-2 


(€) Dar el valor de : 


3/20 - 2/45 + 3/-125 


AJ15/5i B)-3/6i C)5Vbi DJ3/Zi EJ3N/6i 


(09) Efectuar : 36 + /V=4 + /-25 - 125 


Siendo “¿” la unidad imaginaria. 


AJISi BJi CI26i Dp2i  E)-26 
he 31004, 201 7. 5302 «7403. ¿500 

B)J2 Cli D)J1+i EJ2+i 
a Efectuar ¡o 
AJ B)2 001 C)1 000 D)2 003 E)2 002 
(63) Efectuar: ¡2% ¿50% 
AJO B)-2i C)2i D)2 E)-2 
(08) Hallar el valor de : 45049 _ gj1050 , 21050 
AJ3i B)3+2i C)5 +3i D)-5- di  EJ2+3i 
(QC) Calcular el valor de: 2% + 3¡2 4 45% 
A)6+i B)3+3i C) 5+6i D)5+4i E) 4+21i 
(OS) Efectuar: (141% +0 431% 
AJO B)1 C)2 D)J3 EJ 

Calcular ; 
(2+31(3+ 21) +(1+ 21(2+3)+185% 

An BJzi CJsi Dx Eo 


¿AM AG MENE RETA 


(10 Efectuar ; 
(1+D(3+DU+D8-DU-DA-D+1 


AJO BM Cj2 D)J3 EM 
(O) Calcular: (149% (1-90 
AM B)-1 C)2 Dj2w EJO 
(Determinar el valor de “mm”, si la división : 
m+24 A ; 

q +7 *2 un número real. 
A2 BJ4 CJ8 DJ6 EJ10 
(5) Calcular: ¿442453 45% 4....4:32003 
AJO Bn C-1 D)i E»i 


(2 Determinar “a” para que Z sea un número 
imaginario puro. 


Z= 
AJ2  B)-2 EZ 
(3) Calcular el valor de: 
Se yo 
AA B)8 C)-8 DJ4 E)2i 
Si se cumple : 
Mad rr AD sabi 
1 2 4 1 
3 B3 0% Dr A 
(O Calcular: 2=(1+0*.-0* 
AJ64 B)128 C)266 DJ8 EJ16 
(69) Sumar: 22142104350 4450 4...+ (dm) 4% 
Siendo: ¡=/Z1 
An B)2n Cján D)2n* Eján* 
Reducir ; 

ES(VI+3i4 223) (12 +51 + /12=65) 
4)20  B)30. > C)40 D)60 — EJG60 
EN Calcule el menor valor que verifica: 
(+ 5" = 
Si neN 
AJ6 B)12 D)J5 EJ16 
Ed Efectuar 
AJ1  Bj2e CIA D)-21Hi  EJO 


b 


1+i 

1+1i 

1-i 
AJ1 B)Ji C)-i D)-1 EJ0 

2+ +2, 2 
E) Efectuar: A, DE 
Ai B)2i C)3i D)jai Ei 
E Simplificar : q = ¿943 4 ¡-622 , ¿-1000 
ai Bi cra D)-2i E)-1 
(83) Hallar a; y en: 
(+ 10x+(2+51) y = 4+17i 

41;2 BJ3;2 CJ4;65 D)253 — EJ)7;8 


E) Hallar x en la ecuación : 
(1+1)+(24+ 21) +(3 +31) +...(x: + xi) = 820 + 8201 


AJ30 B)10 C)20 DJ EJa0 
E) Erociuar: LADA, y 

2 
AJ1 B)2 Ccjo D)3 E)-1 


€E3) Hallar el módulo de un complejo Z que al 
multiplicarlo por su conjugado y dividir este 
producto por (144) resulte: 5 - 57 


ANS BIWNT  CIJI0  DIW2  Ej-J10 

E) Halle el módulo del complejo : 
(3+4(5+ 120 (2/2 +i) 

A) 195 B)80 C) 190 D)70 E) 90 


(0d Si: -=3-bi; le] =5. Halle el valor de B, 
AJA B)-3 C)4 DIS EJ3 


REAIDOMICEINARIA 


(O) Reducir : J-8—iJ=16 - /=32-2 

A)- 2/25 B)2- 3/24 C)1- 224 
D)2+2./25 E)2- 2/24 

(OS) Reducir: Pi 0 

AJI+i BJ Cj1 D)-1+i EJ i 
(OS) Efectuar: (14-10 

AJI+i BJIá  Cj0—  D)2i El2-2i 


(EMCIONES_REBIÑOS 


JUN 507 PEE 


NÚMEROS COMPLEJOS ) 


O rs (12) (50 


Ai BJ0O  C)1+i D)14 E) 1421 
Calcular el módulo de M si: 
M=(4+31(6 - 121) 

440 BJ45 CJ65 D)20 EJ70 


(09) Calcular el valor de “5” para que el resultado 


2+ni 
de dividir: > sea un número real. 


AJ2 B)1 Ccjo D)-1 E)-2 
((9Calcular el valor de “1” para que al dividir los 
siguientes complejos el resultado sea un imaginario 
puro. 5+ni 

158 
AJ8 B)-9 C) -10 D)-8 E)7 


(63) Determinar “a” para que “z" sen un número 
imaginario puro. 


6 + Bai 
- nio . ; 
B)-2 di DB 
O tien 
Ti 
1 1 i i 
LB 0% DEZA? EN 
Er ) 5 ) ) ón 
AA 
(dD) Calcular : en EE e 
147 
E 


¿2 y ¡Sd q ¡06 
Hit 
(2) Calcular : M= 0 ¡0 _ 0 


AJ1 B)-1 Ci DJ i E)2 
(09) Efectuar : E = 
AJ B)-1 EJ2 


(O) Evaluar: L=i? +20 48H 44912460810 
A) 50 B)-50 C) 25 D) -25 E)1276 


(O) Sea el complejo : Z=4(3 —i) — ¡(81 - 6) 
Calcular: Re," 

AJ20 B)40 Cyan D)400 Ey100 
(03) A partir del complejo : Z=(5+3i) (3424) 


Calcular: Re(Z) - Im(Z) 


A)-10 B) 10 C) 28 D)-28 E)9 
(00) Hallar el complejo por el cual se tiene que 


multiplicar a 34+2i para obtener 17+7i 


AJG+i  B)6-4  C)3+i D)3-i EJ3-2i 
(02) Si el complejo W defínido como: 
m+3i 
2+ni /mneR 
Es un real puro, A “mn 
MB 07. Ds Bm 
(03) Calcular “m” si el Pie 
3+4mi 
E 2-i 
Es un número puramente imaginario 
2 2 3 3 4 
la ps A Es 
e a E 
(09) Calcular: M=(1+1)* + (1-1) 
AJA B)4 cy 4i D)-4i  EJ2 
(0) Evaluar: E=(14i)%(1-4)" 
AJ64i  B)-64i C)128i  D)-128i  E)266 
(O) Calcular: L= 2/7 +i 
AJ1 B)-2 ci DA E) 21 
. 
(Q) Calcular: p=EDOE a E 
(1+iY 
AJ1/4 BE C)2 Da E)-1 
(3) Subiendo que a; b; 45 y; e R y 
Además: Ja+bi=x+yi 
pe 
Calcular: E=—3 
ay +y 
AJ2  BJ3  C)4 Dz A 
(E) Calcular: 
(+) (iy? 
(a 
AE E 
2 4 


Can a nor rEA 


— JAf(s9s) 


¡NCICLOPEDIA 201: 


a Efectuar : 


qa 


¿q 


+5 

Asi B)-Si 03 DA 

(L9) Reducir la expresión compleja: 

z=V-2 li Jai 

AJa+i BM Oli Dri 

(1) Dados los números complejos: 
Z,=2+i Zy=1+3i 
Z =4-2i Z =3-4i 

proporcione el valor: (Z,-ZZ,+Z) 

A) 6+124 B) -5+12i 

D)-5-14i E) 1421 

(13) Luego de efoctuar: Z=(7+1)(4-4) 


el valor de Re(Z)-Im(Z) ess 

AJ26 B) 32 C) 10 

(O) Eroctuar: 2=7* 
7 

e indicar (Re(Z)+Im(2)1(17) 

A) 35 B) 36 C)37 


EJo 


EM 


C)-5+14i 


D) 16 E)23 


D) 38 E) 39 


*, si se sabe: 


0) Calcular “a 


a(-14+i)+b(142i)=1;0a;bR 
AF1 


B)-2 CC) -218 D)-3/2 EJ6 


(Q)) Calcular : 447194 


A)-1 BJi C)-i D)1 EJO 

(7) Determine el valor de: E = rl 

AJ=1 B)1 Ci DJi EJO 
nan , 4 4 ¡ls 4 ¡an 

(03) Simplificar + M = PAP a 

Ai B)1 Cr D)-i EJ2 

(2) Efectuar: P=1+i+i di 

AJL B)-1+i cjo D)-1 Eli 

(03) Efectuar : Am 

AJIHi  BJi-i CJ DIJ2 


ho 


ERAN GACICANO 


(02) Hallar el módulo del siguiente complejo : 


Z=12+bi 
AJ5 B)12 0)13 D)J16 EJ16 
(O) Indicar el módulo de:Z= + e 
A) B)2 CJJ2 D)J4 EJ6 
(03) Calcular: M=(1+i)' - (1-4) 
AJO BJ16 CJIGi D)-16 E)8 
(O) Efectuar : bn 6 
p=[1:45) ,f1-V6i 
2 2 
Al E DAS 
2 2 
(03) Dada. la siguiente igualdad; 
MARA AAA (AA) ayi 
Calcular: g=*+2 
=-y 
AJ2 B)3 cJ6 D)1/3 EJ/2 
(09) Calcular el módulo del siguiente complejo : 
q 
1-1 2-1 
AJ1 B)3 C)6  DIJ13 ENÍIT 
(7) Calcular: E=/9+40i + J9- 40 
AJ20  B)20i  C)1Bi D)-16i  EJ0 
(03) Calcular a y b en: ai+b=l+ 7 
indicar : ab 
AJ20 BIZ cJ6 Dy116 TA 
(9) Si: Re(=)=7; hallar: P=/14 2 -|1=2f? 
AJ9 — Bj14 0) 28 D) 36 E) 49 
(10) Indicar el módulo del complejo : 
Z= MB NE 
AJ2  BWZ CIJ3 D)J4 EJNV2 
(O) Calcular el valor de a: para que el complejo: 


_a+ai 
a+ S(1+ 1): 988 real puro 


(EDICIONES _RUBINOS 


os E 


MIMEROS COMPLETOS) 


AZ BJ4  CJ6 De E)-6 
(A) Calcular “n"” si 
Li +(13)91" = 1024 
AJ BJ2 0J3 Dy4 EJ6 
(E) Siendo el complejo : 
1+i 
as PEE Ads 
Lei 
1i 
indicar su módulo 
AJ1 BJO CIW2 DIJ3 EJJ6 
(E) Bata el complejo Z que verifica : 
[Zl* =5Re(z) 
6 
Dar como respuesta : b = 3 
3 5 2 
pS BJ C)2 DJ5 pa 
(63) Indicar el módulo de Z si; 
2 
ZAZ 
ANS  BJ3  C)2V/2  D)JJ/10  EJA6D 
(8) Senn los complejos : 
Z,=3+4i — Z,¿=-bB-12 
Calcular; E=2,|+|22] 
AJ6 B)17 CJ18 DJ19 E)20 
A O 
(O Sabiendo que : Z=5- 737 
Calcular [|Z| 
AL Br a DIJZ— EJBJZ 


(3) Calcular el módulo del número complejo Z. 
V5 (1+i) (3-24) 

43 +45 (6 +5) 
A)2,/2 me CI/2 


(19) Efectuar : 


Si: Z= 


Dj4 En 


AM B)1 cli Dri Eyu2 
Ed) Indicar el valor de “n” en: 
ON (197) 
ES 
AJ3 BJ4 0)5 D)J6 EJ7 


(9) Obtener el número complejo z, que cumpla con 
la condición : 


[+1] -2+2=4-2i 
Dar como respuesta el valor de : 24 z 


AJI  BMIZ C)j-1  DJ3/2  E)-2 
(02) Halle el argumento de : 
2=(1+i) (13) 

* 3 “La Ta Dx 
E 
(63) Sabiendo que: a, D, x, y e R, además : 

Ja +bi=x+ yi 
p? 
Hallar: M=—P— 
llar 7 
AJ2 BJ6 0)3 DJ5 E)J4 
(EDEncuentre el módulo de ; 
Za (1+31)(2+ 2i) 
(Va+J7)(1-i) 
AJJZ BJ)2V7  CIV3  DJ2V3  EJV7 


(03) Sabiendo que |Z| = 6 . Detormine el valor de: 
M=|1+2*+|1-2? 


B)J74 C)72 D)37 


EJ64 


(03) Expresar en forma trigonométrica ; 


Z=2=2+0i 
A)2(cos50" +isen50") B)2(cos30*+isen30*) 
C)2(cos90"+iseng0") D)2(sen0*+icos0") 
E)2(sen90"+icos90") 


(02) Expresar en forma polar : 
Z=-2=-2+4+0i 


CAMARERA 
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A)2[cos 2x +isen2x] B)2|cosx +isenx] 
C)2[secx-+icos x] D)2|eos x/2+isenx/2] 
E)2cos 
(5) Expresar en forma trigonométrica : 

Z=2i =04+ 2i 


A)2(senx/2+icosx/2)  B) 2(c0sxr+isenx) 
C)2(cosx/2 +isenx/2) — D) 2(cos - +isen 5 
E)2sen3x/2 

((2 Expresar en forma polar : Z=-2i=0-24 
A)2(cos x+isenx) B) 2(senx+icos x) 
C)2(cos3x/2+isen3x/2)  D)2(c09x/2+isenx/2) 
E)cosx/3 

(03) ¿Cuántos de los siguientes números no están 


escritos en forma polar o trigonométrica? 
Z, = 2/c0940"+isen40"] 


Z, = (tan120")(c0980” + isen80”) 


AJO B)J1 C)2 D)J3 Eja 
(00) Expresar: —Z=1+J/3i, en forma 
trigonométrica. 

A) 2[c0860" + isen60"] B)3[c0s30"+isen30] 
C)4lcos60*+isenG0] — D)[cos60*+isen60"] 
E)lcos46*+isen45] — FI243 [eo=z blo 2] 


(02) Expresar: Z,=(1;1) en-forma polar: 
."s xr r1 Tis Xx 
4942|os +isen | | 


a E 
02 | cor visen*] | 


E)y/2 [cos +isens] 
(03) Expresar : Z=1, en forma polar. 


A)cos x+ isenx B)cos2x + isen2x 


CjeosE+isenE 
eos +Hisen > 


E)2[co0s0"+isen0] 


D)cos0” + isen0? 


(69) Expresar: Z=i, on forma polar o 
trigonométrica. 


A)cosx +isenx B)cos 5+ isenE 


2 


C)eos 7 + isenZ D)cos E isen E 


E)cos eS isen E 


(LO) Señalar una de las raíces quintas del 
complejo: Z,=- 4+4i 

A) 2 [cos243'+ inen243'] B) /2[cos120" + inen120) 
C)/2 [cos240" + iven240"J D)2/2[c0990" + iveng0"] 
E)2/2 [c09142" + iven142] 

(Q)) Sea el complejo: Z,=1-+i; expresarlo en forma 
exponencial. 
A)/2e” BNZez 


e Hallar: Z=i' 
Ajez 
(3) Expresar el complejo: z, =1+i on forma 


J2 


pa E) = 
CMW2e1  DI/2e* Eje? 


Be? Cje? 


exponencial. 


Ajes Cje2 
(E) Sean: Z, =2/3 [cos 5 +isen 5] 


Ejes 


ey 
Bje* 


12 


13 
Za ¿[e 7+isen2] 
E=Z,xZ, 
Er 2 YS 7 
E 


hallar : 


A) B) cis 


3 3 
Í Pi Y2 7 
Diaz EJ 


(O) si: Z=21008 % +isen*] 


hallar: W=Z* 
A)8ciax B)16cisx C)14ciax 
D)12ci9x E)8cia E 


(LO) La forma cartesiana del siguiente complejo: 
[coa17'+isen17"] [V2 (con28" +inen28")]' 


(cos 7"+isen7")” 
es: 
AJi +J2 B)2 +21 CN3+i 
D)2+435 EJ124+/3i 


EDICIONES _RUMINOS 


ME zor 


NÚMEROS COMPLEJOS) 


(13) Simplificar : Z, = (1+WWY -1-W+WP 


siendo “W” raíz cúbica de la unidad. 
AJ BJW ciw D)W 


(1) Calcular : 


E= q27 [meo +(2w? +1)] 


EJO 


Siendo “W” una raíz cúbica compleja de la unidad real. 


AJO BJ Cj2 D)J3 Ela 
, 3(cis72*)(4cis70*) (Gcia38") 
fado era MR a] 
ED Reducir (10cis7)(2ci885")(cis78”) 
sabiendo que: cis0 =c080 + ¡seno 
AJ2 B)J3 C) cis180” EJ8 


(MAREA NOMIE A! el Ay 


(O) Expresar ; Z=(-150) en forma polar 


Ajcos x+ isena Bjcos ab isen E 


is ” .: r 

C)eos 3 + isen 5 D)cos 4 + ¡sen 4 
Ecos + isenZ 
Os: 2,-9|00s +isens| 

Ze = [vos +isen | 

3 3 

hallar “Z,x Z,” 
012 eos inem] B)12 | 

6 6 [12 12 


012|cos Z sisen ] D)6lcosx + isens] 
E)8n 


, hs % 
OS si: Z, = [008 7-cisen 


A | 


2; 
hallar: zo 
4 EL 
| 


BráIcos a+ isenx] 


D) 3| eos 5 +isen=] 


(QUINTA 


(OD Efectuar y simplificar 


AJ1 B)4 + 19 
(02 Calcular el módulo de : 


Z=(1-2i1(2-4)+(3-4iM(4-31)+ ... +(39-401)(40-391) 
A)22140 B)22410 C)24201 D)22104 E)30 140 


(03) Reducir la expresión compleja: 


zi fanli- Lai 


indicando-comd ire parate ¡an valor más sencillo 
teniendo en cuenta que: ¿=/-1 
A)1-i B)-1 C)1 +21 DA EJi 


(€) Sabiendo que: |Z-+ ai] =|Z + bi] además: 
az tb; ==, hallar: 


c)-4 


D) 4-19 E)-1 


AJi B)-i c)1 D)-1 E)1+i 


(03) Si: Im (2 + 2) =0, calcule el valor entero 


positivo de la parte imaginaria de Z. 

AJO B)2 C)-2 

D)1 E) No se puede determinar 

(QB) Dados los complejos Z; W; U; V de módulo igual 


a 2, calcule; A ES, 
[ZU +WV|? +|ZV —wU] 


AJA B)2 C)32 D)64 E) Faltan datos 
((2) Dados los complejos Z; W; V; U, determine 
Re(U), si: 

=W Im(ZV)+Z.Im(VW+VIm(WZ) 

A)1 B)2 C)O0 D) -2 E) R-10) 
(03) Sabiendo que el módulo de: 


Zn 
Z= Y) [k+(-1D'(k+1)i 
h=1 


es igual a n/530, calcular “n” 


A)J5 B)7 C)9 D)11 E) 3 


(09 Sabiendo que Z es un número complejo, resolver 
la ecuación: 


[CA ENEE mo LOPEDIA 201. 
Z.4Z-2=-2 (10407 + (1-D%y =2% 
Señale la suma de los módulos de todas las raíces A)4448 B)4488 C)8440 D)4480  E)448 
2 B)3 Cja DJ5 EJ6 
E A S E y (63) Indicar el módulo de: 
(0D Resolver la ecuación: 3 
(Ja + 2)* ¿| 12-455 
+Z=2+i; VWZeC Z=l 
” el ye E . AS 24/35. 
GH B)3+2i C)T+i D)Z-i E)2-¿ 
o IS c)9 D)27 — EJ64 


(()) Sabiendo que a, b, x, y son números reales, 
además: (a + bi)? =x + yi, hallar: 

(a? +b? (bx +ay) 

(a? -b* (bx ay) 


C)-2  D)2 


E= 


2 2a 
A B-= EJ4 

O) ) 
(|) La suma de dos números complejos es 
(-2; -6), la parte real de uno de ellos es -4 y el 
cociente es imaginario puro. Halle la diferencia de 
las partes imaginarias de los números complejos 
A) 24 B)-6i C)-8i DJ16i  EJi 
(3) Dado un polinomio P con variable compleja Z 
y regla de correspondencia: 

P(Z) = 2! + 22% + 202 + 16 

calcular: P(1 + 21) + P(1-24) 
donde: i=/-1 
A) 10 B)12 C) 14 D) 18 E) 20 
((2) Hallar todos los valores reales de “z"" y los 


correspondientes a W que hacen que el número 
complejo: 

W= (%-i)l(s + 3)-9i] 
sea imaginario puro, e indicar uno de los valores de W. 


AMNIZ+J5)i BMEJZ +6) CM12+ 6/5) 
DA3-5/5)i — EJ3NBi 
14/35)"; /-1=i, calcular el valor 


(3) Si: a+bi= 
de: 


4)3 BJ4 0)5 D)2 EJ 6 
(O si: m<p a (m+ pi)? =1- 2/61 

además: 49+ A gio n>0. 

calcular: ias Jz 

AJ1 BJ2 c)1 D)3 E)5 


(12) Calcular el valor de “a” 


(19) Señalar la suma de los valores reales de “e" 
tal que: 
(Vis+2i7 + l6-(27) ==? xa" 
AJ4 B)J6 C)8 D) 10 E)2 
ED Siendo Z,; Z¿€C ,además: |2,/=43;|Z.J=/12, 
calcular: 
=(Z, +Zo[' 212327 + 2327 )+|Z,-Zo! 

A) 326 B) 472 0) 384 D) 474 E) 594 


IS IPCC 


(ODCalcular el valor de: 
24-12 + 44-27 - 38/76 


DIRIGIDA, 


A 
do 
AMS B)-243 C)-1 ye ye 
Odsi se cumple que: 
V3+i=(x;y) 
RESAES 
obtener: a 
AJ2 BJ6 CJ7 Dp1  Ej-0,5 
(03%) Dado un complejo Z, entonces: 22 
esigual a: 
AJRe(Z) B)- RelZ) C)jIm(Z) 
)-Im(Z)  E)Re(Z)-Im(Z) 


(CD Determinar los números reales a y b, si: 


(-1+1)a+(1+2i)b=1 
Dar como respuesta: 9ab 
AJ BI Cj2 


Osiendo: 2= 154 


D)-2 EJ3 


(EDICIONES _HEBIÑOS 


determinar : Im(Z) 
AJ2 B)2 ci 


((0) Reducir la expresión: 


D)-1/2  Ey12 


Ai Bri Ci Dixi El* 
(ODSi: Im(Z,)=Im(Z) 
además: azi 
2 
señalar: Re(Zy) 
43 BIO CJ DF2 EG 


((3)Encontrar el valor de «b» para que el 


complejo: (6;6) 

2-(b+ 2)i 
sea un imaginario puro. 
a B)-1/3— C)-6/2 — DJ3/5  EJ2 
(O))Reducir. po 

1 

.— 
1+i 
AM BFI Chi Dri EJ 
(CO Mencionar el resultado de efectuar: 
5 


(1-1)(2-1)(3-1) 
Mi Bli CI DIEZ EM 
(O) Mencionar un valor de: 


dali 0 


2 
ca D)1i+i 


Ai Bi EJ 


(Dar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

Miera 
()5=- 

i 


( )(-iP =-2i(1-i) 


AJVVVV_B)VFVF C)VFFV D)JFVVF  E)FVFV 


EROS COMPLETOS) 


(E3)Los complejos Z, y Z, verifican el sistema: 
Z, +iZ,=1 
iZ, +Zy=1+i 

Obtener; 3Xm(Z,) + 2Re(Z,) 


A)0,25 B)-2,5 C)1 D)-0,5 E)1 


((DDetermine el equivalente de: 
(14d 
pal 

Cr1+i 


¡ne Z* -4) 
di 


((3) Hallar la suma: 

1+2i, 243i 3+4i 

2-4 3-20 4o3i 
Bini — Chni 


Bi Djé (141)  EJb(1-iy 


+ +.('n términos”) 


AJO Di E)-i 


(0) Determinar el complejo Z, tal que: 


IZl-Z=1+21 
Luego el valor de Re(Z).ImZ es: 
AI BJ6 Cr1 Dn2  EJO 


(L2 Cómo doben ser los números complejos Z que 
satisfacen: 1+Z| 
iz"! 

AJZ es el complejo nulo B)Puramente reales 
C)Imaginarios puros D)puramente reales y el nulo 
E) imaginarios puros y el nulo 


(E9)Si Z es un número complejo, tal que: 


Izl=1 
calcular: [14 ZP +]1- ZP? 
aJ2 BJ4 CJ6 DJ8 EJ0 
(Dsi Z,WeC ', proporcionar el valor de: 
yA w 
K n 
mz)" des 7) 
40 BA Ch1 Dj E)-2 
(EN)Señalar el módulo de: 
1+ Cos0 + iSenO 
¡O<O<r 


1-Cos0 +iSen0 
ay Bmg2 aja? Dilze2| EJlctg | 
z z 2 


CAL GIA 


EII 


(OD Sea Z = 1 + i y con respecto a las raíces de 


S/Z se proponen los siguientes enunciados: 


D) En el T cuadrante están ubicados dos de tales 
raíces. 


m En el II cuadrante estan ubicadas tres de tales 
raíces. 


UI) En el HI cuadrante estan ubicadas dos de tales 
raíces. 


Indique cuál(es) es(son) correcto(s): 
A) Sólo I B) Sólo II C) Sólo MI D)1y IM E) II y HT 


(02) Al resolver: 2"=-4/2+4/24, indique 
cuál(es) de los siguientes enunciados es(son) 
correcto(s): 


D La raíz principal esta en el II cuadrante. 
1) Una de sus raíces posee argumento 285. 


111) Sus raíces estan ubicadas en el E, HI y IV 
cuadrante. 
A)Sólo 1 B) Sólo II C)IyM D)Sólo 1H E) y UI 


(03) A! ubicar las raíces de la ecuación 2%-¿=1 


en el plano complejo, determine cuantas de estas se 
encuentran en el tercer cuadrante. 


A)22 B)23 C)24 D) 25 E) 13 
(0) Si e es una raíz compleja de Z*-1=0 y 
1 1 z 
determine: Re(W) 
A -2 B)-1 Cc10 D)1 E) 4 


(03) Dados los: siguientes enunciados, indique 
cuál(es) es(son) aorrecto(s): 


1)Si Z=(-2 + 2/31)" > Z= 2? 
11) Si Z=4e* fet] =e* 


TI) |Z+1|<1 0 [Z+11<1 , VZeC 


A) Sólo 1 B) Sólo 1 C)jIy In 
D) My E) LM y UI 

¿a +03 y? 
(09) Simplifique: 

PS PANA 


AJ1+ 4/31 B)J3 —i C)J2-J6¿D)1=/8i EJ [3 +i 


(02) Determine “x”, si el complejo: 
Z=(1-i) [Cos(x+180) +iSen(x+180*)1% 
0 < x< 360" es imaginario puro. Indique cuálles) 
de los siguientes enunciados es(son) correcto(s): 
Dxeb 
M)x € 1090 
TI) x 1240"; 270% 
A)Iy HI B)Ly HI C)H y UI D) Sólo 11 E) Sólo UIT 


(03) Determine el valor de Z, si se cumple: 
(2-14 =(Z7 2121? 

e 
5 


B) Cr3e tE pe "ó Err+ ze" E 


q 


1+ie 
(09) Determine el valor de “a” de manera que se 
cumpla 2! = etila8 


1 1 1 1 
-_ BJ 195 DIZ EJ1 
n y Y Ya ) 
(10) Determine el módulo del complejo: 
AN? 
z> E sel ) 
x 27 x 
pa pia C)4Sen— 
A) 4Cos E B)4Cos* E )4Sen- Te 
4Sent E EJ4Cos* E 
D)4Sen* Fe )4Cos* e 
(12) Dados los números complejos: 
E Z, 
determine el módulo de $2. 
3 
AJ4 B)3 C)2 D)1 E)5 
(1) Sea Z en C tal que: 
Z=(/3 - )+i(J/3+1) 
Determine el valor Re(Z?) 
AJ22 B)-2* c)y2% D)-2%  EJ2u 


(3) Si 45* es el argumento del complejo; aeR. 


Z=((1-a)I+i+a(1+5)) 
entonces su módulo es; 


AJI BIZ CWNZ  DJ2J2 EJ4Y2 


(EDICIOSES ROMIÑOS IATA 

(E) Dados los siguientes enunciados: CLAVES 

D El módulo del complejo: 
Z=1+Cos74*+ ¡SenTf 0 


KI) El argumento del complejo: 
Z=1+Cos20*+¡Sen20"es 6". 
III) El módulo del complejo: 
Z=21(1+1)(2+1)(3+1) es 20 
¿cuálles) es(son) correcto(s)? 
A) Sólo I B) Sólo 11 C) Sólo II D) 1 y IU E) MU y II A ñ 
08) E 
(13) Resuelva la ecuación: 293 2 E 
8x-(7-5i)a* + (3-8i)x +1 +31 =0 IDA" IA 
si se sabe que una de sus raíces es real. Indique una 
de las raíces complejas no reales. 
a-1=3 Bi 42 py 2 jas 
3 3 
(9) Determine una de las raíces de la ecuación: 
2? +(2+i)Z (13 -13i)=0 
AJ3+6i BJ1+28 CII-28 D)1+i EJ243i 


(1) Resuclva la siguiente ecuación: 


iZ'+4=0 
Dar como respuesta la raíz cúbica en el IV cuadrante. 
A) 1,3-0,6i B) 0,6-1,3i C) 0,6 - 2,1 
D) 2,5- 6i E) 0,1- 0,14 


(E3) Determine uns raíz del polinomio complejo 
P(Z)=2i2* +8Z Gi. 
A)J1+2i B)1-2i  C)3i  D)-3i  E)1+5i A ] E os 


Mao DOE oO 


(1) Si el polinomio complejo: 


N Naturales 
Píx) =x* + 6x + 2ix+a —bi,a y be R tieneraíz IE 
cuadrada exacta, entonces calcule: a + b. O Racionals| Enterosd — Cero 
A4)2 B)4 C)6 D)8 E) 10 R Reales Enteros negativos 
Complejos ODE 
E0) Una de las raíces de la ecuación polinomial: raccionarios 
(234 2121)? =(22+1) es: Jrracionales 
Inuginarios 


Los números complejos son la herramienta de abajo del 
álgebra ordinaria, llamada álgebra de los números complejos, 
así como de ramas de las matemáticas puras y aplicadas 
como variable compleja, aerodinámica y electromagnetismo 
entre otras de gran importancia. 

Contienen a los números reales y los imaginarios puros y 
constituyen una de las construcciones teóricas más 
importantes de la Inteligencia humana. Los análogos del 
cálculo diferencial e integral con números complejos reciben 
el nombre de variable compleja o análisis complejo. 


* Adquirir habilidad y rapidez al resolver ecuaciones 
lineales, cuadráticas y otras. 


*En el nivel elemental, hacer notar que de las ecuaciones 
polinomiales, la más importante, es la ecuación cuadrática; 
por su conformación característica y sus propiedades 
inherentes, bastante usuales en todas las ramas de la 
matemática. 


* En el álgebra funcional, el análisis del parámetro 
critico denominado discriminante (4=b% 4ac), es 
muy importante para entender el 
comportamiento y la variabilidad de la función 
cuadrática: F(x) =ax* +bx +0; 00 


* En el caso de ecuaciones cuadráticas con 
coeficientes reales y discriminante negativo, 
aprenderemos a trabajar con raíces imaginarias y 
la riqueza teórica que encierra este tipo de 
numerales definidos en el conjunto (”, como 
ampliación necesaria del conjunto de los números 
reales. 


INTRODUCCIÓN : 


En la primera parte de este capítulo analizaremos 
expresiones de la forma 
x+3=0; 2x1 


Son ejemplos de ecuaciones lineales con una incógnita %. 
Una ecuación plantea que dos expresiones algebraicas son 
iguales. Nos referimos a estas expresiones algebraicas como 
el lado izquierdo y el lado derecho de la ecuación. 


El objetivo es encontrar valores de la incógnita para los 
que la ecuación es verdadera. Estos valores se llaman las 
soluciones o raíces de la ecuación , y el conjunto de todas 
las soluciones se Hama el conjunto solución. Así, por 
ejemplo, 5 es una solución de la ecuación 2x — 1 = 9, 
porque 2(5) - 1 = 9 , y -5 no es una solución porque 
2(b)-1+9. 

Las soluciones de una ecuación dependen del sistema 
númerico en el que se esté trabajando (o conjunto 
refencial). Así , la ecuación -+3=0 no tiene solución en 
los números naturales , pero sí en los enteros . En efecto 


x=-3 es una solución . La ecuación Zr=7 no tiene 
solución en los enteros , pero síen los racionales. En efecto, 


==2 es una solución. 


Lea tes MC UBORA ALCA 


En nuestro estudio , EN que se indias lo contrario, el 
conjunto teferencial'es el conjunto de los números reales 
R. 

Una ecuación es una identidad si es verdadera para todo 
número real para el que ambos lados de la ecuación estén 
definidos. Por ejemplo, x*—1I=(x+Dlx-1) es una 
identidad porque es verdadera para todos los números reales 
, es decir, todo número reales una solución de la ecuación. 


La ecuación x-2=6 es verdadera únicamente si 2=7.Al 
reemplazar las variable x por cualquier otro valor real, la 
expresión x-2=6 se convierte en una proposición falsa . 
Recuerde que la ecuación x-2=5 se llama una forma 
proposicional o una ecuación condicional. 

Cuandose dice solucionar o resolver una ecuación, se quiere 
encontrar todas las soluciones o raíces de la ecuación. 


Siuna ecuación se puede reemplazar por otra ecuación más 
simple que tiene las mismas soluciones, entonces se dice 
que las dos ecuaciones son equivalentes y se ha avanzado 
en el proceso de encontrar las soluciones. Por ejemplo: 
2x-1=9 y 2v=10 son ecuaciones equivalentes porque 
15) es el conjunto solución de ambas ecuaciones. 


DEFIVICIONES BÁSICAS 
IGUALDAD : 


Es la relación que nos indica que dos expresiones 
tienen el mismo valor en un cierto orden de ideas. 
EJEMPLO : 
Si A y B tienen el mismo valor, entonces decimos 
ques A: Primer miembro 
de la igualdad 
B: Segundo miembro 
dela igualdad 
CLASES DE IGUALDADES 


A) IGUALDAD ABSOLUTA 


Formalmente son identidades que se verifican para 
cualquier valor numérico de sus letras, en la cual 
están definidos. 


EJEMPLOS: 
"(a+ 2) =x5* +63 +12 +8 
*(x+aM-a)=x?*-a? 


* (a+ y)! + (ay)? =2(2? + y?) 


A=B |donde: 


([ENICIONES_RITTBISOS 
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B) IGUALDAD RELATIVA O ECUACIÓN 


Se llaman también igualdades condicionales y se 
verifican para algunos valores de sus variables. 


EJEMPLOS: 

* 3x-2=1+2; se verifica para =2 

e 6 +11x-6=0 

severifica para x=1 1 2=212=3 

* 3 - 1=0; severifica para 4=1 

*x! -16=0; se verifica para 1=-2 

*x5 +1=0; se verifica para x=-1 

+ +2 -2=0; se verifica para 1=1 

*lx—2 + /x248 = 65; so verifica parax= 6, 
DEFINICIÓN DE ECUACIÓN 


Es una igualdad entre dos expresiones matemáticas 
en la que al menos esté presente una variable que 
ahora recibirá el nombre de incógnita. 


NOTACIÓN : 
A (%y0.z) =B (29.2) 
pilas! AR 
Primermiembro Segundo miembro 


* Donde : 
A y B : Expresiones matemáticas 
K,Yynsso,Z : Incógnitas 
* Transponiendo términos podemos llegar a lo 


iguiente: 
DEP A (5 gim) Blas 
Pedido ARNES 
Faja 


Forma General de una Ecuación 
EJEMPLOS: 


ECUACIONES ALGEBRAICAS : 

* x24x-2=0;Ecuación polinomial. 

+ LL 0; Ecuación fraccionaria. 
PUE 


* Jx+1+8/x =0;Ecuación irracional. 
ECUACIONES NO ALGEBRAICAS: 
* 2% 4+1-x?=0; Ecuación exponencial. 

* Logx+1=0; Ecuación logarítmica. 


1 
y Sena 


SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN 


Una solución de una ecuación es una colección de 
valores (de las incógnitas), que al ser reemplazadas 


Ecuación trigonométrica. 


en la ecuación transforman a esta, en una 
proposición verdadera. 


EJEMPLOS : 

* Sea la ecuación 4% 

Six=0=>0'=0 

Six=1>P 

Si 2=-1 => (-1) =-1.......[ VERDADERO) 

* Luego 0; 1 y -1 son soluciones de la ecuación. 

* En cambio: 

Sa 

Six=3>3=3 o... 

* Luego: 2, ni 3 son soluciones de la ecuación. 

OBSERVACIÓN : 

Si la ecuación tiene una sola variable, la solución 

también sc nombra raíz, 

CONJUNTO SOLUCIÓN DE UNA 
ECUACIÓN (C.S.) 

Es aquel conjunto formado por todas las soluciones 

de dicha ecuación. Si la ecuación no tiene solución, 

entonces su conjunto solución es el conjunto 

vacío $. 

EJEMPLO 1 : 


(3) (2 +6Mx-7)' =0 vemos que las 
soluciones son -6; 3; 7; entonces su C.S.=(-6; 3; 7) 
* Para determinar el conjunto solución de una 
ecuación se utiliza el siguiente teorema. 


EJEMPLO 2 : 


* De: (x-3Mx+2Mx-61)=0 
x-3=0 y x+2=0 y x-b5i=0 


=3 *=-2 x=6 
* Entonces: C.S.=(-2; 3; 61) 
OBSERVACIONES : 


* En caso la ecuación no presenta soluciones entonces 
el conjunto solución será el conjunto nulo o vacío. 


Asís C.S.=4 VOS. =1) 
* En caso la ecuación presente infinitas soluciones 


entonces el conjunto de valores en el cual existe la 
ecuación será el que se denomina universo. 


* No olvidar que resolver una ecuación significa 
determinar el conjunto solución. 
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RESOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN 


Resolver una ecuación significa encontrar su 
conjunto solución o en todo caso demostrar que la 
ecuación no se cumple para ningún valor. 


TEOREMA: 
Sean F(x) »G(x) expresiones matemáticas si 
SE :Gt51=0 Flx)=0,Glx)+ 0 
v 
Entonces secumplel F(x)+0 A G(x)=0 
y 
F(x)=05G(x)=0 


EJEMPLO 1 : 
Resolver : x-2=0Ax-3+0 
v 
(+-2Mx-3)=0=>jx-2%+0 nx-3=0 
v 


x-2=0Ax-3=0 
=2 1.173 >xu=2 
x=21x=3>x0=3 
x=2nx=3>xep 


* Luego se tiene : 


EJEMPLO 2 : 
(+ Dl 2 Ma + 18 Ma - /5)=0 
MÉTODO PRÁCTICO : 


Este tipo de ecuaciones con una sola incógnita se 
resuelve igualando a cero cada factor. 


*(x+1)=0 > x=-1 
»(x-2)=0 >x=2 
e (x+/3)=0> x=-43 
* (x-/5)=0> x=v5 
> 0.S.(-1; 2; 43; /5) 
CLASIFICACIÓN DE LAS 
ECUACIONES 
Existen varias formas de clasificar a una ecuación ; 
A) ATENDIENDO AL GRADO : 
Las ecuaciones pueden ser, de primer grado, segundo 


grado, de tercer grado, etc. 
EJEMPLOS 


I9-x-2=0. les min (3%) 


B) POR EL NÚMERO DE INCÓGNITAS : 
Las ecuaciones pueden ser, de una incógnita, de dos 
incógnitas, de tres incógnitas, ete. 
EJEMPLOS: 
D) De una incógnita: 5x%-x*+3=0 
1) De dos incógnitas: 

3x by =-2. 

Ax —By= Termino 
C) ATENDIENDO A SUS COEFICIENTES : 
Las ecuaciones pueden ser númericas o literales. 
EJEMPLOS : 
4) Númerica : 2x* -6x-7=0 
b) Literal: ax* -bx"+c=0 
D) ATENDIENDO A SU ESTRUCTURA 
ALGEBRAICA 3 
Las ecuaciones pueden ser: 
1) ECUACIONES POLINOMIALES : 

2-0 3*--3=0 
1) ECUACIONES FRACCIONARIAS : 
2 __6_ 
1 +3 

1) ECUACIONES IRRACIONALES : 

Va -1-J/25=3=0 
TV) ECUACIONES TRASCENDENTES : 
e 9s3 y 9% 19 
* Log,(x-2)-5x+3=0 
E) ATENDIENDO A SU SOLUCIÓN : 
Las ecuaciones pueden ser compatibles u 
incompatibles. 
1) ECUACIONES COMPATIBLES : 


Son aquellas que poseen al menos una solución. 
Estas pueden ser ; 

1) DETERMINADAS : 

Una ecuación es compatible determinada, s1 es 
posible determinar la cantidad de sus soluciones, o 
tiene un número limitado de elementos de su 
conjunto solución. y 


EJEMPLOS : 

* x+3=5 tiene C.S.=(2) 

= Ecuación compatible determinada 
* Sea: (y-Dix-2(x-3Mx-4)=0 


(EDICIONES RUBINOS 
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> C.S.=(1;2; 3; 4) 
2) ECUACIÓN COMPATIBLE INDETERMINADA : 


Es aquella que tiene un número ilimitado de 
elementos en su conjunto solución. 


EJEMPLOS : 
*(x-3)=x-3 
>r=x 
> 0x=0 
> Ecuación compatible indeterminada pues tiene 
infinitas soluciones. 
* Sea; 2 0=1 
> C.S.=(1; 2 3; V2;...) 
1) ECUACIONES INCOMPATIBLES (INCONSISTENTES) 


Es aquélla que no tiene ningún elemento en su 
conjunto solución, es decir su conjunto solución es 
el vacío (C.S.=4) 


EJEMPLOS : 
*Sea: Ov=2 + C.S=4 


= Ecuación incompatible pues no tiene solución, 


E) ECUACIONES EQUIVALENTES : 
Dos o más ecuaciones son equivalentes si están en 
una misma incógnita y tienen el mismo conjunto 
solución. 
EJEMPLOS : 
EN 
DG ==> 0S.= (12) 
11) 5% -36=2x => C.S.=(12) 


* Luego, las ecuaciones anteriores son 
equivalentes, puesto que tienen el mismo conjunto 
solución. 

OBSERVACIÓN : 

Si las ecuaciones son equivalentes no 
necesariamente deben ser del mismo grado. 

* Si aambos miembros de una ecuación les sumamos 
un mismo término resulta obra ecuación equivalente 


a la primera. 
pá 8x+2=6 


> Solución : x=1/2 
Er+ 2 +(4)=6+(-2)=8x=4 
> Solución : x= 1/2 


Observa que 2 ha pasado del primer miembro al 
segundo con signo cambiado. 


Por lo tanto, en una ecuación se puede pasar un 
término de un miembro a otro cambiándole de signo. 
Esta operación se conoce como transposición de 
términos. 


” Si a ambos miembros de una ecuación los 
multíplicamos por un número distinto de cero, 
resulta otra ecuación equivalente a la primera. 


Si Kx0 es un número real, la ecuación 
KE,(x)=KEz(x) > Ej(x)= Ez(x) 
Pemuaciones ][25=10 > Solución x= 8 
Equivalentes (2) 4 + Solución x =8 


Observa que hemos multiplicado ambos miembros de la 


ecuación por (7 es decir, hemos dividido entre 2. 


ECUACIÓN DE PRIMER GRADO 


Denominada también ECUACIÓN LINEAL, es aquella ecuación 
polinomial de una incógnita, que se reduce a la forma general: 


ax+b=0; ax0 


Cuya solución o raíz es: 


DISCUSIÓN DE LA ECUACIÓN: ax + b =0 
PRIMER CASO: Si a*01b+0 
La raíz x = -—b/a es única, y la ecuación resulta 


COMPATIBLE DETERMINADA de primer grado, 
de la forma: ax +b=0 
SEGUNDO CASO: Si az0n b=0 


La raíz x = 0 es única y la ecuación también resulta 
COMPATIBLE DETERMINADA de primer grado, 
de la forma: ax +0=0 


TERCER CASO: Si a=0,b=0 


La ecuación se verifica para todo valor que toma la 
incógnita «ac»; esto quiere decir que, la ecuación es 
COMPATIBLE INDETERMINADA de primer 
grado, de la forma; 0x+0=0 


CUARTO CASO :Si a=0,bx0 


La ecuación no se verifica para ningún valor de la 
incógnita; lo cual indica que, la ecuación es 
INCOMPATIBLE de primer grado de la forma: 
0x+b=0 

* La cual se reduce a: b=0 y esto contradice la 
condición de este caso. 


CAM_AZIZREREA 


210) 55 ATA CICLOPEDIA 2012 


* Para nuestro próposito, nos limitaremos al estudio 
de las ecuaciones compatibles determinadas de 
primer grado de la forma: 

ax+b=0,a+0 


RESOLUCIÓN DE ECUACIONES 
PRIMER GRADO 


Ya sabes que resolver una ecuación es encontrar el 
conjunto solución de la variable que hace que el 
enunciado abierto sea verdadero. 


DE 


Para ello se despeja la variable. Despejar una 
variable significa dejarla sola en uno de los miembros 
de la ecuación y los valores numéricos en el otro. 


EJEMPLO 1 : 
* Vamos a resolver la ecuación: 


2-[1+3%-(x+6)-3]=3 
RESOLUCIÓN : 
> 2-[x+3x-x-6-31=3 
> Pa Bn 6r8=8 
> Al =M- 263 


> dx=-8 > 2-27 


> 0.S.(x)= (25 


EJEMPLO 2 : 

Resolver: 
2(x-Mr-2)-3(2+1D)=(x-4)(2x -3)+1 

RESOLUCIÓN : 


2 DMr=2)-3 (+1) = (xd M2x-8)+1 
> 20 -3042)-3x-3  =2x-11x+12+1 
> 2 6xrd 8x3 =3xl —11x +18 


Rexluciinos los términos nemurantos 
y aplicamos. An propiedad caneolativa 


2e6r+d- 303 211x413 


> 24% 9041 =21, 4 -11x+13 


> 9041 =-1x+13 


— [games la samables operamos] 


Qt la=13-1 


>2=12> => eb 


* El conjunto solución de la ecuación es (6). 


ECUACIONES CON DENOMINADORES 


En estas ecuaciones se suprimen los denominadores 
multiplicando los dos miembros de la ecuación por 
el M.C.M. de los denominadores. Así se obtiene una 
ecuación equivalente a la primera, pero sin 
denominadores. 


EJEMPLO 3 : 


Resolver: 2+1_x-1,x+3_ 
8 ES 


RESOLUCIÓN : 
* Primero calculamos: MCM (8; 6; 6) = 120 
* Multiplicamos ambos miembros por 120. 


x+1 x-1,x+3 
120 2-22, 1= 9(120) 
(An 


> 156x +16 - 20x +20 + 24x+72= 240 


* Resolvemos como en los casos anteriores: 
15x - 20x + 24x = 240 - 16-20-72 


> 19=133 > PS 


19 

EJEMPLO 4 : 

Resolver 5%__3= 1_ 
+3 +3 


RESOLUCIÓN : 


* El M.C.M de los denominadores es x+3. Al 


multiplicar ambos lados de la ecuación por «+3 
para eliminar los denominadores, se obtiene: 


ba 1 
E] 
> bx-3(x+3)=1> 6x-3x-9=1 
> 2-9=1> 2x=10> x=6 
OBSERVACIONES : 


Se dijo antes que cuando se multiplican ambos lados 
de una ecuación por cualquier número diferente de 
0, resulta una ecuación equivalente. ¿Qué sucede si 
se multiplica una ecuación por una expresión que 
contiene una variable o incógnita? 

En el ejemplo anterior, este procedimiento funcionó 
y dio una solución. Pero esto no siempre sucede 
porque la respuesta que se obtiene puede dar un 
denominador cero cuando se sustituye en la 
ecuación original. Tenga en cuenta entonces: 
Cuando se multiplica o divide ambos lados de una 
ecuación por una expresión que contiene la 
incógnita, la ecuación resultante puede no ser 
equivalente a la ecuación original. La respuesta 


(E HUBIVO: 


obtenida se debe sustituir en la ecuación original 
para verificar si es o no solución. 


EJEMPLO 5 : 


RESOLUCIÓN : 


* El M.C.M. de los denominadores es x— 3 


A 


>lx- (Et iy ; 


ad = (x- 2% 
> Dr es > 20-3=6 
>%k=9 >x=3 


* Al sustituir =3 en la ecuación original, se 
obtienen denominadores 0. Luego, la ecuación dada 


no tiene solución. El conjunto solución es $. 
EJEMPLO 6 : 


> lx, dE 


Resolver: 1___2_._3_ 
x+l x-1 x-1 


RESOLUCIÓN : 
* Hallemos el M.C.M. de [x+15 A es; 


MC.M =(x+D(-D. 
* Multíplicamos 


(+Dlx-1. 
(+ Dl En 


> (e-D-2(0+D=38 y 
* Efectuamos el producto indicado, suprimimos el 
paréntesis y operamos. 


a-1-2-2=3>+x-20=3+14+2 
=> x=-6; C.S, =(-6) 
EJEMPLO 7 : 


dos 


los miembros. por 


Resolver: 2(2+6)-=x+12 


RESOLUCIÓN : 
6lx+5)-x=3(x +12)..... Suprimimos 


el denominador. 
> 6x+30-x=3x +36...... Suprimimos los 
signos de agrupación. 
> 6x-x-3x=36-30...... Transponemos 


CT] 


ECUACIONES LINEALES Y CUADEÁTICAS) 
> 2 Gucccccanerseressorersansss Reducimos términos 
semejantes 
>. ness»: Despejamos a: 
> 21= Bensemenerrecarersos Valor dela raízo solución 


EJEMPLO 8 : 


RÓS 2», 3(x+2) =2(x+2) 


2 
RESOLUCIÓN : 
* Efectuando : 


AN AN 
4(x+1) +9(x+2) 
6 
> d+ 4+90+18=12(x+2) 
> 19:+22=12x+ 245 x=2> C.S.=12) 


=2x+2) 


EJEMPLO 9 : 
Resolver: 
1 A 1 La 
a 43-28 20412435 a %+x-20 
RESOLUCIÓN : 
%* Factorizando los denominadores: 
1 1 El 


(+DG6-0 G+D6+0 (+06-0 
*M.CM. = (247 M2-4)lx+ 0) 


* Operando: (x4+6)-(x-4)=3(x+7) 

> A+b-Átd=30421 

>1=A4 

EJEMPLO 10 : 

Calcular el valor de «x» en : 
x-va*-21=7 

RESOLUCIÓN : 

* Transponiendo convenientemente : 


x-7=4x*-21 

* Elevando al cuadrado ambos miembros: 

a? —-14x4+49=x*-21 
> 70=14x >x:<=5 
* Reemplazando este valor en la ecuación inicial se 
observa que es absurdo, es decir es una ecuación 
incompatible. 
EJEMPLO 11 : 
Se le preguntó por su edad a Celia y contesta «tomen 
6 veces los años que tendré dentro de 4 años y 
réstenle 5 veces los años que tenía hace 4 años y 


resultará exactamente mi edad actual». 
RESOLUCIÓN : 


E 
ESMEE 
* Luego siguen el enunciado: 
5(x+4)-6(x-4)=x 
> B£+20-5£+20=x > x=40años 


ECUACIONES LITERALES : 


Las ecuaciones literales de primer grado tienen 
como coeficientes letras diferentes a la de la 
variable. 


EJEMPLO 12 : 


Tendré 
dá 


Resolver: 4-0 2 
a b 


RESOLUCIÓN : 


*  Multiplicamos 
denominadores ; 


Ab(=-b) _aB(x) 
d 13 


por ab para eliminar 


> b(x-b)=ax 


> bx-b*=ax > bx-ax=b* 
2 


> x(b-a)=b > x= 


EJEMPLO 13 : 
De la ecuación lineal consistente; 


mo m 
Maza 
3 2 


Qué se puede afirmar respecto del parámetro «mo», 
sí esta admite solución única. 


RESOLUCIÓN : 
* Por la transposición de términos : 


* Efectuando operaciones de reducción : 
m-12),_mi10 
( E )»= 2 


* De donde: *0 > ms+12 


m-12 
3 

* Es decir, para cualquier valor de «m» distinto de 

12, la ecuación admite una única solución, la cual 


es: 
E eo) 
e 21 m-12 
aa 


EJEMPLO 14 : 
De la ecuación lineal mostrada : 
(a+Dx_b_3x b-1 
ERA Ta 
qué se deduce, si ésta admite soluciones. 


RESOLUCIÓN : 


po Sa nababiO términos , se tiene : 
(a+Dx_3x EEE 
E MR 
a+1_3 _35-206-D) 
>( 3 3) 12 


b+2 
12 


* Simplificando : (2a-m=242 


* Efectuando : (22)== 


* Si la ecuación es indeterminada , debe tomar la 
forma: Ox =0 
* Porello: 24-7=0 > a=7/2 
b+2 =0 > b=-2 
EJEMPLO 15 : 
Qué condiciones se debe establecer para que la 
ecuación algebraica : 
a-p+1,x+9-2 = (252 
6 4 10 
RESOLUCIÓN : 
* Multiplicando m.a.m. por el M.CM. = 20 
4(x-p+1)+6(2+q-2)=2(p+g)x 
* Reduciendo se tiene : 
9x-4p+5q -6=(2p+2q)x 
* Por la transposición de términos : 
(9 2p -24)x =(6+4p-54) 
E] 70 
* Si no acepta solución alguna, la igualdad debe ser 
ABSURDA . Por ello se debe cumplir : 


9-2p-2q=0 » 6+4p-5q%0 
9=2(p+9) » 6+4(p+gq)-9+0 


an qel 
CA 


Je sen compatible. 


9 
pta 


*De donde de deduce que Up A E 


SOLUCIÓN GRÁFICA DE LA ECUACIÓN 
COMPATIBLE DETERMINADA DE 


COEFICIENTES REALES : Ax + B =0 


Dada la función real de variable real definida por la 
regla de correspondencia : 


(EDICIONES RUBINOS 


JECas JREJ Eovacioyes LINEALES Y CLADEÁTICAS) 


y=F,=ax+b;az0 
Cuya representación gráfica en el plano cartesiano 
es una LÍNEA RECTA , obtenida al unir puntos 
cuyas coordenadas (x; y) verifican la condición: 
y = Fiz). Donde la constante «a» es la pendiente de 
la recta, cuyo valor resulta de a=Tana, y la 
constante «b» es la ordenada del punto de 
intersección de la recta con el eje de ordenadas. 
* De acuerdo al valor de la pendiente, esta recta se 
inclina de dos maneras: veamos 
Sia<0 


Sia>0 


* En la regla de correspondencia: y =ax+b 
Si y=0, se obtiene ax+b=0 (Ecuación de ler 
grado) donde x=-b/a (Raíz dela ecuación); y estos 
valores dan origen al par ordenado E; o). quel 


representa al punto de intersección de la recta 
y=F(x) con el eje de abcisas. 


EJEMPLO 16 : , 
Resolver gráficamente la ecuación ; 
E x+2=0 
4 


RESOLUCIÓN : a 
* Esbozemos la gráfica de la función lineal: 


3 
y=Hy=7x+2=0 


* Observar que la abcisa del punto P, es la solución 


de la ecuación : 8 
3 


EJEMPLO 17: 
Resolver gráficamente la ecuación : -«-5=0 


RESOLUCIÓN : 
Esbozando la gráfica de y=F(=)=-"-5 resulta: 


* La abscisa del punto P es la solución de la ecuación 
dada: x =-5 


ECUACIONES 
DE SEGUNDO GRADO 


Llamadas también «ecuaciones cuadráticas». 
Son aquellas ecuaciones que pueden reducirse a la 
forma: 


ax +bx+c=0 |;(a>0) 


donde: 
eué= Término cuadrático 
'bx = Término lineal 
e = Término independiente 


a, b y e son los coeficientes respectivos de sus 
términos. 


EJEMPLOS : 
*x*-4r-6=0 
*6-x-2=0 + x+3=0 
-6x+9=0 *2*-b0+6=0 
OBSERVACIÓN : 


* Las raíces de una ecuación cuadrática están dadas 
por la siguiente fórmula general: 


*4?+dr+1=0 


* Donde: "b* -4ac" es el discriminante de la 
ecuación y se denota así: 

A=b* -4ac 
* Para hallar las raíces de una ecuación cuadrática 
se recomienda primero intentar factorizar por el 
método de aspa simple. 


RESOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE 
SEGUNDO GRADO 


D) POR FACTORIZACIÓN (ASFPA SIMPLE) : 


El empleo de la factorización para resolver 
ecuaciones de segundo grado se basa en la siguiente 


Cama MZMEMEIA 


ME 12)1 


propiedad: 
El producto de dos o más factores es cero, si 
cualquiera de los factores es cero. 


Y se aplicará si el discriminante es un cuadrado 
perfecto (4e(0;1; 4; 9;....)), para su solución 
aplicaremos el aspa simple. 
EJEMPLO 1: 
Resolver: 23% +x-3=0 
RESOLUCIÓN : 
* Factorizando por aspa simple : 
2x'+x-3=0 
Lx 3 


> 7 


* Entonces resulta : 


(2x+3)(x-1)=0... Al aplicar la propiedad si ab=0, 
entonces a=0 6 b=0. 


> 2x+3=0 y x-1=0 


3 
>si ivr=1 
E 


* Las raíces de la ecuación son ; 


a=-h xj =1 


EJEMPLO 2 : 


Resolver: 10x* +11x-6=0 
RESOLUCIÓN : 
* Para esta ecuación : a = 10, b = 11 y e =-6; el 
discriminante es : 

A=(10* -4(101(-6) =361=19* 
* Como, 361 es un cuadrado perfecto la ecuación 
se puede factorizar ; 


10x'+11x-6=0 

Lx. 3 >16% 

5x 2. >4x 
y lx 


* Con lo cual : (2x+3)(5x-2)=0 
* Recordemos que : 


Si xb=005a=0vb 


* En nuestro caso: ra va=2 


h - 6 
NOTA 


cuadrática se cumple : 


2 raíces iguales «» 1 solución 
2 raíces diferentes «» 2 soluciones, 


MÁS EJEMPLOS : 
1) x* +10x-39=0 


> (++ 13(5-3)=0 
> x+13=0 6x-3=0 > x=-13 6 x=3 


> C.S.=(-13:8) 
2)x" +4x=0 

> x(x+4)=0 
>5=06x+4=0>x=06x=4 

> C.S.=(0;-4) 

3)x*=5 

>.-5=0 

> (x+/5)x-45)=0 

> x+d5=06x-d5=50 > x=-d6 6 x=v5 
> C.S.=(V5;-J5) 
OBSERVACIÓN : 


Sirx*=5 > x=+V5 


4)x*+36=0 
> 1*=-36 
> x= /36=4 6/1 
> x=46i 


> CS. = (6i;-6i) 

6)x*+2x4+1=0 

* Se trata de un trinomio cuadrado perfecto, luego: 
(4D '=0> x+1=0 

> x=-L.. (solución única o raíz doble) 

1) POR FÓRMULA CUADRÁTICA : 


Cuando no sea fácilmente factorizable, se puede 
generalizar el método para llegar a una fórmula que 
facilite la resolución de cualquier ecuación de 
segundo grado. Esta fórmula se conoce con el 
nombre de fórmula de la ecuación de segundo grado 
o fórmula cuadrática. 


DEDUCCIÓN : 
Sea; ax" +bx+c=0; az 0 


* Multiplicando por a, con el objetivo de completar 
cuadrados ; así : 


datx* + 4abx+ dac=0 
* Transponiendo: 4a*x? +4abx=-4ac 


* Sumando b* en ambos miembros, para formar en 
el primero un trinomio cuadrado perfecto + 


(EDICIONES RUBISOS 


418 


ECUACIONES LIVEALES Y CEADRÁTICAS) 


4atx? +4abx+b* =b?*- 
* Luego: (2ar+b)” =b* -dac 
* Extrayendo la raíz cuadrada : 
2ar+b=t nro -dac 
* Despejando la incógnita «x», resulta ; 


* Que viene a ser la solución general de la ecuación 
cuadrática. 


E EA! 


2a 
DISCRIILVANTE O VARIANTE : 
Se denomina así a la cantidad subradical de la 
solución general: b* -4ac, y se le simboliza por la 
letra griega mayúscula "A"; es decir : 
HAÍCES DE LA ECUACIÓN CUADRÁTICA: 


De la solución general, se obtienen: 


_—b+ Ja —b-JA 
A 2a 


ne 


* Para conocer los valores de estas raíces, partir 
de la ecuación polinomial: 

ad +br+o=0; 010. 
* Se reemplazan directamente lod válores de los 
parámetros «a», «b» y «e». Pero, si el polinomio cuadrático 
se puede factorizar fácilmente, éntonces se realiza este 
procedimiento, obteniéndose dos faétores lineales, para 
luego igualar a cero cada uno de estos. 


EJEMPLO 1 : 
Resolver: x?-2x-4=0 
RESOLUCIÓN : 


* Como no es factorizable en Q, lo más razonable 
sería aplicar la fórmula, primero vemos que: 


a=lb=-20=-4 
* Entonces: 
DA CS 4D) - 21:28 
E 21) 2 


2 =14V5 y x3 =1-V5 
EJEMPLO 2 : 


Resuelva 2x*-3x-1=0 
RESOLUCIÓN : 


* Vemos que: a=2,b=-3, e =-1 
* Reemplazando en la fórmula : 


slo -e(2)cn eS 


2(2) 


a > 


_34v17 
1 


x= 
3-17 
4 


* Entonces: C,S. = pez, ; al 


2 8434 
EJEMPLO 3: 


Resolver la ecuación 2x%+ 14x+25=0, mediante 
el uso de la fórmula de la ecuación de segundo grado. 


RESOLUCIÓN : 
* De: 2x* +14x+25=0 
* Por tanto, a=2, b=14 y e=25 


14: (19) =4(2M(25) _ 14: JA 


2(2) 4 


DISCUSIÓN DE LAS RAÍCES DE LA 
ECUACIÓN CUADRÁTICA CON 
COEFICIENTES REALES 


ax*+bx+c=0 La naturaleza de las raíces de la 
ecuación: 

ax +bx+c=0;0,b,.ceR nazO 
Viene caracterizada por el valor que asume el 
discriminante 4, es decir : 
CASO I: 


Si las raíces serán reales y diferentes. La 
ecuación presenta dos soluciones. 
RIEMPLO : 


Resolver : 3x*-6x+1=0 

RESOLUCIÓN : 

* Cálculo del discriminante (a=3 ; b= 65; e=1) ; 
A=(-5)' - 4(3M(1)=13 donde: A>0 

* Luego , reemplazando en la solución general: 

(5) + 113 


EY 


[AMA EMERETA 


PO IIA 205) 


*Deaquí: x, cba aa posts 
* Las raíces son reales y diferentes. 
CASO NM: 


Si las raíces son iguales (x, =x,) y reales. 
La ecuación posee solución única. Además 
ax! +bx+c, es un trinomio cuadrado perfecto. 


EJEMPLO : 


Resolver : 4x? —12x+9=0 
RESOLUCIÓN : 
* Análogamente : A=(-12) -4(41(9)=0 


AMENA solución peñerals 3 O 
* Deaquí: a=.-2 


CASO III: 

Si las raíces son complejas no reales y 
conjugadas. (x,=u-+vio xy =u-vi); v*0 
EJEMPLO : 


Resolver: x*-2x4+2=0 
RESOLUCIÓN : 


* De igual manera: A=(-2)* - 4(D(2) =-4 
* donde: 4<0, y en la solución general: 
MIER 
2(1) 

*Deaquí: 1, =1+i 6 x3=1-8 
* Las cuales son imaginarias y conjugadas 
EJERCICIO : 
Hallar los valores de «/s'en la ecuación: 
(k+Dx?-(6k23)7+9=0 sabiendo que sus 
raíces son iguales. 
RESOLUCIÓN : 
* Desde que las raíces son iguales entonces: 
A=b* -4ac =0, es decir: 
[EEtor-3)' - 4(2+D(9)=0 
obtenemos la ecuación: 

25h*-66h-27=0 


25h. 9 
ns 


desarrollando, 


* De donde: 
E=3 
(25k+9M(K-3)=0 >| y 
Es 
25 


IVTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LAS 
RAÍCES DE LA ECUACIÓN CUADRÁTICA 
CON COEFICIENTES REALES 


y=F(x)=0x*+bx+0; ax0 
y=G(x)=0 


Sean las funciones: 


* Si: Fx) = Gx) comanrnsracinao( 1) 
* Se obtiene la ecuación cuadrática: 
ard+bx+e=0; ax0 

* De la igualdad de funciones (1), se deben calcular aquellos 
«x» (x, y x¿) para los cuales las ordenadas de ambas 
funciones (y, y Y) son las mismas, es decir, 
geométricamente, hallar los puntos de intersección de las 
gráficas de estas funciones, como se muestra en la figura: 


donde y, = y,=0 y 3,22% 
Siendo las abcisas de los puntos de intersección 


(x,5 0) y (x2; 0) de las gráficas de F y G, las raíces 
o ecuaciones de la ecuación cuadrática: 


axd+bx+c=0; a70 

EJEMPLO EXPLICATIVO : 
Resolver gráficamente: 2x?—x—15=0 
RESOLUCIÓN : 


* Esbozamos la gráfica de la función cuadrática 
y=F(x)= 2 -x-15 


* Las abcisas de los puntos P y Q de intersección de 
la gráfica de F y el eje horizontal, nos representan 


(EDICIONES HIBINOS 


las raíces o soluciones de la ecuación. 
* Observar que, para : 

5 5 
E s=r(-5)=0 dEreperanibariinios 
=3 > y=F(3)=0 


:0); e=12:0) 


IVTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA 
DE LA DISCUSIÓN DE LAS RAÍCES 
DE LA ECUACIÓN CUADRÁTICA DE 

COEFICIENTES REALES 


En la ecuación cuadrática: ax*+bx+c=0; az0. 
Sabemos que la naturaleza de sus raíces viene dada 
por el valor del discriminante "4”. Según eso, 
geométricamente, se obtienen gráficamente lo 
siguiente: 


CARACT. DEL | COEFICIENTE [REPRESENTACIÓN| 
DISCRIMINANTI GEOMÉTRICA | DE LAS RAÍCES 


TEA 


ECPACIONES LIVEALES Y CLANMÁTICAS) 


=D +-449 . de la cual se obtienen: 
2(2) 
x/=2 6 x7=-3/2 


* Las cuales son números racionales. 
PROPIEDADES DE LAS RAÍCES 
(TEOREMA DE VIÉTE) : 


Conociendo la ecuación: ax?+bx+c=0 y 
asumiendo que sus raíces son: x, y Xy se puede 
establecer las siguientes propiedades: 


[ Suma deraices=, ==jtx3=-* 


| Producto de raíces =P. =x,%7 


e 
a 


| Diferencia de raíces = D, =|x, -x9|= 


PRINCIPAL 
a>0 
A>0 
A=0 
A<0 
PROPIEDAD : 


Dada la ecuación cuadrática con coeficientes 
racionales - 

axd+br+c=0;a>0 
Si su discriminante 4 es un número cuadrado 
perfecto, las raíces de dicha ecuación siempre serán 
racionales. Si no es así, serán irracionales y 
conjugados. 


EJEMPLO : 

Resolver: 2x?—x-6=0 
RESOLUCIÓN : 

* Cálculo del discriminante: 


a= (17 -4(2)(-6) = 49 ------ (cuadrado perfecto) 
* Luego reemplazando en la solución general: 


* Las anteriores propiedades se verifican en una 
ecuación cuadrática con coeficientes de naturaleza 
arbitraria (reales o complejos). 


PROPIEDADES ADICIONALES : 
Sea: S=x,+%3 n P=x,%g AD =x,-2%z 
D (a +x2)! (2-2) =4x,%2 

Luego : D? =S* —4P 
M)xf +x3? =S?*-2P 
MM) xP +x5 


b*-2ae | a 
ar EE 


“il a te | E ¿e L 
A 


EJEMPLO 1 : 
Si x, y x, son raíces de la ecuación cuadrática: 


2x*+6x+3=0 
Se cumplen. las relaciones de Viéte : 


2 
sip 


ar 
* sj =? 

12 =3 

4=(6) —4(2M(3)=12; luego: 
J12_ 243 _ 
Ry 


*x x= 


A 


[CAM_IZIZMEME A 


E5Gas JE AIN CICLOPEDIA 2012) 


EJERCICIO : 

¿Qué relación guardan ¡os coeficientes de la 
ecuación: ax? +bx+c=0; a 20. Si una de sus 
raíces es el triple de la otra?. 

RESOLUCIÓN : 

* De acuerdo a los datos , se tiene : 


PA 777) 
* Recplazando, (HI) en (1 : 


Sepra=l > m2 
a 


* Asimismo: a =-32 
da 
* Reemplazando en (11) , tendríamos : 


CN 


FORMACIÓN DE UNA ECUACIÓN DE 
SEGUNDO GRADO CONOCIENDO 
SUS RAÍCES 


1) Conociendo: «xy» y «y», raíces de la ecuación de 
segundo grado, se cumple que: (x — x,)(+—x3)=0 
llevando a la forma canónica, se tendría la fórmula: 


a ?- (5, +2) x+ 


1) Conociendo la suma de las raíces; S'= x, +xg y 


el producto de ellas mismas P = xy . xy, la fórmula 
a utilizar es: 


x*-Sr+P=0 |6 
[+* (suma de raíces) x +(producto de raíces)=0 


EJEMPLO 1: 
Escribir una ecuación de segundo grado cuyas raíces 


2.8 
sean _Iy=. 
32 
RESOLUCIÓN : 
* La suma de las raíces es: 2434 
326 


* El producto de las raíces es: E 


* Luego, una ecuación es: 


ir Cn=0 6 6*-5x-6=0 


EJEMPLO 2 : 
Formar una ecuación de ce grado, cuyas raíces 


sean mAs 3-42 
ne 


RESOL ÓN n 


* Asumiendo que dichos valores son xy y %3 
respectivamente. Calculemos S y P por separado : 


s=3+V29,3-/29_ 6_3 


10 10 10 5 
E Eso 2). s-Ja?_ 201 
10 10 100 100 5 


% Aplicando la fórmula , se tiene : 
2 (3 ») 
Té x + -4]=0 
"Jets 
* Que expresada con coeficientes enteros, resulta: 
bx? -3x-1=0 
EJEMPLO 3 : 
Construir una ecuación cuadrática que acepte como 


2) 


raícos o ($5 3)0 (14 24) 


RESOLUCIÓN : 
* Calculando S y P, se tienen: 


3+i 1465 
S= (3 a Jr E4A 


3+i 6 + bi 
P= qq 7 Ju 14+2i)= a 
* La ecuación formada, será: 
e seat) (Eés 
A 


* La cual reduce a: 2x? — (14 6)x -5+5i=0 


* Siendo: ¿=Y=1, la unidad imaginaria. 
EJEMPLO 4 : 

Formar una ecuación de segundo grado de 
coeficientes reales, si una de sus raíces es: 2+ /8 
RESOLUCIÓN : 


* Como las raíces irracionales se presentan por 
pares conjugados, entonces: 


x,=2+46 a x,=2-/6 


* Con lo cual: 


(EDICIONES KUBIÑOS 


410 E _sconcoxes LINEALES Y CUADRÁTICAS) 


Dx +x3=2+/6+2-/6=4 


1) xx) =(2+J6 (2-46) =4-6=-2 
* Reemplazando en la fórmula, obtenemos la 
ecuación: 


PROPIEDADES PARTICULARES 


A) En la ecuación: ax? +bc+x; a +0 
La condición que se debe cumplir para que: 
A,) SUS RAÍCES SEAN SIMÉTRICAS U 
OPUESTAS (x,+x,= 0) 
Es decir, las raíces sean iguales en valor absoluto 
pero de signos contrarios. 
* Por propiedad: 

x+x, =-2=0 Ó x¡=-Xg 
* Luego, la condición necesaria y suficiente es: 
b=0 
* La ecuación cuadrática que admite raíces 
simótricas, es de la forma genérica; 

ax?+0c=0; 00,00 


4,) SUS RAÍCES SEAN RECÍPROCAS O 
INVERSAS (x,x,=1) 2 


* Es decir, una raíz es la inversa de la'otra. 
* Por propiedad: ayuxp ==1:6 x= 
a ES 


2 
* Entonces, la condición necesaria y suficiente es: 


* La ecuación cuadrática que admite raíces 
recíprocas tiene la forma genérica: 


ax +bx+a=0; ar O 
4,) UNA DE SUS RAÍCES ES IGUAL A LA 
ENIDAD 3 
Es decir x = 1, yerifica la ecuación cuadrática: 
ax*+bx+c=0; as0 
* Reemplazando este valor, resulta la condición 
a+b+c=0 


necesaria y suficiente : 


B) Para el siguiente sistema de ecuaciones 
cuadráticas : 


axi+ba+c=0;0,:0 


aya +bja+c¿=0;03%0 


La condición que se debe cumplir para que: 


B,) AMBAS ECUACIONES TENGAN 
LAS MISMAS RAÍCES : 


Es decir que las ecuaciones sean equivalentes. Se 
debe cumplir la relación de proporcionalidad entre 
los coeficientes de sus respectivos términos 
semejantes, la cual es : 


CELDA 
2S 


de 
B,) AMBAS ECUACIONES ADMITAN UNA 
RAÍZ COMÚN - TEOREMA DE BEZOUT 


(aby - asb,)(b,0 = ac) = (a/c aye)" 


Siendo esta relación, la CONDICIÓN DE 
COMPATIBILIDAD conocida con el nombre de 
BEZOUTIANA, para que dos ecuaciones 
cuadráticas de una incógnita, tengan una raíz 
común, cuyo valor se determina asi : 


Ep; ¡en 

E EA 

e 2 », 

2 Dl 
TEOREMAS : 


"Sean las ecuaciones cuadráticas : 
art+brre=0..;ar0 
mxid+nx+p=0...;me*0 

Si estas ecuaciones tienen las mismas soluciones. 
Se cumple: 


= 102 090, 
ab, -a9b, 


1) Son equivalentes , entonces: 


1) Tienen una raíz común , entonces : 
(em-ap)' = (an -bm)(bp 
EJEMPLO 1 : 


en) 


x*-bx+6=0 
3: -16:+18=0 
* Poseen el mismo C.S. 


Las ecuaciones ( 


15_6 
(2; 3), entonces ¿=-5=35 


EJEMPLO 2 : 

Calcular “a” y “b” en las ecuaciones : 
(a-3)x? -la-4)x+3=0 
RA 


[OU PLFTZITIZIS 420 
Sabiendo que tienen las mismas raíces. A 7 
RESOLUCIÓN : SE iS 
* Ya que las raíces son las mismas, se cumple que : E É 

Es SU ESÓ q 2) +x2 =(x2,+x3) - 2(x,-22) 


b+1 2-4 6 2 
* De donde obtenemos , el sistema : 
e =Zuntl) 


* De (1) y (1), se obtienen: a =65 y b =3 
ECLACIONES DE SEGUNDO GRADO 
QUE TIENE UNA RAÍZ COMÚN 

Las ecuaciones: [2+* +bx+c=0 
dei+er+f=0 

* Tienen una raíz común; se elimina « x?» y se 

obtiene la raíz común ; es decir : 


adx? +bdx+cd= 
adx? +aer+af = 
* Restando (1) - (II) ; se obtienen : 


x(bd-ae)+(ed-af)=0 > 


FORMAS SIMÉTRICAS DE LAS 
POTENCIAS DE LAS RAÍCES DE LA 
ECUACIÓN DE SEGUNDO GRADO 


Se denomina así a lasexpresiones de la forma 


(«7 +22"). ne Z*, cuya característica es que al 
intercambiar x, por Xz y Xz por x,, la forma de la 
expresión original no se altera; siendo x, y x, raíces 
de la ecuación cuadrática : 

ar +bx+c=0; a+ 0 
* Establezcamos una fórmula que nos permita 
relacionar la suma de las raíces, de los cuadrados, 
de los cubos, de las cuartas, y en general de las 
enésimas potencias de las raíces; las cuales 
denotaremos por S,, Sy, Sy, S¿ y en general S,,. 
* Para facilitar el procedimiento de la deducción 
llevaremos la ecuación cuadrática general a su 
forma canónica: 

a+ porg=0 


A 


*Donde: p=5 y a=z 


* Además : 
AFA =P Y % ¡X= 


* Construyendo progresivamente las sumas 
requeridas 


* Delos (6), reemplazando: 

29 +22 =(=p) -2(9) 

* Luego: x,2+x3? =S, =p? -24. 
> S,-p?+29=0 

> S¿ + pS, +29 = Oosuasiaco 


(2 


* De la misma manera : 

3)xP+x7 = (2, +23)" -3(2,02)(%, 4x3) 
* Por (1) y (6) , reemplazando : 

a +? =p) -8(D(—p) 
* Luego: 


af +? = Sy =p? + BPQuecroccecacccsnesces (3) 
> Sy+p*-3pg=0 
> Sy+p(p* -29)+a(-p)=0 
+ De (1) y (2) , se deduce que: 
S¿+ pS3 +98, =0.. (y) 


* Asimismo: 
Mx 4x9 = (2, +39) 4 (5139 lod +32?) -0(3157 
* Sustituyendo de (9) y de (2): 
> 2 +23 =(p) -4(lp? -24)-6(aY” 
S¿=p*-4p*q+29* 
* Luego. S¿— p* +4p?g-2q*=0 
> 8,+p(=p*+3pq)+a(»?-24)=0 
* De (2) y (3), reemplazando: 
S¿ + pS +83 = Oo... (6) 
* Por lo tanto de (a),(8),(7),(8). resumiendo 
S,+p=0 
S¿+pS,+2=0 
Sy +pS¿ +95, =0 
S¿ + pS3 +95; 


* En general: | S, + pS, +95, 


E b 
* Y teniendo en cuenta que: P=Z 


relación anterior se podrá escribir así: 


PA! 
> a +2 


(EDICIONES RURINOS 


ION FAO AER Y GUADRÁTICAS) 


aS, +bS,, 1 +0S, 


* A la cual se le denomina LEY GENERAL DE 
RECURRENCIA de las potencias de las raíces de la 
ecuación cuadrática. 


EJEMPLO: 
Calcular: IN =(1+ 43)" +(1-43)* 
RESOLUCIÓN: 


* Podemos considerar que (1445) y (1-/3) son 
raíces de una ecuación de segundo grado ; es decir : 
2,=1+43 y x2=1-/3 

*Y la ecuación de la cual provienen es: 
2 (2, +x9)x0+(x,x9)=0 
* Reemplazando dichos valores se obtiene: 
x*-2r- 09) 
* Luego: p=-2 y q=-2 
* Entonces, la expresión N' nos representa la suma 


de las SEXTAS POTENCIAS de las raíces de la 
ecuación (1). 


Así Sy=x0/  +x0 
Este valor, se puede obtener aplicando 
sucesivamente la ley general de recurrencia. Tal 
como sigue: 
S,-2=0 >8,=2 
8¿-28,-4=0 —>8,= 
Sy-2Sy-2S,=0 > Sy =20 
S¿-28,-25,=0 > S¿=656 
S, -28,-28,=0> S¿ =162 
S¿-28;-28,=0> Sy =416 
* Finalmente: N = 416 


ECUACIONES RADICALES 
SIMPLES 

Una ecuación con una variable en un radicando es 
una ecuación radical. 
Las ecuaciones J/x=5 y 2-/3x=-5 
ecuaciones radicales, 
* Los siguientes ejemplos ilustran el procedimiento 
para resolver ecuaciones radicales. 
EJEMPLO 1 : 
Resolver : Jx=7 
RESOLUCIÓN : 


* Note que x>0. Se eleva al cuadrado a ambos 
lados de la ecuació: 


son 


Ja? =7% + x=49 
EJEMPLO 2 : 


Resolver ; 47x+18 =9 
RESOLUCIÓN : 
* Se eleva al cuadrado a ambos lados de la ecuación: 


V7x+18=9 


> (VA +18) =9% > 7:+18=81 
> Te=81-185 72=03>x=9 
OBSERVACIÓN : 


Se debe chequear cada solución en la ecuación 
original porque algunas veces al elevar al cuadrado 
a ambos lados de una ecuación se introducen 
soluciones que no son soluciones de la ecuación 
original, estas soluciones se llaman soluciones 
extrañas. 


EJEMPLO 3 : 

Resolver: J3x+4 =-4 

RESOLUCIÓN : 
JB +4 =-4 

> (V3r+2)=(4Y > Br+4=16 

> 8=12>x=4 


* Al reemplazar este valor de a: en la ecuación 
original, se tiene; 


V3(D+4 = 16 


=4 
y 424 
* Luego : la ecuación no tiene solución. 


OBSERVACIÓN : 


No es necesario desarrollar esta ecuación para 
darse cuenta que no tiene solución , porque el lado 
izquierdo de la ecuación es por definición un número 
no negativo, mientras que el lado derecho es un 
número negativo, y un número no negativo nunca 
puede ser igual a un número negativo, 


EJEMPLO 4 : 


Resolver: V5x?-4=x 
RESOLUCIÓN : 

Va -4= > (Vox?=4)=x* 
> 5 -d=x? + 43 =4 
>1=1>2u=t1 


* Pero en este ejemplo el lado izquierdo de la 
ecuación dada es no negativo, así que el lado derecho 
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debe ser también no negativo. Como el lado derecho 
es x, cualquier solución debe ser no negativa. En 
este ejemplo -1 es una solución extraña. 


EJEMPLO 5: 

Resolver la ecuación : Jx + 21-Yx =3 

RESOLUCIÓN : 

* Se pasa un radical al otro lado de la igualdad: 
Vx +21 =3+Jx 

* Se eleva al cuadrado a ambos lados: 

(+20 =(3+ 42) 

> a+21=9+6/x+x> Jx=2> x=4 


ecuación de la forma Jx+b=xw+0. Esta será 
resuelta de la misma forma que en el caso anterior; 


EJEMPLO 7: 
Observa cómo resolvemos la siguiente ecuación: 


4-2 + Jx4+2=2 


Pasamos lx + 2 al segundo miembro y 


elevamos al cuadrado ambos miembros. 


NA lr E No 
> (4-23)=4-2(2I d+ 2++2 
> 4-2x=6-d/x+24x 


| Exuacionendela forma: aJz+b =x+e 


Aislamos el radical |> 4/x+2=3x+2 


Para resolver este tipo de ecuación se procede de la 
siguiente manera: se elevan al cuadrado ambos 
miembros de la expresión, con el fin de eliminar el 
radical y luego se reordena la ecuación. Así, se llega 
a una ecuación cuadrática que se resolverá de 
acuerdo a lo estudiado. 


EJEMPLO 6 : 


Resolver: 2/x+5 =x-10 
RESOLUCIÓN : 
(2/=+5Y =(«-10)* 

> 4(x+5)=(x-10 > 41 +20=x* - 20x +100 
> -241+80=0 > (x-20Mx-4)=0 
>x=20 y x3=4 
* Si comprobamos estos valores en la ecuación 
inicial , resulta : 
x,=20 > 2/20+65 =20-10 

> 2/25 =10 >:2x5=10 
x13=4 > 2/4+6 2420-10 

> 2/9 +10> 2x3>10 
* Observamos que, = 20 es una solución de la 
ecuación propuesta, y que x, = 4 es una solución 
extraña, por lo que, al resolver este tipo de 


ecuaciones, siempre será necesario verificar qué 
solución cumple con la ecuación original. 


¡Ecuaciones de la forma: Jx+a+WJx+b=c 


Para resolver una ecuación de este forma, uno de 
los radicales (cualquiera) se pasa al otro miembro 
dela ecuación. Luego se procede a elevar al cuadrado 
ambos miembros de la ecuación, reordenando 
nuevamente los términos hasta obtener una nueva 


> (Wx+2) =(80+21 
> 16(x+2)=9x* +125+4 
> 16:4+32=9 412544 


[Elevamos nuevamente 
[al cuadrado y operamos] 


> 16x4+32=9x* +12x+4 
> 9x*-4x -28=0 


[Reducimos y ordenamos] 


[Resolvemos la ecuación 
[factorizando y obtenemos: 


> 917 -4x-28=0> a+ 2)=o 


> G6-a=0>2=% (22) =0>x, 


* Si reemplazamos en la ecuación original se 


comprueba que x, = 2 es solución pero uE 


no lo es, puesto que al reemplazar en la ecuación 
original x por -14/9 no se cumple la igualdad. 


Ecuaciones de la forma : [x+a+Jx+b=.[x+0 
con a, b y e constantes. 


Para resolver una ecuación de esta forma elevamos 
al cuadrado cada miembro de la expresión. Así, la 
expresión queda reducida a la forma : 


2 x+aMx+b)=d-x 
EJEMPLO 8 : 
Observa cómo resolvemos la ecuación 


l+8)+Jx+3=Jx +24 
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(ira +Jx+3) =(/x+ 24) 
> A +84 2 A tl = A +24 
> 2 (+8 Mx3+3) =13-x 
[ Blevamos nuevamente al cuadrado y obtenemos. ] 
(WEDGE+D) =(13-2)* 
> 4(x+8Mx+3)=169-26x +x* 
Hallamos el producto, reducimos términos e 


igualamos a cero. 


4(x+8)(x+3)=169-26x+x* 
> 4x7 +110+24) = 169 - 26x+x* 
—>4x* + 44x + 96=169-26x+x? 
> 3x7 +70x-73=0 


Resolvemos la ecuación por factorización. 


3x* +70x-73=0 —» (xD (3x+73)=0 
(e-1)=0 >x,=1:(8+73)=0 > =P 


* Verificando ambas soluciones comprobamos que; 
x, = 1 es la solución que satisface la ecuación. 


Ecuaciones de la forma : EE 


con a, e constantes 


Vx 


En este tipo de ecuación , como notamos, Y y JE 
una es la inversa de la otra . si 

Por lo tanto, haciendo y= E la ecuación queda 
reducida a y + > =c, lo que nos lleva a una ecuación 


cuadrática y*-cy+1=0, Esta ecuación, una vez 
resuelta, nos dará los valores yy, Yy- Luego, 


iO =E las resolveremos elevando al 
AS cada término. 
EJEMPLO 9 : 

Observa cómo resolvemos: 3=V/% 


E 


* Sustituimos 2-Y% por y y operamos 


y+ 5 ¿> y +1= Dy> 2 -0y+2=0 


* Resolvemos la ecuación por factorización y 
obtenemos : 


2y*-5y+2=0 >(y-2)(2y-1)=0 
y-2=0 > y¡=2 2y-1=0 > 9-3 


* Reemplazamos los valores obtenidos para y, e yz 
y Operamos, 


ada 


> AJ=Idx > Ji=1 > 0 =1 
* O también: 
3-Jx 


+ =3> 6 2Jx =Jx 


> 63 Vx > Jx=2 + x=4 
* Los valores que satisfacen la ecuación dada son 


x,=13x,=4. 
ECUACIONES REDUCIBLES A 
CUADRÁTICAS 


Son aquellas ecuaciones que al hacer un cambio de 
variable en su estructuración algebraica se 
transforma en una ecuación de la forma: 


ax +bx+c=0 |; ax0 


A continuación mostraremos diversos ejemplos 
sobre transformación de ecuaciones a ecuaciones 
cuadráticas. 


EJEMPLO 1: 
[8x2 , , [2-5 
Resolver : [9472 , 3 /2%76 4 
AN ar e 
RESOLUCIÓN : 


* Haciendo la transformación : 


EXE EX 1 
q E2ER 1 
2x Se z 


* Donde z > 0; la ecuación dada se transforma en: 


ml 4> 2-4+3=0 


* Factorizando : (2-3 Mz-1)=0 


* Vemos que: 2=3 vz=1 
*Para:z=3 


*Resalviendo: ¿+= 
15 
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* Resolviendo : 1 =-8 
* El conjunto solución es : CS. [5:-3) 
EJEMPLO 2 : a 
Resolver: 25? +4x—7Vx* + 2x+10 =-5 
RESOLUCIÓN : 
* Expresando la ecuación en la siguiente forma: 
2(%* +20 +10-10) -7 lx? + 2x +10 =-5 
* De otro lado; haciendo : /x?+2x+10=a 
* Tal que (a > 0); se tiene : 
2(a? -10)-7a =-5 
> 2a*-7a-15=0 
* Factorizando por aspa simple : 


2a 3 > 3a 
ao lle 
-7a 

a=5:Si 


(2a+3Ma-8)=0 > | 2 
ad: No 


* Volviendo a la variable original : 


Va +2x+10=6 > x*+2x-16=0 


* Factorizando : 
x*4+2x-15=0 


> (2+6Mx-3)=0 > C.S. =(-6;3) 


EJERCICIOS RESUELTOS 
EJERCICIO 1 : 


Resolver la ecuación (£+3)*=- 23 
RESOLUCIÓN : 


(+3) =-23 
> 1+3=1 4-23 > 1+3=i/23 
> 1=-31 1/23 


* Luego: £=-3+1/23 6 t=-3—1/23 


EJERCICIO 2 : 

Resolver : 2p%x? + pqx- 16q* =0 
RESOLUCIÓN : 

* Factorizando ; 

2,2 2 
2p*x" + pqx- 16q 
2px -5q 
px >< 3q 

> 2px-5q=0 6 pr+r3q=0 
AL e 

2p Pp 
EJERCICIO 3 : 


Resolver: x-5/x+6=0 
RESOLUCIÓN : 


* Colocando a =V/x”, asi: 
Va? -5/x+6=0 
dx 3 
>< 

> Vx-3=06 Jx-2=0 


>x=96x=4 
EJERCICIO 4 : 


Resolver : (2x7) +8=6(2x-7) 
RESOLUCIÓN : 
(2x7) -6(2-7)+8=0 
* Se hace el siguiente cambio de variable: 
u=2x-7 
* Entonces la ecuación (2-7)? -6(2x-7)+8=0, 
se transforma en: 
u*—-6u+8=0 
> (u-4lu-2)=0 
> u-4=06u-2=0> u=46u=2 
* Y se reemplaza u por 2x-7 ; 
* Es deci 
2v-7=462:-7=2>5 2x=116 2x=9 


* Luego : y 


EJERCICIO 5 : 


Resolver : (+2 +6)" —17(x? +6)+70=0 
RESOLUCIÓN : 
*Se hace: u=x"+6 
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* Entonces la ecuación ; 


(2 +0)" -17(2 +6)+70=0 se transforma en: 
u? -17u+70=0 

> (u-10Mu-7)=0 

> u-10=064-7=0 > u=10 6u=7 


* Después se reemplaza u por x?+6 en cada una 
de las ecuaciones anteriores y se resuelven para x-, 
así: 


a +6=106x*4+6=7 
xi=4 6 xt=1 
a=12 6 x=t1 > C.S.=(-1:+1;-2;+2) 


EJERCICIO 6; 


Resolver : x% =x* +20 
RESOLUCIÓN : 
x-2*-20=0 
> (+4? -5)=0 
>ra=46x=6 > e=t2 6 x=4vV5 
> 0,5.=(V5;- 5; 25;- 21) 
EJERCICIO 7 : 
Resolver ; 27x% +8 = 351% 
RESOLUCIÓN : 
* De: 
27% -36x*+8=0 
> (27 -8Mx*-1)=0 
> (3-2 (9? +6+4Mx-D(e*+0+1)=0 
* Entonces : 
1)3x-2=0 > .-5 


623 


EJERCICIO 8 : 
Resolver : 2x4+3=4/2x+3-3 
RESOLUCIÓN : 


* Se hace u=/2x+3 entoces u*=2x+3, luego la 
ecuación dada se transforma , en : 


ul -4u+3=0 
>(u-3Mu-1D)=0 > u=36u=1 


* Después se remplaza w por JZx+8 en cada una de 
las ecuaciones anteriores y se resuelven para x, así: 


V2x+3=3 6 /2x+3=1 
Warra) =3* 6 (V2+3) =1. 


2x+3=9 6 2x+3=1 
2x=6 6 2x=-2 
228 6 x= 
* Entonces : C.S. = (3; -1) 
EJERCICIO 9 : 


Resolver: /4x7+2x+74+4x=5 


RESOLUCIÓN : 
Va +2:+7=5- de 
2 
> (Vad+20+7) =(5-4x)* 


> da? +204+7=25-40x + 16x? 
> 2x*-7x+3=0 


> (2-D(-3)=0 > .=3 62=3 


* Cotejando los resultados, se verificará que x = 3 
es una solución extraña, entonces : os-(z) 
EJERCICIO 10 : 


Resolver : V6x-1-Jx+6 =3 
RESOLUCIÓN : 


MERNGETOTO 
1) 9x*+6x+4=0 <a 


2(9) 
E GEO 

] A) 

l)x-1=0 > x=1 
ADD 


7 Baza 21) 
y 
AS 1 JPA 
E 2(1) 
* Luego: y 


o 
IAEA RA 


V5r-1=34Jx+6 
VI) =(8+ 246) > 6r-1=0+6/x+6+(3+6) 
> 5x-1-9-x-6=6/x+6 >4x -16=6/x +6 
>(4x-16) =(6/x +8) =16x" —128x+268=80(x+6) 
24 -dlx+10=0 


(a -D(10)=032=7 6x=10 


* Verificando se obtendrá que x = 10, es una solución 


extraña. ñ 
C.S.=1= 
5 Bl 
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EJERCICIO 11 : 


Resolver: 748 =V3x+1+ Jx+1 
RESOLUCIÓN : 


(E 
> 75+8=30+1+2 34D + D +04 0) 
> 7e+8-80-1-0-1=2 30D 0 
E NS 
29 +365+36=4 (3%? +4x +1) 
28 -20x-32=0>(8+4Mx-8)=0 
a.-—Í 6x=8 


» 4 
* Al verificar encontraremos que x=-— es una 
solución extraña. 3 

> C.S.=181 
EJERCICIO 12 : 


Resolver: la? —5x+2 Vx? 60+2=1 
RESOLUCIÓN : 
Val 2=14+ 37 6:42 


> (Wi=5+2) =(1+ 43? 02) 
> aor 2142 lx 624? 6042 


> 0-1=2/x-6x+2 


———— 8 
> (5-0 =(2/10:+2) 
> 1*-2x+1=4x* - 24x +8 
> -3x74+22%-7=0 —+> 31? -22x+7=0 
> (3-D(x-7)=0 > 3x-1=06 x-7=0 
>= 0x=7 


* Al comprobar, se verificará que x= 
solución extraña, entonces: C.S. = (7) 
EJERCICIO 14 : 

Resolver : (x —3 Mx —4Mx —2Mx - 1)-120=0 
RESOLUCIÓN : 


* Multiplicando los factores «2» a «2» de forma que 
la suma de los términos independientes sean iguales. 


es una 


(x—3Ma— ¿Me —2)(x—1)-120=0 
1 A 


*Obtenemos: (x? —5x+6Mx* —6x+4) -120=0 


* Haciendo la transformación; x2—5x=a, se 


tendría la ecuación : 
(a+6Na+4)-120=0> a*+104-96=0 

* Factorizando : a=6 

(a+16Ma-6)=0 >4 6 

-16 


* Volviendo a la variable original 
*Para:a=6 ==6 
x-b1-6=0 > (x-6Mx+1)=04 6 


* Para : -16 


x*—-60+16=0 >x= 


LENETA 
2 


54/39. 6/39; 
7 o 


* Entonces: (.S, =( 
EJERCICIO 15: 


ETA TER 


2 
Resolver : [22 3v+2 = 
2 x? 3x4 2 


RESOLUCIÓN : 
* Haciendo la transformación : 
MEESES] a+ 508 _1 
a +68 2 a 


=a; e 
al 3x4 


* La ecuación dada, se transforma en ; 


arl=2 >a*-2a+1=0 


> (a-D%=0>a=1 
* Volviendo a la variable original ; 


1>2%-30+2=x*+5x-8 


u Opuestas. 


(EDICIONES _RUBIÑNOS 


187 [E] _ECLACIONES LINEALES Y CUADRÁTICAS) 


PROBLEMA 1 : 


Resolver; 243 _ 241 

*-2 2-4 
4)1 — Bj2 CjIncompatible D)O 
RESOLUCIÓN : 


E)-10 


* Multiplicando en forma de aspa (XX), obtenemos; 
(+3 M4) = (0 - 2Mx +1) 

> 20 -dirix-12=x0* +x-25-2 

* Simplificando : -2-12=-x-2 + 0x=10 


* Como el coeficiente de «a» es cero, la ecuación es 
incompatible. 


RPTA: “0” 
PROBLEMA 2: 
Resolver; 2X-2_6x-1_ 2x-7 
4 3 6 
AL B) 0,2 C) 0,5 DJ 0,8 E)2 
RESOLUCIÓN : 


* Multiplicando a ambos miembros por el 
M.C.M(4; 3; 6) = 12, resultando: 


3(3x 2) -4(5x -1)= 2(2x-7) 
> 9x-6-20r+4=4x—14 
> -1le-2=4x-14 
> -16x=-12 > «=2=08 


PROBLEMA 3 : 


Resolver: —B a 

TER 

| a b 

AM BIO Ca Did iaa 

RESOLUCIÓN: 

* Aplicando: | T¿P="9*PR |. coriterio del 
+97 ng 

aspa», tanto en el numerador como en 


denominador , resultando : 
alx-a)-b(x-b) 
b(«-2a)-alx-2b) 
* Operando y reduciendo : 
ax-ad-brr+a? _ a 


bx-2ab-ax+2ab bh 


* Obtenemos : 
(a-bJz-(a*-b*)_-a lo-b)=lo+bla-b)__a 
la-Dx 6 la -b)x Bb 


* Cancelando : (a — b) 
ne SAO 
b(a+b) 
b-a 
RPTA: “E” 


-x 


> (b-alx=ab+b? + x= 


PROBLEMA 4 : 
Hallar el valor de ws» en la ecuación: o 


s y 
2(-9:-2(-9)=2 
b xa x 
Aja  BJb Cja+b  Dja?+b? Eja-b 
RESOLUCIÓN : 
*Efectuando: 2% ¿0 
b bea 
*M.C.M = abx 


ax-at+b*x-b*=abx 

*'Transponiendo ; a%x+b*%x-abx=a? +b* 
* Factorizando se tiene ; 

xla? +b* -ab)=(a +bMa* -ab+b*) 
* Despejando : =a+b 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 5: 
Hallar «xs» en : 
Bara b=x_3axtla- bo 


b a ab ” 
Aja BJ C)o D)2ab EJ2b. 
RESOLUCIÓN : 


* Multiplicando por MCM = ab, resultando : 
2ax+a* -b*+bx=30x +(a-bY” 
* Transponiendo : 
bx-ax=a*-2ab+b*-a?+b? 
* Simplificando y factorizando : 
x(b-a)=2b? -2ab +» x(b-a)=2b(b-a) 
2b(b-a) _ 


* Despejando : x= PEO =2b 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 6 : 
Calcular «rs en función de «m» sis 
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az. HEMESA 
Amen  Bjm  Cj3m D)2m EJE 
RESOLUCIÓN: 
“Siendo ¡a 
m-n=b 
* En la ecuación : 2%, 9 %-2a 
o ar he 
* M.CM. = ab 
a? —xa+b? =bx- 2ab 
* Transponiendo ; a*+2ab+b* =bx+ax 
Carp =r(a+b) 
*Luego: =a +b 
* Reemplazando x =m +n +m-n=2m 
RPTA; “D” 
PROBLEMA 7: 
Resolver la ecuación : 
A A O 
x  x+a x-a 

A) 3a B)-ald C)-alb D) -al3 
RESOLUCIÓN : 
* Dando común denominador : 

(a arar ada era) a 

as =3 
x(x+aMx-a) 
* Simplificando : 3x* +a* =3(x" -a*x) 
* De donde: e 
3 
RPTA: * 

PROBLEMA 8 : 
Hallar «x» en: 
( *-a _x-a-1_ x-b_x-b-1 


zac 1 x=a-2 x-b-1 x-b-2 
RESOLUCIÓN : 


Whsciondo 507251 
x-b-2=n 
En Inccuación 242 M41_1+42_n+1 
m+l m n+1 n 
* Efectuando: —— z 


mGn+D n(n+D 
> mim=nd+n 
> min +m-n=0 


* Factorizando : (m-nMm+n+1D=0 

*Luego:m+n+1=0 

* Volviendo a «a» : 

a+b+3 
2 


x-a-24+x-b-2+1=0> x= 
PROBLEMA 9 : 
Resolyer ML 02D 
+2 


4)2 B)1 C)3 DJO — EJ2 
RESOLUCIÓN : 
* Aplicando : 
* Resulta : 
(+ 8) —8)- (+2 M2) - (+ 2-4) (5341) 
(++2(-3) G+DG-4) 
> 9 0), 17-208 (203) 
x-x-6 -8x-4 
ES 6 ESAS 
Ao Bd 
> 3-46 x=1 
RPTA; “B” 
PROBLEMA 10 : 
Resolver : . + 2 AR 
+2 2-3 2-x-6 
4)2 B)3 C)1 DJO E)8 


RESOLUCIÓN : 
* Operando , resulta ; 


x-34x4+2_ 3 
(+2Mx-3) 2*%-x-6 
ARI 8 


A 2-1=3>:=2 


PROBLEMA 11 :; 


dx-1 
Resolve) PSA 
PA =1 q 
8 3 3 or 
Us B5 Oz D)1 EJO 


RESOLUCIÓN : 
* Multiplicando todo por : 
M.CM. (4x +1; 16x* —1; 4x-1)=16x* 1 
* Resultando : 
(4x—Dl4x—-D+6(1)= (4: +D(4x+1) 
> (4-1 +6=(4+ 1D" 
> 6=l4+1)* (4-1 


JONES _HUDINOS 


[les MEETS ivi MEET 


ONES LINEAL 


* Aplicando LEGENDRE : 
64D) > x 


PROBLEMA 12 : 


Resolver : 
2 
(Hb 5% 
+ 3+ Pes] 
y 13 
A B)2 C)3 EJO 


RESOLUCIÓN : 


* Debe tenerse en cuenta que los términos que son 
iguales en los dos miembros de la ecuación se pueden 
cancelar directamente; es decir: 6 con 6; 2 con 2; 3 
con 3;-4 con -4 y 1 con 1 ; quedando : 


* 0 lo que es lo mismo : 222 =2-2 
2-3 2-6 


> 00 arb=x? 20-304 6 


* Simplificando : -x+6=6 > x=-1 
RPT, 
ROBLEMA 13 : 
Resolver: 2% -14x+ 60 _ (on 
x+6r+10 Xx-7 
A)2 B)1 C)3 D)4 EJ8 
RESOLUCIÓN : 


* Transformando el exponente negativo en positivo 
y desarrollando el cuadrado del binomio obtenemos: 
al -14x460_2* e tdn 40 

TH6rp 10 1746049 
* Haciendo el cambio de variable : 


a? -14x+49=a n 2 0+6x+9=b 


* Tendríamos : - > ab+b=ab+a 


=2 
1 b 
*Dedondeb=a 6 x*+6x+9=x* —14x+49 
>20x=40 + x=2 


RPTA: * 
PROBLEMA 14: 
5 , 
a > 1 8 
Resolver: ——4+— = —_—— 
=+4 2d 2716 


RESOLUCIÓN : 
* Se aprecia que x24 y x+-4 
* Operando , resulta ; 
x-4+x+4_ 8 
-16 4-16 


> 2x=8 > x=4 


* Pero como w=4 no está definido (ya que 


E | 
4-4 0 
no existe), entonces la ecuación no tiene solución. 


PROBLEMA 15 : 


Resolver : 
(=-0)(D)(2-5)(+-1)=(+-2x-4)(-6)(:-10) 
AJ1 B)2 C)6 D)J6,5 EJ5,5 


RESOLUCIÓN : 

* Efectuando convenientemente : 
(5-9): 1)(5-7)(x —6)=(x—4 Mx — 6)(x — 2)(x — 10) 
A 


> (27 —10:49)(%* —12x4 35) = (x* - 10x + 24N(x? - 12x+20) 


x* -10x=m 
x*-12x=n 
> (m+9Nn+35) =(m+24)(n + 20) 
> mn + 36m + 9n + 315 = mn + 20m+ 24n + 480 
* Simplificando se tiene : 
16m-16n= 165 + m-n=11 

* Reemplazando : 

x?-10x-x* +12% =11 
> 2=11>x=5,6 


* Haciendo: ( 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 16 : 


Jota + Joa _3 
Józra=Jós=a 2 


17a 13a ] 
B)2a Do EJ 


Resolver ; 


Aja 


RESOLUCIÓN : 
* Haciendo el cambio de variable : 
q =m 
Véx-a=n 
* La ecuación se transforma en : 


pa =2 > 2mi2n= 3m-3n > 6n=m 


Cm 


m-n 
* Volviendo a la variable original : 


5/6x-a=JV5x+a 


* Elevando al cuadrado ; se obtiene : 


E ETICA 2 


Can rr 
25(6:-a)=(5:+a) 
> 125-250 =65x+a > e 


O 
PROBLEMA 17 : 
Calcule el valor de x en la ecuación : 
Va+x+Ja=x _b 
Va +x- Ja -.a 
RESOLUCIÓN : 
* Se sabe que; por proporciones se cumple: 


* La ecuación es : 
2Va+x_b+a 
2da=z b-a 

* Elevando al cuadrado se tiene ; 

atx_(b+a) 
a-x (b-a) 

* Por propiedad de proporciones : 

La _(braY +(b-aY 
2: (braY -(b-a” 
* Por Legendre se tiene : 


a_2b*4+a*) 7 _2ath 
aba Tar 
PROBLEMA 18 : 
Htl ca YIEz+JI zx _ Ja + 
VJ lab 
DE COION y 


* Por propiedad de las proporciones: 
E ¿Varb+ sE Bb 


* Elevando al cuadrado y simplificando : 
14% _(arbrda-bY 
1 (Va+b-Ja=5) 
* Por proporciones ; 
2. _Warb+/a-b) +(Ja+b-Ja-b) 
2 (Va+b-Va-0) —-(Va+b-/a=5) 
504 ¿Llar B+a- B) 
' Ala? 17 


Las 


* Simplificando : 
E a A 
* 2Na?-p? Ls 
PROBLEMA 19 : 
Max +l+ Vaz _ 
Max +1-Yax 
Sabiendo que: (a=1)=a(a+1"* 
AJ1 BjO O pl DJ EA 
RESOLUCIÓN : 
* Por propiedad de proporciones : 
A+B_C+D 
A-B C-D 
* Simplificando y elevando : 


Calcular «x» en : 


al _ 
2X/ax 


a+l 
a-1 


ar+1_(a+D” 
ox  (a%1)" 
* De la condición : 


(a+ 1" 
la-D" a 


la-D"=ala+D".larD* > Aoi 


a+l 
a 


* Reemplazando en (1); 24H = 
ax 
* En aspa: 
ar+a=alxrors>ax=a > x=1 
RPTA: 


PROBLEMA 20 : 
Hallar el valor de «x» en la ecuación : 


V3—=6- Vx 1= V2= 8 Jdx 7. 
AJ1 BJ0  Cj-1 DJ2  EJ6 
RESOLUCIÓN : 
* 'Transponiendo : 
V4x-7 -Jx-=1=Y/2x-3 -J8x-6 
* Elevando al cuadrado ; 
(7 -J3=1) =(/2=8 -V3=8Y 
> 4e-74+x-1-2 4x7 lx =1= 
2x-3+3x-6-2V2x-3 XxX /3x-5 
> 5:-8-2N(4x-Dix-D= 
-8-2(2:-3)(3r-6) 
* Simplificando y elevando al cuadrado : 
(4x7) Mx —1) =(2% —3 (3x6) 
> di? -11x+7=6x? - 19x+16 
> 0O=x* -4x+4 Mm 


> (+2 =0>x=2 


PROBLEMA 21 : 


RESOLUCIÓN : 
* Transformando el 2do. miembro : 


Jarras = (+ Ja) = 3 +2 


* En la ecuación : 
Va 1+ da = lx + J2 
> Vi1=V2 >4x-1=2 > «2 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 22 : 


RESOLUCIÓN : 
* Transponiendo ; ) 
Vx da +16 + /x = do 

* Elevando al cuadrado cada miembro: 

or 1 

* Simplificando y transponigndo : 

2x(=- 40 +16) =2x-4a> JH 4a+ 16) =x-2a 

* Nuevamente al cuadrado ; 
x(=-4a+16)=(x- 20) 

> 1? -dax+16x=x? -dax+da? 


2 
* De donde : 16x=4a* >. 


aya a 
*Sepide: E= 42) =a 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 23 : 
E sn 


| * Simplificando : 


RESOLUCIÓN : 
* Efectuando : a*(x—a)=b*(x-b) 


> ax-a =btx-b? 


* Transponiendo : a?x—b?x=a* -—b? 
> xla?-b?)=(a-bMa?+ab+b?) 
al+ab+b? 
a+b 
* Será incompatible si: a+b=0 >a=-b 
Ley RPTA: “C” 


>= 


RESOLUCIÓN : 
* Efectuando : 

(sn (—-D+ (2-2) =n(x- 2-1) 
> or ona 2 a+ n=? —Snx+2n 


2x?-3x+n=nx? -3an+2n 
> 1 (2-)+3(n-D-n=0 


* Si la ecuación es de ler. grado, el coeficiente del 
término cuadrado debe ser cero. 


2-nmo > [n=2] 
* Reemplazando : 
(2 4)+3r(n-D-n=0> 8x-2=0 >. 


RPTA; “B” 
PROBLEMA 25 : 
Em ió 


RESOLUCIÓN 
+ Efectuando la ecuación : 


2m*x—-m? -2:+2-8mx-m=0 
> (2m? -2-3m)x—(m? +m-2)=0 
* Para que «x» tenga infinitas soluciones se cumple 
que: 
-3m-2=0 


MAZIENEREAA 


* Luego el valor de «mo» es 2 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 26: 


ué cantidad debe “agregarse a cada uno de los 
o mín para que sea igual a su 


C)men- EJ 
RESOL UCIÓN : 


* Son «x» la cantidad por restarse. 
* La ecuación es: En aspa 


D) 4m+n) 


== > m(m+x)=n(n+x) 


> mimi? +nx 
* Transponiendo: mx-—nx=n* -m? 
* Factorizando: «(m-—n)=-(m* -n*) 
-(m+n)(m-n) 
m-n 
> x=m-—n=-(m+n) 


* Despejando: y = 
RPTA; “D” 
PROBLEMA 27 : 
Resuelva la ecuación : 
| 2004(2002x + 2004) = 2003 (2003x + 2005) 
A) BO CS DI-2 ENS 
RESOLUCIÓN : 

2002=m-1 
* Haciendo 2003 E 2004=m+1 

2005=m+2 
* Reemplazando en la ecuación : 

(m+Dl(m-Dx+m+1]=m(mx+m+ 2) 


S(m+Dln-Dx+ (ma 


> m?-1)x-m?x=m? +2m-(m+1* 


aliada +1) 
>»x=1 

RPTA: “A” 
PROBLEMA 28 : 


bi de cifras del número x, sabiendo 
Lar TÚ 
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4, 2e Se qx 
METE METI? METETE ET 
AJS —Bj1 04 DO EJ-1 
RESOLUCIÓN : 

» Factorizando ; 
(3 al panza)" 11 


Ai ra 
(aña) 


«(2 5)" 119 > «(15)= 119 > x=120 
120 120. 


* Sepide:1+2+0=3 


PROBLEMA 20 : 
Al resolver la ecuación : 
(x+b+c)lx+a+b)Mx+a+c)(a+b+e)=abex con 
respecto a x entonces una solución es; 4 
AJO Bla+b+e C)-la+b+e) DJ1 EJ-1 
RESOLUCIÓN : 
*Searr+a+b+e=y 
* Reemplazando : 

0-a)- (0 -b)(a +b+e)=abe(y-a-b-0) 
> (a+broJy' -(a+b+c) y? +(a+b+c)(ab+bo+ac)y 

—abcy (a +b+E) = abey -abe(a+b+6) 


> la rbrely! la rbrel y! +lla + d+ c)ab+ be +ac)- abely a y 
+ y=0v (arbredy? -la+b+e) yr (a +b+clob+be+ac)- abe=0 


* Pero para y=0 > x+a+b+c=0 
> x=-la+b+c) 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 30 : 
Resolver ; 
2(x? -6x-9) 


(+0 0-3) Pa ER 
Anuncie el valor de verdad de las proposiciones. 
D La solución es racional 
11) La solución es irracional o. la solución es 
fraccionaria 
111) La solución es real y la solución es entera. | 
A) VWF. B)VVV  C)FEF. D)VEV - E) FVF 
RESOLUCIÓN : 

* Lo equivalente , será : 
2(=-3 


AG-DG-06-2) SER ME e] 


EDICTOS 
> 2Ax-3)=(x-4)+5(x-2(x-4) 
> 2x-6=65x? - 9x-20x +36 

> bx? -3lx+42=0 

> (6-21)(x-2)=0 

ps 


solución extraña 
21 
> es=(2) 


PROBLEMA 31 : 


TA 


Aa 
5 


RPTA: “A” 


0-1? ateo 
b(x-a) («bla 
y EG a+b) ¿la+x- (a+x-D)la-«FO 
b(x-a) Tabla y 


x-a+b_x+a-b 
b(x-a) alx-b) 

” (x-a+bMe-b) _b. 
Y ara rt? 
* Como O es una solución, IR el producto de 
soluciones será «O». 


> (x-a-b)=0 y 


RPTA: “A” 


PROBLEMA 32 : 


RESOL UCIÓN : >, 


* Factorizando ; 
2:%+(9a+4)x+120=0 4 
ES 4 >»=xu=-% 
3 
RRE 
* Luego heñan enunciado : 
x23>6 > -3a>6 > a<-2 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 33 : , 


Haciendo : x*-72=4 «a. 


ECLACIONES LIVEALES Y CUADEÁTICAS) 


RESOLUCIÓN : 
* Transponiendo : (1-4) " =(a24+1)% 
> liado d+ =0 
* De la última ecuación obtenida : 
Suma de raíces =-2 =-..... (Propiedad) 

sl RPTA: “B” 
PROBLEMA 34: 


RESOLUCIÓN : 
* Sea el número entero x, luego del enunciado del 


problema se establece : 
2 
IS 
2? 72 


* Reemplazando en (1) : 12 


+ Elevamos al cuadrado ambos miembros : 
a 
(0+27Y - 144 a? +64a+27* =144a 
a 
> a*-90a+27=0 
ay 81 =0>40=81 

* Reemplazando: a=81 > x?-72=9>x=9 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 35 


RESOL UCIÓN : 


* Del dato: x?-13x+39=n* 
* Multiplicando por 4 y completando cuadrados: 
2 
4(=-22) —4n* =13 
* Factorizando : 
(25+2n-13(2x -2n-18)=13 


2:+2n-18=18_ x=3 [25+20=18=1'_ 
2-20-13=1  n=3 * |2x-2n-18=1 


==3 
n=3 


Cancer 


531) 
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> La suma de valores de x es 13 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 36: 
Si la suma de las raíces de la ecuación : 
=2ax+21=0, a>0 es $, hallar a . 
AJB/2  B)2/5 C)-2/5 DJ1 E) -5/2 
RESOLUCIÓN : 
* Por dato : 
x+x=-b5 
2 a = B.uan.... (por propiedad) 
a 
2 2 


£=5 =Í 
Ei a 


PROBLEMA 37 : 
Si a>b> 0, entonces : 

Lata ali 
A Tarda o a lab 


son raíces de la ecuación: 


Ajaxé-bx+a=0  BJax*+ax+b=0 
Cjax*=ax-b=0  D)Jbx*-2ax+a=0 
E)bx?+2ax+a=0 
RESOLUCIÓN : 


* La ecuación será de la forma : 


a? —(x,+x3)x + x,x7 = 0 cuyas raíces son ; 


Ca eje Mois sele e 
aa AED 


* Donde a>b>0 , entonces : 
E A ST 
109 Ja+da=b. Ja-Ja—=b 
Va (Ja= A 


> +x9= A 
2a 
4 +9 = 
* Además : 
O PA SR e 
2 Va +da=6) (Ja-Ja=5) b 


* Reemplazando : 


x?- 58)» *+¿=0> bx?-2ax+a=0 


RPTA: “D” 


PROBLEMA 38 : 
Si x, y x, son las raíces de la ecuación 
e? —hx+12=0 que satisfacen la condición 

1 
HL 4%2 2, entonces el valor de ke R* es: 
AZ) 
AJI  BJ2  Cj3 
RESOLUCIÓN : 
* Aplicando la suma y producto de raíces ; 

x¡+x3=k A xyx) =12 


DJ4 E)6 


* Por condición : H1 4 %2 2 1 


Za. 12 
2 4x2 
y AS xp +x=1 
Kyo 12 
> af +x + 2.09 =14 2 x,%2 
pi 
12 
> (2, +73) =25 >k?= 
> k=5vk=-35 
keR'>k=5 


* Pero: 
RPTA: “E” 

PROBLEMA 39 : 

Hallar a: tal que la ecuación tenga raíces iguales ; 

(a+4)x?—-1=(20+2)x-0 

M1 Bj2 056 DJO  E)-3 

RESOLUCIÓN : 

* Como tiene raíces iguales, luego su discriminante 

debe ser igual a cero (A=0), es decir: 

(2a+ 4) -4(a+2Ma-1D)=0 

* Al reducir, resulta : a=65 
RPTA: “C” 

PROBLEMA 40 : 

Si la ecuación x*4+(2n— DELS n=0 tiene 

aca entonces 41? esigual a 

A)12 BJ9  Cj15  DJ8  EJO 

RESOLUCIÓN : 

* Si la ecuación x?+(2n—Dx+4-n=0 tiene 

raíces múltiples sus raíces son iguales, entonces su 

discriminante es cero , es decir: 

(2n-D' -4(4-n)=0 

> 4n?-4ñ+1-16+ 4 =0 > 4n? =15 
RPTA: “C” 

PROBLEMA 41 : 

Si A es el discriminante de la ecuación : 

bal +ar+e=0, b*0 tal que A>0, entonces, la 


(EDICIONES ROUBINOS DEs5s INES Ecuacioses 1aNEALES Y CUADRÁTICAS) 
na ; > Ala-oY lar = Lar w ; arbro 


> (a-bY =w 
RPTA: “B” 


pes paa 44: 


RESOLUCIÓN : 
*Se tiene: A=a?*-4be>0 


* Las raíces son : x= at 

/a -a- JA a 
>. a saya E RESOLUCIÓN : . 

a da * Raíces iguales entonces A =0 (A:discriminante) 
* Luego: 1% ==> [va sl = pj reemplazando : [-2(n—3)]*—4(4n)=0 
RPTA: “B"  *Electuando: 
PROBLEMA 42 Gl AO 0 
"> 


>(M-Mn-D=0>n=9 v n=1 
> Suma de valores de n + 10 


RPTA: “C” 


RESOLUCIÓN : PROBLEMA 45 : 
* Por propiedad de las raíces de las ecuaciones 
cuadráticas, para que las rafces sean iguales, el 
discriminante A debe ser igual a cero. / 
A=[-2(m? - am)Y' -4(D(m)=0 ) 
* Factorizando : 
A=4(m* -4m) -4m'=0 
> A=-32m* +64m*=0 2*(m+D+3:(m+1) =6x:(m-D+12(m-D 
> A=m*(m-2)=0 > x"(m+D-x(2m-8)-12(m-1)=0 
* De donde : m=0 ó m=2 (m = 0 se descarta, pues  * Luego por tener raíces iguales de signos 
reemplazando este valor en la ecuación, resulta: — contrarios se obtendrá: 


x=x,=0). ' 2m-8 
4 ay x¡+x3=0 > EE 


RESOLUCIÓN : 
* Operando : 


=0>m=4 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 43 


CIENTE E q hi 
* Para que las raíces sean iguales A=0 ; RESOLUCIÓN : 


a=[2(a? 62) -d[(a+b)]h0]=0 *Si x, y x, son raíces > fuerza =¿ 
> [2(a-bMa+b)” =4(a+bY w ias 
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(2, +E) y (+2 +E) (son simétricos) 
> 1 +k+x3+k=0 


0-¿+2k= 0> ka 


2k= 
Dx +x3+ an 


ESOBLEMA 47: 

las condiciones sobre p y q a fin de que 
la:ec lación p+qx+qxu*+px?=0 tenga raíces 
diferentes. ; 


RESOLUCIÓN : 
* Factorizando : 
pll+x")+grli+x)=0 
> (++D[px?+(q-p)x+p]=0 
* La expresión entre corchetes tiene raíces iguales 
si y sólo si : 
(ap) -4p*=0 
* Factorizando : (q—3p)(q+p)=0 
* Así, la ecuación propuesta tiene raíces diferentes 
siy sólo si: (qg-3p)(q+p)x*0 
PROBLEMA 48 : 


Si la ecuación cuadrática x*-2mx+m+38=0 


tene os (21:24) AS 
EN a , 
Aa BJ9  Cj0 
RESOLUCIÓN : 


D)16 EJ 100 


* Como ?.,. 15% + 1 son soluciones, entonees: 


Pl 2m mm... 
ab 


a b b 
(JE +0) hr ho 
*De (1) = (1D: 


2lm=m+3=>m=3 
*Se pide: m?=9 


RPT, 


PROBLEMA 49 : 


La ecuación 22 +43 +m-1=0 tiene raíces reales, 
pero la ecuación 2-21 +m+1=0 tiene raíces 


com] : Hallar la suma de los valores 
AJO > B)15  C)14  D)I3 E)J9 
RESOLUCIÓN : 


* De: x*+4x+m-1=0: 4*-4(m-1)>0, de 


donde: m < 65 
* De: x-20+m+1=0:4-4(m+1)<0, de 
donde: O<m. 
* Así: O<m<b 
* La suma de valores enteros de 1 es : 
1+24+3+4+6=16 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 50 : 
Si las raíces de las ecuaciones en «x»: 

x*-3x+m+1=0 

3 +b+m=0 

son imaginarias y reales respectivamente, 
determine los valores enteros de «mm». 
AD1O051)  BJ(0) CI) DI(2Y 
RESOLUCIÓN : 


* Por condición ; 


E) (0;2) 


x?-30+m+1=0; raíces imaginarias 


> 4<0>9-4m+1)<0 
> 5-4m<0>4m>5 ... 2. (D) 


3x? + 6x +m=0; raíces reales 
> 420> 25-4(3)(m) > 0 


Es 25-12m20>ms2.. 


ES .- (1D) 
"De Dyan: Loms>m=2 
4 12 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 51 : 


Sir y £ son raíces de la etuación 1? —ax+b=0 


e 


que satisfacen la condición P= 3a, entonces 


el producto de las raíces de la ecuación 
aad+2r+b=0s: 


A)-3 
RESOLUCIÓN : 


1 2 
1 o 
A 2): ] 


DJ3 EG 


* Por suma y producto de raíces : 
r+t=a anrt=b 
2 


2 
* Condición : + E-=3a 


> r+e=3axrt 
ar + +3rtr+1)=3art+Srt(r+t) 


> (r+t) =6art 
> a =60b> a? =6b 
* Reemplezando en : 
ax+20+b=0; 6bx*+2:+b=0, 
cuyo producto de raíces será : 
> nm =5 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 52 : 


RESOLUCIÓN : 
* Por suma y producto de raíces : 


Xx +X9=p+3 y x= 


poa 
4 


% Por Legendre : (x, +x7)% —(x, 2x3) =dx,xp 


> (p+8P-1=p?+4 nm” 


> po +6p+8=p?+4 > 6p=4> p==% 
e 


; 
ANZ 
RESOLUCIÓN : 
*De:x,+x=mM y x,%3=1 
* Entonces : xP +x3? =(x, +3)? -2x,%p 
> 0 +x =mi-2 
* También : 
xa =(0 +20)? — 2(x,x9)? 
> 2 +37 =(m* - 2)? -2 
> mintx+x3)=-2, para m*-2=0 
>m=iV2 * á 
RPTA: “A” 


RESOLUCIÓN : 
2 —ni+6=0>1%,5%3) 
2 *—(n+1)x+8=0->(x,5%9) 
* Por propiedades de raíces: 
x¡+x3=N 5 x/+x=n+1 
29 =85:M%758 
* De donde: Xy — Xy ==1 A 2 
> xg+l=xy n3xy=2x3 
> 3 =2x3+1)>x,=2,x3=3 
> x33=6 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 55 


*Si +bat+e=0 nat+bx+e=0 


"Tienen una raíz común (x), entonces: 
xj +bx,+0= O cacoracanercroraccossa (1) 
xj + bx +0 O rrcacereareeacasios (MU) 
* Restando : 
x(b-b)+(c-e)=0> 7 


* Reemplazando en (1) ; 


> (ec)? +b(b-b)le—c)+elb=bJ =0 
> (cc)? +(b-b)(be' -b'e)=0 
RPTA: “E” 


A ASIZIEREAA 

PROBLEMA 56 : 

pr de la ecuación en x=: 
axi+(a+2)x+1=0; aeR; az0 

Pa verdadero o falso en las proposiciones: | 

D) 2>1> Las raíces son reales negativas. 

KI) Tieneal menos una raíz positiva Y a €R 5 a0 

111) 24€ R ] Las raíces no son reales. 

A) VVV B)FVV C)FFF D)VFF E) VFV 

RESOLUCIÓN : 


* De la ecuación ax? +(a+2)x+1=0; a +0 
Analizando : 
D Para a > 1, sean x.y; xy raíces de la ecuación 


4=(a+2)* -4a=a*+4>0 
Ha +2) 
a 


1 
2 +xg SS 


> x,; x¿ son negativas. (VERDADERO) 

1) No siempre, por lo menos una raíz es positiva 
(FALSO) por 1 

11) A=a? +4>0, Y a e R; Siempre las raíces 


son reales. (FALSO) 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 57 : 
Sila ecuación cuadrática: 1? —mx+(1-m)=0 


tiene dos raíces positivas diferentes, entonces el 
conjunto de valores reales que admite m , es: 


Arfe;0) BNAZ-2:1) Cll) DJR El2:61 
RESOLUCIÓN : 
*Como: 


2? —-mx+(1-m)=0, tiene dos raíces positivas 
diferentes, es decir : 

EF XZ A > 19 >0 

3 4>0n2,+x330% x,x3>0 

> m?*-4(1-m)>0.1m>0 n 1-m>0 
>mi+4m-4>0A.m>0 n m<l 


> (m+2)-8>0 A O<m<1l 
> (m+2+2/2)(m+2-2/2)>0n0<m<1 
UE E2x2y 


+ para O<m<l 
> m+2-2/2>0 4 0<m<1 
> m>2/2-2 ,0<m<1 


> me(2/2-2;1) 


rss ETE CICLOPEDIA 2012) 


PROBLEMA 58 : 


Si la siguiente ecuación x*—mx-(m+1)=0 tiene 
dos raíces reales, entonces el intervalo en que debe 
variar «rm» par que sus dos raíces estén a la izquierda 
del número 4, es: 


AJ(=2; 8) B)(8; 0) Cl=: 3) DIR EM=o;-3) 
RESOLUCION : 
* Como: x?-mx-—(m+1)=0, tiene dos raíces 
reales a la izquierda de 4 , es decir : 

x¡<4 na x<4 
* Factorizando : 


x«?-mx-(m+1)=0, 


- 1 
>< m1 


> x=-L a xg=m+1, luego : 

-1<4 a m+1<4>m<3 > me(-=0; 3) 
RPTA: “C” 

PROBLEMA 59 : 

Sean f :R a g:R/(0)>R funciones definidas por: 

fa)J=mx+123mx0;g(1)=É 

¿Para qué valores de m las funciones f y g admiten 

dos puntos de intersección? 

AJ(=L; 10) B)(-18; 0)0(0; 0) Cl mo; 8) DJ(=0; «) 

RESOLUCIÓN : 

* Los puntos de intersección se encuentran 


igualando las funciones : 
fíx)=8(x) > mx+12== 
(ecuación cuadrática cuya solución nos da los dos 


puntos de intersección). 


* Por condición del problema admiten dos puntos 
de intersección, entonces el discriminante de 


mx? + 12% - 2 debe ser mayor que cero. 
* Por lo tanto: (12)? - 4(m)(-2)>0 
> (18+m)>0 
> m>-18 nm Oommmemacmss. (dato) 
> me (-18; 0)0 (0; +00) 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 00 : 


PS ei 


la a ast42br+o=Ón a 0, entonces 


(EDICIONES _RUBIÑOS 


TREC439 MEN HoOLACIoNES LINEMLES Y CLADRÁTICAS) 


' 
AI BZ CJ 
RESOLUCIÓN : 


. als: e puede colocarse así: 
n-1 n+1 


1 
24 
«(+ ná a 


* De la ecuación: ax*+2bx+4e=0 por 
propiedades de raíces , se tiene : 
1 1 2b 1 1 2b 


A q 
E S n-1 a? n-1 n+1 a 


1 1 de 
A 
ad ) des sde 
ñ 


ES TEST 


2b 112 1) %e 
(E E a)" a 


11 1 )%c,%b 
+ or a 


1 (2. A 


> 4+2( 


5 1 
A O 
n-1 n+1 a 

* Reemplazando en la anterior ; 
aL les dedo 
EN 


* Dedonde: L= 


da dae =4(a+b+c) 


bae _ 
(a+b+cP 
RPTA: “E” 

PROBLEMA 61 : 
En la ecuación Pís)=2ax* +(Sa-1x+(a+b)=0 

calcular b, para que exista un solu valor de a» que 
permita que lus raíces de P(+)=0, sean iguales. 
RESOLUCIÓN : 
+ Si las rafces de la ecuación son iguales, se deben 
cumplir: 4=0 

A=(3a-1)* - 4(2a)(a+b)=0 

> 9? -6a+1-8a* -Bab=0 
> Ya? -6a+1-8a? -Bab=0Q 
* Como es una ecuación cuadrática en «a», debe 
existir un solo valor «a». 


*4=(6+8b)? -4(1)(1)=0 
36+96b+64b? -4=0 


1 
as 
A 


* Entonces ; C.S.= a E 3) 


PROBLEMA 62 : 


Dada la ecuación ax" +bx+c=0, a+0, él S, es 
la suma de las raíces, Sy la suma de sus cuadrados y 
S, la suma de sus cubos. Hallar. 
S=aSy+DS¿+eS, y NE 


AJO BJO Cil DIA EJE 
RESOLUCIÓN : 
* Sean x,, xy, las raíces , luego : 
b e 
Emo Cy 
21424 =— ay = E 


b 
S =x+x=-2 
l cl 2 a 


Sa Pese tn 9 991-2099 2 26 


S=x ex =(x, +33] 2% 2x3 +x9*)= 


3 2 Sabe 


A O A AS 


* Luego: 


PROBLEMA 03 : 


Hallar m , mE tal que las ecuacion: 
mismas 


(Gm 52)x* (m-= 
(2n+1)a* —Gnx+20 
RESOLUCIÓN : 
a sedad: Óm-62 _ Am-4) _ 4 
Por propiedad : Pa [tn PR 
2 2m+1 bn 20 


* Que al resolver, resulta: m =11yn=7 
PROBLEMA 64 : 


LAI AZ NTE REA RECAE Ta E CICLOPEDIA 2012) 


14+1; 4-1), si 4 es el discriminante de la 
ecuación? 
AJ15  BJ12  C)8 
RESOLUCIÓN : 
* Reconstruyendo la ecuación : 
2/+x3=4+1+4-1=24 
x¡% =(1+1)(4-1)=4*-1 
* La ecuación es : x*-24x+(4*-1)=0 
* Como 4 es el discriminante : 
> 4=(-24 -4(1M 4-1) 
> 14=48*-48P+4=4 
* Reemplazando: x?-—8x+15=0 
* Luego: x,x2 =16 


Djo E) -12 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 65 : 
Al resolver dos jóvenes una ecuación cuadrática, 
ocurre lo siguiente: 
* Lenin se equivocó en el término independiente y 
obtuvo como soluciones a 8 y 2. 
* Vlady se equivocó en el coeficiente del término 
Jíneal y obtuvo como soluciones -9 y —1: 
¿Cuál fue la ecuación correcta? 
AJs*-x+9=0 B)x*-1=0 C)x*-10x+9=0 
RESOLUCIÓN : 
* Lenin obtuvo como soluciones a 8 y 2 la ecuación 
que resolvió fue: 


2? -(8+ 2Jx+8x2=0 


correcto — equivocado 


* Vlady obtuvo como soluciones -9, —1 la ecuación 
que resolvió fue: 
a? -(-9-1)x+(-91(-1)=0 
t 1 


equivocado correcto 


* La ecuación correcta fue : x*—10x+9=0 
RPTA: “C” 

PROBLEMA 66 : 

Determinar las condiciones para que se cumpla: 

D 2 +8r+ta=0, tenga 2 raíces negativas. 


ID aé-100+b- O, tenga 2 raíces positiv 
RESOLUCIÓN : 
D) Raíces negativas : 


(38, 


420 
x¡+x3<0 
xx3>0 
* En la ecuación : 2+8x+a=0 
+x=-8 
2/+x7 <0 250 
x,1¿=a>0 
4=8*-4(a)>0>a<16 
* De donde: a e (0; 16) 
420 
x,+x3>0 
x,13>0 


UU) Raíces positivas: 


* En 3x* -10x+b=0 
=j+2.=2>0 
b> 
b U 
=¡xx9=3>0 


4-10*-4(30)20=0< 


* Entonces: be (o; = 


PROBLEMA 67: 
Resolver en la variable «2»: 
zi -(3+2i)2+5+bi=0 
RESOLUCIÓN : 
* aplicando la fórmula cuadrática o de carnot , donde 
los coeficientes son : 
a=1; b=-(3+2i) y e = 5+bi; entonces : 
—br Vb? —4ac 
E. 2a 
13-24) JS 247 MANGA 77) 
2(1) 

* pero: (82577 - 4((B +55) = =18=8i =1-4i 
* reemplazando en (1) , resulta ; 

¿32 (1-4i) 

2 

PROBLEMA 68 : 


Resolver numéricamente en Z ; 


(ax +(bx-a? =x 
sabiendo que admite una solución entera . 


RESOLUCIÓN : 
*Sia = b= 0, la ecuación es de primer grado, con 
solución única x = 0. 


>2- 


>2=2-in2g=1+4i 


(EDICIONES RUTIÑOS 


pecar 


TOUACIONES TINVALES Y CUADRÍTICAS) 


* Ahora supongamos a + 0 y b>0. La ecuación es: 
(a7+b* )x?—(4ab+1)x+a*+b*=0, de segundo 
grado , con raíces x,, x, , siendo x,€ Z. Como: 
x,= (ax, —bJ* +(bx, —aJ”, 
deducimos que x, es , además de entero, positivo. 


Como las raíces gon reales, el discriminante de la 
ecuación será mayor o igual que cero : 

(4ad+1)* d(atb? 0 0 [1 2(0 6)" ][1+2(0- 0 ]20 
y esto exige que 1-2(a-b)* >0. Puesto que 
(a — b)? es natural , resulta necesariamente 
(a-b)* = 0 ,es decir, a = b. Con esto, la ecuación 
se convierte en : 2a* - (da? + 1)x + 2a* =0 y, 
según las fórmulas de Cardano-Vieta , se tiene : 


1 
3439 =2+0 MN xix9=1 
Observamos que, al ser x,€/V, x, = 0 no puede 
ser de raíz , ni tampoco x, =1 puede serlo, Por lo 
tanto, x, 2 2. Ya que xg ==> 0, entonces 
4 


A Por lo tanto 


2 <x, < 3 con x, entero implica x,=2,x, 


Sustituyendo los valores resulta : a? 
el-1;1). 
* La única posibilidad, entonces , es: 


1 
a=b=:x1,conralcos 239. 


PROBLEMA 69 : 

Sea «a» un número real dado. Calcular los números 
reales 1,j Ayi Xy, ¡y Yue son soluciones del 
sistema ; 


Y 
xa, + (3) =x*.. 


RESOLUCIÓN: 
* Sumando miembro a miembro todas las 
ecuaciones : . 


(e) eta e a (272) 


* y el primer miembro se escribe como ; 


A 


a 

Je 
* luego todos los paréntesis deben ser nulos y así se 
obtiene : 


0D), + 0-03 +( : 


*es decir: 5 + 3 AA (5 4 


22% ==, = 12 

[EX == == 
Inmediatamente se comprueba por sustitución 
directa que esta solución verifica las ecuaciones 


iniciales del sistema. 


(Q2)Dada la ecuación: 

(% - 8)" (x + 1)=0 indique verdadero (V) o falso 
(Ph: 

(_ ) Tiene 3 soluciones. 

(__) Tiene 2 raíces. 


(-) 153) es su CS. 
A) VVV B)FFF C)FVF D)VFV E)FFV 


(09) Respecto de la ecunción paramétrica: ax =b 
indicar verdadero (V) o falso (FF): 

(_ ) Es determinada si:a*0 Ab=0 

( ) Es indeterminada si:a =0 Ab=0 


( ) Es incompatible si: a = 0 b+0 
AJVVV_ B)FFF  C)FVV  D)VFF  EJVVF 


(UDResolver: 


1 1 1 1 1 
E BIOS DD EJ 
BT 5 Y 3 3 
b 
((Dsi a +b, resolver: 245 == +1 
= bx 
Alia) BM-b) Cla-bj  Diíb-a)  Elab) 
(03) Luego de resolver: 
x+ a+1 
6 
E 
calcular: E=1+2+34...+x 
AJ21 Bj28 C)36 Dj45 EJ55 
(OO Calcular (x), si: [a-Y25+ Ye =1 
AJ2 BJ3 C)J32 DJ E)243 


7? (Sila ecunción paramétrica: m*(x-1)=5(6x-m) 


CA AZECIERETA 


Pres 


es incompatible, calcular (m) 
AJ6 B)-6 Cj6v-5 DJO Ej5vo0 


(03) Calcular el valor de «a», si: 
(+1) + (242) + (243) + .... + (2411) =11P 


AJ10  BJ12  C)20  DJ6 E) 11 

(ODCalcular «ao, si Mende, 
2 

A)70  B)80  C)120 D)140  EJ210 


(Encontrar el valor de ai eiplenia risolve 
Vx+6 as Ya+65 - Y6x 


AJ B)J2 C)3 


(OCalcular (2), si: 
(e + 3) a? de +6) = (2-2) x* + 6x + 10) 


1 Bm C)-2 D)2  EJincompatible 


14 
ira 


¡Resolver en «1x0»: 


(a-b)x__ax _a-b_ ax arb 


a-b a+b a+b a-b a-b 
AJI B)2 C)2 DJ3 E-3 
vb; 6; 
(BCalcular a, si; LEE 
Vox +7 -J6x 
65 3 7 6 3 
NV BE Oe Dm 


(Bángel tenía 90 bolas y regaló 8 veces tantas 
bolas como las que no regaló. Calcular la quinta 
parte de las bolas que le quedan. 

AJ16  B)10 -C)6 D)2 E)1 

(63) En uno de los locales de la Academia PRE- 
UNIX estudian 500 alumnos, de estos 329 dominan 
Álgebra, 186 Física, 295 Geometría, 83 Álgebra y 
Física, 217 Álgebra y Geometría y 63 Física y 
Geometría. Calcular el número de alumnos que 
dominan los 3 cursos. 


A) 50 B) 60 C) 53 D) 51 E) 64 
(LO) Resolver: 
+14 Jx 1 y" 
rod 1 2 


a a ol o) al 


(UdResolver: 2(6**)+2*=12(5%)+3(2*) 


AJ5  BI4  Cj3DJ2 El 
(ES) Hallar (x), si: 
al-x bro 


-1= 
(a+b-c)la-b+c) (c-a—b)(b-a-c) 

4) ab Cj-ae D)be  E)-be 

(1D) ¿A qué hora entre las 3 y las 4, las agujas de 

un reloj forman un ángulo recto por segunda vez? 


A)3h CIR 32 Fm 


B)ac 


9 
B)3h32— 
13h 32m 
DJ3h38% m  EJ3h312-m 
1 pol 
ED) Calcular (a + D), si x 5 en: 


Vacrlx -la Ja =0,6, E 


B) 39 C) 40 D) 41 E) 42 


Cera DURE 


(1D) Resolver : 5x-16__1+8 x+1 
6 12 3 
C)2/5 D)3/7 


A) 38 


SEGUNDA 


a4 B)-1 


(09) Resolver : 


2(2-3x)-3(3-2x) = d(x+1)+3(4-6x) 


E) 4¡6 


A)21/11 B)1/4 C)16 D)9/7 E)19 
(O) Resolver: 2-141_2=1_2,%_L 
2233 77NMum 
Determinar el valor de: /3+x 
AJ1 BIZ  CIV/6 DIT EJ2 
1 
(O Resolver: 
A)2 B)3 Cj4 D)J5 EJ6 
(03) Resolver : 
2 5 x-3 2 
d--¿60]-9-G6+2) 
AJ2 B)-1 C)J6 DJ4 EJ7 


(EDICIONES RIUBISOS 


2048 MEDI ECCACIONES LINEALES Y CEADEÍTICAS) 


(00) Resolver para «a»: 


Dar como respuesta el opuesto de x 


Ajmon  Bjn-m C)min D)m-1 Ejmn-1 
(€?) Despejar «a» en : 
ablx+c) + be(x-a) = ca(b-x) 
3abe abe arbre 
Mn 
ab+be+ca arbye 
us E 
(03) Resolver: += =2a%0 
a+b a-b 
A) (a*+b")/a B) (a*-bi/a €) (a-+b)la 
D) (a*+b*)/b E) (a?-b:)/b 


(09) Resolver la ecuació 


214124 /14+ /x =6 


Ax=4/3 B)x=3 Cjx=4 D)x=16 


(0) Resolver ; 


8x +2(x+1) = 7(x3-2) + 3(x+1) + 13 
AJ6 B)infinitas soluciones C)8 .D)2000 E)-6 


(O) Resolver : 


E) x=9 


E *  _198 
a e e e > e amo 
patas taa ota 2 
y dar como respuesta el valor de Va (Sugerencia: 
1 as 
as aja+l 
1 BJ1 J0 D)2 EJ3 
(9 Si una raíz de la ecuación : 
5b(x+0)=x+b+6 
es -2, calcule usted el valor de ; mo 
3 
AI B)2 C)3 Dj4 E)J6 


(0) En la ecuación lineal : m(x=1) + 2x3 =0 
el valor de «m» para que la ecuación sea 
incompatible es: 

Ajm=-2 B)jm=3 C)m-1 


(O En la ecuación : (a — 2)x-b +3 =0 que 


condición debe cumplir a ab si la ecuación es 
compatible indeterminada 


Aja=2nb=3  Bja=2nb=3 ' Cla=21b23 
Djas2nb+38  ElaeR-(2)nb=3 


D)m+-2 Ejm ¿-3 


AJVFV  B)VVV 


(O) Si a, b y e son constantes posi 
el valor de «x» en : 


vas, calcular 


s-a ,9-2b_ 
2b+3c 3c+a 
A) arb+e B) a+2b+30 C) 3a+2b+0 
D) a-2b+80 E) a-b+e 
(1D) Despeje «x» de: 
2x+a b-x_3ox+(a-bY. 
A 
4b B)a C)ab D) 2a E) 2b 


(1) Sila ecuación: ar* +ar+7=3x'-x +60 
es de 1* grado, el valor de «x» es : 


3 1 1 
A B)2 > D)-1 El5 


(E) Luego de resolver la siguiente ecuación : 
2(2x4+3)+4=4(x+2)+1 

señalar el valor de verdad de: 

(Es una ecuación polinomial 

(— ) Tiene infinitas soluciones 

(+ JEs incompatible 

C)EFV D)VVF  E)FVF 


(0) Luego de resolver : 
2 


indicar la solución aumentada en 1 


A)J7 B)3 C)4 D)8 E)J9 


(OD) Resolver: 4(x-3)(x+3) - (23+1)* = 3 


Dar como respuesta el valor de M ; siendo : 
¿212 


x2+17 
AJ-1> Bj0  C)1 D)217 


(03) Determinar el valor de «o» ei: 


EX, NI. 

AGA t17 
indique su característica 
A) x es impár B) x<60 C)x+61 
D) x es par E) x es múltiplo de 18 


(03) El valor de «2» que verifica la ecuación ; 


Pa v7 


E) -10 


[OA FTBITITAS 


(244 ) 


Ay14 B)18 C)12 D) 10 E)J8 
(03) Calcular el valor de «wo» en; 

(2? (1?) +n?+n-1 
RI 8 3 ox 
VE E VE VE Y 
AJ1 B)2 C)3 


(03) Resolver : 1+ . =2 


+1 
x 


D)4 E)6 


A 218 C) 6/2 


B) 8/2 


(O) Resolver las siguientes ecuaciones: 
A)x* +6x-14=0 cnemsoneons OS. =( 5] 
B)x*-6x-24=0 
C)6x? -x-2= 
D)16%* + 11% +2 
E)3x*+x-3=0 ... 29 CS =( 5) 
(03) Resolver e indicar una solución : 
x*-2axr+a*-b*=0 


AJa+b B)a+2b C)a+3b D)a+5b EJa+6b 


(E) Resolver la ecuación : x* + 12cx + 860? =0 


Indicar una raíz. 
AJ3e  B)-30 D)-be 
(03 Resolver la ecuación: x*-14x+60=0 
Indicando una raíz. 

AJ2+i BJ6+i CIZ=ú D)14-i 
(03) Hallar “n” si la ecuación tiene raíces iguales. 
+ -10x+n-2=0 
AJ100  Br60- C)26  D)27  EJ23 

(0D) Resolver la ecuación e indicar una raíz: 
49: +14x4+1=n*-4n+4 
- -3 -n+2 -n+1 n-2 
atado a 
(0) Calcular “n” si la. suma de raíces es 8 
WE (cdi -1=0 
Mz BJ6 C)4  DJ10  EJ14 


C) 66 E) 30* 


EJ66+i 


(03) Hallar “mm” si el producto de raíces es 6 en la 
ecuación : mx? — (m+7)x+m* -7m=0 
AJ10  BJ12  C)18  D)1  EJ1G 
(0) Hallar “m” si una raíz de la ecuación es 2. 


x*-9+m=0 
A) 10 B)12 C)14 D)16 E) 18 


(10) Resolvor la ecuación e indicar una raíz, 
x*-5ax+60* -ab-b* =0 
A)3a-b Bl4a-b Cja-b D)2a-b Ea? +b* 


(O) Resolver en R: J==7+ 
Indicar el número de soluciones. 
A1 B)2 C)3 D)4 
(E) Formar la ecuación de segundo grado con 
coeficientes reales sabiendo que una raíz es 
2 =2+bi;i=/-1 
Ajx*-dx+4=0 
Cja?=x+1=0 
E)2x* - 8x+68=0 


EJ6 


B)x* -23+29=0 
D)2x* -8x+8=0 


(3) Formar la ecuación de segundo grado con 
coeficientes racionales sabiendo que una raíz es : 
x2,=3+v45 

B)x* +6x+18=0 

D)x* +6:x+10=0 


Aja? -6x+13=0 
C)x?*-6x+4=0 
EJx? -6x=0 
(1) Determinar “m" para que el doble producto 
de las raíces de la ecuación: 

(me ma + gmer 2=0 
sea igual al cuadrado de uno de ellos. 


1 1 1 1 1 
Az B)-5 0 Dz ES 


(6) si “a” y “b” son raíces de la ecuación: 
(CADA 


7 
CPT 
Hallar: (2a + 36) 
A)8 B)-6 CJ) 5 D)4 E)-3 


(10) Una de las raíces de la ecuación: 


(EDICIONES HITBIVOS 


ECUACIONES LINEALES Y CUADRÁTICAS) 


z 
1+ ol + a JA] Ei 
27480 2:4+7x% 
AJ0265  BJO2  C)08  DJOS  E)0,72 
(O) Una de las raices de la ecuación: 
q 
+2= 
"8 
A)-2 B)-21  C)3  D)31  E)4 


(E3) Resolver la ecuación : (a —6Mx + 2)=9 


Indicar la mayor solución. 


Ay 1 B)2 0)7 D)-3 EJ8 
(3 Hallar el número de soluciones de la ecuación: 
J2x+5=5-x 

AJ1 B)2 CJ3 Dj4 EJ6 
(Ed) Hallar el número de soluciones de la 
ecuación : J2x+3-Jx-2-2=0 
AJ1 B)2 C)3 DJ4 E)J6 


ED La ecuación: 6x* - 2x+3=0 tiene dos raíces 
Calcular: M=(1+x,)(1+x2) 


C)J8 D)J3 EJ2 


8 
23 


3 
5 


Í 
(2) Dada la ecuación: x2-nx+8n=9 cuyas 
raíces son “x,” y "x,", calcular el valor: de “n” tal 
que secumpla: 241 £ 

x= %j 12 


AJI3 By4 Cr16 DA EJM7 

(E Ug," y “x,” son raíces de: 1%-2c+I=0 
Calcular (aj expo) a3+) 

AJ12 B)18 Cj20 D)21 EJ17 


E) Sean “x," y “x,” raíces de: 2+2+2=0 
Hallar “k”, si: (x,+3)(x,+3)=6 

AJ6 BJ8 cr6 Dy3 EJ 

ES Calcular a” y “b” sí estas son raíces de: 


a?+ax+b=0. Indicar el valor de : a? +03 


AJO B)-19 Cr7 Djo EJF.D. 


(ODResolver: Y 14 3=J33=2 


AJO C)-1 D)-3 EJ4 


(OA Hallar el valor de “m” si las raices de la 
ecuación: 6x? - 11x + m = 0 son entre si como 9 es a2 
AJ5 Bj4 C)3 Dj2 EJ 


B)2 


(63) Siendo “x,” y “xy” raíces de la ecuación: 


a+mirn=0 


Hallar: 242825 
n 


Ma ¿SY ciaz 
((9)Sea la ecuación cuadrática: 


(n-8)x* +(m-3)x+m=0 de raíces “e,” y “x,”, si: 


1 1 
Diz E 


(+0 +1= +1, 
Entonces el valor de “m” es : 
AJÍ B)2 Cr DJ8 
(Calcular "m. + n' si las ecuaciones : 
(m+2)x? +(n+8)x-12=0 
na? +4x-4=0 

DJ12 EJ1O 


(03) Formar una ecuación de segundo grado con 
coeficientes racionales enteros que tenga por una 


de sus raíces : 3+V7 
2 


EJS8 


Aja*-4x+6=0 B)2x*-6x+1=0 C)j4x*-8x4+3=0 
D)j4x? +6x+6=0 E)2x* +6x-2=0 
¡Resolver para “e”: x+(a—b)/x+a =ab-a 
(“%a” y “b” positivos) 
Aja*-a Bja*-b C)jb*-a D)b*+a EJDow correctas 
(LO)Formár una ecuación de segundo grado que 
tenga por raíces: %,¿ =Va+Ja+1 
Ajx?-2lax-1=0  Bja*-Jax+a=0 
Cj%+2/ax+1=0  Dj*+2/ax+a=0 
Ejx* -2/ax+1=0 


PN(A0 ENCICLOPEDIA 2072) 


((2)Dar el conjunto solución de ; 
Ta +x) = 2(37+4x) 
AMO:1) —BMO=1) CMI72)  DMO:2) 


E)(-2;0) 


(03)Determinar el conjunto solución de : 
3(2x-3)* = 4x(2x-9) + 43 
AM2) — BM2+2)  CH-2)  DM-L1 
(Gé)En la ecuación : 1 +6-2=0;5 ¿€ R- 
Hallar « 2» si una raíz de la ecuación es -2 
AS BjJ8 C)-2 D)2 EJ16 
(0 Si una raíz de la ecuación 2*+mx-2=0 es 1, 
hallar «m». 
AJ BJ2 CJ 
(03) Una raíz de la ecuación : 
aba - (3a+2b)x +6 =0 
Aj2lb Bj2la  C)8Ib Dx4/b 
(O) Sabiendo que una de las raíces de : 
a? — (m* - 5)x-8m +3 =0 
es -3, calcular la otra raíz , aumentada en m. 
AJ1O BJ3 07 Dj2 
((9Si la suma de sus raíces de la ecuación : 
(m-2)x* + mx + 1=0,€8 2 
Hallar «mo». 
AJAIS —— BJ8l8 Cr DJ114 EJ2 
03 Si el producto de las raíces de la siguiente 


ecuación : (m- 1)x*- (2m + 2Jx +m + 4=0 059/4. 
Indicar lo correcto 


EJ-1) 


DJ EJ6 


EJ6/b 


E)J6 


Ajm+1=3 B]m*=9 Cjm-1=6 

(ODSi: x, y x, son las raíces de : x*+10= 6x 
Da 

calcular : e ea 

AJO,25 BIO “CI0,b Dj2 EJ2 

(UD Calcular 1e' diferencia de raíces de : 

*-6+8=0 
uz B)+2 Cj4 DJ EJS 


(O) Silas raíces de la ecuación : mx" —24x+m=7 
son iguales, calcular «rm» 

AJI2y9 B)12y-9 C)IGy-9 D)16y9 E)24 y-6 
(O)Formar uns ecuación de 2do. grado cuyas 
raíces son ; 3 y 1/2 


AJx"-7x43=0 B)x*+7x+3=0 
Dj2x%4+7x+8=0  E)2x'-75-3=0 


(ES)Formar una ecuación de 2do. grado si sus 
raíces cumplen : 


C)2x*-7x-3=0 


Ajx*-9x+18=0 B)x*+9x+18=0 
D)x*-12x-27=0. Eja"-12x+27=0  * 
(CDHallar «le» para que las raíces de la ecuación: 
a* + hx +8 =k; sean iguales (R<0) 

AJ8 B)12 Cr6 DMO — EJ13 
(63) Si «m» ,<n» son las raíces de la ecuación: 
2*-2x = 3, calcular: J = min +mn* 

AJ2 BJ4 Cy4 DJ6 EJ6 
(ED) En la ecuación : 237 (m + 2)x + m =-7 
hallar el valor de «m» para que las raíces difieran 


en J2. 
AJ-10 


Cjxt-9x-18=0 


B)-6 04 DJ2 EJ16 
(UDEncontrar el valor de «a» para que una raíz de 
la ecuación : 4% + 9x + a = O sen el doble de la otra 
AJ3 BJ6 C)9 DJ18 E)27 
(E9)Si una raíz de la ecuación :*-2Ax + B =008 


un tercio de la otra, proporcione la relación entre A 


yB. 
AJA" = 3B BJ3A* =B C)8B'= 4A 
DJ3A* = 4+B EJ3A? = 4B 


(()) Determinar la ecuación de 2do. grado y de 
coeficientes racionales si una de sus raíces 


es:2-J/3. 
Ajxt+4x+1=0 B)x*-4x-1=0 C)jx*A4x+1=0 
Djx"-x+4=0 EJx*+4x-1=0 


(EN Si: x, es una raíz de la ecuación : 
a -7+2=0 


Calcule usted el valor de: PEE 
*—* 
AJL,6 BJ2 cy D)J0,5 EJ0,6 


(ODiQué valor debe tomar «m» para que una 
raíz de 2 4max +2= 0; sen igual a -2? 


AJ3 BJ C)J5 DJ-5 EJ6 
(02) Hallar «m>, si la ecuación tiene por raíz a 2; 


(EDICIONES _ROBINOS 


TAMlez 155 


ECUACIONES LISTALES Y CUADRÁTICAS) 


mo esimpar: 5x7 -10x + m*-bm+6=0 


AL B)21 C)3 D)5 EJ7 
((3 Calcular el discriminante de : 7 + 6r +2 =0 
Ayo BJ7 Cj15 D)J12 EJ8 


(OH Calcule usted la menor raíz de la ecuación ; 


2v”-2:-38=0 
PET, ¿IRA 237 on mit y) 1-7 
E A z 
(03) Señale una raíz de : ON 
a-2x+ 13 
Ay7I2 B)-714 03 D)-712 EJ 


el Si el conjunto solución de la ecuación: 


4x* —-x-—2=0, es ( 


calcular; M2 
n 
3 4 2 3 2 
A BIZ CJ DJZ  EJ-Z 
Y Y 15 Y A 3 


8x* + 10x-3=0 


(O9Si en la siguiente ecuación cuadrática de 
variable «a»: 

(n + 2)x* - (n- 3)x - 1 =0, se sabe que el 
discriminante es igual a 26, calcular «n». 
A) 46 (-2) B)4 C)-2 D) Más de una es correcta E) 6 


(03) Relacionar: 


1) 16x? —8x +1=0 
11)3x*4+2x+ 5=0 
1 2x*+ dx+1=0 
1) Tiene raíces reales y diferentes. 

b) Tiene raíces reales e iguales. 


e) Tiene raíces imaginarias y conjugadas. 
A) la; Hb; lle Bj) Ib; la, le  C)1b; He; Hla 
D) lc; Hb; Hlla E) le; Ha; HI6 


(03) Siendo x, y x, las raíces de la ecuación: 
4x* + 2x + 1 =0, calcular: 


A= 1,2 
x +1 xo3+1 
2 1 1 3 
a e C) EE Es 
AG de JO De E) 7 
(7) Formar una ecuación cuadrática cuyas raíces 
5 3 
som 2 y-2 
303 


Aj6t+x+15=0 
C)6x*+x-16=0 
E) 6x'-x-15=0 


((D)Formar unn ecuación cuadrática de raíces m y 
n, si se sabe que: 

1D) 6x* + (m- 8)x-2 =0 tiene raíces simétricas. 
1) (7n)x* +3x+n-1=0, tiene raíces recíprocas. 
Aja*+2x-18=0  B)a*-x-16=0 

C)x* -16x+36=0 D)x*-12x+ 32 =0 
E)x*+14x - 16=0 


B)6x*-x + 156=0 
D)6x* +2x-15=0 


(75) Si la siguiente ecuación cuadrática: 
b*-ax-—e=0, tiene por raíces a y f£, determine la 
ecuación cuadrática de raíces: a! y B*. 

A) ex! +ax-b=0 B)ex*-ax+b=0 
C)ex*+ax+b=0 D)ax*-bx-c=0 

E) ax" + bx-c=0 

(09) Calcular la menor de las raíces del polinomio: 
P(x) = 8x” - 3nx + (n- 1), sabiendo que una de 
ellas es el doble de la otra. 

AJ0,2 BJ0,6 C)0,26 DJ04 EJ2,6 

(0d Si:(n+4)x*-1=(2n + 2)x -n, tiene por conjunto 
solución un conjunto unitario, calcular el valor de 
n*42, 

A)3 B)11  C)38  D)27 EJ18 


(O) Las soluciones de x7-7x+a=0 se diferencian 


en 3 unidades y de x* + bx + 8 - b=0 son iguales, 
b> 0,calcular el valor de ab + 6 
A)42 B)44 C)J46  D)48 


(Si a y £ son las raíces de: 
x* — 100x + 1 = 0, determine el valor de: 


E) 45 


res m8 MAN CICLOPEDIA 2012) 


(¿En cuánto hay que disminuir las raíces de la 
ecuación: 

(mó-n?)a? + 2(m+n)x + (men) = 0 
para que sean a ds 


Aln-m mn ¡5 aos 
+m 


D-— Ejmn 
na Pm 


(Q) Sabiendo que al formar una ecuación con el 


doble de las raíces aumentadas en uno de 
4x*+2x +0 =0, se obtienex” + bx + 10 =0. Indique 
el valor de: b+c+p 


A)J7 — BJ5 o DAI  EJ18 


(13) Determine el mayor valor que puedo tener «a», 
de manera que la ecuación cuadrática: 

(4 - aja? + 2ax + 2 =0. tenga una raíz múltiple, 
1 BJ2  C)3 D)4 EJ6 


(0) Calcular: EA 
(EA E) 


si la siguiente ecuación cuadrática: a* - 3x +1 =0, 
posee como C.S = (a; b) 
A)612  B)-3438 C)164 D)-8  EJ125 


(ODetermine una ecuación cuádratica de raíces 
a y b, si las ecuaciones: 
6x*+(2a+1)x+4b+2=0;2x*+5x+6=0,50n 
equivalentes. 
A) xtbx+6=0 B)x"-5x+10=0  C) x*-11x+28=0 
D)x%-x-2=0 — E)x-3x+4=0, 
(US)Si x, es solución de; "-2x-3=0, calcule el 
el 

valor de: 2 

pedo: («+ 27) 


AM Bp8 Cr27 D)-64 — EJ125 


(O) Calcular el valor de «a»para que la suma de 


los cuadrados de las raíces de la ecuación: 
2 +(2-0)x-3-0 =0, sea mínima. 
AJO B)-1 CJ D)2 EJ9 


ENSsi (x,:x,1 es el conjunto solución de la 
ecuación: 4*+2x+R=0, sabiendo que: xf + x5 =6k, 
hallar la ecuación de raices A y (k-6), 


Aj-6x-5=0 Bjx*-9x=0 Cjx*-9=0 
D)x*-24x+140=0  Ejx*-12x+27=0 


(OD En la ecuación en «x»:(2a-bJx+a+2b=10 
verifica Va e R. Calcular ab. 


A)2 B)8 C)6 10 E) 12 
(02) Calcular el valor de «x» en: 
2-3 4% , Sa12 
2 6 
21 41 1 49 4 
E E A ES 
al dE 7 E 
(03) Proporcione el conjunto solución al resolver: 
2-61, x% _12146lx% 
121 “2601 28611 
A) 121 B)61 C) 62 D) 2601 E)1 


(O) Hallar una raíz de la ecuación: 

(c+ a-2b)x* + (a +b-2c)x+b+c-2a=0 
(a+b) 
(a+c) 
(03) En la ecuación: +* - 10x—n* +25 = Oindique 
el valor de verdad: 

(_.) Tiene solución única, si n= 0 

( ) Tiene raíces imaginarias, sin < 0 

( ) Tiene 2 raíces reales diferentes, si mu 0 
A)VVF  B)VFV  C)VYWV D)FFV E)FVF 
(09) Six; x, son raíces de la ecuación "-4:-1=0, 
calcular el valor: 


Ed 


Ajab+e Bja+b+e C)1 D) Ejc+a—-2b 


AJ1 B)2 C)3 D)4 EJ 6 

(02) Sabiendo que las raíces de la ecuación: 
d+ 6x+8=0s00x,;x, 

calcular: x(x7—1)+xg(x3-1) 

AJ83 B)86  C)86  DJ88%  E)90 


(03) Calcular la suma de los cuadrados de las raíces 
de la ecuación: (24+2)x* + (4- 4x)x + k-2=0 
sabiendo que las raíces son recíprocas. 


AJ6 pas CJ10 DB EM5 
(09) Dada la ecuación cuadrática: 


(m-2)x*+2(m-1)x +m-3=0; m2 si tieneraíces 


(EDICIONES _ROBIVSOS 


209 [EN sonscioye 


EALES Y CUADEÍTICAS) 


reales diferentes, el valor de «m» se encuentra: 


A)m>= B)m<1 Cima D)jms-1 E)2<m 


(O) Determine el valor de «m» de manera que los 
polinomios tienen el mismo conjunto solución: 
Pl) =3"+6x + m; Q(e) =mx +7 


a a 0% Dz 


o Da la Cp de segundo grado con 


oi E 
Aja? +Jax-1=0 
C)lax* +ax+1=0 
El Ja+D)x* -ax+1=0 
(A) Determine el menor valor de k, de modo que 


las raíces de la ecuación: 
kx? — kx + 2k- 3x + 1 =0 difieran en 2 unidades. 


9 13 
1 Bs 
q 1 9 


(E) Sea las ecuaciones equivalentes: 
(a*-bijx? + (ab + 1)x+7=0 
la-b)J*+x+1=0;axb 


Calcular: a*- 6? 
A)210 B)216  C)218  D)220" E)240 


(O) La ecuación 3x* + 6x =4'="0 tiene como 
Os = 


Bla -1)x*-2/ax+1=0 
D)a+1)x*+ax-1=0 


11 13 
y ir D)- 


(a; b). Encontrar el valoride: 
afa+1), 3(b*-1) 
2-a 1-6b 


03 DA 

(63) Dela ecuación: +" + 10% + p =0 una raíz es 
el cubo de la otra. Indicar el valor de «p» 
A)2 B)4 C)j8 D)16 
(19) Determine «m» de modo que la suma de 
cuadrados de las raíces de la ecuación: 


x*+(m-2)x-(m+3)=0, tenga el menor valor 


E) -8 


posible, 
A)-2 B)-1 c)o D)1 E)2 
(12) Ses «a» una raíz de:x* +x-1=0. 
Calcular: a*—5a 

AJA B)2 C)3 D)1 E)2 


(13) Dada la ecuación: ax? + bx +0=0;ax0 si 
S, es la suma de los cuadrados de sus raíces, S, es 
la suma de sus cubos y S, es la suma de sus cuartas, 
calcular: aS, +58, +cS, 
43 B)2 c)0 


(0) Si x, y x, son raíces del polinomio cundrático: 
2 

Ple) =aé +bx+ 0; 2a0<= indican ió Bro de 

raíces tiene el polinomio Píx — ac) 

A) Reales eiguales— B) Imaginarias C) Positivas 

D) Reales diferentes E) Negativas 


E0) Resolver para x > 0: 


Va + Ja co Ez) re» 
CENÑES 


y dar como respuesta una solución. 


D)1 EJ5 


, , 
al -2042 at+2a+2 
aso Ha-1) ) aya 2a-1) ) ec 
. a+ 
Disnfariiar e tl 


AP 205 IDO 


09) € 
19 € 
19) A 

204 
0%) € 


03) A 0%) A 05) 
08) D 09) 5 10)D 


o 


paa SEXTA PRACTICA 


AMZMEME 


ES E CGUACIONES ROLINODNAneS 


OBJETIVO: 


Conocer la teoría sobre definición, teoremas y 
propiedades referentes a las ecuaciones y sus raíces, 


INTHODUCCIÓ. 


Sea el polinomio general en una variable de grado 
n. 


[Ptx)=0jx"+ajx" 4 ax"? 4...+ 0, 09 4 0 


Ala igualdad P(x)=0 se llama ecuación polinomial 
de grado n. 

En la resolución de estas ecuaciones se tendrá 
particularmente a la ecuación lineal, cuadrática, 
cúbica, cuártica, bicuadrada, recíproca y binomial 
mediante fórmulas generales en términos de sus 
coeficientes. Sin embargo, no ha sido posible 
resolver en forma general una ecuación de quinto 
grado o superior mediante fórmulas generales (por 
radicales). Más aún el matemático Evariste Galois 
(1811-1832) demuestra que el polinomio general 
de grado n>6 no es soluble por radicales , mediante 
la teoría de grupos (tratado en Álgebra Moderna). 
Pero si los coeficientes son numéricos, el valor de 
cualquiera de las raíces reales puede hallarse 
mediante aproximaciones (visto en las aplicaciones 
de la derivada). 


ECUACIÓN POLIVOMIAL CON 
UNA INCÓGNITA 


Es aquella ecuación cuya forma canónica o general 
adopta la forma: 


Pla)=ajx" + aj a,¡x+a,=0 (;a,+0 
donde: 27, 0), y; U3, «.. Gn, a, 50n coeficientes 
complejos; ne Z* 

* Esta ecuación es de grado “n” 
k tas coeficiente principal 
4,4: término independiente 
Pechos a la naturaleza de los coeficientes a, , 
'n polinomial puede ser 
Filo € Z, se tendrá una ecuación polinomial con 


si y sólo si: ay +0 


EJEMPLO: 


Plx)=4x "+30 6 4x-6=0 
* Si a, € Q, se tendrá una ecuación polinomial con 
coeficentes racionales. 
EJEMPLO: 


Pl)= E a ¿e +6r+Z=0 


4Si ae R, se tn una ecuación O con 
coeficientes reales. 
EJEMPLO: 

6 


Pl) dd 4h 7 VB +s-5=0 


* Si a, e C, se tendrá una ecuación polinomial con 
coeficientes complejos. 
EJEMPLO: 

J2 


Plx)=3ix" + /2ix" + 6x* Aoi 


0 


El grado del polinomio determina el grado de la 
ecuación, así: 


* x4+1=0 Ecuación lineal o de primer grado 
»2*-81+3=0 Ecuación cuadrática o de segundo 
grado 

*7x% - 6x +2 =0 Ecuación cúbica o de tercer grado 


RAIZ DE UN POLINOMIO (6 cero de un 
polinomio) Es aquel valor de la variable que anula 
un polinomio, 

Sea Píx) polinomio no constante: 


¡P(a)=0 >"a" es raíz de P(x) 
6 [a es raíz de P(x) > P(a)=0| 


Donde ac € 


* Es decir la raíz de un polinomio es el valor que al 
ser reemplazado en P(x), este toma el valor cero. 


EJEMPLO 1: 
* Dado el polinomio: P(a:)==x" +1 una de sus raíces 


* Ya que: P(-1)=(-1)"+1=0 


(EDICIONES _RUBINOS [resis AGA 5% 


ECUACIONES POLINOMIALES) 


EJEMPLO 2: 
* Sea: Pa) =x* — 25 

Si: x=5>P(5)=5*-25=0 

Si x=-5> P(-5)=(-6)* -25=0 
* Entonces 6 y -6 son raíces de P(x) 
OBSERVACIÓN: 
Toda ecuación polinomial de grado “n” tiene “n” 
raíces 


TEOREMA DEL FACTOR 


Si un polinomio P(x) se anula para x = a, entonces 
(x - a) es un factor de P(x) y por consiguiente “a” 
es una raíz de dicho polinomio. 

* Dicho de otra forma: 

“Dado P(x)=0, tal que P(a)=0 entonces (x - a) 
es un factor de P(x)” 

* Se cumple que: 


[Plx) = (xa) Q() 


EJEMPLO: 


* Sea Pla)=x*-21?-x+2 se observa ques: 


P(1)=0 ; P(-1)=0; P(2)=0 
% Luego, -1; 1; 2 son raíces de dicho polinomio. 
Por tanto: (x+1), (x 1), (x—2) son factoren de 
dicho polinomio. "y 

* Entonces; P(x)=(x+1)(x—1M(x= 2Q(x) 


RAÍZ MÚLTIPLE,DE UN 
POLIVOMIO 


Si la ecuación polinomial; 

Plx)=0; n22,a*0 
admite “k' raíces iguales a “r”” (n > k), entonces se 
dice que “y' es una RAÍZ DE MULTIPLICIDAD “k” 
de dicha ecuación. 


* Es decir si una raíz es de multiplicidad k, significa 
que la raíz se repite k veces. 


DEFIVICIÓN: 
Sen P(x) un polinomio donde q e C constante, es 
una raíz de multiplicidad k. Si y sólo si (x—«)* es 
un factor de P(x) y (x-aJ**! no es factor de P(x). 
Es decir: É 
P(x)=(x-a)*glx) con g(a) +0 


OBSERVACIÓN: 


Si se desea hallar las raíces de un polinomio o 
ecuación se factoriza y se iguala cada factor a cero. 


EJEMPLO 1: 


Hallemos las raíces de: Píx) =(x +2) (x—6)*(x 8) 
* Igualando cada factor a cero (debe tener: 3+2+1=6 
raíces) 
(x+2)=0>x,=-2) y =-2 es rafz de 
(x+2)=0 > x, =-2) multiplicidad tres o ratz 
(2 +2)=0 <> x, =-2) triple (ue repite 3 veces) 


(x-5)=05x,=5 
(x-6)=05x5,=6 


multiplicidad 2 
o raíz doble 

x =8 es raíz simple 

(no tiene multiplicidad) 


]imatipicias 


(x-8)=0> xy =8) 
EJEMPLO 2: 
* Al hallar las rafces de: Plx)=3(x+6)(x— 3 (x+ 10 
Igualando cada factor a cero: 
x+6=0 > x=-5; raíz simple (no tiene multiplicidad) 
(x-3)"=0 > x=3: raíz doble de multiplicidad 2 
(x+1)'=0= x=- 1: raíz triple o de multiplicidad 3 
OBSERVACIÓN: 


% Una raíz de la ecuación polinomial Píx)=0 sin 
tomar en cuenta su multiplicidad se denomina 
también “solución de dicha ecuación” , entonces: 


[¡Námero de Námero de 
raíces de P(x) * soluciones de edo 9 
decir el número de soluciones no excede al grado. 
EJEMPLO: 

* Sea la ecuación polinomial: 

Pja(e)=6x (x +1 (0-2) (x -3)7=0 


* Se dice que: 
“0”: es una raíz de multiplicidad 5 
“1” ; es una raíz de multiplicidad 2 
“2”; es una raíz de multiplicidad 4 


“3”: es una raíz de multiplicidad 7 
* De lo anterior, la ecuación de grado 18, admite 18 
raíces; pero el conjunto solución ““S” de dicha 
ecuación, admite solo 4 elementos, es decir: 
S=(0;-1;2;3) 
NOTA: 


El término raíz o cero de un polinomio se utiliza 
únicamente para ecuaciones polinomiales , es decir 


CAES IZMEMEDA 


EII) 


es absurdo hablar de raíz en ecuaciones irracionales 
o fraccionarias. 
TEOREMA FUNDAMENTAL DEL 
ÁLGEBRA 


Toda ecuación polinomial de coeficientes numéricos 
posee por lo menos una raíz que generalmente es 


compleja. 
COROLARIO : 


Toda ecuación polinomial de grado “n” tiene 

exactamente “'n” raíces contadas con su respectiva 

multiplicidad. 

* Sean las raíces de P(x) polinomio de grado 

con coeficiente principal “a”. 
ALLI 

el polinomio puede expresarse de la siguiente 

manera: 


Plx) = al: 


coeficiente principal 
EJEMPLOS: 
D x*-16=0 6 P(x)=x*-16=0; 
Comola ecuación es de 4”, grado debe tener 4 raíces. 
* Verifique que las raíces son 2;-2 ; 21 ;-21, donde 
ies la unidad imaginaria. 
MD) Pla) = (3 (1) (x+6)=0 
* Vemos que el polinomio es de grado 6, entonces 
debe tener 6 raíces. 
OBSERVACIÓN: 
Si a,=1 se dice que P(x) es un polinomio mónico. 
Sea P(x) un polinomio, además recuerde que: 
* P(1)= Suma de coeficientes 
* P(0)= Término independiente 
EJEMPLO: 


Sean 2; 3 y - 5 las raíces de un polinomio P(x) de 
grado mínimo, hállar:la suma de sus coeficientes si 
dicho polinomio es mónico. 


RESOLUCIÓN: 
* Si: 2 es raíz > (x - 2) es factor de P(x) 
3 es raíz=>(x-—3) es factor de P(x) 
—bes raíz > (x +6) es factor de P(x) 
> Plx) um aplx-2)(x —3)(x +5) 
* Como el polinomio es mónico; ay=1 
=> Pla) m (2 2)(x% —S)(x +5) 
* Nos piden la suma de coeficientes: 
e 


> Sea: x=1 

P(1) =(-11(2)(6) + P(1)=12 
—= La suma de coef. del polinomio es 12 
NOTA: 


* Del teorema y el corolario se concluye que toda 
ecuación polinomial tiene solución, por lo tanto será 
compatible. 


* Así mismo toda ecuación polinomial tiene n raíces 
contadas con su multiplicidad, es decir, será 
compatible determinada. 


TEOREMA DE CARDANO-VIETTE 


Dado un polinomio P(x) de grado “'n” con 
coeficientes complejos en general de la forma: 


[Píx)=ayx" +ajx"l aya"? +... +0,20/ 09 +0] 


CUyAS FAÍCes BON Xjy Xay Ayo amics opa CNLONCEA: 
ID SUMA DE RAÍCES 


2 Fx +xg+ 


IM) SUMA DE PRODUCTOS BIYVARIOS : 
as, 
o 


S, 


¡Eg + X]Xg Ha + 


“Suma de los productos tomados de 2 en 2. 
11) SUMA DE PRODUCTOS TERVARIOS : 


Pp 
EN 


[Sy = 2 ¡XX g HX/Xg%, + IGG 


... y así sucesivamente ... 
IV) PRODUCTOS DE RAÍCES : 


Ln y n= par 
Go 


[S, =x 09% uz, =( 19" En. 


La ¿Y n=impar 
NOTA: ce 

Este teorema nos permite tener relaciones 
numéricas entre las raíces de una ecuación y sus 
respectivos coeficientes. 

EJEMPLO 1: 

Dado el polinomio: P(x) =2x*- 6x*+7x —8 

Si: r, rg ry son sus raíces, entonces: 


COS reinar -L 


T¡+T¿Hrg= 


PEC ess MET 


ECT 


ONES POLINOMIALES) 


Trar=— 
EJEMPLO 2: 

Sea: bx*-3x*+2x-3=0 

Hallar la suma de sus raíces y su producto 
correspondiente. 

RESOLUCIÓN: 


Teniendo en cuenta que la suma de las raíces de una 
ecuación de grado “n” es igual al coeficiente de x"* 
entre el coeficiente de x”, con signo cambiado; se 
tendría: 


* Entonces suma de raíces: 
x+x3+xg+x, == 

EJEMPLO 3: 

Resolver: 2*-a*-x-2=0 

Sabiendo que dos de sus raíces suman menos uno. 

RESOLUCIÓN: 

* Sean las raíces: (x,, Xy» 19) : 

* Por condición: x,+%, m 


* Del teorema de Cardano - Vieta 


1 cocnannnso 


x¡+x 4x3 = GH canos 
* Reemplazando (1) en (11): 
-1+x=1> ES 
* Siendo x3=2, una de las raíces de la ecuación, 


esta contiene al factor (x — 2), obteniéndose el otro 
factor, por la regla de Ruffint: 


EV Laa 
2 2 |+2 
5 EE 1 0 


* De donde, tendríamos: (x — 2)(*+x+1)=0 
+ Igualando cada factor a cero: 
x-2=0>x=2 


Preri=orr 12 
* Las raíces de la ecuación dada son: 
LE, xy=2 


TEOREMAS SOBRE LAS 
PARIDADES DE LAS RAÍCES 


1) PARIDAD DE RAÍCES IMAGINARIAS: 

Toda ecuación polinomial de coeficientes reales 
que tenga una raíz compleja de la forma “a+bi” 
donde a yb e R a ¿=y=1. Tendrá necesariamente 
por raíz al complejo conjugado de la raíz. inicial: 
decir la otra raíz será: “a — bi”; (bx 0). 


1) PARIDAD DE RAÍCES IRKACIONALES 


Si una raíz del polinomio P(x) de coeficientes 
racionales, es el número irracional 


a+Jb (a,beQ n b>0n Vb e 0), 


necesariamente otra raíz de la ecuación será el 


entonces 


irracional conjugado: a—y/b 
OBSERVACIÓN: 


Todas las raíces imaginarias de una ecuación 
polinomial, con coeficientes reales, se presentan por 
PARES, las cuales son dos a dos números 
imaginarios y conjugados. Por ello, el número de 
raíces imaginarias de este tipo de ecuaciones es par. 


COROLARIO: 
Toda ecuación polinomial, con coeficientes reales y 
de grado impar, tiene por lo menos una raíz real. 
HI) TETRARIDAD DE LAS RAÍCES 
IRRACIONALES : 


Si una ecuación polinomial P,(x)=0, con 
coeficientes racionales, admite la raíz irracional 


(Ja +/b), donde a y b son racionales positivos no 
cuadrados perfectos (Ja, Jb son irracionales 
entonces, su irracional conjugado (Ja —/b) su 
opuesto (—/a —/b5) y el conjugado de su opuesto 
(-Ja + /5), también son raíces de dicha ecuación 
IV) TERNARIDAD DE LaS RAÍCES 
COMPLEJAS : ; 


Si una eeuación polinomial P,(x)=0, con 
coeficientes racionales , admite la raíz irracional 


da, donde a es un racional no cubo perfecto, 


entonces Vaw y su conjugada WVaw* también son 
raíces de dicha ecuación; siendo “zo” una de las 
raíces cúbicas imaginarias de la unidad. 


CAM_EZIZHEMETA 


EJEMPLO 1: 


Ecuación Raíces 

DASS 
Artt aii pi 
dx-1 | 2 =2+V5;x3=2-V6 
rota [EAN 28 


xy=—-J24V3 5 x=-V2-43 


de? 4143-20 | x, =1481; 3 =1- 31; x9 =2 


es un divisor de “a,” y “q?” un divisor de “ay”: 


IC) También si P(1) y P(0) son números enteros 
impares, entonces la ecuación no tiene raíces 
¡enteras. 


EJEMPLO 2: 


Construir una ecuación de menor grado, donde una 
de sus raíces es: 1+2i 


RESOLUCIÓN: 


* Por el teorema de la paridad de raíces imaginarias, 
si x,=1+2í es raíz entonces xy=1 - 2i también lo 
será, luego una de las ecuaciones de menor grado 


es: e 
a (2, +x9)x0+xx3=0 


>: -24+3=0 
(1+21)(1- 24) 
EJEMPLO 3: 
Si una delas raíces de: x*+px+q=0,(p:9)e 0. 
es: 1-/2; calcular ““p” y “q”. 
RESOLUCIÓN: 


* Coma los coeficientes de la ecuación son números 
racionales, aplicamos el teorema de la paridad, se 


tiene que si x, =1-—/2 es una raíz , luego la otra 
raíz será necesariamente x3=14+WY2, luego 
formemos la ecuación: 

a (a +xgla += 0 
> (1-2 41412 )x +(1-J2 (1442) =0 
> x*-2-1=0 
* Comparándola con: x,+px+q=0 
* Se obtiene: p=-2/4q=- 
OTROS TEOREMAS: 
A) Si una raíz de la ecuación polinomial: 

Pla)=ayr" +0" +... +a, ¡x+a,=0 


con coeficientes enteros (a, 20), es el número 
entonces necesariamente “'p”' es un 


B) Además si una raíz es Elo, qeZAq*0Apyq 


fon primos entre sf; entonces necesariamente “p” 


EJEMPLO: 
¡Sea la ecuación: P(x)=x*-x - 6=0 
* Como: 
P()=1-1-5=-65 
P(0)=0*-0-5=-5 


* Entonces como P(1) y P(0) son impares entonces 
la ecuación y*_x-8£=0 No presentan raíces 
enteras. 


TEOREMA DE BOLZANO (TEOREMA DEL 
VALOR INTERMEDIO) 

Este teorema es aplicable para funciones continuas, 
aquí lo aplicaremos para polinomios. “En todo 
polinomio P(x) de coeficientes reales, si Pía) P(b)<0, 


entonces existe al menos una raíz real xy e< ajb >”. 
EJEMPLO: 

Sea: P(x)=2x” — 16x* - 28x +40 

Se observa que: 

P(0)=2(0)* - 16(0)? - 28(0) + 40=40 -» P(0)>0 

P(1)=2(13 - 15(1 -28(1)+40=-1->P(1)<0 


* Como P(0)P(1)<0 entonces existe al menos una 
raíz xy de P(x) en el intorvalo < 0; 1> 


LÍMITES O COTAS DE LAS 
RAÍCES 


Al buscar las raíces reales de una ecuación , tal como 
lo haremos , es útil conocer un intervalo de valores 
que contenga todas las raíces. Todo número que sea 
mayor o igual a la mas grande de las raíces, se llama 
límite superior de las raíces. Cualquier número que 
sea menor o igual a la raíz más pequeña se llama 
límite inferior de las raíces. Los límites superior e 
inferior pueden determinarse aplicando el siguiente 
teorema. 


TEOREMA: 


I) Si en la división sintética de ruffini en un 
polinomio Y (x) entre x — r. , donde r es positivo, 
cada término del tercer renglón es positivo (algunos 
pueden ser nulos), entonces r es un límite superior 
para las raíces reales de la ecuación f(x)=0. 


II) Si r es negativo y los términos del tercer renglón 
son  alternafivamente positivos y 


— 150 
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negativos(tomando el cero en el tercer renglón ya 
sea comno positivo o negativo) , entonces r es un 
límite inferior para las raíces. 

La verdad del teorema puede observarse 
inmediatamente. Si una r positiva produce términos 
positivos en el cociente del proceso de la división , 
un número mayor que r aumentaría todos los 
términos del renglón siguiente al primero. El último 
término del tercer renglón no podría entonces ser 
nulo. En consecuencia , un valor mayor que r no es 
raíz de la ecuación. 


Por un razonamiento completamente similar; puede 
ser establecida la segunda parte del teorema. 
EJEMPLO: 
Encontrar los límites superior e inferior de las 
raíces de la ecuación 
20-51-7344 =0 

RESOLUCIÓN: 
Mostramos la prueba para r=3 y r=4: 
2-5 -71+4 

+6 +81 -12 
2 +1 -41-8> 


tercer renglón 


2-56 -71 +4 
+8 +12) +20 
2 +3 +5 +2- 
tercer renglón a 


* Estas pruebas muestran que el entero más pequeño 
que es límite superior , determiñado por el teorema, 
esd. 

* En seguida probamos enteros negativos, 
comenzando con 1. 


2 -9 +11; -18> 
tercer renglón 


Puesto que - 2 hace a los términos del tercer renglón 
de signos alternados, este número es un límite 
inferior. Por tanto, todas las rafces reales de la 
ecuacion dada están entre — 2 y 4. 


OBSERVACIÓN: 


la cota o límite superior(S) e inferior(1) de las raíces 
también se puede determinar mediante las 
siguientes fórmulas de lagrange: 


S=1+p E 
Yao 


P: Diferencia entre el grado de la ecuación y el grado 
del primer término con coeficiente negativo. 


donde: 


G: Valor absoluto del menor coeficiente negativo del 
polinomio. 

2,: primer coeficiente de la ecuación. 

NOTA: 

el valor de S se calcula a partir de f(x), mientras 
que el valor de Tse calcula a partir de fI - x), siendo 
necesariamente a, positivo. 

EJEMPLO: 

en: fíx)=x="+ 2x*+ bx*- 7x*- 32-160 = 0 

* la,raíces probables son: 
+1;12;+4;18;116;132;15;110;240; 180; + 160 


* Cálculo de S: 
0 
¿ m1+6= 
7 +6=7 


luego las únicas raíces positivas probables serán: 
152;4;5 
* Cálculo de E: 
fex)=-x+2x 6x*- 7:*+32x -160=0 
* Pero para calcular T es necesario que a,>0, por lo 
que multiplicaremos por (-1) ambos miembros de 
la ecuación, así: 
a- 23*+6x +7x*- 320+160=0 
P=5-4=1;G=32 y a¿=1 


* entonces: 1195 (37)>-00 


* Por lo que las únicas raíces negativas probables 
serán: - 32;-16;-8;-4;-2;-1;-6;-10 y - 20. 


REGLA DE SIGNOS DE 
DESCARTES 


De un polinomio f(x) , con los términos escritos en 
orden de potencias descendentes de x, se dice que 
tiene un cambio de signo (variación) si dos 
terminos consecutivos tienen signos opuestos, Toda 
potencia de x faltante debe rechazarse en esta 
definición (no se ponen los coeficientes iguales a 


S=1+5; 


CAE IZEERETA 


Cero) - 
EJEMPLO: 
El polinomio 2x%x*-3x*+x*-2 tiene tres cambios 


de signo (3 variaciones). 7 


a 
2x* 1-35 4 *-2 
pa e 
v e 
Hay un cambio de 2x* a-—x*,otrode-3x* a +47, y 
un tercero de +a* a -— 2. 


Los cambios del signo suministran alguna 
informacion sobre las raíces de una ecuación 
polinomial. Con relación a esto enunciemos el 
siguiente teorema: 


TEOREMA: 


(Regla de signos de Descartes) 

El número de raíces positivas de una ecuación 
polinomial f(x)=0 es igual al número de cambios 
de signo en f(x), o es menor que ese número según 
un múltiplo de 2. El número de rafces negativas de 
fíx)=0 es igual al número de cambios de signo en 
Rx), o es menor que ese número según un múltiplo 
de 2. 

NOTA: 


Aunque se omite la demostracion de esta regla, la 

aplicaremos a algunas ecuaciones. De acuerdo con 

la regla, un solo cambio de signo significa que hay 

solamente una raíz positiva. Para un número de 

cambios mayor que 1, la regla no proporciona 

ninguna información definida. Cuatro cambios, por 

ejemplo, revelan que hay cuatro, dos, o ninguna raíz 

positiva. 

EJEMPLO 1: 

Aplicar la regla de signos de Descartes a la ecuación: 
a+ 7 + 80 -17=0 

RESOLUCIÓN: 

* Como el primer miembro fíx) tiene un cambio de 

signo. Entonces la,ecuación tiene exactamente una 

raíz positiva. Para hacer la prueba de las raíces 

negativas, substituimos x por - x y tenemos: 
fa)=-2* + 74 -8x- 17 

Aquí hay dos cambios de signo. De acuerdo con la 

regla, la ecuacion dada tiene dos raíces negativas o 

ninguna negativa. 

Concluimos, por lo tanto, que la ecuación original 


tiene una raíz positiva y que las dos raíces restantes 
son ambas negativas o imaginarias; estas son: 


NÚMERO TOTAL 
—bemaces || 
NÚMERO DE RAÍCES 
PA 


¿*RECUERDA¡ 


Dado un polinomio P(x) con coeficientes Reales, se 
denomina variación al paso de un término a otro 
consecutivo de diferente signo, y permanencia si son 
de signos iguales. 


NÚMERO DE RAÍCES 
'NEGATIVAS(—) / 
¡NÚMERO DE RAÍCES 
IMAGINARIAS 


REGLA: 


* El número de raíces positivas de un polinomio P(x) 
con coeficientes Reales no excede al número de 
variaciones del polinomio y cuando es menor su 
diferencia es un número par. 

* Para analizar el número de raíces negativas de un 
polinomio Píx) bastará con analizar P(-=x). 


EJEMPLO2: 
En: P(x) =2x -P + x% - x0-5 


* Hay 3 variaciones, entonces este polinomio no 
tendrá más de 3 raíces positivas, 


* Luego: 
Pla) = La a + eb 
NA 


Como presenta 2 variaciones, entonces no tendrá 

más de 2 raíces negativas. 

EJEMPLO 3: 

Aplicar la regla de signos de Descartes a la ecuación: 
F)=3x 5 +40 + 2x-5=0 

RESOLUCIÓN: 


*el polinomio f(x) tiene un cambio de signo de 2x a 
- 6; por consiguiente la ecuación tiene exactamente 
una raíz real positiva. 


* ahora: f(-x)=- 3x* — 4x*- 2x - 5=0 


f- x) no tiene variación de signo , entonces no hay 
real negativa. 


Por lo tanto la ecuación original tiene una raíz real 
y Cuatro complejas . 


(EDICIONES HOBIÑOS 
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ECUACIONES POLINOMIALES) 


REGLA DE BUD. 


sean V, y V, el número de cambios de signos en las 
sucesiones: 


P(a);P(a);P"(a) ¿POa) 
P(b); P'(b); P"(b. ¿Pl"(b) 
derivadas de P(x) 


respectivamente; entonces el número de ceros o 
raíces de P(x) en [a; b] es igual , bien a (V,-V,) 6 
(V,-V,)menos un número par. 

NOTA: 

El intervalo [a;b] se puede estimar mediante el 
teorema del valor intermedio, 

EJEMPLO: 

sea: Plx)=x* -10%*+32x*-18x+16=0 

* Tomemos [0;2] (debemos adecuacamente el 


intervalo); luego evaluamos los polinomios y las 
derivadas en a=0 y b=1, así: 


Píx)=x*- 10x7+32x* - 18x+16 + P(0)=15 y P(2)=43 

Px)=4x - 30x*+64x - 18 P(0)=-18 y P'(2)=22 

P"(x)=12x* - 60x+64 > P"(0)=64 y P"(2)=-8 

P"(x)=24x -60 + P"(0)=- 60 y P"(2)=-12 

PU (x)=24 + P'"(0)=24 y Pl"(2)=24 

* ahora formemos la sucesión: 
15;-18;64;-60;24 + V,¿=4 
43;22;-8;-12;24 + V¿=2 

entonces: V,-V,= 4- 2=2, dando entender que en 

[0; 2] hay 2 raíces o ninguna (2- 2= 0). 

TEOREMA DE LAS RAÍCES 
MÚLTIPLES 


Si el polinomio P(x)=(x - a)' q(x)/q(a) + 0 se cumple: 
Si: P(a)=0, entonces: 

Pía)=0AP'(a)=0 A PD(a)=0 
Es decir, todas sus derivadas hasta el orden (R— 1) 
se anulan en “a” (se hacen cero). 


EJEMPLO: 

Sea: Plx)=5*+x44 

Se observa que: P(-2)=(-2)*+4(-2)+4=0 

* Además: P(x)=2x +4 > P(-2)=2(-2)+4=0 
* Entonces - 2 es una raíz doble del polinomio. 
OBSERVACIÓN: 4 

Sea: Plx)=aga" +0 aya Pd + 9, 
Un polinomio de grado par y coeficientes reales y 


si: 6,47, <0, entonces P(x) tiene por lo menos 2 
raíces reales. 

EJEMPLO: 

Sea: a+ 20-25 

* Se observa que: ay=1 y Az, =-5 > £743, <0 

* Entonces este polinomio presenta por lo menos 2 
raíces reales. 


TRANSFORMACIONES DE LAS 
ECUACIONES 


Comúnmente es necesario transformar una ecuación 
en otra, cuyas raíces tengan una relación con las 
raíces de la ecuación general. 


Sus principales transformaciones son: 


D) CAMBLAR DE SIGNO A LAS RAÍCES : 


Dado el polinomio P(x) de raíces xj, Xga 0. » Ayo 
Para hallar otro polinomio del mismo grado, cuyas 
TAÍCES SCAN Xjo yo Aya ses » o será suficiente 
cambiar en el polinomio Pfx), x por — x. 
EJEMPLO: 

* Como P(x)=x*+3x+2 tiene como raíces a-1 y-2, 
entonces; 


P(-x)=x"-3x+2 tendrá como raíces a 1 y 2. 


1) MULTIPLICACIÓN DE LAS RAÍCES 
POR UNA CONSTANTE 2 


Sea P(x) de raíces x 1 Xy «.wx*, se busca otro polinomio 
del mismo grado de raíces rx, Xy PXgo +.» rx, donde 
r es constante no nula. 


Sean x, las raíces de P(x) se busca otro polinomio 
de raíces Y¿=FXp > ap será 


suficiente cambiar en P(x), ax por EA 
¡al 


EJEMPLO: 
* Sea Pla)=x* -3x +2 de raíces 1 y 2, se desea 


otro polinomio de raíces 3 y 6, es decir el triple de 
las anteriores, entonces se hará: 


y z 
ES =%fó por E). 
y=3%=>x==206 por 7) 
* Cosa que el nuevo polinomio será: 
2 2 

2 x 2)_e 

Ea (El -a(El+2 > PI ]-E-x+ 
r(3) E) 3) pS (5) a 


esto vemos: 
Ter 20 0 -9+18=0 
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105 Tra oz) 


tendrá como raíces a: 3(1) y 3(2) 


II) LAS RAÍCES AUMENTADAS EN UNA 
CONSTANTE : 

Sea Plx) un polinomio de raíces x, , X» 
busca otro polinomio de raíces x, +1; xy+ 
es decir las raíces aumentadas en una constante r. 
Sean x, las raíces de P(x) se busca otro polinomio 
Y= += yr. Basta 
reemplazar en el polinomio Ptx,x por x — r. 
EJEMPLO 1: 

* Sea: Plaj=x" -74+10 de raíces 2 y 6, se desea otra 
ecuación de raíces 3 y 6,es decir las raíces de 
a*-7x+10 aumentadas en 1, entonces será 
suficiente reemplazar a “%x” por “x= 1”, luego: 
(2-1)1-7(2-1) +10=x*-9x+18 será el polinomio 
buscado, es decir: *-9x+18 tendrá como raíces a: 
2+1y56+1 

OBSERVACIÓN: 

Una manera práctica de obtener la ecuación ya 
desarrollada es dividir por Ruffini en forma sucesiva 
a7-7x+10 entre (x+1), así: 


1 -7 :10 


de raíces 


del nuevo polinomio 


nuevo polinomio 


* Entonces el nuevo polinomio cuyas raíces son las 
anteriores aumentadas en 1, será: 


P(x)= x* - 9x +18 
EJEMPLO 2: 
Determinar la ecuación polinomial cuyas raíces sean 
las de: 2 41=0 
Disminuidas en 2. 
RESOLUCIÓN: 


* Para aplicar el criterio de un Ruffini sucesivo, 
dividiremos x*- 2 +1 entre x — 2, así: 


" mua la ecuación pedida e AAA 
IV) LAS RAICES RECIPROCAS : 


Dado un polinomio P(x) de raíces Xy, Xp ws y Xy» 50 
busca ateo poliñiamio decai 
ER 


Es suficiente cambiar en P(z), x por 2. 


EJEMPLO: 


Determine una ecuación cúbica cuyas raíces sean 
las inversas de: + 3x*- 2x - 7=0 
RESOLUCIÓN: 


* Sustituyendo a “%x” por “2”, así: 


s 2 

Yare 
x x x 
* Multiplicando por a, se tiene: 
143x-2x* -7:*=0 

> - 7%? - 20% + 3x + 1=0 Es la ecuación pedida. 

V) CUADRADO DE LAS RAÍCES : 

Dado un polinomio P(x) de Tafces X, Xy «y % OLTO 

polinomio del mismo grado de raíces x2, x3 


:18 — Término independiente se consigue reemplazando x por Jx. 


% En decir sea x la raíz de P(x) se busca otro 
polinomio de raíz y =x7. 


== /y => se reemplaza x por ./z 


EJEMPLO: 
Determinar la ecuación de 2* grado cuyas raíces 
sean el cuadrado de las raíces de: 
x*—-x+1=0 
RESOLUCIÓN: 
* Será suficiente reemplazar a “x" por “/z”, así 
(WeY -Jz+1=0>x+1=4/x 

* Elevando al cuadrado y despejando resulta: 

A +x+1=0 Que será la ecuación pedida. 


OBSERVACIÓN: 
(MÉTODOS PRÁCTICOS) 
Sea: Plaj=aga" +aj raya? + 09=0 
cuyas raíces son: (x,5 x35 Xg5 =$ Xp) 
A) Si se desea un polinomio cuyas raíces sean: 
fhxps Rxgs Rxgimo; Rx) 


Sen 
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* Este será igual a: 
Píx)=agx" +kaja"*+R?ayx" +... +h"a,=0 
B) Si se desea un polinomio cuyas raíces sean: 
(expo 2393 mes Ep) 
* Este será igual a: 
Plx)=ayx" ax" +aya" e... +()a,=0 
* Es decir se cambia de signo a los términos de lugar 


par. 
€) Si se desea un polinomio cuyas raíces sean: 


fe de Y = 
Xy 19% 1d 


* Este será igual a: 


P(x)=0,2" +0, 2 +... +0/% +07 


* Es decir se invierte el orden de los coeficientes. 
NOTA: 


En estos tres últimos casos los polinomios deben 
estar previamente completos y ordenados , de no ser 
así se completan con ceros los términos que faltan. 


D) Si se desea un polinomio cuyas raíces sean: 

2) 

* Éste polinomio se obtiene haciendo primero; 
Plx)xP(-x) 

Que resultarán potencias pares de ““w” y a 

continuación se sustituye a x* por “y” (o mejor a 

Le por a") 

EJEMPLO: ; 

Sea: 2? 5x+6=0, de raíces (x,5x9) 

Aplicando métodos prácticos, determinar un 

polinomio cuadrático que: 


A) Tenga como raíces a (6x,; 6x7) 


B) Tenga como raíces a (-x,5-x9) 


0) Tenga como raíces a | ; > 
Ey Ag 


D) Tenga como raíces a (x7; x2) 
RESOLUCIÓN: 
A)P(x)==? -6x6x +6? x6=0 >x? - 80x+216=0 
B)P(x)=x? +5x+6=0>x*+6x +6=0 
C)P(x)=6x? —5x +1=0 > 6x? —-5x +1=0 
D) Pl) Xx P(=x)=(4? —6x +6)(x*+5%+6) 

AS 

Glx)=x*-13:? +36 


* Haciendo =p; 
> Q()=y? -13y +36 6 Qlz)=x? —13x +36 


VI) ELIMINACIÓN 
ÉRMINO : 


DEL SEGUNDO 


Sea: Pla)=agx" +aj "+ aya +. +0. 


* Para eliminar el segundo término (a,x”*), se 
agrega a las raíces una cantidad “R” de modo que 
aquellos términos desaparezcan de la ecuación, asf: 
x+k=y>x=y-k 
* Entonces: 
P(y)=a0o(y-R) +0 (yA) +...+0. 
* Desarrollando: 


> Ply)=a)y" - any" +09 4 
* Entonces: o, 
-apuky" + ay =0>k=21 
aya 
CONOLUSIÓN: 
Para eliminar el segundo término de P(x)=0, se 


deben incrementar en -2£. a las raíces. 
an 


EJEMPLO: 
Eliminar el segundo término de: 


2-3 +3x-1=0 


RESOLUCIÓN: 
* En este caso: ag=1; ay=-8 y n=3 
* Entonces: a EZ 

1x3 


* Luego debemos agregar en k=-1 a las raíces de 
2? —3x? + 32 - 1=0 Para ello aplicamos Ruffini en 


forma sucesiva: (x-1=0>x->1) 
1 3 3 


* Luego la ecuación final será: 
a +0 +0x+0=0>x*%=0 
OJO: 
En este caso se eliminó también el tercer y cuarto 
término (no siempre ocurre así). 
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ECUACIÓN CUBICA 
Llamada también ecuación polinomial de grado 3 
cuya forma general es: 


las +ba*+er+d=0 ;az0 


* La solución de esta ecuación se realiza eliminando 
el término cuadrático (segundo término en la 
ecuación cúbica), para ello hacemos la sustitución 


b 
x por (2) se puede obtener la siguiente 


ecuación en a: 


* Supongamos ahora que la ecuación cúbica 
incompleta tiene una solución de la forma x=y+z. 
Luego por definición de solución: 


(y+z) + px+g=0 
y +2 +3yz(y+z)+ px+q=0 


“llamada cúbica incompleta” 


z 
> (M+z2 + q) (3yz +p)o=0 
* El cual verifica si: y '+2"+q=0 

3yz+p=0 


* Con lo que y? +2*=- Ad=P_ 
que y? +22=-q A y 57 
* Conociendo la suma y la multiplicación de y”, z 
se puede formar una ecuación cuadrática de raíces 
nt 
(y +2 )r+ y? =0, es decir: 
ul 


, 


o "llamada ecuación 
resolvente" 


2 p 
2538 4 ha) 
* Dedonde: y, =—N—V 27) 


2 
* Como y”, z* son las raíces de esta ecuación: 


OOO) 


25) 


* Para solucionar la ecuación anterior, definamos 


a e 
a=(£)'+(2)', como discriminante de la 


ecuación cúbica incompleta: 
+px+q=0 
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* Como: x= y+z, se tiene: 


O) 


* Luego de los números complejos, se tiene que: 


e =m 
2=UR >/x3 = mw 


EJEMPLO: 
Resolver: x"-2x-4=0 
RESOLUCIÓN: 
* Sea : x= y+ z la solución de la ecuación, entonces: 
(y+z) -2x-4=0 
> y +2 + 3yz(y+z)-2x-4=0 
[el 


y 
> (9 +2? -4)+(3y2-2x =0 


* Cumpliendo cuando: y%+2*=4 » yz= 


celta 


* Dedonde: Y +2%=4 Ay 7' => 


* Ahora la ecuación resolvente de raíces y "12%, 
es; 2 8 10 
dr =0>r5r= J3 
r r+ 27 >r=21 ñ 


90 ya 


32310 na 
P=2-Mior=1- 


* Con lo que: 
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ANÁLISIS Y DISCUSIÓN DE 
LAS RAÍCES DE LA ECUACIÓN 
CÚBICA 


Sea la ecuación x9+ px+g=0, (p;q) < R deraíces 


Xp Lg Xy y Am E y dos 


_9 -2_ aw? 
a sa VAw 
s0=(-L+ Jiu? +$-2- wo 


Se cumple: 

DSi A<0>(x,,%3,%3)<R, además todas 
distintas (3 raíces diferentes entre st) 

2) Si A=0> (x,,%7,%9) C R además x,=x, (dos 
raíces iguales) : 
3)Si A>0>x¡€R, xy=%3A%9,2yECR es 


decir una raíz real y las otras 2 imaginarias y 
además conjugadas. 


ANÁLISIS GEOMÉTRICO 


Sea el polinomio Plx)=ax"+bw-+e ; a, b,ceR de 
raíces x,.x4,%3 y discriminate A. 


a>0 a>0 a>0 
2 | J% 5 | 4% EN 
A<0O 2 A=0 A>0 
a<0 a<0 a<O 
ANA A A-| EA 
EJEMPLO: 
Analice las raíces de: x*- x+3=0 
RESOLUCIÓN: 


* En este caso: p =-1; q =3 


2 el 
> a-(5) +) =-LE50 
2 3 4 27 
=>4>0 
* De donde concluimos que la ecuación presenta 1 
raíz real y 2 imaginarias. 
ECUACIÓN CUÁRTICA O DE 
CUARTO GRADO 
Son aquellas de la forma: 

Plx)=axt +bx"+cx*+dx+e=0; ar 0 
RESOLUCIÓN DE FERRARI 
Sea la ecuación 2+2px"+qx*+2rx+8=0 se busca 

formar cuadrados perfectos. 
* Sumando miembro a miembro (ax+bP a fin deque 
ambos miembros sean cuadrados perfectos. 
tap (gra? Ja? + 2(r+ abre +b? )=(0x+ by? 
* Supongamos que el primer miembro sea 
(4 pork. 
* Por identidad de polinomios: 

Pp +2k=q+a*; kp=r+ab; k?=s+b? 
* Eliminando e y b de estas ecuaciones tenemos; 

(pk - rJ?=(p*+2k - q)(R*- 8) 

* Formándose la siguiente ecuación cúbica. 


? — qh? + 2(pr—s)k — p?a+qs—r*=0 
* De esta ecuación cúbica puede hallarse siempre 
un valor real de k, con lo cual a y b quedan 
determinadas como: 

(74 par kji=ax +) > 3% + px+ h=1(ax+b) 
* Luego, los valores de x se obtienen de las 
ecuaciones cuadráticas. 


A +(p-ajx+k-b=0 

2%4+(p+ aJx+k +b=0 
EJEMPLO: 
Resolver: x*-2x*+2x*+4x-8=0 
RESOLUCIÓN: 
* Sumando a ambos miembros: 

(ax+b) =a7x*+2abx+b*, resulta: 
204 (042) 20642) 04 b? —B=(ax+b)? 
* Sea el primer miembro igual a: (x? —«+k)? 
* Por identidad de polinomios: 
a =2k-1;ab=-k-2b*=k*+8 

* Obteniéndose: (2% — 1(R? +8)=(-k-2)* 
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> 2h" —2k? + 12k-12=0 
* De donde se obtendrá: k=1 
* Entonces: 
¡ab=-3 ;b?=9>a=1 y b=-3 


* Obteniéndose finalmente de (1) y (11): 
xy=-V2; xy=14+V34; x=1-/3i 
RESOLUCIÓN DE DESCARTES 


* Haciendo ==, la ecuación queda reducida 


en: y'- qy'+ry+8=0 (ecuación cuártica incompleta) 
* Suponga que el polinomio cuártico queda 
y +qy? ery+e=(y? +Rky+2)(y? -ky+m), 
* De la igualdad de polinomos se tiene: 
£+m-ki=q;k(m-£)=r;tm=8 
* De las dos primeras ecuaciones: 
2m=k*+q+ E 2i=**+q E y reemplazando 


En la tercera: (k? +gk+r)(R” +qk-r)=4sk* 
* Es decir: 

E%42qk* +(q? — da)k' 
* Esta es una ecuación cúbica en k* que tiene 
siempre una solución positiva. Cuando se conoce 
K* se conocen los valores de £ y m y la solución de 
la cuártica incompleta se obtiene resolviendo las dos 
ecuaciones cuadráticas. 


0, 


Y +ky+t=0 
Y-ky+m=0 
EJEMPLO: 
Resolver: yt 135% -4x+2=0 
RESOLUCIÓN: 
* Haciendo: 


213% -de+2=(23 + hx+£)(x? —hkx+m) 
* De donde por igualdad de polinomios resulta: 
mie=itas] 2m=P-Í-19 


> 


4 
mt 20=0t+ 2-19 


m£=2 


5 3 
eii q 3 + 133% +2 13)=4(2) 


>(h* -13k—4)(K* — 13k + 4) =8k? 
>(k* - 13k)? -16=8k* 
>k' —-26k* +161k* -16=0 
* Resolviendo resulta k=4, entonces: 
m+l=3 ;m-£t=-1>m=1At=2 
* Luego: 
x%- 130? d+ 2=(x7 +4x4+2)(x? +4x-1) 
* Entonces; 
a+ 4x+2 
1? -du+l= 


-2+ 425 -2-/2; 24/35 2/3 


ECUACIÓN GENERAL 
DE QUINTO GRADO 


El éxito obtenido al resolver las ecuaciones de 
tercero y cuarto grado llevaron a los matemáticos 
de la época de Bombelli a intentar, por métodos 
similares, resolver la ecuación general de quinto 
grado: 
A 

pero todos sus esfuerzos fallaron. La razón de este 
fracaso fue descubierta en 1824 por el joven y genio 
matemático noruego N.H. Abel (1802-1829), quien 
demostró que la ecuación general de quinto grado 
no se puede resolver por radicales. Es decir, no se 
encuentra una expresión, donde las operaciones de 
adición, sustracción, multiplicación, división y el 
cálculo de raíces cuadradas, cúbicas, cuartas, etc., 
de explícitamente las raíces de un polinomio 
arbitrario, mónico, de grado 6, en términos de los 
coeficientes del polinomio. Los resultados más 
importantes en la teoría de ecuaciones polinomicas 
se logran en las investigaciones del matemático 
francés, contemporaneo de Abel, Evariste Galois 
(1811-1832). La teoría de Galois no solamente 
muestra por que es imposible resolver la ecuación 
general de quinto grado por radicales, sino también 
por qué es posible resolver las ecuaciones de tercero 
y cuarto grado. 


ECUACIÓN BICUADRADA 


Es la ecuación polinomial de cuarto grado que 
contiene solamente potencias pares de la incógnita, 
su forma canónica o general es; 


axó +bx? 
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«e 0” 


a”; “b” y “e” son los coeficientes; es la 


incógnita. 
RESOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN 
BICCADRADA 
Sea: axf+bxP4+0=0; 0x0 
* Realizando el cambio: x"=y, la ecuación se puede 


transformar a una de segundo grado, llamada 
ECUACIÓN RESOLVENTE, de la forma: 


ay +by+c=0;a+0 
* Cuya solución general es: 


—b+ 6? — dac 
a aa 


* Como: y=x*, se tiene: 


—b4 0? - dac 
2a 


1) 


donde: A=b* — 'Discriminante o invariante) 
Siendo ésta, la solución general de la ecuación: 
bicuadrada (1). Haciendo todas las combinaciones 
posibles de los pignos en (1), se obtienen: las 
siguientes raíces: . 


NS 


OBSERVACIÓN: 

La ecuación bicuadrada ax* + bx? + e =0; se puede 
resolver. por factorización (Aspa simple). 

Si: b* - 4ac; es un cuadrado perfecto. 
EJEMPLO 1: 

Resolver: 9x* —13x*+4=0 

RESOLUCIÓN: 

* Dado que:a =9;b= 
d* — dac =(-13)* - 4(9)(4) =26; es un cuadrado 
perfecto, la ecuación es factorizable; en efecto los 
factores de: 


-13;0=4 


9x* A dx 
x -1—>_-9% 
137 
Son: (9? -4)(x? -1)=0 


* Asimismo, cada paréntesis se puede factorizar 
aplicando diferencia de cuadrados, es decir: 
(8x+ 2)(3x — 2)(x +1)(2-1)=0 

* Igualando cada factor a cero las raíces 
correspondientes son: 


2 2 
2 GS E = gi n= Li xa 


EJEMPLO 2: 
Resolver: 36x* -78x? +16=0 
RESOLUCIÓN: 
* Factorizando por aspa simple; 
(4x* - 1)(9? -16)=0 
* Igualando cada factor a cero: 
1 
4?-i=0>x=t E 
90 16=0=3 :=*% 


Y 174 A 
* Entonces: C.S. =(1- 3 3 7 
EJEMPLO 3: 
Resolver: 2x%+3x*-5=0 
RESOLUCIÓN: 
* Cálculo del discriminante: A=(3)* -4(2)(-5)=49 


* Reemplazando en la solución general: 


* Setiene: a=+ 


* Luego, las raíces por separado son: 


E =bx 


pas? 


NOTA: 
Algunas ecuaciones bicuadradas se pueden resolver 
factorizando el polinomio (ax*+bx*+e) en dos 
factores cuadráticos. 


EJEMPLO 4: 
Resolver: 9x*+ 481x*-10000=0 


RESOLUCIÓN: 
* Aplicando el criterio del aspa simple, se tiene: 


iS 625 
a? -16 
(9x* + 625)(x* - 16)=0 
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* Tgualando a cero cada factor cuadrático: 


9%+625=0 6 x?*-16=0 
625 
e — 6 x*=16 
5 x 
25. 
=1% 6 4 
z E x= 


* Luego, el conjunto solución S, será: 


Sen Ei di 4) siendo ¿=/=1, la unidad 
imeginaria. 
PROPIEDADES DE LAS RAÍCES 
DE LA ECUACIÓN BICUADRADA 
Sea la bicuadrada en “4”: 

axi+bx?+c=0; abex0 
Si“m” y “n” gon dos raíces no simétricas, entonces: 
“mm” y “- n” también lo serán. 


1) Las raíces de la ecuación bicuadrada son opuestas 
dos a dos es decir: 

23M; 2y==mM; X=; x¿=-n 
11) Suma de productos binarios: 


b 
ia m?+n?. 


111) Producto de raíces; 


e e 
o ea 
EJEMPLO: 

Dada la ecuación bicuadrada: 6x%+10x*+9=0 


Si x+x2+x yx, son raíces de la misma se 
verifican las relaciones (por Cardano Viéte): 


>x +xgHxg x= 0 "ey + xx 


Ta UÑA 
1 4 6.2 


RECONSTRUCCIÓN DE LA 
ECUACIÓN BICUADRADA 
Conociendo dos raíces, cuya suma no sea cero. (no 

simétricas). 
Una ecuación bicuadrada en ““x”, donde dos de sus 
raíces son m” y “n” (m-+n>0) viene dada por: 


7 Suma de a ¿Producto 
xt + A e 2 |=0 
productos binarios de raícés 


[e (m? +n?)x? +m*n? =0] 


EJEMPLO 1: 
Formar la ecuación bicuadrada, dos de cuyas raíces 
son: - 3 y 2 
RESOLUCIÓN: 
* En este caso: m=-3 y n=21, luego la ecuación 
será: 

al [(- 97 «(214 2? +(-9)* (21? =0 
2 -6x?-36=0 
EJEMPLO 2: 


Una de las soluciones de una ecuación bicuadrada 
es 5. 


Reconstruir la ecuación; si; ajax =225 
RESOLUCIÓN: 
* Si una de las raíces es %,=Ó6, entonces la otra será: 
*=-6 
* Reemplazando en el dato: 

(6J-6)xgx¿=226 > x30,¿=-9 
* Pero si: xy =n > x¿—n, luego: n(-n)=9>n=3 


* So pide: 
Epide e -(m? +1? Ja? +m3n?=0 


ae (6437) 46%x3%= 
> xl -84x? + 225=0 
EJEMPLO 3: 


Muestre la ecuación bicuadrada de coeficientes 
enteros, en la cual una de cuyas raíces es: 


[10 + J11 
E 


RESOLUCIÓN: 


* Una forma práctica es racionalizando 
gradualmente este valor irracional, así: 


panico > 2x=/10+ /11 
* Elevando al cuadrado ambos miembros; 
dx? =104/11 > 4x? -10=/11 
* Nuevamente al cuadrado, se obtiene; 
16x* - 80x* +100=11 
* Transponiendo 11, resulta lo que nos piden: 
16x* -B0x* +89=0 
EJEMPLO 4: 
Calcular “m”” para que las cuatro raíces de la 
ecuación bicuadrada: 


x* -(3m+10)x? +(m+2)* =0, una 
progresión aritmética. o 


E 


forme 


(EDICIONES RETES: 


TES ME 


ECUACIONES POLINOMIALES) 


RESOLUCIÓN: 
* Sean —-f,—a, a, P las raíces con a <A, luego 
como están en progresión aritmética, entonces: 
B-a=a-(a)>fPB=30 
* De la ecuación: 
a+ B*=3m+10 ... 
ap? =(m+ 2)? 
>aB=m+2.. 
* De (1) +(12): 
a+p? _3m+10 
ap —  m+2 
a*+(30)? _38m+10 
ala) — m+2 
* Resolviendo; m=10 


ECUACIÓN Bi MIA. 


Es aquella ecuación de dos términos y que presenta 
la siguiente forma general: 


donde: abx*0;neZ an23 ] 
Para resolver esta ecuación podemos aplicar 
productos notables o los criterios factorización, así 
como también las aplicaciones de los números 
complejos (Teorema de Moivre). 


*En: ax" +b=0 > e? > +=] p 


* Luego: 


10 _3m+10 
3 m+2 


CASO I: Si: 2<o 


caso si: 2>0 
5 
Soma Lepe 
= |», ale E isen((22+ 05] 
k=0 .  (n—-1) 


TEOREMA: 

Las ecuaciones binomias sólo tienen raíces simples, 
no aceptan raíces múltiples. 

EJEMPLO 1: 

Resolver: 9x* — 
RESOLUCIÓN: 

* Factorizando: (3x* + 1)(3x? -1)=0 
238 +1=0 y 3x*-1=0 


O 
3 
>=: El vo JE 
O O 
3 3 
(Es Y3 .. J3 A. 
>05.= 1-5; E,-2 
3 E 3 
EJEMPLO 2: 
Resolver: x* — 64=0 
RESOLUCIÓN: 
> 1 =64 > «=V614=Y64- Y1 
da 
EnR EncC 
* Pero; 1 
1,43. 
Yi= gi Su =4 
14, 
2 2 
To rp= (4.2, -2+ 2/35 
s=d 1 0)= 2-25 


> 0.S.=(4; -2+ 234; 22435) 
EJEMPLO 3: 

Resolver: 17+=0 
RESOLUCIÓN: 


* Lo podemos resolver aplicando productos notables 
y la resolución de la ecuación cuadrática: 


>:04+8=0 

> (1+2)(x? -23+4)=0 

> (x+2)(x* -21+4)=0 

> 14+2=0 y x*-2:+4=0 

> 1=2 y x=14+43i v a =1-/3i 
> 0.5.: 6-2; 14 V3151-V31) 
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ECUACIÓN TRIVOMIA 


Son aquellas ecuaciones de tres términos que 
presentan la siguiente forma general: 


lar" +bx"+e=0|; Vabez0aneN 


Estas ecuaciones se resuelven factorizando o 
realizando el cambio de variable: x,=y; lo que la 
convierte en una ecuación cuadrática después de 
resolver esta, se repone la variable original y se 
hallan Jas soluciones de la ecuación trinomia. 


* En la ecuación: ax*+b"+c=0 


Nk 
Say tbyre=0 > a A 

—6+ WE? — 4ac —b- yb? — dae 
Sy > y= 


2a 
* En (1): 


2a 
+ yn bdo? dao a. [os Je? sac 
La La 
6 


EJEMPLO 1: 
Resolver: 8x% +7x”- 1=0 
RESOLUCIÓN: 
* Factorizando: (8x*+1)(x" - 1)=0 

(2x+1)(4x? -23+1)(2- Ma? +x+1)=0 
>2+1=0v4x* -2x+1=0 yx-1=0 y x*+x+1=0 


CO ESE ENE] 
0 2 


>r=-lux ==1vx= 
2 


1 148 1-85, —14+ 435 1-35 
asp e 3) 
EJEMPLO 2: 

Resolver: x“+19x*-216=0 
RESOLUCIÓN: 


* Factorizando: (2*+27)(x”- 8)=0 
>10+27=06x-8=0 

> 1=-27 y x*=8 

Ty x=281 


>x=- 


* Entonces: x, =(-S)(1) =-3 
2% =(-3)(1)=-3 


x=*=(2)(1)=0 


APS 
EJEMPLO 3: 
Resolver: x*- 10x"+16=0 
RESOLUCIÓN: 
* Factorizando: 
(=*- 8)" -2)=0 > (x"=8 y x"=2) 
>x=YE vx=Y2>( x,=2 : x,=U2 
x=205;x=V2w  x3=2w0*;x=Y2w* ] 


2 a 815) 


donde: 10=- EN 

20 

ECUACIONES RECÍPROCAS 

Se denominan así a aquellas ecuaciones polinómicas 
o racionales en las que al intercambiar xl la 
ecuación que se obtiene es equivalente a la original. 
Estas ecuaciones pueden ser de grado para o impar, 
y se pueden reconocer también porque los 
coeficientes de sus términos equidistantes son 
iguales en valor absoluto. Presentan las siguiente 
forma general: 
ax +b er er + bata =0) 
donde neZ a n>2 


PROPIEDADES: 


* Si “"r” es raíz de la ecuación recíproca entonces: 
“1/r” también es raíz de la ecuación. 


* Si la ecuación es recíproca de grado impar, tiene 
una raíz “1” 6 “-1” (se evalúa para determinar cual 
de ellas es la raíz). 


* Si Plx)=0 es una ecuación polinómica de grado 


“n”, se cumple: 
* De la definición, los polinomios recíprocos son de 
la forma: ax+b 

ar +bx+a 

ar +b+bx+0 


AS 


(EDICIONES REUDBLSOS PER 167 JET 


ECUACIONES POLINOMIALES) 


axi+br ++ bata 
arbitro eb a 


EJEMPLOS: 
2046 +b7+2=0 
2 -7e +65 -734+1=0 
30420 + 5x7 61? -2:-3=0 

* Para la resolución se debe agrupar los términos 


equidistantes de los extremos, factorizar a2 (sin 
es par) para luego realizar el siguiente cambio de 
variable: 


* Para que la resolución sea más clara, veamos los 
dos siguientes casos: 
I) ECUACIÓN RECÍPROCA DE 
GRADO PAR: 


Se factoriza la parte literal del término central y se. | 


agrupa convenientemente; luego se realiza el cambio 


de variable respectivo: > 
* Si: pri =a Si: PA e pl 
x zx 4% 
Pr zma-2 rios 


24 Zee" sa des 


* Se resuelve la ecuación con la nueva variable; luego 
se repone, la variable original y se resuelve, 
hallándose las soluciones de la ecuación recíproca. 


EJEMPLO 1: 
Resolver: 61-261" +38x*-251+6=0 
RESOLUCIÓN: 

* Agrupando adecuadamente: 


"ar 20 rs ]20 
x x 
E 1 
> 6/2 *+—]|-25| 3+—=]|+38 |=0 conos (1) 
a x* 
+ Realizando el cambio de variable en el corchete : 
1 AI 
Li Lia -2 
A a—x > a 


* Reemplazando: 6(a*- 2) - 25a + 38=0 


* Factorizando: (6a-13)(a-2)=0 
* Reponiendo “x” y reemplazando en (1): 


= «[0(=+2)-13][=+2-2]=0 
ES x 
* Efectuando: 
(6x? — 13% + 6)(x? -2x+1)=0 
> (30—2)(2x -3)(x-1* =0 
2 


* Igualando a cero cada factor el C.S, =lz: > Y 


NOTA: 
También se puede factorizar por aspa doble especial. 
EJEMPLO 2: 

Resolver: 12x'*- dx? - 414? - 4x+12x=0 
RESOLUCIÓN: 


Plaj=x? [2 4 41-L4 E] 
2 


> Plajea? [12(=* +4) 4(=+2)- 41)... 


* Hacemos: x+l=a a+ L<a?-2 
x e 


* En el corchete de (1): 
12(a*? — 2) -4a-41> 12a* - 4a—65 
> (6a +18)(2a 6) 

* Reponiendo “ax”: 


«[0(=+2)+13][2(=+2)-5]=0 
x *x 
> (trt+zacro)(2-05+2)_ 
x- x 
(3% + 2)(25 + 3)(x—2)(2:—1)=0 
231 4+2=0v 2x+3=0 v x-2=0v2x-1=0 


da 2 A 
3 2 2 


IM) ECUACIÓN RECÍPROCA DE 
GRADO IMPAR : 


* Se factoriza mediante el método de los divisores 
binómicos, evaluar para 4 =1vxw=-1 


* Luego de obtener el factor lineal, el otro factor es 
un polinomio recíproco de grado par al cual se le 
aplica el método para resolver la ecuación recíproca 
de grado par. 
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EJEMPLO 1: * 

Resolver: 6x% 291% +27x% + 271% — 290 + 6=0 
RESOLUCIÓN: 

* Factorizando por divisores binómicos: 


x+1=0|6 -29 273 27 -29 :370 


a=all o 6-6 35:47 
6 35 62-35 6: 0 


> (2 + 1)(6x* — 35%? + 62x* - 85x + 6) =0 
* Igualando cada factor a cero: 

x+1=0;x=-1 

—35x* + 62x* — 86x+6=0 

* Aplicando el método para la ecuación recíproca 
de grado par: 
* Se obtiene: (2x* — 6x+2)(31*-10x+3=0 
* igualando a cero cada factor, el conjunto solución 


final es: e 
esp: 25 ) 


EJEMPLO 2: 
Resolver: Gx" - 41x% + 97%? -97x? + 41x-6=0 


RESOLUCIÓN: 
* La ecuación se verifica para x=1 
6 41 97 


-97 41 -<6 


> (x-1)(6x* - 35: +62x? - 36x +6)=0 
(me 6x? 26r+ 02 04 L]r0 


a(-1e a (+ 13) repo 


* Haciendo: «4 Ldg > x%4+2,=a? -2 y luego 


de factorizar y 1 poner, resulta: 
a > 20) 
teme 2 pi sia 


>(=1)(2x* -6x+2)(32? -10: + 3)50 


GRÁFICA DE UN POLINOMIO 


Como un polinomio P(x) es una función continua , 
entonces las coordenadas de los puntos de la gráfica 
de un polinomio se determina dando valores reales 
a la variable x, luego calculamos los valores 
correspondientes a P(x) y por lo tanto la gráfica 
del polinomio P(x) es el conjunto de puntos: 

[(a; P(x))lx € Ry 
Ahora veremos algunos criterios que nos permita 
aproximar la gráfica de un polinomio evitando de 
esta manera la forma laboriosa de tabular los puntos 
(as P(x)). 
En primer lugar, los puntos de la gráfica que 
corresponde a los ceros o raíces reales de un 
polinomio P(x) están sobre el eje X y son de la forma 
(x50). 
1) Si x=a es una raíz real simple de la ecuación 
P(x)=0 la gráfica de P(x) corta al eje X en el punto 
(a;0). 


D) Si x=a es una raíz de multiplicidad m par, la 
gráfica de Plz) es tangente ul ejo Xen el punto (as ). 


0|  (a;0) Xx 


11) Si x=a es una raíz de multiplicidad m impar, la 
gráfica de P(x) es tangente y corta al eje X en el 
punto (a; O) en este caso se dice que (a; 0) es un 
punto de inflexión de la gráfica de P(x). 

YE 


0| 7 (a;0) x 


Mediante el criterio de los puntos críticos se 
determina en que intervalos la gráfica está sobre el 
Po il epa 
ejeX. di 


(EDICIONES RUTINOS 


ECUACIONES POLISOMIALES) 


MÉTODO DE SEWTÓON-RAPUSON 
(para aproximar raíces) 

Uno de los métodos más usados para resolver 
ecuationes es el método de Newton-Raphson, debido 
a sugran velocidad para obtener una buena 
aproximación a la raíz cuando un valor inicial es el 
elegido cercano a la raíz exacta . La figura da una 
descripción exacta. Para esto consideraremos la 
siguiente hipótesis: 

“La función FF es continua en lay; b,] y Fla,)xF(b,)<0. 
Partiendo de una estimación inicial x, (esta 


aptb) 


estimación puede ser xy= trazamos 


una recta tangente a la curva en el punto (xp; Flxp)) 
y la intersección de esta recta con el eje X es la nueva 
aproximación a la raíz de la ecuación. La repetición 
del proceso lleva al método de Newton-Raphson. 


F(xy) 


Enri %n pr, y| donde "x,” es la h-enésima 


aproximación. 


EJEMPLO: 


Sea: F(x)=x"*-x-4=0 ahora estimando un intervalo 
adecuado mediante el teorema del valor intermedio, 
el cual puede ser [1 5-2] y tomando 


n= =1,5 calculamos: 
k 2] FA 0] FG) 
LU) 1,5 2,125 5,75 
1|1,8695625 | 0,6650774 | 9,485822 
2 | 1,7994498 | 0,0272037 | 8,7140585 
3| 1,796328 


* Como se aprecia, en solamente 3 tabulaciones 
(iteraciones) hemos obtenido una aproximación a 
la raíz con 3 cifras significativas exactas: 1,79 


ECUACIONES FRACCIONARIAS 


Son aquellas que se reducen a la forma: 


—=0|;WQ(x) + 0 


Para resolver estas ecuaciones se debe restringir el 
denominador (diferente de cero), luego resolver la 
ecuación y finalmente intersectar los conjuntos de 
valores obtenidos. 
EJEMPLOS: 
1 1 
-1 a 


RESOLUCIÓN DE LA ECUACI 
FRACCIONARIA 


Para resolver esta ecuación, se sugiere seguir, los 
siguientes pasos: 


1) Asegurar la existencia de la expresión y para 


lo cual se debe asegurar que Q(x) +0. De aquí se 
obtiene un conjunto de valores que puede asumir la 
incógnita (conjunto de valores admisibles o campo 
de definición de la ecuación Q(x)+ 0. 


11) Procurar, en lo posible, transformar la 
fraccionaria, en una polinomial; cuya resolución la 
conocemos obteniéndose un conjunto solución. 


111) Finalmente el conjunto solución de la ecuación 
fraccionaria, es la intersección de los conjuntos 
obtenidos en los pasos (1) y (IT). 
NOTA: 
La resolución de las ecuaciones fraccionarias las 
realizaremos en el campo de los números complejos, 
a menos que se diga lo contrario. 
EJEMPLO 1: 
Resolver: 
E 
x 

RESOLUCIÓN: 
* Conjunto de valores admisibles (C.V.A.), a 
restricción: +0 
* Luego reduciendo, resulta: 

2*-e-6=0 
> (x-3(x+2)=0>(x,=3 y x2=-2) 


* Como estas soluciones son admisibles (es decir + 
de cero), entonces: 


C.S.=(3;-2) 
EJEMPLO 3: 
Resolver: 4-8 _ 3-6 
de x+1 
RESOLUCIÓN: 
* Expresándola de otra manera: 
4(x—2) _ 3( 


x(x+1) 
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* Cuyas restricciones son x+*0 y x+-1. 

k Además: y—2=0 5 x=2 es una solución de la 
ecuación inicial. 

* Simplificando se obtiene la nueva ecuación: 


4 4 
TN 


* Finalmente el conjunto solución será: €.S. -(2 


OBSERVACIÓN: 


Sien ambos miembros de una ecuación fraccionaria 
reducida, se simplifica en los denominadores un 
mismo factor que contenga a la incógnita, no se 
pierden soluciones. Pero, si se simplifica en los 
numeradores, para no perder soluciones, 
previamente dicho factor deberá igualarse a cero. 
EJEMPLO 3: 
Resolver: 2 x x 

x-3 x-2 x-614+6 
RESOLUCIÓN: 
* Restringiendo: x-3 201 x-2%0 


AAA AL, + (1) 

* Efectuando operacione! 

2-4 48 
36046 


2 —5x+6 
+64 mx Ox * d+ d 

Ox 2 y 02 
* De (1) (11): Vemos que x=2 no satisface la 


rca (II) 


ecuación: > 0S.=4 


ECUACIÓN IRRACIONAL 


Es aquella ecuación algebraica, donde por lo menos 
uno de sus miembros es una expresión irracional, 
la cual puede presentar la forma general elemental: 


Eur =x/66) 
Donde F y On: expresiones algebraicas 
cualesquiera, y “n' a” es un número natural (1 > 2). 


EJEMPLOS: 
3 
"dx 1+JI=x=2 bl +x=65 
la? 


E su mejor estudio analizaremos por separado los 
os de Índice Impar y los redicalos de índice par. 


UDICALES DE ÍNDICE IMPAR : 


ay 


(5) está definida para todo 


Gíx)eR,nxeR ya que las. ecuaciones 


irracionales sólo se estudian en R. 
PROPIEDAD: 

Vxe Ri" Lxa=r => x= 
EJEMPLO: 
Resolver: ¿(1742 =-x 
RESOLUCIÓN: 
* Dela propiedad: x*+2=(-xP 
ad+2= a? > 2 =-2 
<12:=Vi=>x= 


1 


A 


1) RADICALES DE ÍNDICE PAR : 


El estudio de las ecuaciones irracionales sólo se 
realiza en los reales, es decir: 
Si g(x)=2x/f(x), ne N, se dirá: g(x) es real no 
negativo, ai y sólo si f)20, además queda 
garantizada la definición de g(x) si y sólo si fíx)2 0. 
* Para resolver estas ecuaciones seguiremos el 
siguiente procedimiento. 
1) La ecuación está bién definida si 
8(x)2 0 A f(x) > 0 de donde obtenemos en campo de 
definición para la ecuación. 
2) Garantizada la existencia, elevamos a la 2n. 
8% (x)= fx) 
3) La solución general estará formada por aquellos 
x que cumplen con (1) y (2). 
EJEMPLO: 
Resolver: —2w-3=vY2x*-3x+4 
RESOLUCIÓN: 
1) Definir y restringir la ecuación: 
22-320 2x* -3x+4>0 
>2x-30 an xeR 
ver inecuaciones 


3 
PR 
+. 


11) Elevando al cuadrado, resulta: 
(2-3) =22* 3044 
> 4? -1204+9=2x* -3x +43 21? -9x+5=0 


> 190,75 Xq 9 Ayo 


AS EE nz 2 


(EDICIONES _RUDISOS 


ECUACIONES POLIVOMIALES 


RESOLUCIÓN: 


* Si es de grado impar y de cuyos coeficientes de los 
términos equidistantes son iguales y de signo 
contrario; entonces admite la ecuación como raíz a 
x=1. 


* Factorizando: 2(x% —1)-7x(x-1)=0 

* Por diferencia de cubos: 
2-1) +x + )-7x(x-1)=0, 

> (:-1)[2:* + 2x+2-7e]=0 

> (x-11(2x* -6x+2)=0 > (x—1)(2x - 1(x-—2)=0 

* Igualando cada factor a cero: 
x-1=0v2x-1=0vx-2=0 


> a=lva=ivs=2 


* Luego: es. -(1 + 2) 


RRA 2: 


y 
RESOLUCIÓN: 


* Por propiedad de las ecuaciones cuadráticas con 
coeficientes reales, se sabe que si admite como raíz 
a un número complejo, entonces su conjugada 
también es raíz de dicha ecuación cuadrática. 


Si (2-¿/3) es una raíz de la ecuación cuadrática; 
entonces (2 4+¿/3 ) también lo es. 

* Por tal razón: 
(24/13 +2-6/3 )x +(2+1/31(2-1/3)=0 


?-4x+7=0 
Ea RPT, 


“q 


PROBLEMA 3. 


1 
5 Im) = 
Y -24+ 2/2 


PROBLEMA 6: 


RESOLUCIÓN: 

* Resolviendo la ecuación por la fórmula general: 
_ 22 e - 40116) ; 
= 211) >r=1+/1-i 

* Expresando 1 - i en forma polar: 


x=14 [/2[cos(31/4) +isen(3x/4)] 


* Extrayendo la raíz cuadrada del número complejo: 
x=1+ da a ¡/2sen| (2) 


21) 


* La parte imaginaria es: Im(x)= 2: oem [2 A 


> Im(x)= taco) 


> amo) 13 he) lee (ver trigonometría) 
1 


RESOLUCIÓ 
* Por el Teorema de Cardano - Viéte: 


Exxx, = (Y 2 =6 
RPTA: “D” 
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* Agrupando de dos en dos: 
2 (0+3)-7: (+3) + 12(x +3)=0 
> (+3) -7x? +12)=0 
> (x+3)(x? -4)(x? -3)=0 
* Por diferencia de cuadrados: 
(00+ 3)(% +2) (x% —2)(% +13 Mx -V3)=0 
* Luego el conjunto solución, será: 


C.S.=(-8;-2; 2;-J3; 43) 


PROBLEMA 7: 
Pa xj Xp x, raíces de la ecuación: 
23120 70 6=0 


Calcular Juego las raíces y la suma de los productos 
dos a dos de sus raíces. 


RESOLUCIÓN: 
* Factorizando por aspa doble: 


2-30 12: + 7% + 6=0 


2x2 jo 
x E -2 
5x2 
* Luego: (2x? —6x—3Ma? +x-2)=0 


> (25+1)(=—3)(x=+2(x-1)=0 
> x= 1/2; x3=3; x9=-2; x,=1 

* Luego para determinar los productos de dos en 
dos de las raíces, apliquemos Cardano - Viéte; 


A 
E a MS OS TN 


PROBLEMA 8: 
Indique una solución de: 
204x065 -7x-6=0 

$ 3/2 Br2/3  C)-2 DJ2 

RESOLUCIÓN: 

* Factorizando por aspa doble: 
204? 61? -70-6=0 
A 


Ej1 


> (2: -x2-6M(x*+x+1)=0 
> (20+3)(x -2)(*+x+1)=0 


o e E ERE 


k 2 


== CICLOPEDIA 2012) 
PROBLEMA 9: 

Luego de resolver: 46 — Gra d+ be -150 
Dar como popa la ga sollcid 


AS BISHÍIz AE pes pa 


RESOL CIÓN” 
* Factorizando: 


* El polinomio es: 
(«IM dx? + 6%? — 


4x+1)=0 
pena 


> (:-D?-30+1)06?-x+1)=0 


foma py 
Doble DY 


El 


REG sy Ji 
2 EE 


3445 
2 


* La mayor solución es: 


RPTA: 
PROBLEMA 10: 


33 


Al resolver: (1. 2)-2 Bara) 


dar como solución la raíz que tenga pppolicigad 
cuatro. > 


* Efectuando se tiene: 
ax? +45) =8(x? +9)(4x — 3) 

* Efectuando queda: 
al - 12%? +64x? — 108x + 81 


* Setiene: (x?—6x +9)? =0 


> (x-3f=0>x:=3 

* Entonces 3 es una raíz de multiplicidad 4. 

: RPTA: “C” 
PROBLEMA 11: 
Resolver: (x= 5)(%— 7)(x + 4)(x +6)=504 


Dar como, sespuesta: Jas raíces positivas. Í 
A)By3 B) y2 C)8y2 DJTy3 El 8: aya 


(EDICIONES _KUBIÑOS 
RESOLUCIÓN: RESOLUCIÓN: 
* Efectuando: ” a - E La 
(2 —5)(x+ 4)(x —7)(x + 6) =504 pa e do 
E S * Luego sus factores son: 
> (x*-x-20Mx* — x - 42)= 504 SE dE 
* Haciendo: x? —x = y se obtiene: E =g 
2-1 
19 =R0My 43) = 804 * Dividiendo por Horner: 
> y? -62y + 840 - 504=0 
> y? -62y+336=0 


ECUACIONES POLIVOMIALES 


=p SY 786 
> (y-50)y ala 
* Reemplazando: 
Dx*-x=56>2x* -x-56=0 
> (x-8Mx+7)=0 > x,=8; x3=-7 


Mx*-x=6>x:*-x-6=0 >A-3=0yB-=2=0 >A=3yB=2 
> (4-3) +2)=0 + x9285x4=- 2 * Se pido: 842 =65 
* Las raíces son: 8;— 7; 3; - 2 RPTA: “A” 
RPTA; “A” PROBLEMA 14: 
PROBLEMA 12: E? yn" nbmno 
a 


Luego de resolver: 2426114204 2=0 
Dar como respuesta el valor real de x. A 
ABNBIES — CAI 
RESOLUCIÓN: 
* Factorizando: 
An | AAA Z)-o : RESOLUCIÓN: 
ze * En: P(x)=ma* —-11x*—nx+1 

1 

a+ 2) o (9+2 “Si: x=3-2/2 También: x=3+2/2 
y de -8- y a 

ES Ñ > (x-3+2/2)(x-3-2/2)=x* -6x+1 

= * Osea que: a? - Gx+1 es factor del polinomio: 


2To(a? 
> x*[2(a? -2)+0-6]=0 mad-1dx* —nx+1 


> x*[22? -10+a1=0 EEN] división exacta. 
* Factorizando: x*(2a +5)(a-—2)=0 * Dividiendo por Horner: 
* Reemplazando: ala a 11 a 


> *]2(=+2)+5][(=+2)-2]-0 6 6 -1 
ES E 

* Simplificando queda: 
(245x415 1)9=0 >x=1 6 x= 


64/17 
4 


* De donde; 
24-6n=0=>![n=4 

m-2=0>[m=2]) > m*+n*+1=21 
* Producto de raíces = 1/2 


PROBLEMA 13: 
q y A 
' e 


RPTA: “B” 


CALETA 


2) 


PROBLEMA 15: 

Resolver; x*- 16x -126=0 

RESOLUCIÓN: 

* Sea x = y + la solución de la ecuación, se tiene: 
(y+2) - 16x-126=0 

aya +3yz (y +2)- 16% -126=0 


> (y9+z* - 126) +(3y2 —15)x=0 

* Cumpliendo cuando y” +2" =126 » y2=5 

* De donde: y +2" =19%6 ; yz =12 

* La ecuación resolvente (de raíces y?, z*) es : 
ri-126r+125=0=>r=125vr=1 

* Entonces: y*=125, 

* Luego: 


x=5+1=6 
crm to4-8) 
arre 


>0.5.=(6;-3+2/3i;-8- 24/31) 


PROBLEMA 16: 
Dada la ecuación x9-354+5=0, si a es una 


folución. real, calculo LE%42)0 207 


ST e 
AJ1  Br2 CS DJ4  EJ6 
RESOLUCIÓN: 
* Como ax es solución, se cumple: 
A -3arb=0  >a+20-ba+5=0 
pan 
y 


=65 
RPTA: 


>a(d* + 2)=5(0-1) > 1222 
up» 
PROBLEMA 17: 


Si una raíz de la ecuación de coeficientes reales 
6x4 34 ax + b= 0.e8x,= 3-; calculeel valor 

dea-B, 

4)24 B)26  C)17 

RESOLUCIÓN: 

* Una raíz es: x,= 


DJO  E)26 


3-i>x¿=3+i 

IA) 

* Luego: x*- 6x+10 es factor de: 
260 3 + 0x4 db 

* Por Horner: 


> a=16yb=-10 o 
* Entonces: a - b=26 


PROBLEMA 18: 

Si a es una raíz irracional del polinomio: 
P(x)=x" —(x%+2x+1) 

falló un valor de: e ; 

AJ=2  B)1  Cj=1 

RESOLUCIÓN : 

* Factorizando, resulta; 

Plaj=x" - al -2x-1=('+x+1)(x? --1)=0 

>e+x+l=0vx*-x-1=0 

* Son a la raíz irracional de a*+x+1=0 


DJO EJ 3 


> a rari=0 =>0+l=-a;a+t0 
% Se pide: Calo 

a a 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 19: 
Si 'm”” es un número primo, indicar el menor valor 
de' Pe para que la ecuación: 
04713 +m=0 o 

Admita una solución racional. 
AJ1 B)2 CJ3 D)J4 EJb5 
RESOLUCIÓN: 


* Las posibles raíces racionales son: +1; + m 
* Ahora evaluemos para x= mm, resulta: 
- m'+7m*-18m4+m=0 
* Factorizando resulta: 
m(m - 3)(m-4)=0 
* Cosa que de todas las raíces, se tiene que m=3 es 
el menor número primo (comprobar). 


p RPTA: * 
PROBLEMA 20: 
Si la ecuación cúbica: 
x- 21*4+x+6=0 tiene raices a, b, €; 


de h 


B/-8 


C)4 
RESOLUCIÓN: 
* Por Cardano —Viéte: 

ES ab +ac +bc=1; abe 


82 


. q A 
Nos piden: Et 


* Efectuando esto último: 
_(b+D(c+ 1) + (a+ c+ 1)+(0 + 1)(b+ 1) 
á (a+11(6b+1)(c+1) 
be+ac+ab+2(b+c+a)+3 
1+(a+b+0c)+(ab+ ac+ bc) + abe 
_14+2(2)4+3 _ 8 _ 
1+2+1-5 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 21: 
En la ecuación bicuadrada x*-(m-5)x*+9=0 el 
producto de tres de sus raíces es 4 , entonces el valor 
dem, es: 
AJ6 Bj8 cy 
RESOLUCIÓN: 
% Por Cardano: x,49Xy %,=9 

3 

+ 1458 + x9=- Bon 
* De donde se deduce que: 
* Luego la ecuación oindrada será: 


(37417 Ja + (3) (1)9=0 ........(ver teoría) 
> x%-10:%+9=0 
* Entonces: m-5=10 >m=16. 


DJ) 13 


E) 16 


RPT, 
PROBLEMA 22: 
Si la ecuación bicuadrada: x-(a+1)*4+3a=12 
posee dos ralces reales de multiplicidad 2, 
Calcular el valor de “a”. 
AJI BJ8  Cy5 
RESOLUCIÓN: 
* Sean las raíces reales de multiplicidad 2: a y (-a) 
>(x-a? -(x+a)Ji=x-(a+1)3%+ S(a-4)=0 
>. -2atx*+0=x* (a - 1)x*+8(a - 4)=0 
* Comparando obtenemos: 
a-1=2a*n 8(a-4)=4* 

* De donde obtendremos: 

(a-1P=12(0-4) —+>a* —14a+49=0 
>(a-7%=0>a=7 


DJ7 —EJ9 


ECLACIONES POLIVOMEALES) 
PROBLEMA 23: 
La ecuación: x*-12x*-5=0 contiene a dos: 


cuya suma es igual a 2. Hallar la La psi 
inversas de pe otras a raíces. 


2 8 
nz pa o D- 5 7 
RESOLUCIÓN: 


* Sea x, y x, raíces tales que x,+x,=2; también 
sean x, y x, las otras dos raíces, piden: 
1 DE 
A a EA 
Ka Xy KaXa 
* Por Cardano: 
XFX A¿=0 > xy += 2 
I¡AgAR AGA AAA A A =0 


> X ¡Xy +(xg+ MA +9) + 29x,4=0 


> x¡Xg+(-2)(2) + x3%,=0.... 0 
* Observamos QUe xyxyxot==8= xyt9= a 
4 


* Reomplazamos en (1): 


4 +x9x/=0> (x9x¿) — dx, 6=0 


KaX4 
> (x3%,-B)(x3x+1)=0 
> Xg%,=6 v xy =-1 
* Entonces lo pedido, será: Hs+%a 72 
gXg 5 5 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 24: 
Si la ecuación AREA tiene como raíz al 
número Ja +Ya+7, en ¡ol valor de M=a+b, ess 
A1- BE OA DA E 
RESOL ECTS 
* Como tiene a la raíz; =/a+Ja+1 
> x-Va=Va+1>(x-Va=a0+1 
> -2lax+ra=a+1 
> x?-1=2/ax > (1? - 1)P=4dax? 
>. -2(20+1)x* +1=0 
* Comparando con la ecuación dada: 
2(2a+1)=10 a b=1; (a>0) 
>a=2Ab=1 >M=a+b=3 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 25: 
Al resolver la bicuadrada: y 
Pla)=x (3n-1)x )=0 


sin<0, indicar cuántas 
bicuadrada. 00 


Guerra (+78 MET 
Aé Bj3 Ccj2 DJ EJO xl—x?-1=0 
RESOLUCIÓN: 
1:45 [13 J5 
* Factorizando: a**= ps ES sE 


2% -(3n-1)x*+n(2n -1)=0 
x. -n 
Y —(2n-1) 
> (a? —n)[x? -(2n+1)]=0 
>:202=n a x*=2n-1 
* Como: n<0 > x* <0 > (2 rafces complejas) 


n<0>2n-1<-1>x?<- 1 (2 raíces complejas); 
Es decir sus cuatro raíces son complejas. 
> Ninguna es real 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 26: 
Si (x,5 x25 xs; x4) son las raíces de la ecuación 
18(x*41)-21x(7+1)=94x”, tal que x, y x, son las 


raíces de mayor y menor valor, entonces el valor de 
T=x,-x%, 08: 

7 5 
a E BJz 
RESOLUCIÓN: 

* Al factorizar, resulta: 
(6x*4+13x + 6)(3x? - 10x +3)=0 
> (30+ 2)(2x + 3)(3x — 1)(x —3)=0 


9 2 
07 DS 


dá 
a 


Sej=-2vx= 2 ve 2l v,=3 
¿Y End CS as 
3 2373 


* Luego: P==, 9.0 -(-5)=2 


PROBLEMA 27: 


A 4-bx-c=0 
Silas ecuaciones¿ 
bart ex? -a=0 


entonces la mayor solución real es: 


son equivalentes, 


5 23213 Br l2=J3 
Ea Diz NO =2d5 
CIÓN 


* Como son equivalentes (tienen las mismas 
soluciones), entonces se cumple que: 


b -c -a 
* Con esto, las ecuaciones se reducen a: 


* De donde, la mayor solución real es: 


Ese Hle+2 6 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 28: 

Se sabe que las raíces de la ecuación : 

x*-12%* +rx-28=0 están en progresión aritmética. 

Hallar el valor de r, 

AJ20 —B)24 — C)39 

RESOLUCIÓN: 

* De: -12x*+rx-28=0 y raíces en PA. se tiene 

X,7 q; x,5 x,+q de razón q; aplicando el teorema de 

CardanoVietta. 

-q+x,+x/+9=12 
> 320 =12 ¡D8=4 
* Reemplazando en la ecuación: 
4 -12x4+4r-28=0>r=39 

RPTA: 


D)16  Ej)-20 


“or 
PROBLEMA 29: 


Si la siguiente ecuación ax*-74*+7x-a=0 tiene 2 
raíces enteras consecutivas, entonces el valor de 
“a”, es: 

AJOS BJ2  CI3 


DJ4 DJ6 


RESOLUCIÓN: 


* La ecuación: ax*-7x*+7x-a=0 tiene dos raíces 
enteras consecutivas. Nótese que x,=1 es raíz de la 
-a 


ecuación, además: xxyw= 


> x¡X9%9=1 > xgx3=1 
* Una de ellas debe ser entera, la otra será la 
recíproca de esta y por lo tanto fraccionaria. Sólo 


es posible que: x3=2 A ..-z 


* Luego: 


a tap+as=l >1+2+1= 


>a=2 


aj 


1 

2 
RPTA: “B” 

PROBLEMA 30: 

Si (x,5 xg x,) son las raíces reales y (x,5 xs) son 

las raíces ¡: imaginarias de la siguiente ecuación 

recíproca 2x%-7x*+6x6x*+7x-2=0, entonces él 


valor de la expresión st es; 
¡Kgs 


RESOLUCIÓN: 
*Se deduce que x,=1 es una raíz, luego por Ruffini: 


7i-2 


* Las demás raíces se obtienen de: 
20-60 +2? 5x4 2=0 
O 
¿ N-3% 1 
2x4 +2=0vx*-3r+1=0 
* De: 
2x%+x+2=0;(4<0)las raíces 80N xy, x, > aras 


* De; 
a? -8x+1=0;(4>0) las raíces Son Xz, Xy —> Xy%9=1 


1 
» Luego; g=*.+t%s 2 2-1 
Ajxg% 1x1 2 


RPTA: “Br 


PROBLEMA 31: 
Si dos de las raíces del polinon 
Plx)=xó 7 tax? 


U 
e o DJ>8 
RESOLUCIÓN: 
* Las raíces son: 
x=1+ J2 Eg=3— y2 
xg=l-/2  x=3+v42 


porque sus coeficientes son racionales. 

* Luego formando el polinomio f(x) factor de P(x). 
Poj=(x7 —(x, + 39)x + xx Mx? — (9 + J0 4 xx) 
> fix) = (x? - 2x1)? -6x +7) 

> [fa)=x*-8x* 4 20x* -Bx-7 


> a=12; b=12; 0 
* Se pide: a-b_12-12_ 
c+1 -16+1 


PROBLEMA 32: 


28 B)4: 
PO UCIÓN: 
x,=5+8/2 es raíz => x3=5—8/2 también es raíz, 
luego: x, +x,=10 
* Por Cardano: 

aa >10+ 1.2 =$ 2-3 
* Además: 


a = 1 Xy $ Xg%y 4% 


(6420-2462) +64 0/2) 
m As 

7-22 7 =22=>m=44 PTA 

PROBLEMA 33: 

cis IPs 


RESOLUCIÓN: 
* Del dato: 


* Observamos que: 2 ze 
7 


* Por propiedad la ecuación de raíces: Ez 


es: ex -6x+bx+a=0 
* Por Cardano: L4 Ly L-£ 022 
TETERA 
z 
“" RPTA: “A” 
PROBLEMA 34. 


CAL AIEA Es 1 ENCICLOPEDIA 2012) 
palcesa 2 =14 2 30=4-V3 y x= 5 entonces¡el — las raíces racionales. 

Erado del polinomio es: 13 7 1 7 13 
M9 BB CJ7 DJS EJ2 a e E 
RESOLUCIÓN: COTE UCIÓN: 


* P(x) de menor grado posible y de coeficientes 
enteros, además de raíces: 


x=1+2,x=1-Y3,x=5, 
1) x=1+2i, proviene de: x-1=2i 
> (x-Y?=-4 > (2-1) 4+4=0 
1) x=1-Y3, proviene de: x-1=-' 
(1 =-3>(-D'+3=0 
LID) x=6 proviene de x-6=0 
* Luego, el polinomio será: 
Pr) =[( 17 +4][(0-1) +3](%-5)x (2) 
* Como P(x) es de grado mínimo, entonces q(x) es 
de grado cero, luego: 
Pta)=[6-1* +4][(:- 15 +3]: -5)xap; 07 + 0 
* Finalmente el grado de “P”, será: 24+5+1= 
RPTA. 


Ye 


PROBLEMA 35: 
Determinar cuál de los siguientes polinomios tiene 
ña de sus raíces al número: 


JH J2+ 33 
3490 12 +6x+1 
R 125? 36x+1 
o ' 
A A 
RESOLUCIÓN: 
* Como: +=J2+13 es una raíz del polinomio, luego: 
2-/2=13 (2-2) =(Y3) 
> -20 (12) +2(/2 12)” =8 
> -3/2:*+6x-2/2=3 
* Agrupando: 
27 +6x—3=Y2(3x*+ 2) 
> (+63 2 VZ) (85242 
=> 104361749 + 12x% Gx? —- 361 =2(9:*4+12:7+4) 
* Simplificando y ordenando, tenemos: 
bx -6x*+12x*-36x+1=0 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 36: 
En la siguiente ecuación: 


8xí4301*+29x*-2:-30=0, determinar la suma de 


* Factorizando, resulta: 
(8x*+14x— 15)(+2x + 2)=0 

-3 

5 

> (dx —3)(2x +6)(x? 4 2: +2)=0 


*4-3=0>%=5 


*2:+5=0>%7 


* x*4+2x+2=0; no tiene raíces reales (en particular, 
racionales) 


* Luego: x/+xXg 


aja 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 37: 


Dado un polinomio P(x)=x*- ax+b de coeficientes 
reales; si P(x)<2 tiene por conjunto solución 


(1/2; 14 /2) encuentre ab. 
AJO Bj2 08 D)4 EJ 
RESOLUCIÓN: 


* Dato: 
P(x)<2>x?-ax+b<2>x?-ax+b-2<0 


* Como (1/2; 1+ /2) es su C.S. 


> (1-2) y (1+ J2) son raíces de: 
flx)J=x? —ax+b-2 
* Por el Teorema de Cardano: 


1) Suma de raíces: (1-V2)+(1+ J/2)=2=a 
11) Producto de raíces: 


(1-/2)U1+42)=1=b-2>b=1 

> ab=(2)(1)=2 

RPTA: “B” 
PROBLEMA 38: 
Si P./es' “una función polinomial definida por 
P(x)=-2x ax *+bx"+1 donde “a” es entero 
positivo y “b” entero negativo, entonces indicar el 
valor de verdad de las siguientes proposiciones: 
1) Una raíz de la ecuación P(x)=0 es 1/3. 
HI) La ecuación Píx)=0 tiene una sola raíz real. 
TI) Si x,< x,, entonces P(x,)< Plz) 


(EDICIONES RUBIFOS 


TE E 


ECUACIONES POLLVOMIALES) 


A) VEV: B)FVV C)VVF D)FVF E) FFV 
RESOLUCIÓN: 
D Las posibles raíces racionales de P(x) son: 


(FALSA) 


1 
De modo que 5 no es raíz de P(x)..... 


ID) P(x)=-14x"-5ax*+3bx* como a>0 y b<0 
>P(x)<0, VxeR 
> Pes estrictamente decreciente. Luego, la gráfica 


de P intersecta al eje x en un sólo punto, con lo cual 
P(x)=0, sólo tiene una raíz real .. (VERDADERA) 


TI) Como “*P” es estrictamente decreciente 
> Vx,,% e R con x, <xy se cumple que: 
P(x,)<P(x).. .«(VERDADERA) 

RPTA: “B” 


PROBLEMA 39: 

Si P es una función polinomial definida por 
Plx)=x 4x0 50 -x*+8x-4, entonces la afirmación 
correcta es: 

A) Píx)=0 tiene 5 ceros reales diferentes. 

B) P(1)=0 tiene un cero racional. 

C) La gráfica de P intersecta al eje x en 3 puntos 
diferentes. 


DJ P(x)<0,V x>1 
E) P(x)<0,Vx e (-2, 


RESOLUCIÓN: 
* Factorizando, resulta: Plx)=(x-1)*(x+2)* 
* Graficando: Y, 


* De donde: P(x)<0; Y x e (=w; 1)-(-2) 
* En particular: Y x e (-2;-1) 

RPTA: 
PROBLEMA 40: 
Si/P es una función polinomial definida por: 
PlaJ=(x=-1)(x—3Mx-5)(%- 7)+(x—2)(x-4)(x-6)(2-8), 
entonces de la ecuación P(x)=0 la afirmación 
correcta es: ; 
A) Tiene 2 ceros complejos. 
E aora 


D) Todos sus ceros son positivos, == 

E) Tiene dos ceros positivos y dos ceros negativos. — 
RESOLUCIÓN: 

* De: P(x)=0 

* Lo acomodamos así: 


le 1)(x— S)(x- 5Mx—7)=-(x- 2)(x— 4)(x - 6)(x-8) 
Mar 1 


* Del gráfico: f(x)=8(x) tiene 4 raíces reales 
positivas. Por lo tanto P(x)=0 tiene 4 raíces reales 
positivas. 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 41: 
Sea P una función — polinomial 
P(x)=x"+ax +bx+4,cona yb eQ. 
Si 1447 es una raíz de la ecuación Pis)=0, 


entonces indicar el valor de verdad de las siguientes 
afirmaciones: 


D)ab>0 IM at+b*=13 1) 2a=b 
A) VE. B)FEF C)VVF DJEVE E) VWY 
RESOLUCIÓN: 

* Como: 2,=14 /7 > x09=1- 4/7 , luego: 
MATA NT JR A 7 MA (7 )=20? 26, 
será un factor de P(x), 

* Luego por Horner; 


definida por 


AAA? 
2 2 |6 
Ls 
a Er > 
201 
A o 


2 8 4_ 2: 
04 474027 2 040-=008 3 


* Luego: 

Debo encerrona ... (VERDADERA) 
Abt e) (epson 

IDa?*+b' ( SES qn (FALSO) 


RPTA: “A” 


CAL GET 


Eso) 


— ENCICLOPEDIA 2012 


PROBLEMA 42: 

Sea P una función polinomial de grado 7 con 

coeficiente principal -1 y cuya gráfica se muestra 

en la figura adjunta. 

Si P(2)=18. entonces el término independiente es: 
Y 


1 3 NX 


A)282 B)292 C)324 D)3256 El372 
RESOLUCIÓN: 
* Según la gráfica de la función polinomial: 1 es 
una raíz de multiplicidad par; también 3 es de 
multiplicidad par; 4 es una raíz simple. 
* Admitiendo que P(x)=0 sólo tiene raíces reales, 
el polinomio debe ser: 
Plx)=ap(0+1)% (x 8 (x 4) 
* Donde: ay=-1 
G.A(P)=2k + 29+1=7 >+q=3 
> (k=2 1q=1) v (k=1 a q=2) 
*Si: k=2 a q=1, entonces: 
Pla) =4x +1) (x 8) (x - 4) 
> P(2)=-(3)'(-1 (-2) = 162 cumrrcacc 
*Si: k=1A q=2 ,entonces: 
P(x)=-(x+ 1) (0-3) (0-4) 
> P(2)=- (3 (1) (-2)=18. 
* Luego: P(0)=-(1)*'(-3) (4, 


(no cumple) 


foi cumple) 
24 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 43: 
En la figura adjunta se muestra la gráfica de una 
función polinomial P, mónico de cuarto grado. 
La suma de las raíces reales de la ecuación 
Pl2lx+71+1)=0 es: 


Y, 


-9 357 XK 


A)-42 B)-40 C)-39 D)-38 
RESOLUCIÓN: 


* Dela figura, teniendo en cuenta que P es mónico 
y de cuarto grado: 


E) --37 


Plx) = (x+9)Mx —3)x—5)Mx—7) 
Pr2lx+ 7141) =(2lx +7/4101(2lx4+7|-2) 
(2lx+7|-4)(2lx+7|-6)=0 

* Nótese que: 2lx+7]+10=0 no tiene soluciones 
reales, entonces: 
D 2lx+7|-2=0 >lx+7|=1 + x,=-6 vxg=-8 
1) 2lx+7|-4=0 >lx+7|=2 >x35-5,x, 9 
TI 2|x+7|-9=0 >lx+7/=3 > x,=-4,x29=-10 
* Luego: 1, +xy 4x3 4x to += 42 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 44: 


Si P es una función polinomial definida por 
P(x)=x"-61*+11x-6 entonces la figura que mejor 
representa la gráfica de P es: 


Ch 
Es 


* De: Plx)=x*-6x*+11x-6 
> Píx)=(x-1)(x%—2)(x0 


* P tiene raíces: 1; 2; 3. 
Su gráfica es: 
Y 
INE Xx 
6 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 45: 
Indicar el valor de verdad de las siguientes 
afirmaciones; 
D) Sea Píx) un polinomio definido sobre R, si una 
raíz es 2—./7 entonces necesariamente 2447 es 
también la otra raíz. 
11) Un polinomio P(x) de quinto grado definido 
sobre puede tener exactamente 2 raíces reales. 
111) El polinomio P(x)=(x*-4)(x+2) es tangente 
aleje X, en ==-2. 


[EDICIONES RUBINOS 


TH 451 


ECUACIONES POLIVOMIALES) 


AJEVVO BI VVV C)EFY D)VFV. EJFEF > 
RESOLUCIÓN: 


1) Para P(x) definido en R.Siuna raíz es 2/7 > 


no necesariamente 2+J7 también es raíz 
.. (FALSA) 


11) Un polinomio Plx) definido sobre RR de quinto 
grado puede tener exactamente: 1; 3 ó 6 raíces 
reales (FALSA 


=(x+2)*(x-2) y su gráfica 
Y| 


* Como -2 es de multiplicidad 2, la gráfica de P 


es tangente al eje X en x=-2 ....... (VERDADERA) 
RPTA: “C” 

PROBLEMA 46: 

Resuelva en Z: 

Va-14+/3-x%= 

Indique el cardinal del conjunto solución. 

AJ2  B3  Cj4 D)6. EJ1 

RESOLUCIÓN: 


* Hallando el conjunto de valores admisibles 
x-120 y3-x20 
oxzly3>x olz2xs3;sixez 


* Entonces: x e (1; 2; 3) este conjunto debe contener 
el conjunto solución de la ecuación, ahora al 
evaluarse sólo cumple el número 2, es decir 
C.S.=12) 

> Cardinal del C.S. es 1 


PROBLEMA 47: 
Si T es el conjunto solución de la ecuación 


6) C)T<(8; 10) 
10) 


DEl 14)  EJT c(14; 
RESOLUCIÓN: 

* Nótese que: CVA: x-5>0 a 13-x>0 
> CVA: x25 Ax 518 

> CVA: 5<x 513 >CVA=[5; 13] 


* De la ecuación: 
2+/x-6=13-x 
> Vx-b6=11-x; 11-x>0 
> -b=(11-x)?; xS11 
> x?-28x+126=0; CVA,=[6; 11] 
> x,=9, x3=14 
* Pero: 12 ECVA, >x=9 es la única solución de * 
la ecuación (a, e CVA) 
* Luego: T =19) c (8; 10) 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 48: 
Dada la ecuación /z+1+2:=0 a mo 
de verdad de cada una de las a 
siguientes: - 
D) Si la ecuación tiene una sol 'n esta A 
en el intervalo [-4; 0]. eS ES 
TI) La ecuación tiene una única solución: o 
A) VEV- B)FVV. C)VVF-D)VEF- E) WWW 
RESOLUCIÓN: 
1)x+1>20>x>-1 
* Luego 


1) La solución se encuentra en el intervalo (+1; 0] 
(VERDADERO) 


1) La ecuación tiene una única solución (FALSO) 
HI) (VERDADERO) 


DÁx+HI= 23 >x<0 
A 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 49: 


RESOL UCI On E 
* Haciendo: 


a= Url Ve o 

* Luego: a+b=4.. 
a? +b%=28 
ab=Úl4? —% 0... 


* Elevando (1) al cubo, resulta: 
a+b*+3ab(a+b)=4* 
* Reemplazando en esta (11) y (112): 


28+38U14% —x(4)=64 


* Despejando, resulta: x=169 


(AU ACFTZITITIS 


IAS EE 


PROBLEMA 50: 
Si A es el conjunto solución de la ecuación 


1 1 
is ¡Ea + ps entonces el conjunto A es: 


Ly EA! e EAS Lot 


2 
3 » (128,38) 
RESOLUCIÓN: 


»ova:x>0ax-l>0.1-2>0 
x zx 
>x>0rx 21021 
> x21>CVA=[1; +0) 
* La ecuación puede ponerse así: 
aliada 14 Ji 1 
> 14142 (0? - 11) 


> atar ld Wa a? 0 +1 


* Haciendo: x* — y? 


a+1=2/a, de donde: a=1 
* Luego: 0 -x*-a+1=1 
> x(x*-x-1)=20>x%-x-1=0 
EN 


-x+1=a se tiene: 


LEVE, oro 8 e cya 
2 2 
ya | 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 51: 
2 ME ¿AA 
SE 
Raslves aa 24x e y 
RESOLUCIÓN: 
* Haciendo: 
PRE Vx _1 
PAS 
ARA 
5 


* En la ecuación original: y+2== 


> 2-5y+2=0 >(2y-1íy-2)=0 


>y=26 r=5 


=2> yx =6-Jx 
> 2/x=6>[x=9 


ax 


* Para: 9=5 


> 4 lx =6-Jx 


A 


* Entonces: C.S.= 


PROBLEMA 52: 
Alresolverla ecuación: Su =s+ [E 
- 
Indicar una solución. 
3 2 
Pal B)- 5 
RESOLUCIÓN: 


* Definiendo cada expresión matemática 
-1+0Ax 03411 x20....(C.V.A.) 


* Efectuando: 
2 
(+ 1)(2 Ed [E 
(+ 1)x- 1) 
1 
>1=6 -12x+6Ax>1 
>0=6x*-13x+6 1 >1 


E 
Ca DJ2 1 


2 3 
e =S > 
> (+ nde Dre dd 


3 


>= >05= 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 53: 

Si-xy, Xy € R y (x 5 x,) es el conjunto solución de 
la siguiente ecuación Vx=+F27+ 
entonces el valor de, Tx, +x2 es: 
AJ64  B)32  C)28 D)-28 
RESOLUCIÓN: 

*OVA.: +27 20 155-x20 
> C.V.A.=[-27; 55] 

*Sea: Vx+27=y>x=y*-271y20 
* Reemplazando en la ecuación: 


y+1[55- (y -27)=4> (82 y'=4-y 

cva,=[0; /82]. Ala cuarta: 

82— y! = 256 - 256y + 96y* —16y? + y* 
> y -8y* +48y* -128y+87=0 


55-x=41 
1 


A E 


(EDICIONES BUBIÑOS 


453 


2 > 
ISI 
y -4y 3 
> y -4y+29=0v y -4y+3=0 
* La primera no tiene soluciones reales 


* De la segunda: Y, =1wY2=3 (1; 3€CVA,). 


£27=-26€C.VA. 


RPTA: “C” 


PROBLEMA 54: 


Si'B'és un conjunto definido por: 
Balxe RNx+[z+5+20=25-2/x7+6x), entonces 
el cardinal del conjunto B, es: 
AJO Bj1 CI2 DJ8 
RESOLUCIÓN: 

* De la ecuación se obtiene; 
24 Vi Va 5-25+2Vx* +6x=0 
a+ 5+ 2 /x(0+5) + Jx + Jx+b-30=0 
¡td EAS 


(Wi+Jxro) +(Yz+/x+5)-30=0 


Va + lx 5 6 

d+ Jx+5 5 a 
aVxi+Vx+5+6=0 v Vx +Vx+5-6=0 
* La primera no tiene solución, pues el primer 
miembro siempre es positivo. 
* De la segunda: /x+5=5-—/x nótese que: para 
el CVA: 

x20Ax+520n5-J/x20 
>x>20n1S5>05x525 
=> CVA =[0; 25] 


EJ4 


* Luego, elevando al cuadrado: 
x+5=25+x-10/x > /x =2 
>21=4,(4eCVA) >B=14) an(T)=1 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 55: 
Si Tes el conjunto solución de la siguiente ecuación 
Vas 4+/238-/57=7=0, Entonces la 


Tra 


mega] 


RESOLUCIÓN: 
* CVA: 3x-4>20A2x-320n5x-720 


o 


> «23 0va=[3;+a) 


* En la ecuación, al cuadrado: 
3x-4+2x— 34+2,(3x — 4)(2x—3)=5x-7 
=> 2(3x— 4)(2x —3)=0 
3 


* De donde: x, 3 va=3 


% Pero: == Í eCVA; sólo x, e CVA 
4 a 3 3 
xy=3 *CVA; sólo xy ECVA > ra) c[5 >) 
EPTA: “D" 

PROBLEMA 56: 

Resuelva e indique la cantidad de soluciones: 
daria da + É 

ES 

RESOLUCIÓN: 


* Hallando primero el conjunto de valores admisibles 
(C.VA.), así: 


x+1201:+2221x+3>3nx+424 


a20[ 3) 


* Entonces como: 
x2-I>x+2>21>V/x+2>1 

>1+32>2 > Vx+3 2/2 

2:1+423 > Vx+42/3 

x+120>/x+1>0 

SÁ rl 2 lx 8 + lx 44 > 4,14... 

> Es imposible que la suma sea 4. 

* Con lo que: C.S.=4 


* Número de soluciones es igual a O. 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 57: 


RESOLUCIÓN: 
* Aplicando el teorema de Bolzano: 


Ne)J=>0 43-10; =x > f0)<0 


[OU ACENEITITION 


Es E — 2012 


=:f(1) < 0] cambio de signos entre 1 y 2 
> 1(2)>0> xe<1;2> 
* Realizamos uría Ira. aproximación: + 
Y Ne y 
== 
2 2 
cambio de signo entre 2 y 3/2 
> <0 
na 1 e< 8/2; 2> 
* Realizamos una nueva aproximación: 
243812 74 
2 


cambio de signo entre 3/2 y 7/4 
(4) 
pre 005 xe< 3/2 7/4> 


axel2, 7) 
24 


* Entonces: Selz; E) 


PROBLEMA 58: 

Resolver: 240x*+572:'2564x*-1257'-31x+60=0 
RESOLUCIÓN: 

Las posibles raíces racionales son de la forma: 


r= p/q, donde p es un divisor de 60 y q un divisor 
de 240. 

* Vemos que: P(1) < O y P(2) > 0; luego , existe por 
lo menos una raíz real en <1; 2>. 

* Tomamos las raíces racionales comprendidas:en 
dicho intervalo; así. 3/2: es raíz, lo comprobaremos 
por ruffini: 


ñ 
240 572 -564 -1267  -31] 60 
3 
3 360 1898 1251 
240 982 Bd -6 -40; 0 
i 
similar “encontramos: x=-5/2; 


x1y=-1/4; x,=3; x=-20 E 


PROBLEMA 59: 
Resolver: 44d de 1=0 


Ñ bles raíces racionales son: 2 =L Vemos 
e satisfacen, Luego; . 


qe 
tota 6x*+1)=0 
* pero: eta) 
* entonces la ecuación resultará: - 
CL) + (AD (a+ 1)=0 
cuyas raíces serán: 


x¡=15x9=-1;x; A 2; 
x= 3-2 ¿27 H(2:43):x0=- (2:43) 


PROBLEMA 60: 


Calcular aproximadamente una raíz quinta real de 
-x. 


RESOLUCIÓN: 


Calcular aproximadamente una raíz quinta real de 
—T. 


*Sea:zó=-a — x%+x=0 

* Porotro lado, sea: Plx)=x" + xn P(x)= bx* 

Aplicamos el método de Newton - Raphson ; 
Fl) + al e 2] 

F(x,) TES 

* Eligiendo xp=1, obtenemos : 

1,4283184 ; x= —1,29936208 ; 

1,25926 ; 2, = —1,2572804 

x=-1,26 sera la raíz pedida con la 

aproximación deseada 


Ra =p 


PROBLEMA 61: 

Sean los polinomios: 

Pla)j=x 4 ax + bx? + cx +1 

Q0)= + ex + bl ar +1. 

Hallar las condiciones que deben AUaGdS los 

parámetros reales a, b y e (ac) para que P(x) y 

Q(x) tengan dos raíces comunes - 

RESOLUCIÓN: 

* Las raíces comunes a ambos polinomios serán 

raíces de la diferencia: 
P(x)-Q(<)=(a-cja*+(0-a)x 

* Resolvemos la ecuación: 

Píx)-Q(x)=0, sacando primero x factor común: 
xlla—cjx* +(c—a)x]= 0 

* Las tres raíces son: 0; 1 y -1, entre ellas tienen 

que estar las raíces comunes, 


* Como O no es raíz ni de P(x) ni de Q(z), las dos 
raíces comunes tiene que ser 1 y -2. 


* Sustituyendo estos valores en P(x) y Q(x) 
obtenemos el sistema: 


2+a+b+0=0 
E -a+b-c=0 
que nos da las condiciones: b=-2 3 a=-e 
* Los polinomios quedan en la forma: 
P(x)=x* + ax - 2 -ax+1 


(EDICIONES RUBINOS. 


—EEC23S MEN 


ECUACIONES POLISOMIALES 


Q(x)=x*- ax 2: +ax+1 
* Para resolver las ecuaciones P(x)=0, Q(x)=0, 
separamos por Ruffini las raíces conocida 1 y -1 y 
quedan las ecuaciones en la forma: 
P(x)=(x+1)(x-1)(2* + ax - 1)=0 
QU) =(x+1)(x-1)(- ax - 1)=0 


(ODDada la ecuación cúbica de raíces x, ; xy y xy! 
ax - (2 +a)x-2 =0, a+0 determine el valor de 
verdad de las siguientes proposiciones: 
( )x,+x,+x,=0 
(- ) Una solución es -1 
a 

rr (5) 
A)FFV B)FVF C)VFV D)VVV E)VFF 
(0) Luego de resolver la ecuación: 

6x%-17x*-31x+12=0 
indique: 
* La suma de las soluciones positivas. 
* El producto de raíces. 
A) 9/2 y 2 BJ13/3 y 2 C)7/3 y 2 DJ8/3 y -2 E)7/2y-2 
(03) Si una solución de la ecuación cúbica: 


(a-2)x"+(2a+1 )x*-8=0 es 2, calcular el producto 
de raíces de la misma. 
A) -32/8 B)30/2  C)-15/2 - D)-9/2 


(0% Si la ecuación cúbica: 


EJ23/2 


A+9%+mixr16=0,meQ 


tiene raíces en progresión aritmética, caleular el 
valor de «mo. 
A)J21 B)22 0) 23 


D)24  E)25 


En la ecuación: x*-7x + R= 0, una de las raíces 


es el doble de la otra raíz, entonces el valor de «k» 
es; E 
AJ7 BJ6 C15 


Dy4 EJ3 


((8) Cuál será la ecuación cúbica cuyas raíces sean 
el duplo de los recíprocos de cada una de las raíces 
de la ecuación polinomial: 

A*-Bx+C=0; 00 
A)JC7-Bx+A=0 B) Cx? + 2Bx* +4A=0 


C)Cx* + 2Bx"-4A =0 D) Cx"- 2Bx* + 8A =0 
E) Ax*- 2Bx +4C =0 


(ODSea el polinomio: Fíx) =x* + 3x*- 9 además: 
F(m)=F(n)=F(p)=0 


Calcule: pu + 1 A | 
AE 


aJ-5 02 DF2 
(03) Si las ecuaciones en «e»: 
xa +2 - (An+5)x-6=0 
A +bx+ta=0 


tienen dos raíces en común, calcule n?. 
AJ2  Bj8  Cj27  D)J25 EM 


(9) Dos raices de la ecuación: 24"-2a,*+3x-9=0 


son opuestas. 


B)1 Ex 


Calcule el valor de: L22 
Aj2 BA3 Ci4 D-5 EJ6 


si la ecuación: 2% — x +1=0, tiene soluciones 
m, n y p, calcular: mi+n*+p* 
AJI O Bj2  CJ3  DJ4  EJ6 

(ODSi a es una raíz de la ecuación (a e Z): 


xa 3x0? + 4x-4=0 , determine la suma de los 
cuadrados de las otras dos raíces. 
A BA3 Cj9 DJ5 


(Asi x, es la solución positiva de la ecuación 


E)2 


cúbica: x* -15x + 4=0, calcule el valor de: xp + Es 
0 


ANZ2 BJ2/2 Cj2+/3 DIN3+/2 E)4 
(5 m; n y p son raíces de: %-2:*+3x=1, 
entonces el valor de: 
mp? 

es: 

AJ2 BA cJO DI EJP2 
(UhiCuántas de las siguientes ecuaciones: 
*30--5=0 

tor 6=0 

tatrd+6=0 

*di-xt-3=0 
son bicuadradas? 
AJÍ Bj2  C)3 


DJ4 —— E)Ninguna 


(G3) Calcular E, si la siguiente ecuación: 


2x” + 9x" +3 = 0, es bicuadrada. 
AJ2 B)4 C)8 D)1/2 E) Más de una es correcta 


CAL AAEIENEA 


Els MET ENCICLOPEDIA 2013 


(LO) Determine el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

( ) Una ecuación bicuadrada y una cúbica pueden 
ser equivalentes. 

(-J Una ecuación cúbica y una cuadrática pueden 
ser equivalentes. 


() 2% =x* y x = 1. son equivalentes. 
A)FFV B)FVF C)VVF D)VFF  EJEFF 
(O Indique una de las ecuaciones bicuadradas, 
donde una de sus raíces es solución de la ecuación: 
x*- 2x+1=0, y otra raíz es solución de la ecuación: 
e-6+9=0 
AJx'-10%4+ 6=0 B)x'+ 6x*-9=0 C)x'-101*+9=0 
Djx*-9=0 E)Jx*-2x*4+1=0 
(3) Sea la ecuación bicuadrada: 

ima +64=0, 
donde una raíz es el doble de la otra. Calcule «mo» 
A) 70 B)69 C) 50 D)60 E)20 


(09) En la ecuación bicuadrada; 


x*-(3n+4)x*+(n+1)*=0. sus soluciones están en 
progresión aritmética, además n>-1. Calcular el 
valor de: n*+1. 

AJ1 Bj2 0) 10 D)17 
EN Si la siguiente ecuación de variable «ms 


d+ 3084 2 = 0- es bicuadrada. 


EJ6 


e 
calcular Br 

AJ2 B)1/4 D) Más de una de correcta 
Cruz E) 4 


DA 


GUNDAM RA GTICANO!R 


(03) Indicar una rafg de: *+1=0 


1_N3, 


i Vai 
at 


1 
BOSA De E 
de e Y z-2 
(2) Resolver la ecuación: 8x”- 66x*+8=0 e indicar 


Una raíz. 


E)1-i 


Al-1+/2i  B)-1-4/2i  C)14+Y3i 
D)1-A3i E)-1-J3i 

(03) De la ecuación polinomial: x'-6x'-x'+6x'=0 
podemos afirmar que: 

A) La suma de sus raíces es -5. 

B) El producto de sua raíces es 6. 


C) Admite una rafe real (-1425) 


slá 


D) Una de sus rafces imaginarias es 
E) Una raíz real es -1 


(2 El siguiente polinomio : 


Pla)= x*- 3x*- 6x*+ 10x*+21x+9; presenta: 

A) 5. ralces diferentes 

B) 2 raíces de multiplicidad 2 

C) L raíz de multiplicidad ? y otra de multiplicidad $ 
D) 1 ratz de multiplicidad 4 

E) 1 raíz de multiplicidad 5 


(03) Al resolver la ecuación recíproca: 
3-2 -a? +2? +%- 8=0 una de sus raíces será: 


1,43. 1 43 

887 Bye a ue 

A) YE e ) 273 
5, J1, 5/1. 
DEA A 


(00) Dada la ecuación recíproca: 


axi- 35 4+62:*+bx+6=0; a +0 admite 2 raíces de 
la forma: 


1 
MS 
determinar el mayor valor de “m>” 
AJ6 B)5 C)4 D)3 E)2 
(2 Sea P un polinomio, tal que: 
PG)= “r(1) 
E 


encuentre el término lineal de P(x); sabiendo que 
su término independiente es 3 y la suma de sus 
coeficientes 10 

AJ2 Bj2x  C)J3 D) 3x 


(03) Dada la ecuación trinomial: 

94 1-3n=0 
siendo su grado el menor posible, ¿cuántas raíces 
imaginarias posee? 
A)18 B) 12 C)6 


E) dx 


D)4 E)2 

60 
AS 
y dar como respuesta la suma de sus soluciones 
enteras. a 
AI Bj2  Cj-1 D)-2 E)-3 
(0) Formar una ecuación bicuadrada cuyas raíces 
se pueden determinar a partir de: 

*=16 53 =2 


(0D) Resolver la ecuación: 3% +20-7= 


(EDICIONES RUBISOS 


DENCas7 ME ECUACIONES POLIVOMIALES 


Ajxt + 31x*-400=0 B)x*+31x* 4 400=0 
C) x*-41x* + 400 D) x*-30x* +29 =0 
E) x* + 13x* + 36 =0 


O Si la suma de las raíces positivas de la 
-(3m-5)x*+m*=0 es 6, 


ecuación bicuadrad: 
calcular el valor de “m 
a2 B)3 Cj4 


DJ5 EJ6 


(|) Formar la ecuación bicuadrada cuya dos de 
sus raíces son las raíces de la ecuación: 


1 -73+5=0 
AJxt+ 39x"-26=0  B)xt-25x"+39=0 
C) x*- 39x"4+25=0 D)x*-47x*+24=0 


E) x1447x* - 24=0 


(3) Sea: Plu)=x*? -14x? +16/2x-7 


Si: P(r,J=P(r)=P(r,)=P(r,)=0 y ry<r,<r¿<ry 
entonces ry+r, es: 


AJO BJ8 CIJZ  D)-2 E)? 
(1) Resolver la siguiente ecuación recíproca: 
10-10: *4+25x-26x*+10x-1=0 
y dar como respuesta la suma de los cuadrados de 
sus raíces. 
A) 64 B) 81 
((A)Si x, y x, son las soluciones reales: de la 
ecuación recíproca: 
axó + (b-8)x"- 10% + (6a)g + b46=0 
proporcionar: (x,+x)x,%y 
AJI  Bj2  Cjá D)9 
(LO) Dar una raíz imaginaria de: 
(2+3)'+(245)*'=16 
A) 44455 B) 4-/7i CriN7+2 
D) 7-4 EJ iJó-4 


(O) Una raíz real de: a+" +2)- d=-+2 es: 


AJL5  B)2 CJ0,6  D)1 E)3/4 
(U3) Sila ecuación: x*+ax*+b=0 


tiene 2 raíces reales que suman 3 y el producto de 
las mismas es positiva, dichas raíces son también 
raíces de la ecuación: 

Prert+er+1=0 
determine: a +b+e 
A)J-9 B)-8 C)-7 D)-6  EJ5 


(1D) Resolver: J34=16:+24+V3é-16:-3=9 


C)100 D)60 E) 144 


E) 25 


e indicar el producto de sus raíces; 
A)-2 B)-4 C)-3 D)-6 E)-8 


(0) Indicar la suma de dos de sus raíces de: 


xl+(a+bJa*+(ab-1)x*-(a+b)Jx-ab=0 


Aja Bjb Cib-a Dja+b EJO 


TAREAIDONICIARIA 


o Indicar una raíz de la ecuación: 9x*+4=0 


1= Y3 (14 24) ER 1+i 

= BS 0 DMA 
he, 2 2 Ja 
(0?) Resolver: x? — 64=0 e indicar la suma de sus 
raíces no reales 
AJ2  Bj-2 EJ 3 
(03) Calcular “n'' on la siguiente ecuación 
bicuadrada: 

x+(n-25)x*+4(n-3)=0 

si el producto de sus raíces es 12 


C)-4  DJ4 


AJ1 B)3 CJ6 D)J7 E) 9 
(1) Calcular la suma de las raíces de: 
El 

2 
AJ4 B)-4  C)8 D)6 E) 3 
(03) Calcular la suma de las raíces de: 

ds é-6_ e _ 

eo 

AJ4 B)- el 8 D)6 E)3 


O) Señalar una raíz de; 
ad a+ 1=0 


V5 - 3 V7 -6 
A)-1 =P DR 
yet El a 


(0) Sea P(x) un polinomio mónico y de cuarto 
grado, tal que: 
P(-7) = P(3) =P(1) =0 


además P(-2) = 75. Calcular el término lineal de 
dicho polinomio. 


A) -106x B)96x  C)-96x D)116x  E)-S6x 


CAL AETERA 


Ts AN CICLOPEDIA 2012) 


(02) ¿Cuál de las alternativas no corresponde a un 
cero del polinomio? 
Fla)= ++ +1 
1-J3i 14V3i 
<>, 
2 1 
(€) De la ecuación en “2”: 
De? +5) 7) /3)=0 
indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 
(- ) Tiene 9 raíces. 
( ) Tiene 4 soluciones. 
(-) 7es una raíz triple y /3 es una raíz doble. 
A)VFV  B)VFF C)Vvv D)FFV E) FFF 
(E) Si dos raíces de la ecuación: 


nx +max* +16: -91*4+x+10=0; n>0 


A) a 


C)i D)-i E) 


de coeficientes enteros, son: 1 y ¿ 


calcule el valor de: m* + n? + (m-n)? 
A)1458 B)729 C)-2187 D)-729 E)-1458 
(03) Calcular la suma de las raíces imaginarias de 
la ecuación: 

+20 +24 1=0 


43 B)2 19753 D)-2 EJO 


(00) Six, x, y x, son las raíces de la ecuación: 
2-6 *+8r-5=0 


calcule el valor de: 
1 1 1 
=>3 a + 
27—3x,+4 xi-3x3+4 xi-3x3+4 
2 4 6 1 3 
a BE O DE E 


(02) Sabiendo que las raíces de la ecuación: 
=bx?+ ex+2a=0; (ab+0) 
son a; b y e, caleular el valor de: 
- » a + bp $ e 
AJ10 B)32 C)16 E) 25 
(03) Calcular (a + b), para que en la ecuación: 


21420 55? +axr+b=0;0,be 0 


D)19 


una de sus raíces sea (1 —/3) 
A8 B)-8 C) 18 D)-28 


(0) Si (3- 1) es una raíz de la ecuación: 
al mx? +nx-20=0; m, ne Ríi=/1) 


E) 28 


calcular (n— 2m) 


AJ2 B)6 Cri D)J5 EJ3 
(1d Si un polinomio P(x) de coeficientes enteros, 
admite por raíces a: . 
2+1 : Raízde multiplicidad 3. 
1-/2: Raíz de multiplicidad 2. 
—6: Raíz simple 
/7: Raíz de multiplicidad 4. 
podemos afirmar que: 
A) Gdo(P) =19  B)Gdo(P)=20  C)Gdo(P) =13 
D) Gdo(P)> 19 E) Gdo(P) > 20 
(O) si x,; x, y x, son las raíces de: 
a + 2px +3p=0; p>0 

halle el equivalente de la expresión: 
a MS 3 

DD DD DD 
Na AS C)5p-1  D)óp+1 EJp+65 


(O) Sea la ecuación: 1* + 2x-—1=0 
de raíces x,, x, y x, forme una ecuación cúbica cuyas 
raíces sean 2); x3 y 23 
Ajy +3y'-1ly+1=0 B)y-3y+1ly+1=0 
C)y'-3y*-11y-1=0 D)y'-3y' + 1ly-1=0 
E)y"+ 3y"-12y+1=0 
(1) Dada la ecuación: 

xl -4*+ax+b=0; a, beR 
siendo (2+V3i) una raíz, calcular la suma de los 
cuadrados de sus raíces. 
A B)4 co 


(O En la siguiente ecuación: 


+20 + bx-4=0 


el cuadrado de la única raíz positiva, es igual a la 
diferencia de los cuadrados de las otras dos. Indicar 
dicha raíz. 


AJ3  BJ2J2  CIW3 
(63 De la ecuación polinomial: 
6-46 =0 


podemos afirmar que: 
A)La suma de sus raíces es —5. 
B)El producto de eus raíces es 5. 


DJ4 E)J8 


DIZE 


MCs (EJ 


ECUACIONES POLIVOMIALES 


ENICIONT.: RUBY 
1_Y3 
2 


'D)Una de sus raíces imaginarias (3-2) 


E)JUna raíz real es — 1. 


(L0) Calcular la suma de los valores que admite 
“a” para que la ecuación: 

+ (1- aja? + (7-2a)x +18=0 
admita dos soluciones. 
A)-2 B) -9,5 0) 7,5 


D)2 E) 13,5 


(1) Formar la ecuación de menor grado posible 
con coeficientes racionales, tal que tenga una raíz 


igual a: J3-Y2. 
Indique la suma de sus coeficientes. 
A) 36 B) 40 C)18 D)32 E)12 


(ES) Si a, b y e son raíces de: a*-3x-1=0 


además: Ft =— 
ENT 


calcular; Fla) + F(b) + F(e) 


1 5 
AJ1 B)J3 03 D)J9 a 


(E) Sean a, b y e raíces de la ecuación: 


«(a rb-abojet a (230-0)x+ 220 
be 


Calcular: a(a + e—b), sia >b 
AJA BN2  C)2 D)22 


€E0) Sabiendo que la ecuación: 
xl? 6x%-6x% + 1211-36: +1 =0 
tiene una raíz de la forma; 
Va + Vb; a,b e Z* 
indicar verdadero (V) o falso (FF): - 
( ) La ecuación tiene una raíz real. 
( Ja+b=5 


La ) La ecuación es compatible determinada, 
A)JVEF.  B)VVV  C)FFF  D)VFV  E)FVV 


ATANERACTCANDIA 6 


(O) Resolver la ecuación: 16x*- 81 =0 
Señalar una raíz. 


AJg 


EJ4 


DS 0J3i mE EJV3 


(02) Indicar una raíz al resolver: 
x* + 19-216 =0 
A)-2 B)l+i C)3+/24 D)-2+ 4/35 E)-1-V3i 


(03) Acerca del polinomio: 
P(x) =x*"- 6x* + 6x* + 16x*- 15x- 18 presenta: 
A) Raíces imaginarias. 
B) 1 raíz real de multiplicidad 3. 
€) 2 raíces reales de multiplicidad 2. 
D) 1 ralz real negativa simple. 
E) 1 raíz real de multiplicidad 4. 
(09 Six. xp x, y x,¿s0n raíces de la ecuación 
bicuadrada: 
(6 + 2)a* (4 + 92% + 3(8 + 2) =0 


tal que el producto de sus cuatro raíces es 1, entonces 
la raíz de mayor valor absoluto es: 


3 2 y6 
B)/2 Or PE EJJ3 


[3 
a 
(03) Determine la menor raíz irracional de la 
ecuación recíproca: 

x*- (a-3)x* + 10x* - (15-a)x+1=0 
A)6-/3 B)4-J2 C)3-J2 DJ2-/3 E)2-J5 


(0D sí 2 raíces de la ecuación bicuadrada: 
14 (0-3) - (a +b)a* + (2 -d)x+1=0 
son a y f, formar otra ecuación bicuadrada si 2 de 


sus raíces son a* y f?. 
Ajxt+10x*+1=0  B)x'-20+1=0 
C)xt-10+10=0  D)x'-23x*+1=0 
E) xt + 28x* + 14 =0 


(02) Dada la ecuación: *-x*-100 =0 + 


siendo x, una raíz y xy xy raíces imaginarias, 


calcular: x, 
R=L 
a 
1 1 1 1 1 
A a E 
bir 4 4 Y d 5 ET 


(03) Resolver la ecuación: 

(7 + 3) + 10(2* 7% + 3)+ 21 =0 
Proporcione una raíz. 
AJI-i  B)2+J3i  C)-10 


D)J3i  EJ6 


(OD) Resolver: 3/x7+x=2-x=x* 


Cin enrra (90 1 EV OCLOPEDIA 2013) 
Indicar la menor raíz. Ej z 
e al2 2) ae 3) 0J12;9) Ea ) EX2) 
AJ£ BIZ 0-3 DJ4  EJ6 
(U>) Dada la ecuación: 
(10 Si a, b y e son raíces de: Pana, [ra 
Pla) =*-a* +1 a+ 4x+2 -2x7-2 
be e? el valor de “x” es; 
calcular: A 
E] TR AJ2 mE ol D-2 pal 
A)J5 B)4 C)3 DJ1 EJO 2 E 3 


(0) si 1 es raíz de multiplicidad $ del polinomio: 


Píx) =ax + bx! + cx? - dx? + 72 
calcular: E = 10a + 6b + 3c 
A)26 B) 82 C)18 


D)J8 E)4 


(E) Formar la ecuación cuyas raíces sean las de: 
“+30 4=0 

aumentadas en 2 unidades. Señale el término lineal. 

A)40x B)36x C)-28x D)-46x E)-20% 

(13) Las raíces de la ecuación: 
Pra 30+5=0 

son 7, n y p. Hallar la ecuación cuyas raíces son: 
mil n+1, p+1 


2 2 2 
N8r +12 -4x+6=0 B)8x + 6x*-3x+8=0 
C)j8-xt 434 6=0 D) 8 -8x*-4x+8=0 
E) 8 + 4x* +6x + 12=0 


(QU) Sabiendo que la suma de las inversas de las 
raíces de la ecuación: 
a+ de? + (8 + a%)x- (a-1)(20 +5) =0;0 >0 


es igual a To cuál es la raíz de menor módulo? 


A1 B)3 C)5  D)-2 


(3) En la ecuación bicuadrada: 


+20(meB-2)x*+909-m)*=0; p>m 


E) 1 


calcular “m” para que sus raíces estén en progresión 
aritmética. 


4 1 2 Ej 
2 BIE Oz DIE -= 
A), LE IS DE 

(L9) Resolver la ecuación: 
Lx? —6x+ 9) a 1 E 


(é—6x+6Mx-4Mx-3) x*-bx+6 x-8 


(13) En la ecuación: 

xr dat 7) = 364 Al 7 
dar un valor de “a”. 
AJ6 BJ8 


(19 El polinomio: 
Plx)=ax +b-b+a 


con a eZ* y P(I)J<A, tiene 2 raíces positivas 
iguales. Entonces un valor de a - b es: 


C)9 D) 10 E) 11 


A)J3 B)4 C)5 D)6 E)7 
(7) El conjunto solución de la ecuación: 
A 
e (es e). Calcular: a* + b*, 
A) 29 B) 265 (C) 13 D) 14 EJ 16 


08) A 07) 08)E 09)C 10)C| 

1I)E 12)C 13)D 1%9)D 15)B 

16)D 17)A 18) A 19)B 20) É 

01) D 02)C 03)C 01) A 05) 
NOTA 2 


La resolución de ecuaciones polinomiales esun tema 
que ha sido muy estudiado a lo largo de los años a 
causa de las distintas aplicaciones, provenientes de 
diversas áreas de la ciencia y de la tecnología, en 
las que este tipo de ecuaciones aparecen. Este tema 
ha recobrado 

importancia en las últimas décadas con el 
surgimiento de la computación que, en particular, 
ha introducido la necesidad del estudio de los 
aspectos algorítmicos de distintos problemas en 
esta área. 


OBJETIVOS: 

* Valorar la importancia del álgebra matricial y la 
adquisición de estrategias para la simplificación de 
los cálculos. 


* Identificar los tipos de matrices. 


* Operar con matrices: suma y diferencia de 
matrices, producto de un número real por una 
matriz, producto de matrices. Conocer las 
propiedades de eatas operaciones. 


INTRODUCCIÓN: 


Hablar de matrices hoyendín es hablar de una herramienta 
tan común en matemáticas, que con el tiempo apareció en 
forma independiente. La teoría de matrices y su proceso de 
formación fue » mediados del siglo pasado, pero su plenitud 
y elegancia la adquiere después. Hasta hoy la teoría de 
“matrices es un instrumento de investigación apropiado a 
las necesidades prácticas y a las construccion abstractas 
de las matemáticas modernas. 

Si se conoce la naturaleza de una matriz, es posible valerse 
de ella en el almacenamiento, presentación y manipulación 
de datos. Si los datos se guardan dentro de una matriz con 
algún patrón lógico, la recuperación de los elementos 
individuales o grupos de elementos puede ser relativamente 
fácil. A menudo, se necesita manipular datos que se 
almacenan en una matriz. Por ejemplo las tablas del 
impuesto sobre la renta, las calificaciones obtenidas por 
un grupo de estudiantes, los informes económicos de una 
compañía , y muchos otros datos. 

Enla actualidad, la principal utilidad de las matrices tiene 
que ver con aplicaciones computarizadas. Los programas 
de computación se valen periódicamente de matrices 
“arreglos” para guardar y procesar información. 

Las matrices surgen de un gran número de situaciones de 
la vida diaria. Por ejemplo, al considerar los cursos 
POLITÉCNICO de tu zona y analizar el número de 
estudiantes por especialidad. 


Se asigna a cada curso una fila y cada programa 
una columna. 


De acuerdo con la tabla anterior se observa: 

* Los cursos determinan 6 filas. 

* Los programas de arquitectura, computadores, 
diseño industrial y electricidad, determinan 4 
columnas. 

* La intersección de una fila y una columna informa 
sobre el número de estudiantes de un curso que hay 
en el programa. Por ejemplo, el número colocado en 
la interseción de la quinta fila y la segunda columna 
indica que hay 36 estudiantes de décimo grado en el 
programa de computadoras. 


Las matrices aparecen por primera vez hacia el año 
1850, introducidas por J.J. Sylvester 

El desarrollo inicial de la teoría se debe al 
matemático WR, Hamilton en 1853 

En 1858, A. Cayley introduce la notación matricial 
como una forma abreviada de escribir un sistema 
de m ecuaciones lineales con n incógnitas. 

Las matrices se utilizan en el cálculo numérico, en 
la resolución de sistemas de ecuaciones lineales, de 
las ecuaciones diferenciales y de las derivadas 
parciales. Además de su utilidad para el estudio de 
sistemas de ecuaciones lineales, las matrices 
aparecen de forma natural en geometría, estadística, 
economía, informática, física, etc... 

La utilización de matrices (arrays) constituye 
actualmente una parte esencial de los lenguajes de 
programación, ya que la mayoría de los datos se 
introdución en los ordenadores como tablas 
organizadas en filas y columnas : hojas de cálculo, 
bases de datos... 


y MATRIZ 


Una matriz es un arreglo o disposición rectangular 
de números. Si el arreglo tiene m filas (horizontales) 
y n columnas (verticales), se llama matriz de orden 
mxn. 
EJEMPLO 1: 

3 8 7)> Fila 

1 4 2)> Fila 

yyy 


Columna 


UB FFRITITIN 


493 ) 


es una matriz 2x3, porque tiene dos filas y tres 
columnas. 


* En la primera fila y primera columna aparece 
ubicado el número 3. 


* En la primera fila y segunda columna aparece el 
número 8. 


* En la segunda fila y tercera columna , el número 2. 


* A cada número en el arreglo se le denomina 
entrada. 


EJEMPLO 2: 
Oe AO 
-9 -4) * 1 


: D=(-4 2/7 Yi) 


(narmiz)o 


Es un conjunto de elementos (números, funciones, 
vectores, etc.) dipuestos en forma rectangular y 
además ordenados en filas y columnas. A las 
matrices se les denota con letra mayúscula y se le 
encierra entre paréntesis o corchetes. 


EJEMPLO 3: 
nad; 
a=[, 30 


B|" 
*-1 


] es una matriz de orden 2x3 


E ] es una matriz de orden 2x2 


C=Í4] es de orden 1x1 
* El siguiente arreglo [7 no es una matriz, no es 


un arreglo rectangular. 


OBSERVACIONES: 


* Una matriz por ser un arreglo rectangular 
no posee valor numérico. 


* Es importante adquirir el hábito de 
enunciar siempre filas antes que las columnas 
(filas - columnas) 


NOTACIÓN GENERAL: 

Se simboliza cada elemento con subíndices de la 
forma a, donde i representa la fila donde se 
encuentra y ¡ la columna. 

Así la matriz de “m" filas y “n”” columnas cuyos 
elementos son ay es: 


TIT MCICLOPEDIA 2012) 
CO RR TA 
dy Ga >»: Uy =- Us 


Columnas 
Que abreviadamente se representa por: 
A= (Amon 


número de columnas 
número de filas 
Donde: (m;n) c N 
:4=152; 8; 


¡¿m. j=1;2;8; 5 n. y podemos 


“A es la matriz de m filas y n columnas” ay es un 
elemento de la matriz A. 
* Además: 


Ay 50 gi apo 


Oi mó 


se llaman elementos de la matriz “A ay" es el 
elemento ubicado en la fila “4”, columna “*J”. 
OBSERVACIONES: 


* Las matrices usualmente se denotan por las letras 
mayúsculas A, B,C, ma. 


* Para la notación de una matriz en la forma general 
sus elementos se designan con letras mayúsculas 
que vienen acompañadas de dos subíndices (ay), 
donde el primer subíndice (1) indica el número de la 
fila y el segundo (7) el número de la columna en la 
cual se encuentran ubicados dichos elementos. 


EJEMPLO: 


Fila 1: 
Fila 3: 
Columna 1: 3;2; -1; 6 
Columna 3: 0;-2; 6; 3 


El 4 es el elemento que pertenece a la 3ra. fila y a 
la 2da. columna esto se denota por: 


(EDICIONES BEBINOS 


ros TEE 


MATRICES) 


[— Letra de la matriz (minúscula) 


4=0y 
¡— Número de columnas. 
Número de filas. 
E Aa 
FO ay= 
so 4ty=4 


ORDEN O DIMENSIÓN DE UNA MATKIZ 
Es una característica de toda matriz, viene dado por 
la multiplicación indicada del número de filas y el 
número de columnas de dicha matriz, así sila matriz 
tiene m filas y n columnas, diremos que la matriz 
es de orden mxn. 


¡Ordende nxm 
EJEMPLOS: 
1.4 
I) La matriz [a  2]| tiene 3 filas y 2 columnas, 
0-2, 
entonces se dice que es de orden 3x2 (tres por dos). 
14 9 
11) La matriz |2 4 16| tiene 3 filas y 3 columnas, 
00.0 


entonces será de orden 3x3 (tres por tres). Como el 
número de filas es igual al número de columnas 
podemos decir que la matriz de orden 3. 


OBSERVACIÓN: 


Si el número de filas es igual al número de columnas 
entonces se dice que la matriz es cuadrada y que su 
orden es n. 


EJEMPLOS: m=(3 7 


3-4 
* Mes una matriz cuadrada de orden 2. 
yz 5 ¡O 
N=| x= 3 2/5| > 
1-10 


* Nes una matriz cuadrada de orden 3. 

EJERCICIO 1: 

En las siguientes matrices: 
212 

B=13 67 
104 

D) ¿Cuál es el orden de las matrices A, B y C? 


C=(917) 


11) ¿Qué número está ubicado en la tercera fila y la 
segunda columna de la matriz B? 


ID) ¿Qué número está ubicado en la primera fila y 
la tercera columna de la matriz C? 
RESOLUCIÓN: 


D 2x2;3x3y1x3 IDO 


EJERCICIO 2: 

La siguiente información da cuenta del número de 
veces que tres amigos asistieron a tres cines 
diferentes durante este año. 


un 7 


'* Mónica fue al cine Alambrito 13 veces, al cine 
Estación 7 veces y al cine Azul 10 veces. 


* Roberto fue al cine Alambrito 17 veces, al cine 
Estación 8 veces y al cine Azul 11 veces. 


* Teresa fue al cine Alambrito 5 veces, al cine 
Estación 9 veces y al cine Azul 16 veces. 


A partir de los datos proporcionados: 


D) Expresar la información en una matriz de datos 
¿Cuál es el orden de la matriz? 


II) Hallar el elemento a,,. ¿Qué significa este 
número? 


111) Determinar cuál de los tres amigos asistió más 
veces al cine, 


RESOLUCIÓN, 
I) Si ubicamos en la primera, segunda y tercera fila 
a Mónica, Roberto y Teresa, respectivamente, y en 


la primera, segunda y tercera columna a los cines 
Alambrito, Estación y Azul, respectivamente, 


¡podremos representar la información en la siguiente 
matriz. (138,7 10 

17 8 11 

59 16 


El elemento 13, que corresponde a la primera fila y 


)rimera columna, indica que Mónica fue al cine 
umbrito 13) veces. El elemento 11, 

o ndiente a la segunda fila y tercera columna, 

que Roberto fue al cine Azul 11 veces. La 

¡es de orden 3x3. 

KI) El elemento a, es igual a 6 e indica que Teresa 

fue al cine Alambrito 5 veces. 

111) Sumando las filas, podemos decir; 

Mónica fue al cine 30 veces; Roberto, 36 veces y 

Teresa, 80'veces. Luego, Roberto fue más veces al cine. 

EJERCICIO 3: 

Escribir explícitamente la matriz: 

A=(8)y.Ja=2 —j 
RESOLUCIÓN: 
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*Tabulando (Dando valores a “i” y “*j”), obtenemos: 
2(1)-1=1 ; 0, =2(2)-1=3 
(1)-2=0 ; a, =2(2)-2=2 

0,=2(1)-3=-1; 07, = 2(2)-3 =1 
* Luego construimos la matriz, así: 

a0(; 0 2) 
SRT 

EJERCICIO 4: 
Formar la matriz A=(a;],,, tal que: 


NS 
ay A 

EJ EAS 
RESOLUCIÓN: 

Ey Uy Us 1.34 
* Tenemos que: A=| a, dz 3 |=|-1 15 

CAES 1-12 
EJERCICIO 5: 
Contestar: 

387 


D) Dada la matriz n-( 


elementos E, ¡y Ly Y Ugz- 


e El determina los 


11) Considerando los arreglos rectangulares: 


10 
3 6-8 02 
A=|-2 2 2-( ) e-( ) 
41 31 3 0.0 


describe el orden de las matrices y, para cada una, 
el elemento 173, D¿z Y Cp 


TI) Encuentra los componentes de la matriz 
B=(b,), si Bes de 2x3 y by=2'- 4!. 


IV) Encuentra los componentes de la matriz 
'=(C), si C es de orden 4x1 y Cy=i=j. 


RESOLUCIÓN: 

Dany=3 5 ay=é 3 0y=2 

DU) 3x2 ; 2x3 5; 2x2 
Ay9= 3 bay=l 5; C79=0 

a Y) 
-2 -14 -62 1 
an 3 EA 35) 1 C=|, 
3 


IGUALDAD DE MATRICES 


Dos matrices del mismo son iguales si todos sus 
elementos de la misma posición son respectivamente 


Así: Sean las matrices 

A=l( mn? BB Iman 
¡'A=B > aj; 
EJEMPLO 1: 

Si observamos las matrices A y B de orden 3x2: 


=by ¿Vi,j 


27 (3-1) 7 
A=|3 3 B=| 3 (41) 
4 5, 4 5 


podemos verificar que todos los elementos que están 
en las mismas posiciones en ambas matrices son 
iguales. 

EJEMPLO 2: 


Las siguientes matricest a-(; 3) ya-(; :) 


no son iguales, porque el elemento que está en la 

primera fila y segunda columna de A, a,y=3 es 

diferente que su correspondiente en B, b,¿=5. 

EJEMPLO 3: 

Si consideramos que las siguientes matrices: 
IS f14de 

2 (b-D 2, Le 133: 

son iguales, entonces se tendrá que a=4;b-1=1 y 

e=3. 

* Es decir: 


. 


a=4;b=2 y c=3. 


MATRICES ESPECIALES 


De acuerdo a la disposición de sus elementos o de la 
naturaleza de estos. 


Aquí veremos las matrices cuadradas, las 
rectangulares y sus tipos más usados. 

1) MATRIZ COLUMYA = 

Es aquella matriz, que tiene una sola columna, es 
decir es de orden “mx1”. 

A=(8 Jm, es una matriz columna si m=1 6 bien 
AS mxo 


3x1 

2) MATRIZ FILA 3 

Es aquella, que tiene una sola fila, es decir es de 
orden “Ixn”. 

A=(ay)m, es una matriz fila si m-= 1 o bien 
ASIA in 
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EJEMPLO: 
B=(2 -4 63 
NOTA: 


En ocasiones, a las matrices filas y columnas se les 
llama vectores filas y columnas. 


3) MATRIZ KRECTANGULAR 2 

Son aquellas matrices donde el número de filas es 
distinta al número de columnas. 

Esto es: la matriz A=(a y) 
mn 

EJEMPLOS: 


es rectangular si 


y 
A=|3 8 
29 
A es una matriz rectangular de orden 3x2, 


4) MATRIZ NULA 3 

Es aquella matriz cuadrada o rectangular en donde 
todos sus elementos 80n ceros, es decir, una matriz 
A=(A y) es nula, si a=0 Vi,j. 
EJEMPLOS: 

0.0 000 
= po D= 
is be 2) le 0 o) 
D es una matriz rectangular nula de orden 2x3. 


8) MATRIZ CUADRADA 7 


Esta matriz se caracteriza por tener igual cantidad 
de filas y columnas, diciéndose que es una matriz 
de orden nxn o simplemente es una matriz de orden 


n, y se denota: 
A=(A gls 6 AS( y) 
EJEMPLOS: 
A= soi a 
06 
'onal 
Secundaria Principal 
* Si es de orden n tendremos: 
> 
Gjy Ajg Qjg «. Qin 
Az, Ugg Uoz +. Uo, 


ni Anz 


nz 


TRAZA DE UNA MATRIZ CUADRADA 
Es la suma de los elementos de su diagonal 
principal. 
Sea la matriz: . 
A=(a)=> Traz(A)=Y ay; 
á=1 


* Así en el ejemplo anterior: Traz(A)=2 +4+0=6 
* En el caso de una matriz cuadrada de orden uno 


por uno, si: A=/0 ,,). La traza de la matriz será a ,y, 
esto ya que con un elemento no hay suma. 
EJEMPLO: 
Así: 
56-38 7 
B=|0 4 1|->Trazx(B)=5+4-2=7 
0.2 -2 


DIAGONAL PRINCIPAL: 

En una matriz cuadrada A=(a ),, y, la diagonal 
principal es el conjunto de elementos ay tal que 
i=j. 

* En la matriz de orden n la diagonal principal es: 

(CACA AAA] 
CASOS PARTICULARES DE UNA 
MATRIZ CUADRADA 


D) MATKIZ DIAGONAL 2 


Una matriz cuadrada A=(a ¡),,, es una matriz 
diagonal si ay=0;Vi+* j, es decir, si todos sus 
elementos son ceros a excepción de por lo menos un 
elemento de la diaognal principal. 


EJEMPLOS: 
oo 0 
a-(; 2) :B=[06 0 
00-1 


119) MATRIZ] ESCALAR : 


Es aquella matriz diagonal donde todos los 
elementos de la diagonal principal; son iguales 
a un número distinto de cero, asf: la matriz 
A= (44), xn es una matriz escalar si: 


R 00... 0 
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MI) MATRIZ IDENTIDAD 2 


Es una matriz cuadrada de orden n denotada por 1 
6 I,, cuyos elementos de su diagonal principal son 
todos iguales a uno y los elementos fuera de la 
diagonal principal son todos iguales a cero. 


j AO 
T=1,= [aijIpn, donde: ay=(p; pl 
Bentear 


10) MATRIZ TRIANGULAR 3 


Es aquella donde todos los elementos a un lado de 
la diagonal principal son ceros y al lado opuesto al 
menos uno no es cero. 


EJEMPLO: 
-2 8 -2 12 
A=|0 4 B= 1 4 
11 -2 8 ON 0 
Triangular Triangular 
Inferior Superior 


MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR: 
Una matriz cuadrada A=(a/),,.. es triangular 
superior si ay=0, Vi>], esto es, cuando los 


elementos que se encuentran por debajo de la 
diagonal principal són ceron. 


EJEMPLOS:;, 
Pi 45 3 
A= ¿B=|0 1-9 

o 2 
00 2 


MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR : 


Es aquella matriz, cuyos elementos que se 
encuentran encima de la diagonal principal, son 
tales a cero. Es decir: A=(a), es una matriz 


(triangular inferior. 


Si: ay=0; Vi<j 
EJEMPLOS: 


o 0 
a=(; y) B=|0.2.0 
16 
V) TRANSPLESTA DE UNA MATRIZ 7 


La transpuesta de una matriz A; se denota por A! se 
define como aquella matriz construida a partir de 
la matriz A, intercambiando sus filas por sus 
respectivas columnas, conservando todos sus 
elementos. 


Si: 
[A=[04],... > A [84], 54658] 
OBSERVACIÓN: 


Si la matriz “A” es de orden mxn, su transpuesta 
(A!) será de orden nxm. 


RESOLUCIÓN: 
23 
*Sea: A=| 6 4 ata 0) 
1.6 
2-1 3 2x3 
*Si: Az x 2 y|>A'=[-1 2-1 
3-1 x Sy 
PROPIEDADES: 
D(ALSBf=A'4B! 2) (A' =A 


3) (KAJ'=hA' /k esescalar 4) (AB)'= B'A' 
65) Traza A=Traza A' 


1) MATRIZ SIMÉTRICA : 

Una matriz cuadrada A=(a ¡yn es simétrica si 
A ¡=4 y, esto es, los elementos dispuestos 
simétricamente a la diagonal principal son iguales. 
OBSERVACIÓN: 

Si una matriz es igual a su transpuesta, se llama 
matriz simétrica 


Si: A=-A' > A es simétrica 


EJEMPLO: d 
732 7.30 2 

A=l3 -1 4] A =|3 1,4 
243 2 4 lado 


* Como: A=A'-> “A” es simétrica 
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VII) MATKIZ ANTISIMÉTKICA 3 


Una matriz cuadrada A=(ay),,, es antisimétrica si 
Ay=- Ay Vi, j. esto es, los elementos dispuestos 
simétriamente, con respecto a la diagonal principal, 
son de signos opuestos. 

OBSERVACIÓN: 

Si una matriz es igual al negativo de su transpuesta, 
se llama antisimétrica. 

Si: A=-A! > A es antisimétrica 


EJEMPLO: 
0-2 8 0 2-8 
A=| 2 0 -4|>AT=|-2 004 
3 4 0 3-4 0 
0-2 8 
>-A=| 2 0 ES 
3400 


* Como: A=-A!=> "A" es antisimétrica. 
MATRICES OPUESTAS : 


Dos matrices son opuestas si son-del mismo orden 
y además sus respectivos elementos son' opuestos. 


EJEMPLO: 
La 81 -s 
A=|0 6 -1|-»suopuestaes:=A=| 0 =6 1 
2 A br 1 


PROPIEDADES: 

Sean A y B matrices cuadradas de orden “'n””. 
1 Si: mA es simétrica 

2) Si: B= 12 Bes antisimética 


8) Toda matriz cuadrada A se puede expresar as 
la suma de una simétrica y otra antisimétrica; 


t t 
Ne A+A ee A-A 
ET 5 
A es 
simétrica — antisimétrica 
OBSERVACIÓN: 


Todas las matrices diagonales son triangulares 
tanto superior como inferiormente. Por otra parte, 
para que una matriz sea a la vez triangular superior 
e inferior es preciso que sea diagonal. En particular 
las matrices identidad y nula (de orden n) son 
diagonales. Además, toda matriz diagonal es 
simétrica. 


* De acuerdo con la definición de matriz 
antisimétrica, es elaro que los elementos de la 
diagonal principal de una matriz de este tipo son 
iguales a cero. En particular, la única matriz 
diagonal antisimétrica es la matriz nula. 


* La matriz identidad es diagonal y simétrica. 


OPERACIONES FUNDAMENTALES 
CON MATRICES 


Antes de definir las operaciones, veamos y 
analicemos el siguiente ejemplo: 

La tienda Ventas del Futuro vende ropa deportiva. 
Las ventas (en soles) de tres de sus vendedores 
estrellas: Ernesto, Fabiolay Andrés, durante los 
días viernes y sábado de la última semana en los 
£urnos mañana y tarde, aparecen en las tablas 1 y 2. 

El administrador de la tienda desea conocer: 

* ¿Cuáles son las ventas totales efectuadas por cada 
uno de los vendedores en los dos días y en cada turno 
de trabajo? 

* ¿Cuánto se incrementaron las ventas de cada 
vendedor de un día para otro y en cada turno? 
TABLA 1: viernes 


¿Si ordenamos la: información anterior en forma 
atricial para facilitar las respuestas del 
strador, y llamamos V a la matriz que 
coi los datos de las ventas de cada vendedor 
dell viernes y por cada turno de trabajo y S a la 
matriz con la información de las ventas del día 
sábado, tenemos: 


300 700 600  900' 
V=|400 900|; S=|700 1000 
500 800, 400 800 


Si queremos ahora responder a la primera pregunta 
del ad; strador, debemos realizar la siguiente 
operación: sumar cada elemento de la matriz V con 
cada elemento que ocupa la misma posición en la 
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matriz S. De esta manera se obtiene otra matriz del 
mismo orden, a la que señalamos con la letra M, 
donde cada elemento representará las ventas que 
realizó cada vendedor en los dos días en cada uno de 
los turnos. 

La operación realizada se denomina adición de 
matrices. 


Supón que A y B son dos matrices del mismo 
tamaño. Por lo tanto, la suma A+B es otra matriz, 
obtenida al sumar cada elemento de A con el 
elemento que ocupa la misma posición en B. 


En el caso de la tienda de ropa deportiva, la matriz 
M resulta; 


300 700Y (600 900 800 1600 
M=| 400 900 |+|700 1000 |=|1100 1900 
600 800) (400 800 900 1600 


A partir de la matriz M, podemos concluir que: 


* Durante el turno de la mañana, Ernesto 
vendió en total, por los dos días, 800 nuevos soles; 
Fabiola vendió en total 1 100 nuevos soles, y 
Andrés, 900 nuevos soles. 


* Durante el turno de la tarde, Ernesto vendió 
en total, en los dos días, 1 600 nuevos soles; Fabiola 
vendió en total 1 900 nuevos soles, y Andrés 1 600 
nuevos soles. 


NOTAS: 
* Para sumar dos matrices , el orden de ambas debe 
ser igual. 


* La suma se denota A+B=(a,, bj) y la matriz 
resultante será del mismo orden que la matriz A. 


I) ADICIÓN DE MATRICES : 


Con dos matrices de'un mismo orden se puede 
formar una nueva matriz, cuyos elementos se 
obtiene sumando las componentes correspondientes 
de las matrices (elementos homólogos). 


Asi si ASA yin cn Y B=(B yx la suma de A y B es 
lamatriz A + B de orden m x n obtenida al sumar 
los elementos correspondientes de A y B. La matriz 
A+ Bdemxn está dada por: 


Sy +B,1 Gj9 + 0j2 se. jp +Dim 
A+B=[ay +Dy]=| 021 4021 022 +D32 ==": 27 +Bon 


a de matrices se puede efectuar si los 


tienen igual orden. 


La By Az + Br s9=+ Gpo + Bi 


% yz 0.10 
* Las matrices | ,, ,, p|Y |g 9 1|porserdel 


mismo orden se pueden sumar. 


eb] [x 
* En cambio, las matrices |* | Y |Y | por serde 
ef z 
diferente orden no se pueden sumar. 
EJEMPLO: 
* Sean: 
pue: 6 
A=|1 sl: B=[3 2 
3 2 2-4 
45-146] [1 5 
>A+B=|143 5+2|=| 4 7 
3+2 2-4] | 5 -2 


PROPIEDADES DE LA ADICIÓN 
DE MATRICES 


Si A, B,C y 0 son matrices del mismo orden, además 
O representa la matriz nula , entonces: 


1) ARBSBRA cnsarcnrserso» (Ley conmutativa) 

2) (A+B)+C=A+(B+C) ... (Ley asociativa) 

8) A+O0=04ASA cnninmancinoso (Elemento neutro aditivo) 
4) AR+(A)J= 0 semanas (Inverso aditivo) 


* La primera propiedad indica que se obtienen los 
mismos resultados cualquiera sea el orden en que 
ge sumen las matrices A y B. 


EJEMPLO: 


37 1 692 69 2]137 1 
M=|4 9 3|+|5 4 7|=|6 4 7|+|4 9 3 
682 103 103/15 8 2 


* De igual modo, la segunda propiedad indica que, 
para sumar tres matrices, se pueden sumar las dos 
primeras y luego la tercera, o agregar a la primera 
la suma de la segunda y tercera matriz. 


EJEMPLO: 

10 (82) (10 (10 (18 2, (15 
47)*ls 9)) lo 2J le 7) ls 9)Mlo 2, 
* La matriz nula , sumada con cualquier otra matriz 

A, da como resultado la misma matriz A. 


'MPLO: 

391] (000) (000) (391 
413|+|000|=| oool+413| 
582) looo0) looo) l58 2) 


(EDICIONES RUBIÑOS E E] MATRICES 
SUSTRACCIÓN DE MATRICES: EJEMPLO: 
(Caso particular de la adición) Pe 
Si A y Bson matrices del mismo orden, entonces 4 
A-B es la matriz en la que cada elemento es la resta A=(1 3 2); B=|-2 
de los elementos de la misma fila y columna de A 5 
ES > AxB=1x4+3(-2)+ 2x6=8 


e a O nn: Nótese que la operación hay que hacerla 


Oesá: A=BSA+CIB. "A=Bl0y= Blas multiplicando la fila por la columna; cada elemento 
de la fila se multiplica por el correspondiente de la 
MULTIPLICACIÓN DE columna y, a continuación, se suman los productos 
MATRICES obtenidos .Esta operación se llama producto 
escalar de la fila por la columna. 
A) MULTIPLICACIÓN DE UN ESCALAK POR 
pié MATRIZ OBSERVACIÓN: 
Dados una matriz A=/[ay],y,y y un esclar k, el —* El producto se define sólo si los vectores filas y 
producto de k y A es la matriz. columnas contienen el mismo número de elementos. 
Raz1 0 RAjn * Del producto de estas matrices resulta un escalar, 
RA= ss. k * El producto entre matriz se calcula multiplicando 
haa Can los elementos correspondientes de las dos matrices 
RA + RQnp y haciendo la suma algebraica, 


donde cada elemento de Á se multiplica por el EJEMPLO: 
escalar k entonces el resultado es la matriz k-A del — Multiplicar: 


mismo orden que A. y 
Sea: A=/04; Jun => RA=(RO ¡Jn le E R AB=(2 -al mc 
EJEMPLOS: €) MULTIPLICACIÓN DE DOS MATKICES 3 


* Multipliquemos a la matriz E 7 23) vor el — Dados dos matrices A=(a ¡Jay! B=(Bynap existe 

ETA una tercera matriz C=(c,,),, ,, que representa el 

producto de multiplicar las matrices A y B; donde 

cal al aa 2(-2) 468) Es ES ) €, £s el producto de multiplicar la fila? de la primera 
6 7-2) U6(-2) 7(-2)-2(-2)) 1-12.-14 4) matriz por la columna “k” de la segunda matriz. 


Es decir: 4 


¡Ax B = (Ci mpleg=Y aj xD ja 
j=1 


sa=al; is pal )> sa-(; 2) % La multiplicación de la matriz A y la matriz B 
3 1) (503) 31D) 9 3) exiate si y sólo si el número de columnas de la 
primera matriz es igual al número de filas de la 


27 
"Si: a-(; 7)» R=3, entonces: 


B) MULTIPLICACIÓN DE UNA MATRIZ FIL) E 
POR USA MATRIZ COLUMN segunda matriz, B, 
Sean las matrices: e 54 
d, Deben ser iguales 
A=(a, az A5....4,); B= b 
pa AB es “m” por “p” 


ES REGLA DE CÁLCULO: 


A 
> Ax B=(0,xb, +07xDb3+...+2,xD,)=) 2D; Si AB=C, un elemento de la matriz de producto 
en será igual al producto de la fila ¿ de la matriz A y de 
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la columna ¡ de la matriz B (ver la figura). 


0 


¡3 


EJEMPLO 1: 


(52) (9 


E » (een 
" 
8 2), 1[8x4+ 6x6, 
A > añ=(45) 


¡Om 


EJEMPLO 2: 


(300212) 


1/20+1 24+3 


2 1 


* Nótese que para obtener el producto AB se 
multiplica cada fila de A por todas y cada una de las 
columnas de B. 


EJEMPLO 3: 


ae 3 ») 43 j 
A 4). 1,2 2), 
A Cu Cra | 
> C=AxB: 
E ¿Cuyo Cas 


Cy =3x4+2(-1)=10 Co =(-1)1(4)+4(-1)=-8 


RESOLUCIÓN: 


* Como Res deorden 3 x 1 y S de 1 x 2,el producto 
RS tiene orden 3 x 2. 


E 3(2) 3(3N [6 9 
RS=|1|(2 3)=|1(2) 1(3)|=|2 3 
2 2(2) 2(3) 4 6 


EJEMPLO 5: 
: 13 -2 5 1 
Si m-(7 Ja a y): eoculor Mon 


RESOLUCIÓN: 

* Observa que M es una matriz de 2x2 y N una 
matriz de 2x3, por lo que MN es una matriz de 
2x3. 


O AR (6+12) ol 717 :) 


(-10+6) (25+8) (6+0)) l|4 33 5 
EJEMPLO 6: 

Calcular AB y BA si: a-( y El ya=(=; 5) 
RESOLUCIÓN: 


1 3-3 1 6 16 
A ss) 
3 N189_(4 -7 
Ba=(; Jl 3 al 
* Observa que , aunque ambos productos AB y B 


A están definidos, AB+*BA. 


PROPIEDADES DE LA 
MULTIPLICACIÓN DE MATRICES 


EJEMPLO: 
11 
2 -I 211 
Sea: A= 
Ae o: o 
1.0 
Calcular ABC. 


RESOLUCIÓN: 


Cp =3x3+2x2=13  Cogo=(-1)(3)+4x2=6* Agrupando BC se obtiene: 


Cpy=3x14+2x2=7  Cay= 


* Entonces: axm=[* 19 5) 


8.57 
EJEMPLO 4: 


3 
*Sir=|1 |yS=(2 3) calcular ES. 


2 


sl) 
AA A 
* Agrupar ahora AB: a 


2 -N[ 211 
comica Jl ) o 
-4 3-1 03 EE 


501 


MATRICES) 


* Observa que : A(BC) = (AB)C 


EJEMPLO: 

3 0 10 3.0 
Sea Az] ,- Ba| Cx| 
“ado ojos 1)r oz 5) 
* Efectuar: 


10 
E (AA OA ES) 
* Ahora, efectuar: 
3 0-1 0y (3 03 0 
an+ac=(; l 3 + JE s) 
(5 + Jl . 
s 2)'7 6) luz 8 
* Por tanto, A(B+C)=AB+AC. 


Desde luego que un ejemplo no constituye una 
demostración; sin embargo nos hace pensar que; 
aunque el producto de matrices no es conmutativo, 
si es asociativo y distributivo con respecto a la suma. 


A continuación se darán dos resultados que se 
pueden demostrar: 


1)Si A es una matriz de mxn, B una matriz de 
nx p y C una matriz de pXq, entonces: 


(A B) C=A(BC)umermsmnoo (Ley asociativa) 


2) La multiplicación de matrices es distributiva con 
respecto a la adición. Para cualesquiera matrices 
A, B y C de tamaños apropiados se tiene: 


DA(B+C)=AB+AC 1) (B+C)A=BA+CA 
PROPIEDADES: 


Sean A, B y C' matrices para los cuales están 
definidas las operaciones de adición y multiplicación 
R y r escalares. 


1) K(A+B)=kA+RkB 

2) (R+r)A=kA+rA 

3) k(rA)=(kr)A 

4) A(BC)=(AB)JC 

65) A(B+C)=AB+AC 

6) AB=0 no implica que A=0 VB=0 
7) AB=AC no implica que B=C 


8) En general “AB” no es necesariamente igual a 
“BA” 


DEFIVICIONES: 


1) Si AB=BA se dice que A y B son matrices 
conmutativas. 

2) Si AB=-BA se dice que A y B son matrices 
anticonmutativas. 


TEOREMAS SOBRE TRAZA: 


Sean las matrices cuadradas A y B del mismo orden 


y 4 un escalar. 

1) Traz(A + B) = Traz(A)+ Traz(B) 
11) Traz(Ax A) = ATraz(A) 

111) Traz(AB)=Traz(BA) 


1149) POTENCIACIÓN DE LA 
MATRICES 3 
Sea A una matriz cuadrada de orden keN 
definimos: 
MN] 1;n=0 ¡A=0 
A"=jA¿n=1 
A:A:A..AjneN;n>2 
"ni becen 
EJEMPLO: 


Sen: az(; y) aca 


* Por inducción: 
AA le 3) 


PROPIEDADES: 

La potenciación de matrices es conmutativa. De 
donde se tendrá. 

I) Si A es una matriz cuadrada 
2>ATxA"=A"xA”"Imi¡neN 
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ID Si A y B conmutan > A” y B” conmutan 
siendo m, n naturales. 


MI Si A. es, 
(A"P=A""=(A")"; mine N 


una matriz ' cuadrada 


IV) AI=IA=A 

VISIT. 

VI) (ASBJ=A" +B" 

VID(ATY =A 

vin (AA)T=AAT; A es un escalar 
IX) (AB)"=B"x A? 


MATRICES RELACIONADAS 
CON LA POTENCIACIÓN 
1) MATRIZ ENVOLUTIVA : 


Una matriz cuadrada es involutiva si su cuadrado 
es la matriz identidad (A*=D). 


EJEMPLO: 


* Si: 
1 —I 2.(14.0 
y) 
=> Af=I > A esinvolutiva 
8) MATRIZ NIULPOTENTE : 


Una matriz cuadrada A fe dice nilpotente si y sólo 
si A”=0, para algún ne. 
EJEMPLO: 


0.12 
*Si: A=j0 0 2|>4%=0 
0 0%, 


3) MATRIZ IDEMPOTENTE < 


Una matriz cuadrada es idempotente si su cuadrado 
es la misma matriz. 


Sea la matriz A, 


* Obteniéndose que A*=A 

* Luego diremos que A es una matriz idempotente. 

4) MATRIZ REAL 3 

Es aquella matriz cuyos elementos son reales 
A=[a4]..., ¡ajeR>A=A 

5) MATRIZ CONJUGADA : 


Es aquella matriz donde sus elementos son el 
conjugado de los elementos de otra matriz 


ln > 2 
0) MATRIZ MHERMITIANA 3 


Dada una matriz cuadrada de elementos complejos 
se llama hermitiana si dicha matriz es igual a la 
transpuesta de gu matriz conjugada, es decir: 


Unxm 


Sen A=(G Jan es hermitiana si A=(0y).,,,- De 


donde se concluye que los elementos de la diagonal 
principal son necesariamente reales, 


EJEMPLO: 
Sea la matriz: 


6)3+0) (6 8-8 
aro; 2 ) a des e] 
pe 6 3+i 
TZ 
ch E eS] 
* Como (AJ"=A>A es una matriz hermitiana. 


7) MATRIZ ANTIM MITIANA = 


Una matriz cuadrada de elementos complejos se 
llama antihermitiana si es igual al negativo de la 
transpuesta de su matriz conjugada. 

* Es decir: p 


Si: AS(QjJnyn AA) == (6). 


> A es antihermitiana 


De donde se concluye que los elementos de la 
diagonal principal son ceros. 


EJEMPLO: 
O E 
sarao) 
nj 0 10 
cds PRA 


- 6l nn d 
Al y os za % (AF=A 


(EDICIONES RUBIÑNOS 


Presos Te 


ATIUTES) 


* Luego se dirá que la matriz A es antihermitiana. 
OBSERVACIONES: 

Sea A una matriz cuadrada de elementos complejos. 
D) A+(AJ” es hermitiana 

II) A-(AF es antihermitiana 


HI) Toda matriz cuadrada de elementos complejos 
se puede escribir como la adición de una matriz 
hermitiana y otra antihermitiana. 


Ar HA? 
E ES Lal 
hermillana - antibermiliana 
8) MATRIZ ESCALONADA = 


Una matriz A=/a),,,y es una matriz = escalonada 
si el número de ceros aumenta de fila a fila. 


EJEMPLOS: 


pa. 0312] (1 0e8B8 
0.04 0 0 2| [0/2 43 0 
oso as 
oooooolloo0s5 


2 RESUMEN 3 

* En matemáticas, una matriz es una tabla de 
números consistente en cantidades abstractas que 
pueden sumarse y multiplicarse. Las matrices se 
utilizan para describir sistemas de ecuaciones 
lineales, realizar un seguimiento de los coeficientes 
de una aplicación lineal y registrar los datos que 
dependen de varios parámetros. Las matrices se 
describen en el campo de la teoría de matrices. 
Pueden sumarse, multiplicarse y descomponerse de 
varias formas, lo que también las hace un concepto 
clave en el campo del-álgebra lineal. 


* Cuando el número de filas es igual al de columnas 
(n= m) la matriz se llama matriz cuadrada. 


* Cuando n = 1 la matriz se llama matriz fila. 
* Cuando m = 1 la matriz se llama matriz columna. 


* Las matrices fila y columna se llaman 
habitualmente vectores. 


* Cuando en una matriz cuadrada son ceros todos 
los elementos que no estan en la diagonal principal 


(la que va desde el ángulo superior izquierdo al 
ángulo inferior derecho) la matriz se lama matriz 


diagonal. 


* Si una matriz diagonal tiene todos los términos 
de la diagonal iguales se llama matriz escalar, 


* Si una matriz diagonal tiene todos los términos 
de la diagonal iguales a 1 se llama matriz unidad. 


* Las matrices cuadradas en las que ay = O siempre 
que¿ > o bien a, = 0 siempre que ¿ < se llaman 
* Para sumar dos matrices tienen que tener las 
mismas dimensiones. Para sumar dos matrices se 
suman los elementos que ocupan las mismas 
posiciones 

* Para multiplicar un número por una matriz, se 
multiplica cada elemento de la matriz por el 
número. 


* Para multiplicar dos matrices es indispensable que 
el número de columnas de la primera matriz sea 
igual al número de filas de la segunda matriz. 


* Dada una matriz, su traspuesta es la formada al 
disponer la fila 1 como columna 1, la fila 2 como 
columna 2... la fila 1 como columna n. 


* La traspuesta de la matriz A se designa por A! 
HISTORIA 3 


Elorigen de las mátricez es muy antiguo. Un cuadrado mágico, 3 por 3, 
se registra en la llteratuca china hacia el 650 a. C. 


Es larga la historia del uso de laz matricez para resolver 


apareció por primera vez, dos mil años antes de au publica 
matemático Japonés Seki Kowa en 1883 y el matemático alemán 
¡Gottfried Leibniz en 1693. 


“Los «cuadrados mágicos» eran conocidos porlos matemáticos árabes, 
desde: 


“aspectos de las matemáticaz combinatoria. Todo esto suglere que la 

Idea provino de China. Los «cuadrados mágicos» de orden 5 

y 6 aparecieron en Bagdad an el 983, en la Enciciopedía de la 

Hermandad de Pureza (Resa' Inkwan akSafa). 

Después del desarrollo de la teoría de determinantes por Beki Kowa y 

Leibniz, a finales del siglo XVI, Cramer presentó en 1750 la ahora denominada 

regía de Cramer, Carl Fmedrich Gaues y Wiheim Jordan desarrollaron Ea 

aliminación ds Gauss-Jordan en el siglo XIX. 

Eltármino «matiza fue acuñado an 1848, por. J. Syivexter. En 1853, Hamilton 
Cn 


astán entre los matemáticos famozoz que trabajaron sobra la teoria de 
matrices 

ios Tauesky-Todd [1906 -1995), durante la 1 Guerra Murtdial, usó la teoría 
¡da matricas para Investigar al fenómeno de servelzaticiónd llemado futtaring. 
Las matrices son utilizadas ampliamente en la computación, por nu facilidad 
y Nvianded para manipular información. En «xte contoxto, son la mejor. 
forma para representar grafos, y son muy utilizadas en el cálculo numérico. 
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PROBLEMA 1: 
SiA y B son iguales: 
2, 07240 
A=[.5 a 3| B=| 5 
(b-1) 1 2 0 
Calcular:a +b+c+d 
4)8 BJ9 £)12 
RESOLUCIÓN: 
* Como A y B son iguales, entonces el elemento “a” 
que está en la segunda fila y segunda columna en la 
matriz A, es igual al elemento 0 que ocupa igual 
posición en la matriz B. 
* De igual forma: b- 1=0 , entonces b=1 
* También e -3=0, entonces e=3 y d=2 
* Se pide: a+b+c+d=0+14+34+2=6 
RPTA: “E” 


D)-1 E) 6 


PROBLEMA 2: 
Dadas la matriz az z y 1amatrz Bdeorden 


2x3 en donde b,;=2i—, hallar, y n si se sabe que 
A y B son matrices iguales. 


A)1y-1 B)J0y1 C)2y-2 
D)4y3 E)J8yY b 
RESOLUCIÓN: 


* Primero hallaremos los elementos de la matriz: 


ES Bu El 
Ba be by 
By =2(1)-1= =2(2)-1=3 


Djs =2(1)-2 2(2)-2=2 
by =2()-3 =-15, byy=2(2)-3=1 


537) 


* Do donde: 827 $e, 


* Ahora, como A=B, entonces m=0 y n=1. 


PROBLEMA 3: 
Dadas las matrices; 


pap eL] 


A= 
Calcular: S =3A—2B + C 


A) E o) o 


RESOLUCIÓN: 


* Reemplazando las matrices: 
14 101 [21 
slo ala a] 
* Efectuando: 
S= 3 12 le 20 ss 21 
lo 9] "|-2-4| |-10 


lla a) 


PROBLEMA 4: 
Considere las matrices 


ab 2 b 2b+1 1 
as) 


SiA+B= E 7 entonces el valor de la fraz(M) 


RPTA: “C” 


es: 

A)J-1  B) + cjo D) a EJ 
2 2 

RESOLUCIÓN: 


* De: a-(% Jas El 


>a+2=112b=0 Ab=0 » 2c=1 
El 
=-1Ab=0 == 
>a A ne5z 


2b+1 1 ) 


* Reemplazando en: M -( 73 A 


bs 5-[, > Traz(M)=1-1=0 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 5: 
Sean las matrices: 


ra) A (2 6-0) (4 
a-( 1 5) »- EE c-( 2 3) 
SiA=B , hallar 3A4+20 

o pS -2 0 -2 —I -2 -1 
ala ol ol) 
RESOLUCIÓN: 
* Por dato: 


(EDICIONES RUBIÑNOS 


JEECEOS E 


MATRICES 


* 
Entonces: -3y=2_[x=6 
6-y=x “ly=1 
. 
Luego: A= E :) 
* Nos piden: 
.(2 6) ¿(-4-8 6 16 -8 -16 2-1 
al Is) 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 6: 


Sean las matrices: A -[; 2 y a-[; a ES 


cumple que A+B=T, dónde f= ” 7) 


Hallar a+b +2c. 


A)J-1 B)-112 C)jO D)1/2 Ej 

RESOLUCIÓN: 

* De; A+B =1 

js els :]- B 7)> | 2yr ll 3) 
oc] [be] lo 1 b 2e| |o1 

* Luego: a+2=1>a=-1 


1 
b= = e 
0 Le=l>c F 


* Se pido: 1+0+2(2)=0 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 7: 


10 
Sise tienes M= 2 [* 4) calcular: Traza(M) 
Ela 21 
A)-55 B)66  C)46  DJ15  EJ4 
RESOLUCIÓN: 
* Desarrollando la sumatoria: 
Mm (24 (8 eN. 10 4 
1-2) (1-4) lr -<6 1-20 


mal 14+2+3+...+10 10(4) 
z 10(1) -2(1424+3+...+ 10) 
10x11 
LL E (5 e 
20 a(20:12) 10 -110 


* Se pide: Traza (M) = 56 + (110) =-56 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 8: 
SIA y B son dos matrices definidas por: — 
2.0 
a m3) 
B=A+2A4+34+.....+nA (meN) 
Entonces, la suma de los elemerttos de la matriz B 


eb; y e 

AJO  B)1  C)n(n+I) D)2n(n+) 
RESOLUCIÓN: 

* Sededuce que: 

BAI+243 4H. + JA 
niín+D(-2 0Y_f-n(n+) 0 
DB” ( 4 E AA ola] 
* Se pide: - n(n+1)+2n(n+1)+0+[ -n(n+1)]=0 

RPTA: 


>B= 


PROBLEMA 9: 
Para toda matriz A=(a/),xm se define 
AA AS Le 
el=1 * FT al E 3r* 
011 
Si A=|0 01 
000 
elementos de la matriz e? es: 
15 13 11 
A 2 Br O 3 
RESOLUCIÓN: 


AUS 


, entonces la suma de todos los 
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*Dedondelasuma de elementos deetes: 5+2=22 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 10: 
Dado el polinomio: f,,=31*-5%-2 y además: 


a-[, Al Hallar: f.,y e indicar su traza. 
ao. B 14 C)28 


RESOLUCIÓN: 


* Reemplazando el valor: =A, en el polinomio y la 
identidad 1 del polinomio por T (matriz identidad). 
fa = 34? - 6A-— 21 


D)-1  EJ7 


* Calculamos: 


A=axAm| l Hs 3 
*Eñogo: 31ls 1] l67 
74 12 10 

tu=o[; 2)-+ls elo ] 


ta jA 12], [7 5-10], [2 0 
Sl 18 211*|-15 - 6]'|o -2 


* Sumando las matrices: 


14 2 
11 =| y | > Traza(fiy J514+14=28 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 11: 
Dado; PlaJ=x*+x=1 An a-(; z 
Calcular: fraza(P(A)). 
3 Bj4 C)2 DJ1 EJ5 
RESOLUCIÓN: 


*De: Py =A*+A-1 


22 11 10 23 
ras Je JH 7-6 z 
> Traz(Py))=2+2=4 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 12: 
Si'/A es una matriz triangular inferior: 


1 7-p :q+3 


A=|p+I' 2 mM licalcular:m+p +q 
q 1 om+3 

AJI BJ-2  C)J7 D)Jo Ej4 

RESOLUCIÓN: 


* Si A es una matriz triangular inferior, entonces: 


7-p=0  >p=7 
q+3=0  >3=3 
m=0 


* Se pide: 0+7+(-3) =4 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 13: 


Si la matriz; E 42 10 
A=| 5 2  3z+x 
2y+3z 7 3z 
es simétrica, calcular Traza(A) 
8)12 — B)I1  C)-10 D)O  E)-1 
RESOLUCIÓN: 


* Por simetría respecto a la diagonal, se obtiene 
(espejo): 


x+2y=5 

2y+3z=10 Sumando 
+ Miembro a 

paez miembro 


2Lx+ 4y +62=22 
> x+2y+32=11 
* Se pide: Traza(A)=x + 2y + 32=11 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 14: 
Si A es una matriz antisimétrica definida por 


a-b d e 
A=| a b+1 -4| entonces el valor de 
e 4 0-2 
T=a+b+c+d+e es: 
4-1 B)1 er2 DJ3 EJ 4 
RESOLUCIÓN: 


* Como se traza de una matriz antisimétrica, 
entonces: A=-A7 


a-b d e a-b a e 
>| a b+1 -4[=-| d b+1 4 
e 4 e-2 e 


-4 0-2 
* De donde se aprecia que: - 
a-b==(a-b) >a=b 
a=-d 
e 
b+1 
e-2 
* Sepide: 
a+rb+rerd+e=-14+(1)+2+14+(2)=-1 
RPTA: “A” 


e 
(b+1) >b=-1 
=(c-2) 


>c=2 
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PROBLEMA 15: 


RESOLUCIÓN: 
I) FALSA: ya que tenemos el siguiente contra 
a, lo; 


ver matriz inversa) 
> A*=1, y no necesariamente: A=1 
11) VERDADERO: por propiedades: 
(mA+nB=(mA)"+(nB)"=mA"4+nB" 
11) FALSA: porque si: B=A”!, entonces: 
AB=I, y traz(AB, traz(I) =n 
no siempre es an 
RPTA: 


“p» 
PROBLEMA 16: 


(= 


PE 
jm 
A 
AS 
a - 
OOO 
ata 
e 
amo. 
mm cor 
AS 
CN 
3 
i 
S E 


RESOLUCIÓN: 


>N*= -a2l > Nó=a IxN 
5 

>N zan > Na?” 
ar 0 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 18: 


y > 
RESOL LO On 
* Primero; 


E 0 No n_(10_ 
3 =axac(; AE o) la ) E 


>A=ZA?xA=IxA=A 


ASA xA=AxA=A*=1 


_[L 5 n par 


* De donde: 
pr 
La ¡ nimpar 


* Luego: 
BSAHA+ A+... + AI = 1041 


10 sumandos 
01M (10)_(1 10 
És a=10, o Je EA 
dz 2 > trad(B!')=-1-1=-2 


ES 
>B 7 -1 
RPTA: “E” 


ROLLO 19: 


RESOLUCIÓN: 
AS op 07_[1 2 
2 = 
ds =axa; ll 1 E e, 
ETA pde 
a xa>[, ll af "lo 1 
4 


+ Así sucesivamente, se deduce que: 


(ANAFTZTITAN 


BESOS MET — AN CICLOPEDIA 2012 


APSAMIA =[; dl 


*Se pide: 1+0+n+1=n+2 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 20: 
É . A i-jivi<j 
Si A=(G/)yye talque ay =4 dj ¡Wi=j 
d+ ji vi>j 
Entonces, el valor de la traz (AxA?) es: 
AJ=3— B)12— C)24 —DJ49 EJ68 
RESOLUCIÓN: 
* Tabulando, se obtiene: 
ay 23) (1 1 
As| ay, 32 [=[3 4 
y 09) la 5 
11 2-1 -1 
>AxAl=|3 ¿E 0)" -1 26 32 
4 5) 1 32 41 
> Trax(Ax A!)=2425+41=68 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 21: 
Bi A, B y C son matrices cuadradas del mismo orden, 
entonces indicar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 
1) Si AB=AC, entonces B=C 
1) Si AB=0, entonces A=0 6B=0 
UN) Si(A+B)"=A*4+2AB+B*, entonces las matrices 
A y B son conmutables. 
A) VEV B)FEV C)VVV D)FVV EJVVF 
RESOLUCIÓN: 
I) FALSA: ya que de: AB -AC=0 ->A(B - C)=0, 
no necesariamente B- C=0. +B=C 
1) FALSA: ya que si AB=0, puede que ambas sean 
no nulas (propiedad) 
III) VERDADERA: ya que de: 
(A+ B)9=A?+24B + B* 
> APHAB+BA+B*=A*+24B+ B* 
>AB + BA=2AB > BA=2AB - AB 
>BA=AB>A y B son conmutables 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 22: 
Sean A y B dos ,satrices definidas por 


fos wo 
Late aba o 1?) tel que ws ywsx1, 
entonces al efectuar la siguiente operación matricial 


(A? + BU(A* + B") (AM + B*) se obtiene: 
AJ4l — BJOL CI DJ9I  EJ181 
RESOLUCIÓN: 


*De: A é 
arz(; Ne J=ls o) A 
o 0x0 0 00, 


AAN 
me 


> BB =BP=.....= BW= 1 
* Luego: 
(ABONA AB NAC B)=(BMHB'NB?)=E-1-F=, 


PROBLEMA 23: 
Dadas las matrices; 
10-11 2 
Asj3 2 1 3) B=| 
42 0-3 
Calcular “AB” 
RESOLUCIÓN: 
Cu 
Asa *Bax3=Co,2=| Cor 
Cs, 


1 
Cu=[1 0-1 2]| , [=1+0-2+2=1 


1 
3 


dl 


Cjs =[1 0-1 2] E =34+0-2+0=1 


0 
1 


Ca =[3 2 1 -2] de =34+04+2-2=3 
1 


(EDICIONES RUTINOS 
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Ca=[3 2 1-2] |=9-2+2+0=9 


Cy=[4 2 0-3]| |=4+0+0-3=1 


Cy =[4 2 0-8] e =12-2+0+0=10 


0 


* Finalmente la matriz “*C”” resultante es: 
Id, 
AB=C=|3 9 


110 


PROBLEMA 24: 


Dos tiendas 7', y Ty reciben diariamente televisores 

y videocaseteras de dos fábricas F, y F,. Las 

recepciones o ventas se representan como sigue: 
TV VIDEO 


F,(40 60 
FaK70 80 


El precio en dólares, por artefacto eléctrico en cada 


tienda es: T T, 
PrecioxTV 200 250 
PrecioxVideo 280 


Be pide determinar, los ingresos de la segunda tienda 
por vender los electrodomésticos que proviene de la 
fábrica Fy. 


A) 23.000 B) 24.000 C) 38.000 D) 39 900 E) 40 000 
RESOLUCIÓN: 

TV VIDEO” Z Ty 
F(40 50]  Preciox TV (200 250 
pe 2) Precio x pal o 

(N' unidades) (Precio)= Ingreso 
40 50)/200 2607_(c ej 
ls sola dos de) 
* Donde C, es el ingreso de la tienda j por vender 
los productos que provienen de la fábrica £. Se pide 
Cs 
250 
Ca=(70 801 229)-10=250 + 80x 280 > 093=39 900 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 25: 
El 1” de Julio, la cantidad de acciones Pia de 
Carlos y José está dada por la matriz; 
e 2, DARA 
_Carlos [2000 1000 500 5000] 
José |1000 500 2000 0 
y los respectivos precios al cierre dex, y, y 10 fueron 
$24, $ 47, $ 47, $ 150 y $ 14 la acción. Hallar los 
valores del total de las acciones de cada uno en esta 
fecha. 


RESOLUCIÓN: 

* Sea; 
24 24 
47 Cartos[2000 1000 500 6000]| 47 

Bl 150 17 4B= José ler 500 2000 0 ] 150 
14 14 

240 000|Cartos 
Es an=[ Je 


*El 1* de Julio las acciones de Carlos valían 
$ 240 000 y de José $ 347 500. 


PROBLEMA 26: 
Dadas las matrices: 
0 A 
Jl 


e 


hallar A%, donde A=C+D. - 
RESOLUCIÓN: 

* Tenemos A*=(A*)*=((C+D)*)? =(C*+CD+DC+ 
D*p*, notemos que: 


16 0 
C?= A 
0 y D' ls :) 


* Como: 


col poe 
EE) 
TAE 


PROBLEMA 27: 


=> 0D+DC 


Sean las matrices. ac son 


4-2] Jr 2 
6 21" Wlg 10) 
matrices conmutables . calcular el valor dela 
Traz(A +B) 


Conca E S ENCICLOPEDIA 2012) 
AJ12 —B)20 C)21 D)24 EJO 
RESOLUCIÓN: 


*Si A y B son'matrices conmutables, se cumple que: 
AB=BA 


1 
AA Sta afijerorrio-a 
4 
Lp cl ot ] E 
AR RA by=(3 4 6) 4 | =9+16+25=60 
* Idertificando: le 
-12=-2p+4 >p=8 z 
32=-29+20 >q=6 
$ a o Bu=(4 5 ole) escen=ra 
dal 
¿8 paa 05 Y PETAO. * Luego: Traz(A*)=b,,+byy+B3) 
m2 a 
Traz(A+B)=Traz(A)+Traz(B)=6+18=24 “> Troz(A)=20+50+122=198 . 
DAS RPTA: “C 


PROBLEMA 28: PROBLEMA 30: 


Considere la matriz A'= (a ¿)a,a, talquetraz(AJ=0 — gi a-( 1 :) n-(; 1 ) oi o 
ajytay=0. 0,55 > 0y=-4 de » q pr 
Sin es un número par entero positivo , entonces la M=24'"+3B!" es equivalente a; 


matriz A” es: ae B) 5 30 o 5 30 
ALOE BG OIGO DIG EJ 06 A le AS 
RESOLUCIÓN: 
* Reconstruyendo la matriz, so obtendrá: E o [ 
y A a Lao 5 0.0 
[fu %2]_f 5 ” , 
ano pa e 5) RESOLUCIÓN: 
Pe de * Aplicando un razonamiento inductivo, se deduce 
a 
-4-5)_-a -5) "lo 9 
pol 10) poz 10 
> AM=(A?)(4*) =(91)(91) = 9*1 10) lO 
ACA O O 
> AC=(A? MA?) =(9* DI) 9% | 1 2 al; ” 
* De donde se deduce que: A*=93 xJ Es Ao 
0 RPTA: * mo a e) 
PROBLEMA 29: 20,5 
¿ , RPTA: “C” 
Sea A=(a Ja, 5 tal que a d*d entonces: PROBLEMA 31: 
cedió Si B Q y X son matrices cuadradas de orden 3x3 tal 
el valor de la traz (A?) es: 
A) 190 B)194 C)198 D)200 E) 202 1 y+z 0 E 
RESOLUCIÓN: que P=|-2 5 z| essimétrica, Q=(q,)uy) 
* Tabulando, se obtiene: Uy oz 3 
[a a 134 qu=2IA si E<j es antisimétrica. 
A=| az, 87 ay |=|3 4 5 Que satisfegan la siguiente ecuación matricial 
ON 459 2P-P"+Q+Q"=X+5P, entonces la TRAZ(X) es; 
Ele e: A)J-18 B)-14 CjO D)1I9  EJ18 


(EDICIONES _RUTISOS 


SNA 


PIATRICES) 


RESOLUCIÓN: 
* Como P es simétrica >P"=P 
* Además Q es sintisimétrica — Q7=-Q 
*De: 2P-PT+Q4+Q7=X+ 3P 

> X=-P-P+4Q+Q 

=-P-P+Q-Q >X=-2P 

> Traz(X)=Traz(-2P)=- 2Traz(P) 
* Como: Traz(P)=14+5+3=9 

> Traz(X) =-18 

RPTA: “A” 

PROBLEMA 32: 
Indicar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 
1) Si(AB)” es una matriz columna, entonces Á es 
una matriz fila. 
KI) Si (AB - A”B)C es una matriz cuadrada de orden 
n, entonces cada matriz tiene que ser cuadrada de 
orden n. e 
III) Si A=(4,),,, tol que A=24-A”, entonces la 
traz(A)=0 
A)VVF B)FFV C)FVV D)FEF EJVFF 


RESOLUCIÓN: 
1) VERDADERA: (AB"=C,y,y -» AB=CJ,y 
> Apun X Bpsm= (0%), 


Iman lpm 


3 p=1 
> Apo es una matriz fila 
11) FALSA: (AB— A7B)C=(A - A")BC 

Amo CA np Oxiste <> 1mxn 
* Es decir A es cuadrada de orden:n. 

T = 

AA AP mg % Briz A Cr = Dip 
* De donde BAC no necesariamente son matrices 
cuadradas. 
TI) FALSA: A_ es cuadrada de orden n tal que 
A= 24 -AT-A7=A >4 es una matriz simétrica 
> Traz(A) no necesariamente es igual a O. 
RPTA: 


PROBLEMA 33: 
Sean A, B y C matrices definidas por: 


01 01 11 
aro r-(00) <-(:3) 
Determinar el valor de verdad de las siguientes 

proposiciones; 

Dane N/A”=1 

HIVne mer %, ) : 
nn 


A) VVV- BJ VVF C)VFV D)FVV E) FVF 


1) 3me N/|B"=0 


RESOLUCIÓN: 
1) VERDADERA: ya que: 


onfomn,_ (10 
2-| =| 2=1 
ds b li e ( 7. 
> n=2€ NIA"=1 
Jl) VERDADERA: puesto que: 


omo (oo 
al al 2 
A (o Je Jo 0)>* 0 


> im=2€ NIB"=0 
111) FALSA: Dado que: 


2 [1N1D_(2 2 

ed, 11) 12 2 
22(1D_(44 

50ciC= | 
ae E > ») e 2 
> no es cierto que: Vn e N: e"; ") 


na 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 34: 


Sea A una matriz definida por az, 5) tal que 


satisface la ecuación AX=A" y B es 
satisface la ecuación B"=X"+A, entonces 
valor de verdad de las; siguientes. 
1) Traz(B)=7 , 
1 El elemento B,, de la matriz E es 6, y 
TI) B es una matriz triangular inferior 

A) VVF B)FEV. C)VFV D)VVV. EJFVF 
RESOLUCIÓN: 


ca) 


ate  b+d Y (12 
> l2a+ze 26430) lu 3 


2 a+c=1;b+d=2 2a+3c=1; 2b+3d=3 


> a=2n.0=-1nb=3 ad=-1 > xo 7 cl 


BIXT+A (BT =(XT4A 7 

2 3 12 35 

Es, ne 5) > 2o(; 5) 

li) VERDADERA — ll) FALSA 
RPTA: “E” 


>B=X+A”. ( 


* Luego: 
1) FALSA 


[AD TTTTTAN 


> IE er TITO) 


PROBLEMA 35: 
Si X es una matriz que satisface la siguiente 
ecuación matricial. 


1-10 
Xx|o 1 0) ds ñl 


0-11 0-11 

Entonces, la suma de todos los elementos de la 
matriz X eg: 
4)2 BJ3 C/4 D)J6 E)6 
RESOLUCIÓN: 
$ [0:03 ¿ 

Sen: x= (20 7) entonces: 

e 5) e Ue E =( -3 , 
d ¡Y = 
ef 0-1 1 0-11 

* Efectuando: 


a-a+b-c cY)_ (1-3 2 
E elo E 
>a=la b=0A ec=2 
d=0ne=05 f=1 
"Luego: a+b+c+d+e+f=4 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 36: 
Sáanx; y x, las raices de la ecuación 4*+x:+1=0 y A 
es una matriz definida por: 
TALAR 
A=|1x, x 
1 xy x, 
Bi M=A",neZz*; entonces la afirmación 
correcta es; 
4)M=1  B)M=3*I C)M=3"1 D)M=3"A 
RESOLUCIÓN: 
* Multiplicando, se obtiene: 
3, dex +xo 14+x/+x7 
Af=|l+x,+x9 I+xi+xd 142x,xy 
1+xp+x, 14+2x,x7 
* Pero por propiedades de la ecuación cuadrática, 


lero 


se tiene que; x, xg=-1; xjx3=1; xi +xi=-1 


* Entonces: 


300 
A=j0 03 
0.30, 


3.0 0f11 1 
SAMA MxA=|0 0 3|1x, x3 


03 0Nu x, x, 


33 3 2 an 
eds 3xg 3x, =p A 
3 3x, 3xz PAE 
PITA Te 
SAA xA=38|1 x3 x,|11 x, 5 
1 x, xl xx 
3 1+x,+xp 
SAÍ=3|1+x,+x9 142x,%3 1+xi+xj 
14+x,+x%2 l+x]+xd 142x,x9 
300 
»Af=3[0 3 0|=3*.1 
00 3 
* Luego: M=A"=(A7"=(3*.1)" >M=3*".1 


14 x1+x 


PROBLEMA 37: 
Sean las matrices: 


Donde: AB=BA =0,AC=A,CA=C 
Hallar: ACB; CBA; A? + B* ¿(A + BJ 
RESOLUCIÓN: 


1) Cálculo de ACB: ACB=(AC)B=(A)B=AB=0 
KI) Cálculo de CBA: CBA=C(BA)=C(0)=0 

II) Cálculo de A*+B*; 

* Por dato: AC=A y CA=C>A y C son 
idempotentes =>A*= A, Por otro lado se comprueba 
que B*=B es idempotente. 

* Por lo tanto: 


100 
A?+B?=A+B=|0 1 0|=1, 
001 


TV) Cálculo de (A+B)*: 
* De (A+B)*=(A+BMA+B)=1, 1,=1, 


PROBLEMA 38: 

SIA es una matriz cuadrada de orden.n tal que 
A!=0 y se define la matriz: 
B=I+SA+bA*+10A7+164*+...k términos; ke No 
entonces la matriz B es: 

AJI-AM BJRA-1 C)O DJ(I-AJ? EJ(I-AP 
RESOLUCIÓN: 

* De: 


(EDICIONES REINOS 5138 MATRICES 
B=I+3A+ GA? + 1047 4. 0 

pp AP =A 904 + 6424104 +... o El 
BABA RADAR + 400 + HAT AJ8  B)23  Cj43  D)29  E)36 
A(B- AB)J=A+ 247 +34 444% +... -3 4 

» añ A (MSea:A= 
B-AB- A(B- AB)=I+A+AF+ AP +... +A 4 3 

» A[B-AB-A(B-AB)J=A+ 444% 4...+4 AX Determinar A* 0) 
B-AB- A TA AJ7I B)-71 one sa] 


* Al reducir, se obtiene: oz 7 
(1-AJ'B-A(I-AJ'B =1 »)-1(, 4) ml; s) 
(1-AJNI- AB =1 >(1-AP-B=1 . 

TAS (09Si se cumple 

= 


EJE, =) 
n 2)Jl2 -3) |2q -3 
== - bo. 
PRIMERAPRACNCANDIRICIOA re PAPA 
x-1 248 2 3 ODrás: a- (y -) 
A 
AJ81 B)64 C)16  D)25 E) 32 
((9)sea la matriz; A = (a), donde: ay =4 +] 


Calcular la suma de los elementos de dicha matriz 
AJ19g Bj20 Cj21 D)22  .EJ23 


. 2 3 67 
(09Si se cumple: (ay) = E Jl s) 


RPTA: 


calcular: m.n 
A)J18  B)36  C)72 D)J36 EJ6 


(UOSi se cumple 
12 0fx 1 
o 1 5lly|=15 
10 1Az 2 


calcular: x+y+2 


obtener: ./a;2 +43; + 033 AJO BJ Cj2 Dy2  Eb1 
415 BWN6  C)6 DWG  E)3 (ODsi las matrices: 
(C2A partir de: 251 e) 
C 3) E ne 9) Als UE le 
b:3)l2 o) l6 a son conmutables , calcular: 2x+3y 
calcular: a +b+c+d AJ1 Bj1 Ccjo Dj5 EJ5 
AM6  Bi6 CHO D'0 El2S (B)Proporcionar la traza de: 
(JA siguiente matriz: 211 YA 
a  m-1 n-2 a 
q+1b  p-3 23 2 1 


r+2 8+3 e 


Ad BA CIO DJS ER 
es la matriz identidad. Calcular: abe+mnp+qrs , $ 
AJO BM CI35  D)88  EJ87 (13) Según la matriz: a 


3 4 
(CD)Proporcionar la suma de los elementos de AB, A=l-1 3 4 
" E 


AIAZIZIE REZA TESCs 12 )[ 


determinar A? (Sea: Plx)=3:*+4x+5 Señalar: Traz(P(A)) 
AJO BIA CLA DA EM a 
Si:M -( ) 
(Qi tenemos la matriz alone 8 ) e 
TRES, A)-10 B)-20 C)30  D)15  E)-25 

determinar el valor de verdad en: j 
(- ) Af'es la matriz nula. ED Dadala matriz: 
CIA=A DS 
(JAT=A M=lb ea 
AJVVV BJFVV C)VEF D)VFV E)FVF cab 

m9s hallar ; Traz(M.M”) 

Deia las metrics: A) Babe Bjat+bt+0* Cjab+be+ac 
3 Je O D) Sía* + b* + c!) E) S(ab + be + ac) 
A=lo s)YP=le 6 


hallar Xen : (4-B)7+X=2(B7+A) 


GUIA EGG lelelod 


-12 8 12 8 10 48 
A) B € 
le | ¿(e o) ¿l 19 3) (OD) Dada la matriz; 


-1 9 -13 10 3-6 6-2 
Le de El 19 5 A=[4-7 6-3 
hi 5-8 7-4 
(LO) Sea la matriz a-(, ) Hallar: %4 +09 +09, 
o 2 AJA B)J6 C)7  DJ8  EJ9 
Obtener A” (3) Determinar la matriz: 
10 n 0 2n 0 B=(b, by=i 
al 3) al 5) ¿ 2 (odas sie 
0 eLo, pa añ 2 4] pj22 3] ojo *3 
Da * mi” 3.45 345 DSZ 
0. 2 CI De 13 543 
JP 3 :] el; 2 a] 
(DSi A, B y C son matrices cuadradas y se (O Decerminar la taza: 
cumplen: po AN 
A=BC a-[ 7 ] 
adeior 6 x+6 
hallar: AC-C + A)4 B)65 C)6 D)7 E)9 
AJO BJ ¿CI DJA  EJ-A (62 Dada la matriz: E 
(E3) Determinar: (A + B) (4-B) si: A? =B* =1 ly : 
AE 1.6 
as-( ) Determinar: A* 
2 1 236 2 5-1 35 6 
BA= € 
(Es ¿] als 4 da al; 4 2] L 4 ¿ll 
11 1 A 2.2 54-1 56-14 
al ) al; ») of 5) ol; sel Plos 2 : 
Le 72 y o ] 
o >) el E Es) (63) Dada la matriz simétrica : Me | 


EDICIONES RUBINOS 


es WELL > 


PIATIICES) 


7 +3 a 

A b -1 4 

Hallars “a+b.0” 18 ce 2 
AJ10 B)6 Cj4 D)12 E)J8 


(0D) Siendo: 
Hallar: “4+8" 
10 9 8 8 11 8 
al als ol e 
4 1 10 1 
DÍ; al el; .* 
O 5. 418 6 3-2 
8 =15 6 Sl a-[, $3 
Hallar: “A - B”, 
9-2 1 -14 5 945 
al; 3 | a] 5 2 al; 7 ¿| 
235 123 
ol 7 el El 5 > 
4 
A=(3 21); B=| -1 | 


3 
Hallar “AxB”. 
AJ16  B)14 C)16 Du E» 13 


(09) Dado: 
563 +2 6 
ao pa-] 
Señalar: 3B4+4A 
6-2 356 9 7 29 
all also ol 5] ol] 
Dada la matriz triangular superior: 
7 b-1 a+2 
A=ja-2 6 d-1 
b+3 d-4 7 


Hallar: “a+b-d” 
AJ-7  B)J3 C)-65 D)4 E)-6 


(O) Si es una matriz escalar: 


a=4 0.0 
B=|0 b-20 
Hallar: “ab” A 


AJ12  B)J6 C)24 D)18  E)35 


(() Calcular “m=r”, si las matrices son iguales. 


ar pea 


aJ4 B)3 0,2 D)6 EJ1 


45 
Siendo: A= 
O sento: a-(5 5) 


Hallar: 3A — 121 


as) 2) o.) ole) 


(E) Construir la matriz: 
ón by=i2jsaiciaj 
Blas li jroici<j 


43 2 -2-1.0 O 1-2 
als 6 e) a o 3) ol; e 
701 0.12 
ol; 1 y E; 0 3 
(3) Hallar: (+ - y)(z 10) 
2-2 w-y)_(6 5 
Slzrwry) la 7 
AJ-8 B)-6 C)-4 D)-10 E)-12 
(0) Dados: DN 10 
110 1 2 


Si: Pay =24-B+3 
Determinar: Py 


AA E) 


aC By2C  C)2I D) 31 E) al 


Os 3 
cti 


Hallar: “x. 


13 2 2 251 1 3 
A|2 1| Bl 3 1| C)|-1 O| D)-1 0 
4-4 1-2 3 1 32 


[viso ITA pol 


(19 Hallar la suma de los elementos de “A” tal que: 


SER 


Au5 B)2  CJO D)J1 E)3 


2 97 11 

ED Reatizar: [7 353 10 
41 112 31 12 '47 110 
a e] as 0%) Aa sel 


2 13 111 40 
ola-=) o) 


70 190. 


Sean las matrices: 


2 
as 2 +29 cl 
3 xy 34 5d. 


Si: A=B, hallar “A+3C”. 
AJT,  B2l, CI4, 


NE 23 
(O) Dada la matriz: A= [y 9 


Hallar el valor de; A? — 
AJI,  BJSI, C)8I,  D)-21, 


Es(* 209 f: 
Si: 

2 0 1ly|=|5 
3-1 0) (3 


D)-21, EJNA. 


E) NA. 


Calcular “a+y+z”. 


AJ3 BJ6  Cj4  eDJ12 EJ8 
(a Calcular “a”, “b” y “e”, si: 
27) (5 21 c-21 a 
114/(+|15 14|=| b a-10 
59 8 19 c-15 e 
Señalar “a+b-c”. 
AJ25  B)26  C)27  D)28  E)29 


(03) Calcular el producto de: 


me. (1328 9307 3 
kz 5) 38-126) 2 1 
Hallar la 


Tr(M). 
aJ1 B)3  C)6 ÉDJO  EJNA. 


EE ICLOPEDIA 2012) 


2:22 134 223 
al 43 paa se] 
mf? 12 m?s 

5632 326 
(0) Hallar: (y) (2-10) 

. 2e-z w-y]_[12 

Bi zx w+y| |26 
41 Bj2 04 D)J6 E) 3 

(03) Dada: 2021 

A=| 3 2 1 

1-20 


Si: P, 


(57) 


=2x - y +81 


Determinar: Py gy 


4 4 
et 
2 
»1| 4 


IAEA 


Mo ALTEA 0 


MATRICES) 


(EDICIONES RUBISOS 
(09) Dada la matriz “A”, calcular: A?-6A. 


a0l; 2] 


AJA Bj2A CI2I DIS EJáI 
(03 si: 
Ñ pe SY 
X+Y=[2 1| X-Y=|< -1 
4-1 e 
Hallar: X' 


12 4 -13 1 2-1 3 
al, 1 23 »] 21 <a] ol; 0 :) 
“1-1 3 BAS 
Dl o ») El =1 4 
(03) Hallar la suma de los elementos de “X” tal 


su 2 1.2 5 
2 1] [40 
a-2 BJOo Ccj1 D)3 EJ 6 
(O) Hallar la matriz A A . 
AS 
Señalar la traza de dicha matriz inversa. — ” 
AJ1 B)2 C)7 D) 5 E) 10. 
(O Hallar la matriz “X” que resuelve; 
108 1 dls 
pi ls 
Dar como respuesta la suma de sus elementos. 
AJZ Bl C)38  D)7  EJNA. 
Sean las matrices: 

_[2x-1 y], _[5-y 2-x 2 6 
a-[ By a PA 2 » c9[; de 
Hallar (A+C); éi: A=B 

6 3 5 3 6 3 
A O E 


EJN.A. 


'B; hallar: (8A+2C) 


=1 -1 2 9 
MO ARA] 


2-1 21 
E INE ir 


Sean las matrices: 


Hallar “AB” 
14 -1 12) [11 012 14 -1 10 
e Pda. 
a -1 12 
90 8 
(E) Hallar la matriz “A” de segundo orden tal que 


] EJN.A. 


PELA d 
2)9=5 y A*=| 9, 2y| según ello 


Hallar la suma de todos los elementos de la matriz 
“up” 
A2 BJ1 03 D)11 EJNA. 


Hallar la matriz “X”, que cumpla: 


Indicar: Traza(X) 
A4)2 BJ6 018 


(LO) Dada la matriz: 


Calcular la suma de los elementos de: A% 
AE Bj6%  Cj6%  DJ6%  EJ6 


(22) Señalar el valor de verdad en cada cano: 

1) Siempre |AB| se puede calcular a través de |A] y 
1Bl- 

1) la”|=1Al";vnez* 

IID|ABC|=|CBA| para “A”, “B” y “C" de orden “n”. 
IV) IKA]=K(Al para “K” escalar, 


5 


Dar como respuesta “a+b+c+d” 


AJO B)-1 C)2 D)-2  EJ3 


AULA IZIE RRA AS ME RN CICLOPEDIA 2012 


Pa CUARTA NR A rGTENDAGon: 


o 1 

lo ¿A (O) Calcular el producto: (7 

Dar la suma de elementos de P,, GR 

M8 .Bj=6. C)-4 DJS  EJ-8 A 

e) dá: AJ8  Bj9  Cj11  DJ13  EJ15 
a mE e (03) Hallar el valor de “e* si (2% 


Calcular la suma de elementos de ““A”” 
4)3,2% B)6.2* C)2.3" D)2" EJ5.3" 


(1-3 -3 -1)|*, |=(8) 
x 
1 
A)1 B)3 Cr4 D)-2  EJO 


O da 
(02) Escribir explicitamente la matriz A. Dada la matriz Á=|¿ y | entonces A* tiene 
A=[ay]e Ks.9/ay =1+2) la forma: 
E 2 E 
35 37 57 4-2 A) a , B) a y C) > a 
Aja 6| Ba 8s| có a| mjo 0| EJn.A. 0 -a o a ao 
67] ls69] l|7 9] l14 pe Dd 
A 
Sean las matrices: -a 0 0 al 
a"? fe l a-; del (2) Dadas las matrices: 
placa aaa ERA ia E 
, si A=, al 
AX BIZ CjJ6  DJ12  EJNA AE | ALI 0 y B| 2 RO 
1.23 1 DAS 


Hallar la traza (AB) 
A)-14  B)-12  C)36 D)-36  EJ10 


2 
2 y Fyy=x* - 3042 


Hallarla suma de elementos de la diagonal principal ($3) Determinar (A+B)*, sabiendo que: 


de F yy» 3. Y 8 
S= ea 
42 B) 14 C) 16 DJ18  EJNA. A ( 1 > B ( 2 :) 


en adi 2) mel 


o 1.2][=] [8 
delo 23 3 4 
A y Indicar como respuesta la suma de sus elementos: 
O Ol LS. AJ22  B)18 C)14 D)26 EJ 16 
Hallar: (x + y +2) 0.10 
E ACUSE D) 07d EJAA: (0D) Dada la matriz: A=|0 0 2 | la suma delos 
(03) Sila matriz: 3.00 
E El elementos de A% es; 
y 2.12 AJ6%  Bj6w"  Cj6%  DJ6"  EJ6 
xx 56 


Sea la ecuación matricial: 


ca. Hallar “y + 2" 1 Dg 
5 Cj-4 DJ10  EJ4 10% 


(ENICIOSES_RETIÑNOS 


e ZO 


MATRICES) 


donde X es una matriz cuadrada de orden 2. Hallar 
la suma de los elementos de la diagonal de la matriz 
X. 
A)1 
«1 4 x 
(03) Sean las matrices: a-(; 3 y a-(* él 


donde +0, y +0, 2 +0.8Si AB es la matriz cero, 
hallar los valores de x, y, Z- 


BJ6 C)8 D)10  EJ16 


A)0,1,0 B)1,1,4 C)-1,1,4 

D) 1,-1, 0 E) 1, -1, 4 

(O) Dada la matrie: Aa=[! 2), vi As=A". 
2 3 

Hallar ce 


2 3 2 8 -2 Y 2 3 2 -I 
A a) 
(1D Si A es una matriz de orden 2, tal que a,,=3: 


ay=l y ee os ): Hallar traza (4). 


a7 B)5 Cj2 D) 35 E) 74 
(O) Calcula el producto: 
(1.0 2 -4)x 
7 
A 19 B)-37 C)-19 D)37 E)-25 


(Q) Resuelve la ecuación: 
1 


(a? a 1)| 6 |=(0) 


6 
A) S=(-2:3) — B)S=1(2:3)  C)S=(-23) 
D) S=1-2) E) S-3) 
Dadas las matrices: 
23 -I -1.4 2 
A=|4 2 0|; B=|3 2 5 
31 6 dd E 
Calcula la traza (AB) 
A)28 B) 58 C) 48 D)40  EJ38 


Dadas las matrices: 
13 3-9 

A=| 4 21: B=|6 12 |; c0(5 7; :) 
10 o 15 


Calcular da si D=(2a-¿m)o 
3 


4)24 BJ12 C)-2 D)-6  EJ30 
(43) Dado el polinomio: P(x)=2x'"+2x-4 y la 
E LA 
triz A= 
a 


Halle la traza de: P(A) 
A)-1 B)1 CcJO D)4 EJ4 


(1) Hallar la suma de los elementos de la matriz 
B donde: B=A+A7+A?+.....+A*;n>2; n € N 


1-2 
Siendo az; E 


n(n-1) 


au B)ntn+1) — C)=nín+1) 
Din(1=n unn 


2 1 
(12) Dada la matriz A=|, 9], entonces la suma 


de elementos de la matriz A” es: 
AJ8"+2" B)2.8" Cjn*+2" D)6"+1 E)2" 


(13) Sen: B=A+A +A 4. hA00O 
1) 
AJ)200 B)300 C)400 D)600 E)600 
Dim 
(0) Sea: az ) A+I=K, calcular; K+A30% 
12 31 31 24 10 
do ol los) 


Hallar ab en: 
70 3Na 0 ¿ 6.0 2 


Hallar la braza de B, si: a-(; 0) 


452/03 4 3 15 18 
306/30 b 36 0-51 


A) 64 B)2 C)15 DJ7 


(()) Realiza el siguiente producto: 
—I 


(2-1 3)x| 5 
4 
A) (12) B)(19) C)(28) D)M6)  EJ(16) 


(6) Hallar el valor de “x” si. 


CALETA JEN(s30) 
e 
(x 2 1)x|x|=(4) 
s x 
Indicar el conjunto solución: 
AJS=(1) B) S=(-4) C) S=11:4) 
D)S=(1:4) E) S=(-1,4) 
2 1 
E 1 
(03 si: 0% E ES ;Jy > Et 
1 -2 
Calcular traza(A.B) un 
A) -2 B)J6 Cy 12 D)7 E)-6 


; 11 2 
Dadas las mat; 2 As! ¿ B=| 
O las matrices: A le Al B (7) 


SiA X = B. Hallar la suma de los elementos de X. 
AJA BJ1 Cj2 D)J3 EJO 


(3) si A= ls E ) Hallar una fórmula para A”. 
a 


Dar como respuesta Iraza(A). 
Va ANGIEN o 


A) 2a" E ar D)3a” E) eS 


A q 3) 2% 2)pes-(5 2) 


Calcular la suma de los elementos de la matriz; 


C=24*-GAB + B* 
A -7 B) 33 C)18 D) 23 E)-19 
(03) Dadas las matrices: 
_(=-3y E A 6-9. Na 
A e ES da ERE) 


Si A=B calcular: 3B+2C. 


SL 914 7/2 
of 8 A le ba] 
(%) Una empresa fabrica refrigeradoras y produce 
tres modelos con distintas características en dos 
tamaños diferentes, la capacidad de producción (en 
miles) de la planta Á es: 


Modelo1 Modelo1II Modelo II 
Tamaño1(12p*) ( 8 6 5 
Tamaño2(10p")L 3 AS, 
La capacidad de la planta B es: 


Ma - 


fodelo11. Modelo III 


Modelo1 Mc 
Tamaño 1(12p?) ( 7 LE, ) 
Tamaño 2(10p)X 4 6.8 
Analiza el valor de verdad de las siguientes 
afirmaciones: 


D La planta A tiene una capacidad de producción 
de 2000 refrigeradoras más que la planta B en el 
modelo HIT de 12 pies cúbicos. 

11) La empresa puede producir 60000 refrigeradores 
entre las plantas A y B 

La empresa puede producir 10000 
refrigeradoras del modelo II de 10 pies cúbicos 
entre las dos plantas. 

A) VFV B)VVV C)VFF D)FVF E) FFF 


(2 Indicar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

( I(A+BISA'4B' 

(_)Tr(A+B)=Tr(A)+ Tr(B) 

CIA IZA 
En todos los casos A y B son matrices cuadradas 


del mismo orden 

A)FVV B)VVV C)FFF D)FVF E) VFV 

(03) Indicar el valor de verdad de : 

( ) Si: A es simétrica entonces: (A+A') es simétrica 
() es involutiva entonces (I-A) es idempotente 
(_) Si: A es simétrica, B es simétrica entonces (A- 


B') »s simétrica 
A) VVV_ B)FFV C)FVF D)VVF E)VFV 


00) sea: 
2 3 4 
A=|-9 0 8 Si 
2 4 


elementos de la primera fila de B' mas la suma de 
los elementos de la tercera fila de C donde B es una 
matriz simétrica y C es una matriz antisimétrica. 
A)-1 BJo C)-2 D)J1 EJ2 


(02) Indicar el valor de verdad de: 
(  ) Si: AB= 0 entonces A=0v B=0 


A=B+C, hallar la suma de 


() Si: A es involutiva entonces 
idempotente 

(- ) Si: AB=-BA entonces (A+B)*=A*+B* 
Siendo A y B matrices cuadradas del mi: 


A) FVV. B)FFV C)FFF D)VVV AS 


EA 
2 


HROBISOS 


MATRICES) 


(03) Indicar el valor de verdad de: 


(- ) Si: (AB) esuuna matriz columna, entonces A es 
una matriz fila 
( ) Si: AB=AC entonces B=C 
( JS: (A+BJ*=A*+2AB+B* entonces las matrices 
A y B son conmutables 
A) VEV “B)FFV C)VFF D)FFF E) VVV 
(7) Siendo A una matriz nilpotente de índice 2, 
hallar: — AA+) 
AJA+I BJA  C/2A+I DJA-1 EJA-21 
1 a-b -1 

(OD Sila matriz: A=| 2 3 b 

b=x ax 4 
Es simétrica, hallar Tr(A*) 
A)30  B)34  C)38  DJ40 


E 34 
Dada l: triz: A= 
(O) Dada la matriz: A y Es) 


Entonces podemos afirmar que es: 
A) Involutiva — B) Idempotente C) Nilpotente 
D) Simétrica E) Antisimétrica 


(|) Señale que tipo de matriz es: 


E)42 


1. 3.55 
A=| 1-3 -5 
1.0305 
A) Periódica — B)Idempotente C) Nilpolente 
D) Involutiva E) Ortogonal 
22 


(1) Sea la matriz 4=[* 3 
1 1 


(A)=7, el producto de los elementos de la primera 
fila es - 2 y la¿suma de los cuadrados de los 
elementos de la primera columna es 64. Si abe>0, 
hallar la suma de todos los elementos de A. 


2 | donde la traza 
a 


AJ3  Bj5  C)6  D)2  EJ4 
1-1 0 

(O) Dada la matriz A=|2 0 -1| yel polinomio 
3 -1 5, 


P(x)=4x+9. Hallar la traza de la matriz P(A). 


AJ49  B)51 C) 29 D) 41 E) 21 
(E) Sea a0(5 3) »-[> al y las ecuaciones 
matriciales: an 

(El -y=B 


Hallar el producto de los elementos de la matriz x. 
A) 63/25 B)7/5  C)16/6 DJO EJ2/5 


(0) Hallar el valor de xy en la siguiente ecuación: 


af e lx y 

AA SA donde A=|0 1 x 
E 0.0 1 

AJ6  Bj4  CJ8  DJ12  EJ6 

(1) Si A y B son matrices involutivas tales que: 
ERAS 21 -14 20 

AB=| 3-4 3|;BA=|-3 2 -3 
27 0 25 17 -2 

Hallar la traza de (A+B)* 

AJ3 BJ4 018 D) 12 EJo 


(13) Si AB=BA entonces: A*B* es igual e: 
AJAB B)BA? C)A'B" D)B'A* E) AB 
(0) Sea A una matriz de orden dos de elementos 


reales tal que: Tr(AxA')=0 entonces la traza de: 
Atl es: 

a B)2 C)3 D)4 E)J6 

EN Si: 4'=A Hallar el valor de: (441) 


A) I+7A B)I+324 C)I+3IA D)I+I5A EJI 


==) 


REAMOON 


2 -1 
(0D si: A -( e 3) además: Flx)=x*-6x+3 


Hallar la traza de F(A) 

A8J0  Bj56  Cj8  DJI2  E)24 

(02) Si A es una matriz cuadrada de orden 3 que 
verifica la igualdad: A*=24+1 y Plx)=3x"-6x+65 
Hallar la suma de los elementos de P(A) 

A8)3  Bj8  C)24 D)6  EJ2 


(E) Dadas las matrices: 


2 EL A 
ls Jrs -s) 
Señalar la suma de los elementos de la: matriz x, 
que se obtiene al resolver la ecuación: 
3(x-24+B) = 5(A-B)+2(x-A) 
4)110 B)32  C)J48  D)-78 E)78 


((-2 Indicar el valor de verdad de; 


CALA 


() El producto de las matrices diagonales del mismo 
orden es otra matriz diagonal 

() Toda matriz cuadrada se puede expresar como 
la suma de una matriz simétrica y una antisimétrica 


() La matriz identidad es una matriz periódica 
A) VVF B)VVV C)VFV D)FVV E)VFF 

(03) SA y B son matrices cuadradas del mismo 
orden indicar el valor de verdad de: 

( ) Si A*=1 entonces A=I 


( )(GA+BB)=aA'+BB'; 0, PER 


( ) Traz(AB)=Traz(A).Traz(B) 
A)FVF B)VVV C)FFF D)VVF E)FVV 


Calcula la suma de elementos de la tercera fila y la 
segunda columna. 


A)20 B)21 C) 22 D)23 E) 24 
(09 Si se cumple que: 

20m n)_(m mf2 0 

E Je HE ee :) 
además: —mq-—np =35 

m+q=12 

calcular: m +n+p+q 
AJ10 B)11 C)12 D)13 E) 16 


((3) Dadas las matrices A y B que verifican: 


calcular: Tr(3A + B) 
A) 13 B)5 


(( Dada la matriz: az(; 3) sis 
(11% ] 


B=A+A +A +... +A "/neN;n>3 indicar el 
valor de verdad de 


(—— )Sutrazaes Zn. 
(—) La suma de los elementos es O. 


CC) 10 


D)-1 EJ4 


B) VFV 


C)VVF D)FVF  E)FEV 
1 
(03) La matriz a-( a > satisface la ecuación: 
a +65 +10x + 10=0 


donde 1; AL Si B y C son matrices de 


1 
coeficientes enteros que satisfacen: 54 =B* + C* 
halle: B- C. 
AJA BJ24  C)A+2I  DJA-2I 
(09) Dadas las matrices: 

A= (aj gglay= 14] 

B= (Bidgra lb = 20 +8] 
si: C = AB de elemento e; , calcular el elemento €, 


E)I 


A) 136 B) 121 C) 114 D) 125 E) 134 
100 
(OD si: A=|1 1 2|, hallar la matriz A% 
111 
100 1 0.0 1.00 
Aj 49 10 B)| 49 10 cj19 10 
989 1 1 1080 49 1, 989 49 1 


11.00 11090 
Dj 49 1 0| Ejaá9 10 
1127 49 1 1126 49 1 


AN 123 
OB si: a=|-s 2 2|n B=j2 4 6 
210 123 


calcular: Tr(AB) + Tr(BA) 


AJ12 B)-12 cJo D)11 E)-11 
Dadas las matrices: 
2 3 5 1.3 5 
A=|-1 4 5|aB=|1 3 
134 2,3006 
hallar: (A + B)? 
A) 6I B) 41 C)31 D)21 EJI 
(00) Dada la matriz: A=(a ¡oy definida como: 
AS iras 
eu 5 irj2d 
Indicar la suma de elementos de dicha matriz, 
Aj 6 B)-8 C)-10 D)-12  E)-14 


(EDICIONES _REBIÑOS 


HATRICES 


Os: 46 2 6 A)J2x2" B)J2x3" C)6x2" D)4x3" E)6" 
Ed O A (EJES 
pi có A ES EE 
2(X—4A) =3(B-2A) llo 2): B=la ¿Jo “Fla - 
A E A 
d 3(X-A + B) = 2(X -2(B + C)-(X + C) 
ol 5 Él 2) Dar como respuesta la suma de elementos de la 
15 7 12 matriz X: 
MO si: 2 A)10,6  B)17,6 C)-10,5 D)-18,6  E)-17,6 
E (2 2 0 (mo. . E 
E TN O A O si: a-( )y determino B=40* 
123 AR 08 
calcular : m+n+p al! 3-1 Bj! pa of* 2042 
AJ4  BJ5  Cj3  D)-8 EJ8 o 3% 0 2%-1 0 2+1 
134 1 3%-1 1. 3%+1 
(O si: 4? =B, donde: A=|-1 3 4 ol, 0] sl si 
1.3 4 


calcular la suma de los elementos de la matriz B. NCAA 


AJ4 B)3 nde D)1 EJO B= Bale SCAN! by= i-2 
(O Dad ta matri: OO calcular la traza de: BA! 
a=loo 2 A)20 B)22  CJ24  DJ26  EJ19 
E ” » 


¡CLAVES DE LA PRIMERA PRACTIC. 


calcular la suma de elementos de A% 
AJ6% B)6* c)6r D)6* E) 6% 


O si: a- (7 PA además se cumple: 


y 02)A 03)E 0%) 
a(5)-(5=) 07) A  08)E 09) 


12)A 13) 14)C 


Y) NmY 17) BM 18)C 19)A 
donde: (x; y)*(0;0), determinar la suma de los us E 0) E o B 
cuadrados de los, valores de “m 
A)6 B)7 C)9— DJ15 E) 18 p o 02) » os c 7 15 20) D 
07) M 08)E 09)D 10)A 
111 12)C  183)D 
(10) Sea ado 1 1|.Calcule: 12) 15 18) A 
0.01 
B=A% = (Dj) xy 6 
y dar como respuesta el valor de b,y 13)E 11)B 
A)1000 B)1276 C)1800 D)1900 E)2:100 2) LA IAS 


Lisj 
2i=y 


(O Si: A = (a,)7,, tal que: au-| 


hallar la suma de elementos de A”, ne N 


Cam AZ IZHEREZA 


Ta(s21) 
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OBJETIVOS : 
* Valorar la importancia de los determinantes, 
dentro del álgebra matricial. 


* Calcular el determinante de una matriz cuadrada 
de cualquier orden. 


* Conocer las propiedades de los determinantes y 
su contribución a la simplificación de los cálculos. 


* Conocer métodos para calcular los determinantes 
y la matriz inversa. 

* Calcular la inversa de una matriz cuadrada de 
orden 2.6 3 por el método de Gauss. 

* Calcular el rango de una matriz por el método de 
Gauss. 


INTRODUCCIÓN : 


Existen diferentes formas de asignar a una matriz 
un número , o sea , de establecer una función cuyo 
dominio sea el conjunto de todas las matrices 
cuadradas. Una de estas funciones es la que se 
conoce como determinante de una matriz. 

El determinante de una matriz cuadrada es un 
número muy útil en la teoría del álgebra lineal y se 
puede calcular de manera directa. 

Los determinantes fueron introducidos en 
Occidente a partir del siglo XVI, esto es, antes que 
las matrices, que no aparecieron hasta el siglo XIX. 
Conviene recordar que los chinos (Hui, Liu. juzhang 
Suanshu o Los nueve capítulos del arte matemático.) 
fueron los primeros en utilizar la tabla de ceros y 
en aplicar un algoritmo que, desde el Siglo XIX, se 
conoce con el nombre de Eliminación gaussiana. 
En su sentido original, el determinante determina 
la unicidad de la solución de un sistema de 
ecuaciones lineales. Fue introducido para el caso 
de orden 2 por Cardano en 1545 en su obra Ars 
Magna presentado como una regla para la 
resolución de sistemas de dos ecuaciones con dos 
incógnitas. Esta primera fórmula lleva el nombre 
de regula de modo. 

La aparición de determinantes de órdenes 
superiores tardó aún más de cien años en llegar: 
Curiosamente el japonés Kowa Seki y el alemán 
Leibniz otorgaron los primeros ejemplos casi 
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simultáneamente. 

Leibniz estudió los distintos tipos de sistemas de 
ecuaciones lineales. Al no disponer de la notación 
matricial, representaba los coeficientes de las 
incógnitas con una pareja de índices: así pues 
escribía ¿j para representar a,,;. En 1678 se interesó 
por un sistema de tres ecuaciones con tres 
incógnitas y obtuvo, para dicho ejemplo, la fórmula 
de desarrollo a lo largo de una columna, El mismo 
año, escribió un determinante de orden 4, correcto 
en todo salvo en el signo. Leibniz no publicó este 
trabajo, que pareció quedar olvidado hasta que los 
resultados fueron redescubiertos de forma 
independiente cincuenta años más tarde. 

En el mismo periodo, Kowa Seki publicó un 
manuscrito sobre los determinantes, donde se hallan 
fórmulas generales difíciles de interpretar, Parece 
que se dan fórmulas correctas para determinantes 
de tamaño 3 y 4, y de nuevo los signos mal para los 
determinantes de tamaño superior. El 
descubrimiento se queda sin futuro a causa del 
cierre de Japón al mundo exterior por órdenes del 
shMgun, lo que se ve reflejado en la expulsión de los 
Jesuitas en 1638. 


DETERMIVANTES DE CUALQUIER 
DIMENSIÓN 


En 1748, un póstumo tratado de álgebra de 
MacLaurin recupera la teoría de los determinantes 
al contener la escritura correcta de la solución de 
un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro 
incógnitas. 

En 1760, Cramer formula las reglas generales que 
permiten la resolución de un sistema de n ecuaciones 
con n incógnitas, aunque no ofrece demostración 
alguna. Los métodos de cáleulo de los determinantes 
son hasta entonces delicados debido a que se basan 
en la noción de signatura de una permutación. 

Los matemáticos se familiarizan con este nuevo 
objeto a través de los artículos de Bézout en 1764, 
de Vandermonde en 1771 (que proporciona 
concretamente el calculo del determinante de la 
actual Matriz de Vandermonde). En 1772, Laplace 
establece las reglas de recurrencia que llevan su 
nombre. En el año siguiente, Lagrange descubre la 
relación entre el cálculo de los determinantes y el 
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de los volúmenes. 
Gauss utiliza por primera vez el término = 
determinante »,'en las Disquisitiones arithmeticae 
en 1801. Lo empleaba para lo que hoy día 
denominamos discriminante de una cuádrica y que 
un caso particular de determinante moderno. 
Igualmente estuvo cerca de obtener el teorema del 
determinante de'un producto. 


APARICIÓN DE LA NOCIÓN 
MODERNA DE DETERMIVANTE 


Cauchy fue el primero en emplear el término 
determinante con su significado moderno. Se 
encargó de realizar una síntesis de los 
conocimientos anteriores y publicó en 1812 la 
fórmula del determinante de un producto. Ese 
mismo año Binet ofreció una demostración para 
dicha fórmula. Paralelamente Cauchy establece las 
bases del estudio de la reducción de endomorfismos. 
Con la publicación de sus tres tratados sobre 
determinantes en 1841 en la revista Crelle, Jacobi 
aporta a la noción una gran notoriedad. Por primera 
vez presenta métodos sistemáticos de cálculo bajo 
una forma algorítmica. Del mismo modo, hace 
posible la evaluación del determinante de funciones 
con instauración del jacobiano. 

El cuadro matricial es introducido por los trabajos 
de Cayley y James Joseph Sylvester. Cayley es 
también el inventor de la notación de los 
determinantes mediante barras. verticales y 
establece la fórmula para el cálculo de la inversa. 
La teoría se ve reforzada por el estudio de 
determinantes que tienen propiedades de simetría 
particulares y por la introducción del determinante 
en nuevos campos de las matemáticas, como el 
wronskiano en el caso de las ecuaciones diferenciales 
lineales. 

Para el cálculo de determinantes de matrices de cualquier 
orden, existe una regla recursiva (teorema de Laplace) que 
reduce el cálculo a sumas y restas de varios determinantes 
de un orden inferior. Este proceso se puede repetir tantas 
veces como sea necesario hasta reducir el problema al 
cálculo de múltiples determinantes de orden tan pequeño 
'como se quiera. Sabiendo que el determinante de un escalar 
es el propio escalar, es posible calcular el determinante de 
cualquier matriz aplicando dicho teorema. 


DETERMIVANTE 
Se llama determinante, a un valor escalar o número 
real que se le asocia a cada matriz cuadrada y se 
denota por: |A| 6 Det(A) para indicar el 
determinante de una matriz «A»: 


E) MATRIZ DE ORDEN UNO 


Se llama determinante, de una matriz de primer 
orden, formada por el elemento a,,, al propio 
elemento ay. 

EJEMPLOS: 

* SkA=(6) > |A|=6 

* Si B=(2) > | B]=-2 


2) MATRIZ DE ORDEN DOS 2 


1 C 


82 e] se define su 


Sea la matriz a- 


EJEMPLO : 
Calcular el determinante de las siguientes matrices: 


76 4 -8 -9 -4 lx 4) 
a-[; ¿ Bol ») -6 El »-(; 3) 
RESOLUCIÓN : 
|A]=(2M2)-(3N6) =14-18 =-4 


det B =(-4)(7)-(51(-8) =-28+40=12 
[0] =E92)-CóNa)=-6 
det D =(2)(-2)-(4) — =-6% 


OBSERVACIÓN : 

* El determinante de A no debe confundirse con 
el valor absoluto de A. También se representa 
por: det A, es decir: 


|A]=dea=|[1 92 


Qi gr = Gig, Us 
[221 Q22| 


+ Observa que el determinante es igual al producto 
de los elementos de la diagonal principal menos el 
producto de los elementos de la diagonal secundaria. 
Por lo tanto, la forma sencilla de calcular el 
determinante de una matriz 2 X 2 es como sigue: 
E 


1 %29— 01201 


-|%, 
EJEMPLO : 


“(7 —á 7 —4 
pa >|4]= =7x2-3(4)=26 
3 2 la 2 


(OCU BRET ZITITIAN 
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3) DETERMINANTE DE TERCER ORDEN : 


El determinante de tercer orden es el desarrollo de 
una matriz cuadrada de tercer orden . Para calcular 
su valor ge utiliza la regla de Sarrus o el método de 
menores complementarios , que es más general . Así: 
El determinante de la matriz : 

É É 413 as: is 

A=|a7, Qg7 Mos 

esta definido por As Ugs Ugg 
detA = Qy %y7 03 4012 Az Oy +0 ¡30 y 03-8,, 
3303 — Uy 0/3 05, - 053013 0), 
La forma sencilla de calcular el determinante de una 
matriz 2 X 2 es análoga para las matrices 3 X 3. 
Este desarrollo se representa mediante la regla 
memotécnica denominada regla de Sarrus. 


EJEMPLO : 


-1 20) 
3.4 1 |=[-Dx4x2]-[(-0x5x1)-[2x3x21+ 
6 5 2| [2x6x11+10x3x5]-(0x6x4) 


=(—-8( —6)- 12+12+0-0=-3 
I) REGLA DE SARRUS : 


REGLA DE SARRUS VERTICAL : 


1) Se repiten las filas primeras y segunda a 
continuación de la tercera (formando dos filas 
adicionales). 


1) Se toman con signo positivo la diagonal principal 
(hacia abajo) y las dos paralelas a ella y con signo 
negativo la diagonal secundaria (hacia arriba) y las 
dos paralelas a la misma. 


11) Se efectúan los productos de los elementos de 
las diagonales y sus paralelas, considerando para 
cada producto el signo señalado en el paso anterior. 
Así: a 


Gr Qrs Gig 
Gp Ag Uy 


Oy Us3 Uas 
EJEMPLO : 
Encontrar el determinante de la matriz : 
12 3 
=|-25 3 


20-4 


RESOLUCIÓN : 

123 

-25 3| (MON-J+ MOS +22 (3) 

2 0-4|=(2)(51(3) (DIOS) —(-2M2(-4) 

12 3| >detA=-54 

-2 5 3 
REGLA DE SARKUS MOKIZONTAL: 
Se aplica la matriz trasladando las dos primeras 
columnas a la parte final y se aplican 
multiplicaciones en dirección de las diagonales, 
conforme se indica. 
Sea: (Gj Arz Gig 
A=|a7 G33 Mos 


(A31 Ugo 


Ass 


+ 
A]A[:0,/0 77 OU + 05903305, + 0,507,057 — 
03/0310 13 — Oy90 930 ¡1 — 998 9/0 ¡9 


EJEMPLO : 2-32 
Calcular el determinante igual al: [18 3] 
ls -2 1 
RESOLUCIÓN : 
ES IN 

TO 

8| =16-27-4-48+1248=- 48 


AS 
A 
11) MÉTODO DE LA ESTRELLA 3 


ENGENERAL: 


* Se 
G1] G12 Cig 


(Ag, Uzz Ugg HD A 
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DETERSINANTES) 


>]A|=4,,4,30,, + 07/0530 ,5 + 0190 ,30 5) — 
90390 13 — 03/0130 33 — 21,0 39073 
PROPIEDADES DE LOS 
DETERMINANTES 


1) Una matriz cuadrada y su transpuesta tienen el 
mismo determinante. 


Es decir : [A]=]47| siendo A cuadrada. 


EJEMPLO 5/7 e 
cl Ta 
E E a e =l, A 
[A|=-14 la7 |=-—24 


2)Si se intercambia dos filas o columnas 
consecutivas de una matriz cuadrada, su 
determinante sólo cambia de signo. 


EJEMPLOS : 
32 56 
= =-8 
lo sl ls 2! 
*Si: 
abe map 
|Aj=|d e f|=10=>|d e f|=-10 
map a be 


3) Si una matriz cuadrada tiene los elementos de 
dos filas o dos columnas , respectivamente 
proporcionales ; se dirá que su determinante es cero. 


EJEMPLOS : 


234 3 4 3 
0 1 3|=0 1.0 1|=0 
4 6 8 232 


4) Si se multiplican todos los elementos de una fila 
(o columna) del determinante por un escalar, el 
mismo determinante queda multiplicado por dicho 
escalar, 

EJEMPLO 


983 3.83 
5) Un determinante en el cual todos los elementos 
de una fila o columna son ceros, es igual a cero. 


6) El determinante de una matriz triangular 
superior o inferior, y de una matriz diagonal es igual 
al producto de los elementos de la diagonal principal. 
EJEMPLO : 
12 3] 
A=|0 4 5|>|A|=(1D(4(7)=28 
407 


7) El determinante no varía si a todos los elementos 
de una de sus filas (o columnas) se le añade el 
múltiplo de otra fila (o columna). 


EJEMPLO : 
ES AS 
2 1 2|=Jo 5 8 
2 1 3 0.5 9 
== 
La=2L +f2 
fa =2f,+fs 
ERES 1 288 
8| =|o 5 8|=(D(5)=5 
9 00 Y 
A LA 
fs =—fa +fs 


8) El determinante de una matriz antisimétrica de 
orden impar es igual a cero. 


EJEMPLO : 
E 0 4-8 
A=j-4 0 7|>|A|=0 
8 -7 0) 
9) | AB|=|A||B| 


10) | KA|=K"|A| ; K es escalar ; n es el orden de 
la matriz A. 


10) |a”|=|A" ¿nen 


EJERCICIO 1 : 
Hallar el determinante de la matriz : 


ISE 3] 
-2 3 =4 1 
o RAE: 
3-5 7-9 
RESOLUCIÓN : 
1-2 3-4 me 1-23 
-2 3-4 1 , On Z=7 
E ES 0 2 6-1 
2,5 7139 0 12 3 
Aa ST AA 
2 5-1 ei 
1-2 3 al E Memos 
o 0 


MN AZMZIEME SA 


ES CEA yo  EXLT ZA ET) 


EJERCICIO 2 : 


Hallar el determinante de : 
la+l Za b+2a b+1| 


2b b+1 2-b 1 


Macao ars 
b=1 1 a+2 a+b 
RESOLUCIÓN : 
a+l 3a b+2a b+1 
25 b+1 2-b 1 | C1i+Cs 
a+r2 0 1 a+3| C¿4+C€, 
b-1 1 a+2 a+b 
Iguales 


e 
3a+b+1 3a+b+1 b+2a b+1 


b+2 b+2 2-b 1 
ars a+3 1 a+3 
a+b+1 a+b+1 a+2 a+b 
=>|A|=0 
MENORES Y COFACTORES 
EJEMPLO : ld 2 8] 
Considera la matriz cuadrada A=|5 6 1 
9 7 3l,, 
* Sie toma el elemento a,, y se tacha su fila y su 
43.4 
columna correspondiente |* * R ”, resulta la 
7 


4 2] 
matriz: l ¿Joer matriz 2 Xx 2 que se obtiene de 
la matriz A , al no considerar los elementos de la 
fila 2 y la columna 3. 


4 2 
El determinante correspondiente E 7-0, ieho 


determinante se denomina menor del elemento ay, 
de la matriz A. 


DEFINICIÓN : 


El menor complementario de un elemento a, de la 
matriz «A» es el determinante de la matriz que 
resulta al eliminar la fila í y la columna j de la 
matriz A, 

EJEMPLO : 


* El menor complementario del elemento ayy es el 


determinante de la matriz que se obtiene al eliminar 
la fila 3 y la columna 2 de la matriz A y este será : 


2 5 
LS 
COFACTOR : 

Si a, es un elemento de una matriz cuadrada A de 


orden n Xx n, y My es el menor de ay, entonces el 
cofactor del elemento a y, denotado C/, se define por: 


=-3 


ETA 

EJEMPLO 

Así, enlamatrizs |. Zi 
3 daa 
6.52 


Los cofactores de los elementos de la primera fila 
son: 
Cy =D" My =D 


41 
a y ota0=1x0=> 


Ca =D Mg = 


31 . 
E ¿joea (66) =(-Dx0=0. 


Ca =D MA 


34 A 
' 5 (1 UG 24)=1x(-9) =-9 


EN GENERAL: 
Considérese la matriz cuadrada de orden n : 


te columnaj 
Denotaremos por My a la matriz cuadrada de orden 


(n — 1) que resulta de eliminar la fila i y la 


columna j de la matriz A, luego : 


D Al determinante de la matriz My, (|My[)se 
llamará menor del elemento ay de la matriz A. 


11) Se define cofactor del elemento a; denotado por 
Aj: 

; 4 =(—a1"|24, | 
OBSERVACIONES : 


* La diferencia entre el menor |Mj| y el cofactor 
Ay; de un elemento a, es solamente el signo . 


Ay =D" [My 


Así: cofactor mánor 


(EDICIONES RUBINOS 


DECERVINANTES 


dedondes y, — |[Mj|.si ¿+ jes par 
- [2]Mj |» sié+j es impar 
* El signo que relaciona a Ay y |My| del elemento 
a de la matriz A se puede hallar en forma práctica 
mediante el siguiente arreglo : 
+- + 
2 
+ + 


* Así el signo de a, es positivo puesto a que 
(3 + 5) es par. 


*El signo del elemento a, es negativo ya 
que (2 + 5) es impar. 


EJEMPLO : 
-1 36 
SiA=[0 2 5 
2 -4 7 
Obtener : My» My My Ayy Agr Y Ayo 
RESOLUCIÓN : 


2 5| 
su! 


E 7-22 -5l0)=34 


My= 


36 
Sl [30 -60)=46 


Map = je el (D(7)216) =-19 
* Para obtener los cofactores hos basta anteponer a 
sus menores correspondientes el 'signos apropiado. 
Ay= CUM), = (11184) = 84; Ay, = CI My 
(-1)(45) =-46 
Ay = IAE My =11)(-19)=19; Ayyn(-1,%** Myy = 
(1162) =2 


Ahora podemos definir el detorminante | A| de una 
matriz cuadrada de orden 3. 


OBSERVACIÓN : 
*Una manera sencilla de recordar el signo (-1)'Y 
asociado al cofactor Ay, es considerar el siguiente 
arreglo rectangular de signos. 

+ — + 

E 

+ + 
*El cofactor es la clave para calcular determinantes 
de orden 3 o de orden mayor que 3. 


*El determinante de una matriz cuadrada de orden 
nxn se puede calcular mediante la siguiente regla: 
SIA es una matriz cuadrada de orden nx entonces 
el determinante de A es la suma de los n productos 
obtenidos al multiplicar cada elemento en cualqueir 
fila o columna por su cofactor, . 


Este proceso para calcular determinantes se llama 
expansión por cofactores. el siguiente ejemplo ilustra 
el proceso, 


EJEMPLO : 


Calcular el determinante de la siguiente matriz por 
cofactores : -1 2-0] 

341 

652 
RESOLUCIÓN: 
*% Se escoge una fila o columna para hacer la 
expansión por sus cofactores. En la práctica se 
escoge la fila o columna que contiene más ceros 
porque esto simplifica los cálculos. En este caso 
puede ser la la. fila o la 3ra. columna. 


* Vamos a hacer la expansión por la 3ra. columna. 
Se debe multiplciar cada elemento de la 3ra 
columna por su cofactor y sumar los productos así: 


m]3 4 1 2 o|-1 2| 
ox) l S y ¿pex 1 | £ 3 
=0+ 14D +H-512)+2x Ix(A—6)=04+17—20=-3 
* La expansión se puede hacer por cualquier fila o 
columna. La razón para escoger la fila o columna 
que contiene más ceros es que se simplifican los 
cálculos ya que al multiplicar el elemento O por su 


cofactor da O, y de esta forma no es necesario 
calcular el cofactor. 


Ano 


* Si se calcula el determinante de la matriz 


antarior all hacér' la esperión/por la: primera fla, 

balas 1 31 34 
DS dS a 

(NA ls ¿)u2xto E pronta ÍA ¿- 


(-Dx3+2x0+0=-3 


*La expansión por cofactores por cualquier fila o 
columna da el mismo resultado. El proceso de 
calcular determinantes al hacer la expansión por 
cofactores funciona también para cualquier orden 
mayor que 3. 

CONCLUSIÓN : 

El determinante de una matriz tres por tres es igual 
a la suma de los productos de las componentes de 
una misma fila o columna y los cofactores de esas 
componentes. 


CAM IZAZHE REZA 


2012) 


"Observa que el determinante se puede escribir asf: 


jaj, 62 4, 
A aja 
4, 


la2 Osy 


[631 432 023 |=(-0a, + 


Os] Oz Uzy 
4 (an as) G13 Ci 039019 
> Os Oy 033 Oz 

* En donde el signo del cofactor se halla mediante 
la potencia de base (-1) y exponente igual a la suma 
de ordenes de fila y columna. 
EJEMPLOS : 
Utilizando el método de cofactores calcular el 
determinante de la matriz 


+(-) 47 


-2 4 3 
-1 2 5 
6 -7-3] 


RESOLUCIÓN : 
*Utilizando las componentes de la primera fila: 


EEES 25 16 
E TO pa 
1.2 6 |=(11") e HE (1) a 


6-7 -— 
LI 2 
6-7 


Hay cal 


2 4 3 
1 2 5|=-2(-6+35)-4(3—30)+3(7—12) 


=—58+108-— 15 = 35 
EN GENERAL: 


TEOREMA DE LAPLACE 


El determinante de una matriz A=(ay),_. es igual 
a la suma de los productos obtenidos de multiplicar 
los elementos de cualquier fila (0 columna) por sus 
respectivos cofactores. 


4] =a;/4;, +9 Ag + Oi ia Loeb 


” 
lAl=0¡Ay +03 Ag +=. + 074,5 = 044 
ES 


OBSERVACIÓN : 
Se elije la fila o columna de mayor cantidad de ceros. 


* Ubicación de signos: 


* Usando la fila 1: 


[S22 Gay] (621 Us 21 os 
A|=a, -4, +a 
ptas [Use Las al Ugg! ml Gao! 
* Usando la fila 1: 
15010) 
21 41 4 2 
|A|=j4 2 1 |-o] |+a] | 
Ea 1 21 “lo 21" "5-1 
>| A|=4—(-D+3(-4-10)=5+3(-14) 
>|4|=-37 
OBSERVACIÓN : 


Esta regla se puede aplicar para calcular el 
determinante de una matriz de orden n>3. 
1.0 3]| 


aj=la 2 aj=a) ? *|_o]* Sal 3 
al La 21 ls 21" "|5-1 
—(—D+ 3(-4— 10) =5 + 3(-14) 
-37 
EJEMPLO 2 : 
Calcular : 0-10 
304 0 
0.50-3 
uo 1 10) 
RESOLUCIÓN : 


* Si se hace la expansión por los cofactores de los 
elementos de la cuarta fila, se tiene: 


a % ol ro 0-1 2 
iO genia 04 0jenmo “ls o 0 

E 0-3 — 
hor o y SS 


*Ahora se deben calcular cada uno de los 
determinantes de orden 3: 


-10 
A dan e9-10=-28 
560-3 


(al hacer la expansión por la 2a. fila) 


0-1 2 
3.0 0 
5-3 


* Luego: 


bi 2 
5-3 


=—0x8 |>i=nxata-10 =21 


(al hacer la expansión de la 1a. fila) 


-Í ¿is 


HORES HUBISOS 


(Em 


DETERIINANTES) 


0-10 
30401 =D Amin 21 
0.5 0-3| =1x1f-1)x(—-28) +1(—1) x21 
101 0| =28-21=7 
EJEMPLO 3 : 
Calcular : dt 
- EIA 

2.04 1.3 

10 2-3 
RESOLUCIÓN: 


*Se expresa el determinante 4x4 por medio de las 
menores de las componentes de la primera columna: 
13 2-1 


6.2 1 s 2-1 

A 2 E] alexa 1 3l+ 

A 0 2-3 0 2-3 
32 -1 li 
+—2ms 2 1 1xjo 2 1 
0.2-3 AU 


* Se calcula cada uno de los deteminantes 3x3 que 
se han resultado: 


* Se calculan los menores al tomar los cofactores, 


4 3 
0-3 


> Me 


4-1 


+1] 
002 


E 17 


TRANSFORMACIONES ELEMENTALES 
DE FILAS Y COLUMNAS EN UNA MATRIZ 


(Oremacioxes ELEMENTALES): 


Dada una matriz A, sólo está permitido realizar una 
9 más de las operaciones siguientes: 


1) Al intercambio de dos filas (o columnas) 


11) Ala multiplicación de una fila (o columna) por 
un escalar no nulo. 


111) A una fila (o columna) le sumamos el múltiplo 
de otra fila (o columna) 


* Para resolver sistemas de ecuaciones 
fundamentales interesará realizar trans- 
formaciones elementales de filas. 


Intercambiar las filas f, y £ 


Multiplicar la fila i por la constante k 
Sumar k veces la fila i a la filaj 


EJEMPLOS : 


Transformar la matriz A 
transformaciones elementales : 


usando las 


110 

=|-1.3 4 

RESOLUCIÓN: 10 43 
110 110 
E ERE 
4 3 -1 3 4) 
110 330 
034%, lo<43 
-1 3 4) -1.3 4 
3.30 3.3 0 
o 4 3| LL ,| 2 10 11) 
10304 134 


MATRICES EQUIVALENTES 


Se dice que una matriz Á es equivalente, por fila o 
columna, a otra matriz B si esta última se ha 
obtenido de la primera por medio de una sucesión 
finita de operaciones elementales por filas o 
columnas. 


CÁLCULO DEL DETERMINANTE DE UNA 
MATRIZ UTILIZANDO PROPIEDADES: 


Supongamos que se quiere conocer el determinante 
de una matriz cuadrada de orden cuatro. 
2 16 17 4 


0 -3 22 -3 
B 

0.0.6.0 

o. 0 0 1 


*Debemos reducir la matriz cuadrada a una matriz 

triangular inferior o superior. 
lAl=(2)(-3M6M1) =-36 

*Es decir, el cálculo del determinante se reduce a 


[ARE ATTTAS — 5532 ) 


multiplicar la diagonal principal de la matriz B. 
*Con este procedimiento debemos tener mucho 


cuidado porque no se cumple para todas las 
matrices. 


*Para aprovechar este hecho convertimos la matriz 
original por medio de las transformaciones 
elementales por filas (renglones) a una matriz 
equivalente que tenga la forma triangular. 


*Las propiedades nos permiten tener un método para 
calcular el determinante. Es posible transformar 
una matriz cuadrada Á en una matriz triangular 
superior efectuando las siguientes operaciones entre 
filas (o entre columnas). 

D Intercambio de dos filas (o columnas). 


TI)Multiplicar una fila (o columna) por una 
constante. 


T)Adicionar una fila (o columna) el múltiplo de otra 
fila (o columna) 


*En cada caso es necesario tener en cuenta el posible 
cambio de valor que puede sufrir el determinante. 


TEOREMA = 
Sea A una matriz de nxn 


AJSi la forma escalonada de A reducida por 
renglones es una matriz diagonal , entonces : 
detA=4,/G,7-- Gan 
B)Si la forma escalonada de A reducida por 
renglones es una matriz triangular , superior o 
inferior , entonces : 
detA=G,,Gy7-- Gan 


EJEMPLO 1 : 


Calcular: 1.2.1 -4 

AN m1 8 

A 1 

AA 
RESOLUCIÓN : 


* Cuando la fila 2 se suma a la fila 1 y a la fila 4 el 
valor de la determinante se mantiene. 


04 0-8 
CS E 
Clos 3 
03 -1 2 


pltando la Bla 2 por (=1) 


0. 4 0-8 
1-21 3 
a 
0.31 2 
* Intercambiando la fila 1 y la fila 2 : 

12 103 

0.4 0-8 

SP 

E ES 

1.2, 1 3 

0 4002 

d=(-D-DA) 0 E 

0.3. 1.2 


* Restando a la fila 3, 4 veces la fila 2 y a la fila 4; 
3 veces la fila 2: 


1-21 3 
o. 1.0-2 

d= (DD)! PIS 
0. 0-1 8 


* Finalmente factorizando 2 en la fila 3. y luego la 
fila resultante sumar la fila 4 : 
== js ES 


0 1 0.2 
d= DD) oo 1 72 
0 0 -—1 23/12 


>d =(-DM(DM(M(2ADMID(23/2) = 92 
EJEMPLO 2 : 


Calcular : 1a0d a 

_|zb.0? 6 

Alo ARAS 

paa a 
RESOLUCIÓN : 


* Si a las tres últimas filas de A se les resta la 
primera y se desarrolla por esta fila, resulta: 
ba Bal Pa? 
lAl=|e-a ea? ea? 
d-e d-a d-a 
b-a (b-alMb+a) (bado? +ab+a*) 
=|e-a (e-ale+a) le—ajle? +ac+a”) 
d—a td—ald+a) (d—alld* +ad+a”) 
> Por propiedad: 
1 b+a brab+a? 
lAl=(5—allc—ald—al]1 c+a ci+ac+a? 
1 d+a d'+ad+a? 


(EDICIONES _HUDINOS 


JC s3s HEY 


DETENTINANTES) 


* Restando a la segunda y tercera fila la primera 
fila, desarrollando por la primera fila, resulta 
j e-b (eb) (c+b+a) 


A ll er 


=/lal=(0-aNealld—ale ala =D); nal 


1 d+b+a 
=>1lAl=(b—a)le - alíd — ale —bld —b)(d —c) 

* El determinante de esta matriz A se le conoce 
como el de Vandermonde. 


CÁLCULO DEL DETERMINANTE 


VANDERMONDIANA 
DAA 
lx ase a 
Ds a ==? at —x5) 
Da o aos 
Para una matriz de orden n 
EJEMPLO : 
DA 
a b c|=(la-bMb-cle—a) 
a 
E 
=b- 
lemizis 


DEFINICIÓN : 


D Si A es cuadrada A/A] =0;la matriz A toma el 
nombre de no singular o regular. 


1) Si A es cuadrada A (A|= 
nombre de matriz singular. 


*Es decir una matriz cuadrada es singular si su 
determinante es cero , asi mismo si su determinante 
es diferente de cero la matriz se llama no singular: 


MATRIZ INVERSA 


En algunas matrices puede identificarse otra matriz 
denominada matriz inversa. La relación entre una 
matriz Á y su inversa (denotada por A”') es que el 
producto de A por A”, en uno y otro orden, da origen 
auna matriz identidad, es decir : AA =AA=I 
OBSERVACIONES 2 


* Para que una matriz pueda tener inversa debe 
ser cuadrada. 


0; la matriz A toma el 


* La inversa de A también debe ser cuadrada y de 
la misma dimensión de A. 


* No toda matriz cuadrada posee inversa. 


* Si A posee inversa se le llama no singular o 
inversible. 


» Si A no posee inversa se le llama singular o no 
inversible. 


DEFIVICIÓN : 


Sea Auna matriz cuadrada no singular , si existe 
una única matriz B cuadrada del mismo orden, tal 
que AB=BA=T, entonces definimos B como matriz 
inversa de A y lo denotamos por A 


TEOREMA: 


Una matriz cuadrada tiene inversa si y sólo si es 
una matriz no singular , en tal caso se dice que la 
matriz es inversible. 


24? SA] =0 AxA 7 =ATXA 


EJEMPLO : 
'Verifiquemos que la matriz B es inversa de la matriz 
A al obtener los productos AB y BA, siendo : 


rd 
alo alce solo 
dá Es e en l 7 


* Esto significa que B es la inversa de A, es decir 
B=A" 


CÁLCULO DE LA MATRIZ 
INVERSA 
1) ORDEN UNO 5 


A=(0)= 4 =[2): a=0 
2) ORDEN DOS: . 
CIAT 

a-[. ajos ala 


EJEMPLO 1 : 


4 
ma 


2 
Ja E 
Y -2 
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Cama IZ REZA 
4 1 12 =1 yr 
= B!= = 
E l ¿> y E :) less al 
EJEMPLO 2 : 
Calcular la matriz inversa de: 
(5) 
RESOLUCIÓN: e E 
- lAl=5x2-7=3 
EMCA 
33 
pi 
33 


OBTENCIÓN DE LA MATRIZ INVERSA 
(MÉTODO DE GAUSS - JORDÁN) 


Hay diversos métodos para calcular la inversa de 
una matriz . Uno de ellos se basa en el procedimiento 
de eliminación gaussiana, que consiste en 
transformar la matriz inicial en una equivalente por 
medio de las transformaciones elementales 
explicadas en la sección anterior. 


Para determinar la inversa de una matriz cuadrada 
A: 


1) Se forma la matriz ampliada compuesta por la 
matriz A y la matriz identidad del mismo orden de 
A, lo cual da como resultado (4/1) 


II) Se efectúan las operaciones áolo por filas en toda 
la matriz ampliada, de manera que Á se transforme 
en una matriz identidad. La matriz resultante 
presentará la forma (1/A"!) de donde A”! se puede 
leer a la derecha de la línea punteada. 


(A:DLEE 1: B)>+A*=B 


EJEMPLO 1: 
Calcular la matriz inversa de; 

AS 
RESOLUCIÓN : 


37 
25 


OBSERVACIONES : 


* Sila matriz no tiene inversa , no será posible 
transformar Á en una matriz identidad. 


* No todas las matrices cuadradas poseen inversa 
, pero si la poseen , es única. 


* La posibilidad de existencia de la matriz A? se 
denota de la siguiente manera: 

aJA” existe > A-1 (Método de Gauss — Jordan) 
BJA” existe > A, yn X=B (tiene solución única) 


£) — Si el proceso de reducción conduce a una fila 
nula en la parte correspondiente a la matriz A, 
entonces A es singular. 


* Recuerda que en el álgebra matricial la operación 
de división no existe ; esta es reemplazada de alguna 
forma por la inversión. Es decir , si se quiere 
despejar X en la ecuación matricial, 


AX >X 


EJEMPLO 2 : 
Calcular la inversa de : 


123 
A=|2 6 3 
1058 


NOTA: 

Se desea reducir A hacia la matriz identidad por 
operaciones sobre las filas y, simultaneamente , 
aplicar estas operaciones a Í para producir A“! 
RESOLUCIÓN : 

* Formamos la matriz ampliada , adjuntando la 
matriz identidad a la derecha de A. 

* Aplicamos las operaciones sobre las filas a ambos 
lados, hasta que el lado izquierdo se reduce a 1, 


* La matriz final tendrá esta forma : [1: A] 


+ 
Ta fila 3 le súrpaa dos secvy a fila E. 


ha 
o 0 
7 qa 
o 1 


Multiplicamos la fila 3 por=I. 


fa +Sfa 


(ENMIONES RUIÑOS [Jos MEZLA Lol aaa] 
* Por tanto la inversa de A es: EJEMPLO 1: 
- 7 HERES Sea la matriz : a=[; 5 
o IE E 17 
ZE A,¡=7; A, 1 ;A¿¡=-6 5 A¿¿=8 
PROPIEDADES: ote cora=| E sE Adj a-[ S E 


Sean A y B matrices cuadradas no singulares y + 
un escalar distinto de cero. 


DAxA? =A*xA=1 
2) (ABJ* =B A" 
sia) =A 
YUAy?*= Atar! 


= 1 
5) =141* == 
Lal 


6) Si: AxA"=1; se dice que A es ortogonal 


nu) =r sta) =la Y 
arar)” =(a2 Y 

MATRIZ DE COFACTOKRES 
Sea la matriz 


LC: OR an, 

a. a. sm... CL; 
Alda comme TER 
On Uaz Gago .« Can 


* Sy ¡Ay es el Es del elemento A, entonces la 
matriz: 


Aj A A 
a A 
Arz Arz mod 


A este matriz se le llama matriz de cofactores. 
ADJUNTA DE UNA MATRIZ 


A la transpuesta de la matriz de cofactores se le 
Mama adjunta de la matriz A. 


>| AdjA =[Cof (A)]' 


PROPIEDAD : 


Sea Á una matriz invertible, entonces la matriz 
inversa está dada por: 


OBSERVACIÓN : 


[Aj A|=1Al"?; donde n es el orden de la matriz A 
EJEMPLO 2 : 
* Del ejemplo anterior : 


si: a=[$ 8 lal=50 y AGjA= pes 


17 
* Luego: ( 7 3 7 3 
¿0 A4_(1_8)_| 50 25 
lal 50 de E 
EJEMPLO 3 : 50 25 
Calcular la inversa de : 
E 
A=| 0-2 1 
«2 
RESOLUCIÓN: 


* Sea la matriz de cofactores : 


* La matriz Agj(A) es la transpuesta de la matriz 
de cofactores (A(.) : 


FYTITITIAN 


Care 
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AdjA =1 


*Calculamos la determinante de la matriz «A», 


[1.2 3 —4 4 8) 
lal=|o —2 1 =28> 47 == dl 1 
4.2 1 2 


PROPIEDAD : 


Si los elementos de una fila o columna de un 
determinante son la suma algebraica de varias 
cantidades, la determinante se descompone en 
tantos determinantes como términos tiene la suma. 


ajtm, dy e,| |a, b, e,| [m, 0, €, 

az+ma by cg =[a7 by cg l+|my by Cy 

az+m, dy ey] [az by cy | [my by ey 

EJEMPLO: 

M es una matriz cuadrada de orden n definida por : 
a,+b, a,+b, a,+b,, 

M= 04D, 07 +09 as+b, 
0,+b, a, +bs .. se (0, +D,, 


entonces el def(M) es: 
RESOLUCIÓN : 
* por propiedad desdoblamos en sumandos : 


a, ajtbz aj +by 0,+b. 
G3 az+b a +b, a7+b, 
detlM)=| az azy+bz as+by as +b, |+ 

Gh Gh +D¿ am +bz -- a, +b, 

b, aj+b, ay +b; a,+b,, 

bz az +b, azs+by a2+b, 

+|by azg+b, as+by as +b, 

B, Gn +bz3 a. +bz -- a, +b, 


*En el primero: C,¿- C,, C¿- C,, y en el segundo, 
luego de sacar factor b, , hacemos C,-b,C,C,=b,C,: 


a, by by aj+b, 10, 0 + a+, 
a; dy By —aj+tb,| [1 0 as — at, 
delíM=|a, bz b, -—- as+b, [+b,|1 as as 0, +b, 
0, Bb by 0,+b,] [1 0, 0, —0,+b, 


* En la primera los elementos de C¿A Cy son 


respectivamente proporcionales, por lo que su 
determinante es O ; y en el segundo los elementos 
de C, » C¿son iguales , también su determinante es 
O. 


Luego : det(M) = 0+b,(0) = 0 


¡RECUERDA¡ 


DETERMINANTE : Notación matemática formada por una tabla 
cuadrada de números, u otros elementos, entre dos líneas 
Verticales; el valor de la expresión se calcula mediante su 
desarrollo siguiendo ciertas reglas. Los determinantes fueron 
originalmente investigados por el matemático japonés SekiKowa 
alrededor de 1683 y, por separado, por el filósofo y matemático 
alemán Gottfried Wilhelm Leibniz alrededor de 1693. Esta 
notación se utiliza en casi todas las ramas de las matemáticas 
y en las ciencias naturales. 


Para calcular un determinante de orden supenor a 3. el proceso antenor 
sería muy largo y engorroso.En general el determnante de orden «ma 
seria el resultado de sumar todos los posibles productos de «na 
elementos . uno de cada fía y de cada columna, afectado del signo + 6 
- segun sí el número de inversiones es par 6 impar. Asi pues, para 
simplificar dicho cálculo se va reduciendo el orden del determinante, 
aplicando las siguientes propiededes : 


1) El determinante de una matriz cuadrada es igual al 
determinante de su traspuesta, ya que al cambiar las filas por 
las columnas los productos quedan Iguales y con igual signo. 


2) Al intercambiar dos líneas paralelas consecutivas (las o 
columnas) de una matriz, el determinante cambia de signo. pero 
no varia su valor absoluto (ya que todos los elementos cambian 
de indice en la permutación) 


3) Si se multiplican por la constante k todos los elementos de 
una línea (fila o columna) de la matriz, el determinante de esta 
matriz queda multiplicada por K. 


4) Si una matriz cuadrada tiene dos líneas peralelas iguales, 
entonces su determinante vale O. 


5) Si una matriz cuadrada tiene dos líneas paralelas (filas o 
columnas) proporcionales, su determinante vale 0. 


8) Si todos los elementos de una fila (linea o columna) de una 
matriz cuadrada son cero, el determinante de dicha matriz es 
cero. (ya que en el desarrollo de un determinante, aparece un 
factor de cada fila y de cada columna, y portanto, en cada término 
aparecerá un cero como factor). 


7) Si cada elemento de una linea de una matriz cuadrada seescribe 
Como suma de dos sumandos, el determinante de dicha matiz esigual a 
la suma de dos determinantes que tienen iguales todas laslineas, excepto 
la linea de la descomposición, en la que el primer determinante iene el 
primer sumando de cada elemento del inicial y el segundo determinante 
tiene el segundo sumando. 


8) Si una línea de una matriz cuadrada es combinación lineal de 
dos o más lineas paralelas a ella, entonces, el determinante de 
la matriz vale 0. 


B) El determinánte de una matriz cuadrada no cambia si se le 
suma a una línea cualquiera una combinación lineal de otras 
líneas paralelas a ella. 


10) Todo determinante de una matriz cuadrada se puede convertir 
en otro del mismo valor que el dado, tal que todos los elementos 
de una línea, previamente elegida, sean cero excepto uno de 
ellos. 


537 MET 


JOINANTES) 


PROBLEMA 1: 


Resolver la ecuación: [Y 1|,[* 0, ¿_ 
e + a +8=0 

82 BJS cJO DJ1 EJ7 

RESOLUCIÓN : 

* Desarrollando las determinantes, se obtiene: 
(+ —4+(4—0+8=0>x"+4x+4=0 
> (+2 =0>x1=-2 

RPTA: “A” 

PROBLEMA 2 : 

2 z 

Si:A= A Calcular : det(A-A') 

AJ1 B)2 03 DJ4 EJ5 

RESOLUCIÓN : 


+ paneora acalo (2185 a 
o Vte yla a 


det (Ax A')=6x1-1x1=4 
RPTA: “D” 


* Luego: 


PROBLEMA 3 : 


Calcular el resto de la división de polinomios 
equivalente a : 


AJj2 BI3 
RESOLUCIÓN : 
* Por el teorema del resto, se sigue los siguientes 
pasos : 
D) Se iguala el divisor a cero : 

x—-1=0 + x=1 
11) Se reemplaza este valor en el dividendo, el 
resultado es el resto : 

¡2 
Besto=| E el e ¿jre=t+o-4=-> 
AO laa 
RPTA: “B” 


DJO EJ6 


PROBLEMA 4 : 


2 

Sea la matriz 1 |* =) tal que det(H)=4 
a 

Dia iros 

al; s E Es PE ca 


RESOLUCIÓN: 


* Del dato : det (H) =4 


x*(1)-x(-3)=4 


>(x—-Dlx+r4=0=>x=16x=-4 
* Evaluando para x = 1, resulta : 


Pa: 


PROBLEMA 5 : 


Calcular el valor de «m>» de 1..odo que la ecuación 
equivalente a: 


-2 6 
2 -2) 
RPTA: “D” 


le 1 o 
lm 
=0 
Z 651 
* 1 
tenga raíces iguales, 
AJ2/5 — Br-216 CrI6 DJUS- EM 
RESOLUCIÓN: 


* Desarrollando los determinantes internos, se 
obtiene : 


* Deaquí: (xm-1)(6-x) - 0,4=0 


—> mx? —(1+6m)x+5=0 


* Como deben tener raíces iguales : [ A=0 
(6m—1*=0 


+ Daqui: m=£ 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 6 : 
Determine todos los valores de k para 
det(A)=0, si: k=1 
1-4 
C)J263 


A8J264 B)367 
RESOLUCIÓN : 


D)761 


k-1 -2 

1 Rk-4 
> (2-DMR-4+2=0> k*—5k+6=0 
> (R-2(K-3)=0> k=26hk=3 


* Del dato: | 0 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 7 : A 
Calcular el valor de ; 2.3 4 5 
Enlg as 6 
4 5.6 7) 

AJI BJ2 C)3 DJ0 EI 


CAL AEIEREA E5(s38) -— ¡CICLOPEDIA 2012 
RESOLUCIÓN: 4)2 BJ3 0x4 D)5 EJO 
* Restando columnas : C,-C, y C,-C, RESOLUCIÓN : 
12.3 4| [1 2 3-2 4-3| [1211 * Aplicando el método de cofactores, en la primera 
2.34 6|_(2 3 4-3 5-4| [23 14|_, columna, resultando : 
345 6| [3 4 5-4 6-56| [3 4 1 1| 210 0-1 0-14 o 
4567 4 5 6-5 7-6 4511 +(D 1 0 0|o]3 752(ocls 1 0]: 3% 
*La determinante es nula pues existen dos columnas BEN] z ye + == A 
idénticas : E = 0 =-1+6=0 ¿po 
AD” ROBLEMA 11 : pas 
PROBLEMA 8 : ps . - e 
Cf AAA 'alcular det(A) sien: = 2. 
-1. 2 2 
d(A)= A A=|-1 0 1 
IS a Y 
AJ7  — Br16 Cra DJS EM er 70 an ri il ad 5138 
RESOLUCIÓN E Sí a d 
* Restando la primera fila a todas las demós —- HL8iendo la fila 3: 
obtenemos lai=o[? Sa lio]? 3l 7 1a1=-16 
1 Z 1 1 2. Ayuda: o 1 IP 1-0 
ataya [11 11 2-1 2-1 |_[o -2 1.1 RPTA: “B" 
Jl 11 11 9-1 [0 0-2 2 | PROBLEMA 12: 
1-2 1-1 1-1 —1-1 00.0 -2 e 
*La forma del determinante es triangular superior Calcular el valor de +, si: 
esto implica que (A) es igual producto de todos los * 1.0 
elementos de la diagonal principal. 3 -2 —2|=65 
(A) = (1)(-2)(2)(2) =-8 44 5 
bin so BJO cJ6  Dp4 En 
PROBLEMA 9 : RESOLUCIÓN : 
Si Mes una matriz definida por» Eigiendo la fila 1 , para desarrollar el 
67.8 5 determinante: | 9 de JA -2 E 
m9 7. 8 8 Aa 5 
5 5 8 5|, entonces el valor del det(M) es: LA 
56 55 5) >-—-2-7=6=>x%=-6 RPTA: “C” 
405 B)10 C)16 D)25 — EJ30 
RESOLUCIÓN : PROBLEMA 13 ; 
» Aplicando sucesivamente : C,-C,; C,-C, y Cy-C, Considere la matriz A tal que: 
resulta 67856 2 LAS] 
A de A=| 412 
det(M)= SES E] 
5585 E 
Dar el valor de verdad de las siguientes 
IIA proposiciones: 
—>det(M)=1x2x3x 


PROBLEMA 10: 
Calcular : A 


o 
2 
1 
4 


I) Su traza es múltiplo de 2 
11) La determinante es 3 


ID Es una matriz singular 
AJVVF.— B)FFF. C)FVF D) 
RESOLUCIÓN: 


(EDICIONES RUBISOS IETERMINANTES, 
A aa hacerlo por la fila 3, resultando : 
1.03 
<-5|2 10 


PROBLEMA 14 : 
Dada la matriz A tal que: 


po 21 
A=| 1 2 x 
y :-2 5 


Se tiene que su traza es 1 y el producto de sus 
elementos de la diagonal secundaria es -16. Halle 
su determinante (x > 0) 
AJ8 BJ36 Ccjo 
RESOLUCIÓN : 


D) 40 EJ80 


D) Traza (A) =3%+2-5=1 >x*=4 
comox>0 >x=2 


11) Producto de elementos de la diagonal secundaria: 
yx2x1=-16 > y=-8 


4 2 1 
1 EZ 


UD|Al= 


=40-32+0-(-16)-0-(-10)=-72+36=-36 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 15 : 
Calcular 1.0023 
k 2. 1,1300 
AAA 
0-1. 05 
40 BJ C)5 DJ-7 Ej8 


RESOLUCIÓN : 
* Todos los elementos de la tercera fila, salvo uno, 
son ceros, de este modo el cálculo de JA] conviene 


desarrollamos este determinante 


0-13 


ahora por la primera columna 


«cal e jo 
16 


a be 
Sidet(A)=5, donde lAl=|d e f 
g hi 


= cola 


10 

-15 

=-516-2(3)+0)=5 
PROBLEMA 126 : 


, encuentre: 
def 3a 3b 3e 
Ddet|g hi IMdetl a e f 
abe 4g 4h di 
RESOLUCIÓN : 


1) Como aqui se han efectuado 2 intercambios de 
filas , entonces : det(A,)=(—I%A|=5 

1) La primera fila se multiplica por 3, entonces 
[Al, queda multiplicada por 3, y como la tercera 
fila se multiplica por 4 , entonces |A| queda 
multiplicada por 4. 

* Luego det(A,) =3 x 4x6 =60 

PROBLEMA 17 : 

Determinar los valores del número real x para que 


la matriz : AE +3 1 

sea invertible. AS 

AJx<b5 BJx>0  C)x>6 
Djx>-3 Elx>5yx=6 


RESOLUCIÓN : 
* Para que sea invertible : det(A) = 0 
Jx=5/x+3-3x0 y Vx>5 

> (1—6Mx+3)29> x?—2-16>9 

2?—2r-2x0 

x* 46 

>= 
>x1r6hxrÁ>x>5nxr6 

RPTA: “E” 

PROBLEMA 18 : 


ja 5 Ñ 
bo+x|. Los valores de todos 


Sea la matriz A= 


CAL AZIZIENEAA 


2NCICLOPEDIA 2012 


los x para los cuales existe una matriz B'tal que 
[1 0] 
as=ba-Í, e Ps 


AJO BJ1 C)Todo número real 

D) Todo real no nulo E)Todo real positivo 

RESOLUCIÓN : 

* Del úlfimo dato , se obtiene: p= 1 

=> det(A)'= 0, para que 3 B 2 

(be +x) 
a 


> lAl=a cbx0=> be+rx—cbx=0 


>x=0>x€R-—10) 


PROBLEMA 19 : 
Si x€ R? es solución del sistema Ax = b calcular 


TRAZ(x'b) 11 2 

Donde: a-[; )-() 

40 BJ C)2 D)J3 ENi2 
RESOLUCIÓN : 


* Como: |A|=(1)(1) —(2)(1)=-1= 0 
=> A tiene inversa 


a. 1 ft =1 
Enlz 1 
* Además de: Ax =b 


danes AS 
>x=A "b> x= LS adlFls 
* Transpuesta de x : x'=[-1 8] 
> rbmj1 alv 


=> Traza(x'b)=1 


PROBLEMA 20 : 
Halle la matriz inversa de : 


. pre sl 
A=|2 3 2 
3.34 
RESOLUCIÓN : 
* Por el método de Gauss — Jordan ; 
A 1 
AA Ea e 
RE O E ETE rod ari 
O or 001-301 
MeAf 00 011 6 1-1 
AER OL 072 1 0=A'=|-2 1 0 
EN RI Ney 


T "o 


PROBLEMA 21 : 


Sea fo)==+L+1. Halle la traza de f(A) tal que: 


9 
A al E 

AJ6 B)-2 cjo DJ EJ J2 

RESOLUCIÓN: 


FÑA)=A+AT+I 


* Como: fa)=xrL+1> 
x 


2-1 
» De A -1al Ara ] tomando determinante 


rt > JA (S) > 1Al= 1 
A se oa JAF cs lal=o vlal=Í 

14 1 
ATA so el Ss 3 (11,10 
Ata loa [4 Jan E HL 3907 

3 38) IS 3 

q 3 

=| 3 3 |. 

A MEA SA RPTA: * 

3 3 


PROBLEMA 22 : 


Si A es una matriz definida mediante: Á= 


1 
0 
0 


entonces el valor de la traz(A”?) es; 
82 BJ-2 Co D)-1 
RESOLUCIÓN : 
* Por el método de Gauss — Jordan : 

12 11100) 
210 1 0 foxfo 
ojo 01 


Ol f,—2fe 
1 


oj 3% 


NIROoOS =-oor-=on 


Ss. s= 
O 
- 


CIC 
= o 
=--oS 


* Luego: traz(A!) =1 A 

2-1), 0.3 
lr 
1-14 


» Entonces: IBl=-¿ 


RPTA: “E? aj 


10 3 
21 


PROBLEMA 23: 


RPTA: “B' 
PROBLEMA 25 : 1 


RESOLUCIÓN: 


2 1011.00 
la1m=|o 1 3jo 2 ers 

3.0 0j0 01 PE) 
1 (2 € 6 
3 * Del dato, se obtiene : 3-1= L|3 5 6l ..(a) 
0| fa —2f, Pr 2 45 
de 246 1 
5 lal= Lap sl a =IB"x(2)=> [Bl=- 
ol fox 2 40 
2 *Reemplazando en (a): B*=YJ2/3 5 6| 
3 Ñ 2 4 5 
PA 
3 
AA 


sein SIN jr 


La 


Elia 21722 
0 [11 472]=> Traz(A7!) 5 
mE 
3 


A E E RPTA: “B” 1 A EN A ERA 

mE +) «9.1026 [467 o[[452 2, 
PROBLEMA 24 : 9 16 25 36||9 7 9 11[|[9 722 
: 16 25 36 49| |16 9 11 13| |10 9 2 2 


CC, ¿Cy3-C3;C¿-C5C3-C,;C¿—Cg 
idéntica 


PROBLEMA 27 : 


Le un lefñ 


RESOLUCIÓN: 
* Des la7B"|=|1)=>la”I187|=1 
> lAlIB|=1> = 


90,>C; 


3a+2 3a+2  2a+3 
1-2x 1-2x bx-2 
2y+1 1+2y  4-y 
22+b 22+b 2b+2-1 


O 3a+2  2a+3 
O 1-2x  bx-2 
0 1+2y  4-y 
O 2z+b 2b+z-1 

RPTA: “D” 


=0 


(A)=0 h+x)M+al(h+x)h=(h +2) h 


J3 
RESOLUCIÓN : 
* Haciendo : 
fe—?2f; 1-2 3-5 7 
fa—Hi 0. 4-7 6-8 
PEA 0 16 -9 11 -24 
0 7 -11 13 -18 
E ME 0 11 18 -18 26 
ed 1 3-5 7 
054 —7 5 8 
for(fe+fiMAl=|0 15 -9 11 -24|=0 
o 7 -11 13 -18 
0 0. OO 
RPTA: “E” 


e? 
PROBLEMA 30 : 


RESOLUCIÓN 

* Surnando todas las columnas a la primera, resulta: 
a 14+2+3+4+5 2 

» 14+2+3+4+5 

NA|=) 142+3+4+6 

1+24+3+4+5 

1+24+3+4+5 


IIS 


1 
5 
4 
3 
4 
3 
2 
1 
5 
3 
de 


* Por menores complementarios: => M=(3— 2)(6 —2)(6—3)(6 — 2(6 —3)(6 —5) 


| 1-1 -1 A lo,-es M=1x3x2x4x3x1=72 
4 -1 -1-1 * Luego en el segundo determinante: 
[Al =15| e 
A fa fi Mfi—fa» resulta: 
A 101 102 103 104 
. O Op M0 a A A E 
A a 103 104 105 106 
E LA 
1.055 * Entonces: M>N 
> lAl=15(—1)-5M—6M-5)=3(6*) a REASON 
RPTA: “D” PROBLEMA 33 - 


RESOLUCIÓN : 
* Haciendo C, + C,, resulta : 

l+tanix sex  tanix 
4—dsentx 4cosx —<4sentx 


Ye 


RESOLUCIÓ. 
* Haciendo E+E; E+E;R+E y R+R, 


3 
1 
a 2a 3a ta 7 
O 2a 6a 8a 6+0 6 a EE 
det(A)J=|0 0 3a sectx sex  tantx 3 
o.0 ay > Bi=| Los 4cos*x —4sentx 1 
200 q sa 5seníx bsentx —bcostx 7 
> det(A)= a(2a)(3a)(4a)(64)= 1204 6 6 002 
N RPTA: “D” * Como C,=C¿=Bl=0 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 32: 


PROBLEMA 34 : 


$ a EEN RESOLUCIÓN : 
aprecia determinante », €s un caso e, 
nod ado * Haciendo e, +(c3 +03 +04) fa —fio fa fi Li— fi 
> a E Resulta : [4(a+b)J+c a+b a+b a+b 
De o cc 0..0 
=> MalAl=[25 y 2 gr o o e o [paran 
2350 o 0, 05 


RESOLUCIÓN 


ALAZICNEREAA Es ES == email 
+ escala (3a4+3b+ 1)" => is: 


RESOLUCIÓN : ER 
po e A 
sean inversibles. AA 
* Por teoría de matrices, para que una matriz sea 
inversible su determinante tiene que ser diferente 
de cero; por lo tanto: 
5 5 lAl=-12x0 ; [Bl=-2x0 

'OLUCIÓN : * Propiedad de determinantes : 


1 2 
Mco: vita :am HA 3 A tarai=iala; lerl= joj=lalirl=6=0 


33 * Como hay 3 matrices inversibles, A, B, Q entonces 
* Como lAB|=-5, entonces : 12 7 €, D y M no son inversibles, 
1 (2-)_ 5 5 * Porlo tanto: 1C1=0;|D!=0 y|M|=0 
CR E 6) |u_e e ARES 
* Finalmente : TP T] * Ahora de: [C|=0.>7(2)—2=0=>x=14 


Ey 6 , 
trazl(AB)*]=- Ya 
RPTA: “A” PROBLEMA 38 
PROBLEMA SA á SiA y B 


RESOLUCIÓN: 

* De: AXB=C>A“AXB=A"'C; 
> XB=A 'C>XBB*=A" loo 
> X=A "CH! E cl 


J J 
RESOLUCIÓN: 
* Como: AX=BX => AX —BX=0 
> a-mx=o>|% 7 E 7)" pos 


[20-20 26 o: 
Jar 3) —a+2c —b+2d) 10 A 
y 10) += Dedonde: 2a=2e ; 2b=2d ; a=2e ; b=2d 

=>a=b=c=d=0 
+ Entonces «X» es una matriz nula. 


ala 1 9] PROBLEMA 39 : 


(EDICIONES _RUBINOS, PE ss ME DETERMINANTES) 


Al =9A? —124 +41 


* Luego: B=9A4*— 124 +41—654? —31 
> B=4(4*—34)+1> B=4(-21)+1=-71 


RESOLUCIÓN : 

* De: A*—13A—69I=0 => A* —18A—68I =1 
> (A-ITNA+ AD) == (A ATM ARI EE AA 

=> Traz[(A—17D*]=Traz(A + 41) >. lento a a e 

> Trazl(A—171)*]|=Traz(A) + 4Traz(I) RPTA: “B” 
=(p—P+82)+4(1+1+1)=94 — pppy ug» PROBLEMA 42 : 


PROBLEMA 40 : 


RESOLUCIÓN: 
*Aplicando un razonamiento inductivo, 
obtendremos que: A*=I y B*=I 


* Luego: a 1 +1) y A o 

ms Es MENE E + RESOLUCIÓN : 
pet] M=2 $2 1=2:40D =801 => DML 5 1) VERDADERA : ya que si: 

” AB=BA=> A AB=A"'BA=B=A"'BA 

ho > BA =A “BAM! =>BA*=A"B 
ww 1) VERDADERA : ya que de ; 

ata =[mar]” =[mar"] =la-tB=1 
11) VERDADERA : ya que: 
Si Af=I>I1-A*=0>1P-A*=0 
* Pero como Á e I se conmutan , entonces: 

(1+ ANI—A)=0 

TV)VERDADERA : ya que si: AS =I => AJA? =1, 
entonces A? es la matriz inversa de A”, 
v) 


jaa ML 
e 


: porque de: 
1A—AM =[14—1)!|=|A' —(AD| 
=la' 1] =14! Al] 
VI)VERDADERA : puesto que de : 
Im] =141"xla tr =1aP Lar” > [M1] =LAI" 
PROBLEMA 43 : 


Si A= (ala y B=(b,J2xs son dos matrices que 


RESOLUCIÓN: satisfacen las es 
a EN 100 
* De: AP-3A+21, =0 Es A 
=> A?*=34-21 => Al =(3A—21)(34— 21) (e 41Al 
* Pero como A e I son conmutables , se tiene : dd 24d 2 


ndo dato , se obtiene que : 


2 1 17 
 A=|0 3 5|=>det(A)=lAl=6 
* Luego: o 0 1 
le Jal 2laP]_[ 6 2xe* 
s1Al alal ] (3x6 4x6 
> acre 112 | 62(4—30)> des(B)=—1162 


RPTA: “C” 


PROBLEMA 44 


RESOLUCIÓN: 
*Al calcular el determinante por Gauss — Jordan , 
se obtendrá : det(B)=(3a +1)(1—a)” 


*Pero como «B» tiene inversa , entonces : A 


IBl=0=> (3a+11(1-aJ* =0 


Sal Mazl> aer (51) 
3 3 


PROBLEMA 45 : 


¿A es una matriz que la verifica , entonces : 
Aint a a 4. + Go ¡A+ gl = 


€ NAS) 
* Luego : B no tiene inversa 


-RPTA: “E” 
PROBLEMA 48: 


RESOLUCIÓN: 
Ada 1 1 Y 

=|A— =) l-—= =l4A--=, A 
rer=la—=ti> rola Lx] -]a-Zaxant| 


ACA — xD) - LL ajolaos —zal 


y xlalxla"! —x1l 


Lal xlA=2—ell 


1 
+ 
o 
* Pero: Blx)= htxf [2 ] 


(-D"xa” 


al 


* Dedonde: 


PROBLEMA 47 


RESOLUCIÓN: 


* Teniendo en cuenta que : A 
det(A x B) = det(A)x det(B) 


det(A” )=[det(A)]” ; me N 


ELA e lena 0 
A 


y 
Fa 


(EDICIONES RUBINOS Mio ALZA 
»det(A*B*C)=1=> (det(A))*(det(B)” xdet(C)=1 PROBLEMA 49 : 
> (det(B)P xdet(C)= qe D 

«de 0)= E (deB? (de O)? = ct) 


+ De) y (1D: det(0)=2L y det) =2 
wYO 


A , SU 
+ Se pide: A RESOLUCIÓN: 
RPTA: “D” * Aplicando una tabulación , se obtiene : 
e A e nl 
PROBLEMA 48 : 
qu A E - E mua 
- —n+ 
E A A 
1 1-2 n-3 n-4 0 


* En elidet(A)¿Tefamos las transformaciones 
sucesivas : E, —F.y5 


luego Fry —F,_25»=03 Ey —Fg5 Fy —Fg AF¿—F, 3 


. 0 
3 Al 
* Haciendo: E,—F,; Ey—3F, 5 Fy—9Fj, se. EN A 
E 1 A A 1 
ao aa aa ama y A ES Ñ 
0 a-1  2a-2 303 |0 1 al 


*De donde se aprecia que hay dos filas iguales, por 
ejemplo F, AF, ,se tiene: det(A) = 0 
RPTA: “A” 


0 2a-2 ad+2a-3 Sa 
* Sacando factor (a 1) de: Fy, Fgy F, 
1121 UU 
ez 
arl:a*+a+1 
3 
0.2 a+3 Sa+1) 
* Ahora F,— F, y F,= 2F,; 
wi 2 1 


o 1 PROBLEMA 50 
A=(a-1 x e 


RO 1 a+l1 ad+a+l 
=(a= 
0.0 1-a 2-a-a? 

* E, Fs [O 0 1-a 1+a-2a? 2 B 2 

EL ll RESOLUCIÓN: 

2 al . 
AE A a * Haciendo f, - f,» se obtiene: 
00 1l-a 2-a-a 111111 
00 0 -a?+22-1 1 1987 -- 2 1 2| C,+Cp 


87 6. 1 2 3| Cg*C, 
=>4A=(a-1 x1x1x(1—a)(—a? +20—1) E B 2+C 


3 Cs +Cjo 
=> A=(a—1) x(a—1Ma? -20+1)=(a 1)" Li: 06.708 E 
=>A>0>(a-1>0>ax1>T=R-(D 23718 9 CosCi 
RPTA; “C” 3-8 910 


CALETA 


—JE(5%8 )I 


fo. o.o 


-1 
-1 
10 
—2 (1) =11x 2? 


RPTA; “B” 


mn 12 


=> lAl= 11(-2)(—21(-2).. 
10 factores 


PROBLEMA 51 : 


RESOLUCIÓN: 
* Haciendo: C,:C,+C,+C,+...+C,. A lo largo de la 
primera columna se obtiene: (na + b). Extrayendo 
este factor del determinante ; 
La a 
La+b a 
Ds(ra+bjl a a+b- a 


a a 


* Dedondeseobtiene: D=(1—a7)M1—at)? 
'ROBLEMA 53 : 


RESOLUCIÓN : 
AX=B=>X=ABenanim(0) 


> Hadondá: 
Hiciendos do 
(axD=[3 2 4 0.10 

2 -1 0 001) 


* Mediante operaciones elementales de filas, se 


tiene: 1.0.0 4/41 3/41 14/41 
(IxA7!)=|0 1-0 8/41 6/41 —13/41| 
Jo o 1 —7/41 6/41 —4/41 
4 3 14 
=>At=l/8 6 -13 
2 E vd 
: 174 92 133 
*Reemplazando enla): y = 2 |_62 —103 —62| 
a Mos 3 3 


PROBLEMA 54 : 


a De o 
RESOLUCIÓN: 
* Multiplicando f,X 1, f¿X 2, f3X3 pu f, xn; el 
determinante no cambia su valor si se divide 
simultaneamente por el producto : . 
1x2x3x4x5x..xn=n! 


*Entonces : 
o 


(EDICIONES RUDIÑOS 


— 5 


DETENMNANTES) 


2100 0 
0320 0 
0.043 0 

la=2 
0.0.0.0. n+1 


*Como él determinante de una matriz triangular es 
igual al producto de los elementos de su diagonal 
principal, entonces : 


lal=L(2x3x4x..xnx(n+1) 
a 


-" 


(en)! C)(2n-1)! D) tr) EJtnt 


Alnl BJ USISL. 
RESOLUCIÓN: 4 
* Aplicando un razonamiento : 
* Paran=1:(1)=1=11 


1 2) 12 
* Paran =2: l ¿je-alo qjxó=1xar 


* Paran=38: 
PB 8: 1527 3 
1.8 27 |lfo—fif0 6 24 [fo —fi—Sfz 
1 32 243) 1 32 243 
12 3 
O 6 24 |=1x6x120=1/x3Ix6! 


0 0 120 
* Luego para «nm»: detlAl=1xX3IX5X7X...x(2—1)1 


PRIMERA AEnCANoIRIGIDA 


DJO EJ8 


0 1/23 
(O Calcular : 1 ll2 5 
AJ5 


BJ3 08 DES EJá 
(03) Calcular el determinante de la matriz ; 
21 22 23 
B=|24 25 26 
(27 28 29) 
AJO BJ Cj2 D)24 411 E)28 824 
3.00 200 
(() Calcular el valor de: [972 S[+[3 5 0 
0.5 104 
AJ20 BJ10 CJ12, D)J15 EJ30 
esa 
(03) Determinar: 12 % € 
69 
an BJ2 03 Dia EJ 
(08) Calcular el valor del determinante : 
10 30 1 
516 4 
3 9 379 
AJ3 000  B)2000 C)1 000 DJO E)500 
e 
2 
A 
E 
AJ108 BJ64 Cj12 D)24 EJ216 


(03) Hallar el valor del determinante de la matriz 


(335 700 932 
cuadrada : A =|300 350 500 
25 350 432) 
AJ10 000 B)20 000 CJ30 000 
D)40 000 EN mj11 1 
(O Calcular el valor de: 242 2 3 
14m 
A)2240  B)2420 C)2978  D)2730 E)2750 


O Si se cumple que : 


mn .p-m p 
n+p m=n m|=k(pmn)-p'—m* 
p+m n-p n 

Calcular “R”. 


AJ1 BJO C)3 DF3  EJ2 


(CAL AACIBREA 550) 
az 1 A-60  BJ60 C)-90 DJ90 BIO 
(O) Calcular el valor de : | 4 a nO aa a 
16 64 100 » bu pr 
O aos ca mo Ez ED Íoticarunfectorde: Ns 
va 2 E Aja+b  Bjate C, 
be ES e Clb+e  Djb-e EJ2a 
Qrrserl, dale sols ya 
AJ12 BJu C)J9 DJ10 EJ13 
z y 
e E 
Os: |: ¿| 
x+y y| lx x+y (ODCalcular : 7 al 
E PA y O A 5 BJ6 C)7 DJ8 EJ9 
ay0 BJ C)3 DJ2 E)-1 a 
man = ue 21 n 1 
(1) Hallar: [sito matriz A=[2 4 n AE rt 
p 2 A] aa 
es simétrica. 
A)7 Br7 CMI D)11 — EJ5 br “loe A Ejn 
(6) Señalar el valor de verdad en cada caso. ES 
502 
56 6 5|  (GBcalcular: [4 5 € 
r — 
A e 
403 AI By1 cr2 DIO. EJ2 
10 20] 11.2 poe, 
ml > 30 =100| 2 5 ((3 Determinar “2”, en: Es sh 
A) VVV  B)JVVF C)FVF D)FFV E)FFF A) -2 B)-3 CJ4 D)-1 E5 
2345 z1| |x 
=12 
1234 Do 2 val es ns 
(U9 Calcular el valor de: [2 3 2-3 Hallar “2” 
3 4.312 
A 14 B) 16 CJ6 DjJ4 EJ8 
4 xx x-4| |6 x-6 x 
(O Efectuar: [2 Y 98147 9-7 y A 
6 202=6| [8 2-8 z pee io EA 
41 Bmw" co D)J3 EJA Laa; 
2 
aa ce EJE k 
6 10 25 1 Adal 
, AJ-24 BJ-15 EJ33 
(U3) Calcular: [10 20: 100 1 4 A 
15 31 225 1 03) si:4?= eN y cal E 
A) 180 B)150 C)160 D)170 EJ140 3 Al. 


abe 
o Sea: [2 e ae 3 
i 
w =2a 106 -—2b 
Calcular : da MA 
dl —16i 3h 


Calcular el determinante de: € = (A+B) (AB) 


AJ2 BJ4 C)2 DJ4 EJO 
A 1 -1 
(03) Dada la matriz: A=|[-10. —k 
LE 


7 
Si; 14=2; hallar el valor de «R» 


(03) Dada la matriz: M=[-1 2 - 
1 - 
Si: |M]=0 ; hallar el valor de «x= 


AJ BJ2 C)3 D)2 
> 2 
(63) Dada la matriz: H=|* 3 
l= 1 
Si: 8] =4. Hallar H? 
Es ¡244 - 
Alss 13 ss bi 
(244 - B1| [268 — 
A E 
2 


A 
(0) Dada la matriz : 12 


Si: |A]=3. Hallar |24 + 34*| 
A)100 B)-126 
D)-100 EJNinguna anterior 


2 1 
(3 si: A=[6 3 2 
43 
Calcular A 


AJ40 B)20 C)30 DJO 


-3 5 
(03) Dada la matriz: B=j3 -2 X+ 
ln -a eb 
Si |B|=100 ; ¿cuál es el valor dex? 1, 
AJ7 BJ6 CJ4 y D)2 


HL 1 1 
(0) Calcular: E= lex 1 


1 14 
Ay B)x Cix-y Djxy 


+2 3 4 
(DD Calcular: R=| 2 x+3 4 
2 3 x+ 
Ajx(x+9) Bja(x+9) 
Dix(x"-9) EJx(x+3)(x-3) 
(O) Calcular el siguiente determinante : 
+b b+c a+ 


551 


DETER 


EJ-1 


[268 — 
ales 


C)25 


Eno 


EJ1 


Elxy+x+y 


Cixtx*+9) 


(75 84 80] 
(MN) Calcular el valor de: E=|90 96 
36 64 
AJ4780  B)3600 co DMA E)2496 


2 -x ] 
(E) Resolver la ecuación : E= 2 

== 
Dar como respuesta la suma de sus raíces. 


AJ B)2 cjo D)3 En 
(BCaicular el valor de ; 
|-26 16, 1 
-35  18| 
13 - 38] 
A)J225  B)324 Ccjo D)729 E)385 
+2 3 4 
(0) Hallarssansi: | 2 *+3 4 |=0 
2 3 +4 
AJ2 BE3 054 DJ6 EJ-9 
¡2 3 4 
(8) Calcular el valor de; E=|[S 6 1 
4 10 
AJO Br cj2 D)3 E)4 
Calcular el valor del determinante : 
LIN 
ln 0 3 3 3 
13 033 
33 0 3 
1 33 3 3 
AJ54 B)108 CJ81 D)243 E)27 
Do 2008 
4 -1 0 1 
(GS Calcular: [2 1 1 0 
3 1 -1 
AJO B)3 C+-9 D)9 EJ81 
(O) Si: a = b+ord, hallar el valor de : 
DIA 
011 
10 
. EL 
AjZa B)2a Cra Dja EJ3a 


Ca AEREA 
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AJA Y EJ42 


TAREA OMICINARIA: 


(0) Calcular el valor de: E=|126 69 17] 
hi ' 90 92 1 
AJ3426  -B)7210 cjo D)29 E)1800 


(02) Calcular el determinante de la siguiente 


1.0 
matriz: A=|j4 a 4 
o 3 a 
Aja*+16 BJa(a*+16) Cja(a*-16) 
Dja* -16 Eja*+16 
(Q9 Calcular el determinante de la siguiente matriz: 
ll a+1 a+ +1 
B=|2 x+2 x?+20+4 
3  x+3 37+30+9| 
AJO BJ C)2x Djx E)-2x 
0 “Ha, a 
((3 Calcular: [Y 0% 
Ea go nO 
AI BJO  C)j-aga,  Djasa,  Elaaa, 
¡5 +y y x 
(03) Indicar un fuctorde:| %. *+Y Y 
y x a+ yl 
Ay Bjx City! Djx+y E)Jx-1ly 


JEn 


(O) Hallar el determinante de la matriz : 


1 2 8 
A=|14 5 6 
789 
AJO BJ6 Co DJ4 EJNA. 
3 x= —x 
(Or Sho 2 -1 3|=0 
> ¡+10 1 1 
AJ-2+4/22 BJH4 C)-2 5/11 


b 
lea 
(63) Calcular : eS 


AjJar+bi+e? Bjabe+bica+cab  Cjar+bi4e? 
Dja*+b*+c"-3abc Eja*+b*+c*+3abc 


8 2-1 
7612425 Optener «x+1o 


ad 
OD si: ba 


aya 


VAS 
E 4 5 0|=20 
(03) Obtener<2x+1» , a partir de: | 2 q 


B)J5 CJ6 D)J7 EJ8 


AJ1 BJ2 C)3 D)J4 EJNA. 
4 2 -1 
OD si: A=[5 3-2 y además: |A]=1 
¡3 2 -1 
Obtener : |A'| 
AJ1 B)-1 cr Di E)N.A. 
5 45 -1 
-2 8 2 
(0) Hallar: [6 3 6 5 
0 UI 
AJ376 BJ425 C)-1 DJO EJNA. 
(03) Hallar los valores de «k» para los cuales : 
1 -2 Es 
IR R+2 Rk-2|=0 
|4 R 8 


4 4 E 3 
ES Ea CIáia D)-7:4 EJNA. 
A) 558 BIG de De ) 


(0) Si: x€ Z, hallar «3x+2» a partir de: 
a RA 
4 6 2x+3[=7 
la=3 2 5 
EJ2 


AJ2 BJ4 C)6 D)J8 
(1d) Si ke N, obtener «Sk+6» sabiendo que: 
-2 k-3 -h 
1. 1. 2 |=0 
k-1 1  Rk+2 
AJA BJ5 Cy19 Dy1 EJ17 


(O) Si «W» es raíz cúbica imaginaria de la unidad, 
hallar el valor de : 


EDICIONES HUTIÑOS 553 MET — DETENAISANITS) 
la ww? calcular: m + p +9 
Wow 1 A5 B)4 C)3 D)2 E)1 
We 2 w (02) Sea la matriz diagonal: 
7 O bre-á 
AW— Br C)8 DW EJO Alza 0h l 
a ax 0  cra-9 e 
(MN Hállar «sen: [7 mi=0 Indicar la Traz(A) 
bx b A) 13 B)14 C)11 D) 165 E) 16 
Am Bja C)Jb  D)Hay dos correctas EJN.A. a Soma matriz tel lar superior: 
(15-2x 11 10| 5 13 a+br+e 
(ES) Resolver : 11-30 17 16=0 A=|ja*+ma-p 7 a+7 
TIA dsmb-p P+me-p 13 
AJ65 B)3 CJ DJ6 Ej2 énbo 
na Según ello, indicar Ln en función de m y p. 
2 2 m P 
(O) A qué es igual: | ud pa pe O Ll 
l ee 
Alb - c)te - ajía - b) B)abeía +b +e) (7) Sea A una matriz cuadrada. Señalar el valor 
Ola + bl 4 e? D) ab + ac + be veritativo en los enunciados: 
Ejabelab + ac + be) (—) A+ A! essimétrica. 
E pe Z £.(2 ) AA! esantisimétrica. 
a (_ ) Si Acsinvolutiva, entonces H(1—A) 
AJ8  BJ6  Cy7 D)-14 EJ-16 esidempotente. 
1 1 1 A) VFV  B)VVV  C)FFV D)VVF  E)FVV 
1 1+x 1 
Calcul 
e O s az(5 5) además: A'X = Al, hallar la 
Ay Bjx C)x-y D)xy.  Ejxy+x+y a 
ES y matriz X. 
p 1-7 7 33 458 
Cc 
(12 Calcular; e .: Al e) he el El Es EA A le 2] 
Alzéytz  Brtadlia) Otayantel DÍ 7 5) ml; ña] 
Dixiiyiaal > EJ 4 O 19 
? ja 2 1 o 
Sea la matriz: 
(O) Hallar «x» en el determinante : [2 1 11=0 A 
3 2 a 2-47" ay 
An BJ2 0J3 D)1 Er-2 ale” TA 2 
y z? e 
INVERSA simétrica. Six < 0, y < 0 yz <0, indicar: x +y+z 
Papua A =3 "B)4 CC) D)-31 E) -20 
(OD Si A es una matriz triangular inferior: ' O : 
Si Á es una matriz antisimétrica definida por: 
1 7-p q+3 O a-b d e q 
a A=| a br1 4 
q 1 m+3 e PONE 
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entonces el valor de T=a +b+c+d+ees: 
AL B)J1 C)2 D)3 E)J4 


(03) Resolver la ecuación: 
2 2 
0) 6 3-7 
al, AD 1 Jl A ¿o . 
(7) SiA 5h Al determinar la suma de los 


elementos de la matriz A? 


AJ-1 B)-3 C)-5 D)-7 E)-9 
(1) sia = 21, B = 31, entonces: 
(az + 24-21) 
es igual: 
A) 6l B) 121 C)JI D)21 E) 31 


(O) Sea la matriz a-(; Ed además el 


polinomio F(x) = x% - 2x7 + 1. Calcular la suma 
de los elementos de la matriz F(B). 


a2 B)3 C)4 DJ5 EJ6 
(O) Calcule la traza de la matriz inversa de A, tal que: 
33m 
22-13 3) 
au B) 12 C) 14 D) 15 E) 17 
pq or 
(13) SiA es una matriz definida A=|* -p q 
o 0 82 


que satisface la ecuación A?- 134 - 691 = 0, 
entonces el valor de Traz(A - 171)” es: 
A) 93 B)94 C) 96 D)96  E)97 


(() Dada la matriz A = (a), donde la traza de A 
es igual a cero y la suma de la diagonal secundaria 
también es igual acero, además a, = 5 y 87, =-4. 
Halle A” si neN y “n” es par siendo T la matriz 
identidad. 


ajoia mjgtr cj9ia  Dj9%ó1 EJ9Sr 
(3) Siendo m y n raíces de la ecuación: 
3*-2x+3=0 


calcular: A% +A -2A +1 


me. 1 m*+2n+7 
donde: Á= 
B ido] 


[AS 


-1,3 0,1 


siendo 1: matriz identidad de orden “2”. 


al; o] BJI [0911) DJ2I  EJA 


(LO) Si A y B son matrices cuadradas de orden 7, 

entonces indicar el valor de verdad de las siguientes 

proposiciones: 

( )SiA y B tienen inversa, entonces : 
(A+B)A"(A—B)=(A— B)A*(A+B) 

( )SiA”=0,ne N, entonces: 
(UA SIR ARA RA o AM 

(  )SijA]=0 a [B|» 0, entonces: 
(A.BJ*=B*.A* 


A) FVV B)VFV  C)VVV  D)VFF  E)FFF 


y 18 
(1) 5i A es una matriz definida por A, )rXes 


una matriz que satisface la siguiente ecuación matricial 
AX* =((A7)*-A7)*, entonces la Tr(X) es: 


A)-12 B)-7 C)<5 D)J4 E)6 
200 
(E3) Se define la Matriz M=|o 2 1 
10 2 


Determinar la suma de los elementos de la primera 


columna de la matriz. M”(ne Z*) 
A)J2"(n? +n +2) B)2"(n*-n-2) 
C) 2:(n* +) D) 2""(n*+ 3n +8) 


10 b, 

li: A= B=e?, calcular: 21 

Os: 40, 2)» 2=e*,cacinr Ba 
sabiendo que: ¿=14% ¿% AS 

A AT es 


A)3 C)=3 D)-4 


B)4 


M)E* 1%3)C 13)C 1%)C 18) E 
16) E IDE 18)D 19)D 20)D| 
01) €_ 02) €_03) E_ 04) B' 05) D) 


CLAVES DE LA CUARTA PRACTICA 
painciaaor rs can PD 100 
1) lr2C/13)5 (503/15)5 (16,017) 18)D:19% 


(EDICIONES _RUBILSVOS 


Pass 1657 SISTEMA DE ECUACIONES 


< 19 


OBJETIVOS : 


* Reconocer un sistema de ecuaciones como dos 
ecuaciones con dos incógnitas relacionadas entre 
sí. 

* Conocer los distintos métodos de resolución de 
sistemas de ecuaciones lineales. 

* Clasificar y resolver sistemas cuadrados con 
determinante asociado distinto de cero aplicando la 
Regla de Cramer. 

* Aplicar los conocimientos de matriz inversa para 
resolver sistemas cuadrados. justificando bajo qué 
condiciones esto es posible. 

* Analizar las ventajas y desventajas de estos 
métodos. 

* Aplicar el método de Gauss Jordan en la 
clasificación y resolución de sistemas de ecuaciones 
lineales. 

* Modelar problemas específicos de su'área 
mediante sistemas de ecuaciones lineales, 
aprendiendo a interpretar correctamente las 
soluciones de los mismos, lo que le permitirá 
desarrollar su imaginación y. capacidad de 
razonamiento y observación. 


INTRODUCCIÓN : 


En este capítulo aprenderemos a expresar 
problemas de aplicación como sistemas de 
ecuaciones lineales es decir , como conjuntos finitos 
de ecuaciones a resolver estos sistemas desde el 
punto de vista analítico y geométrico. Veamos un 
problema muy sencillo de traducir al lenguaje 
algebraico. De este modo introduciremos los 
conceptos fundamentales relacionados con el tema 
«Un caballo y una mula caminaban juntos llevando 
sobre sus lomos pesados sacos. Lamentábase el 
caballo de su enojosa carga , a lo que la mula le dijo 
¿De qué te quejas? Si yo te tomara un saco , mi carga 
sería el doble de la tuya . En cambio si te doy un 
saco, tu carga se igualaría a la mía» . ¿cuántos sacos 
Nlevaba el caballo? ¿Y la mula? 

Si representas por x la cantidad de sacos que lleva 
el caballo y por y los que lleva la mula, obtendrás 
las ecuaciones siguientes : 


y+1=2Ax-1)e y-1=x+1 
Estas ecuaciones tienen dos variables y para 
resolver el problema debemos hallar los valores de 
x e y que satisfagan simultaneamente las dos 
ecuaciones. Cuando buscamos una solución común 
a dos o más ecuaciones lineales, estamos en 
presencia de un sistema de ecuaciones lineales. 


SISTEMA DE ECUACIONES 


Se llama así al conjunto de ecuaciones lineales con 
dos o más incógnitas , las cuales pueden verificarse 
para algunos valores asignados a sus incógnitas o 
tal vez nunca se verifique. 


EJEMPLOS : 
Es un sistema lineal de dos 


(es ecuaciones con 2. incógnitas, 
»-y=1 severifican simultaneamente 
para: =4;y=3 
Es un sistema lineal de 3 
F+y+z=2 ecuaciones con 3 incógnitas, 


2x—y+2=6 => se verifican simultaneamente 
¡Be+2y=2=-1 para: x=1y=-132=2 


SOLUCIÓN DE UN SISTEMA 


La solución de un sistema de ecuaciones, si 
depende de la cantidad de incógnitas, es decir: 


*Si el sistema tiene 2 incógnitas, una solución del 
sistema de existir será de la forma (xy Yp), llamado 
par ordenado. 


*Si el sistema tiene 3 incógnitas, una solución será 
de la forma (x,5 Ya 5 Zo) llamada terna ordenada. 


*Así en general, si el sistema tiene n incógnitas, 
una solución será de la forma (xy 5 Yg 5 =.«- 5 40,) den 
elementos, llamada n-ada ordenada. 


CONJUNTO SOLUCIÓN (C.S) 3 


Es el conjunto formado por todas las soluciones del 
sistema. 


SISTEMAS EQUIVALENTES : 


Son aquellas que a pesar de tener ecuaciones 


CAMIZAZHEREA 
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diferentes'aceptan las mismas soluciones. 


* Las siguientes transformaciones permiten pasar 
de un sistema a otro equivalente. 
1) Si una ecuación del sistema se multiplica por un 
número real, no nulo, se obtiene un sistema 
equivalente al primero. 
* Observa el siguiente ejemplo: 
*—-y=1 
x+3y=5| 
Solución: x=2;y=1 


[3x—3y=3 


Justa a +2y=65 


1) Si una ecuación de un sistema se sustituye por 
la suma de ella con otras ecuaciones del sistema 
previamente multiplicadas por números 
cualesquiera, se obtiene un sistema equivalente al 
primero. 
* Observa el ejemplo: 
*—-y=1 
2+3y=6 
Solución: a =2 ;y=1 


—y=1 


¡A 


> 


* Se ha sumado a la segunda ecuación la primera 
multiplicada por tres. 


II) Si un sistema de ecuaciones se despeja una 

variable en una de las ecuaciones y la expresión 

resultante se sustituye en las demás, el sistema que 

resulta es equivalente al primero. 

* Observa el ejemplo: 

x=1+ y x=1+y x=14 y 
( 4y =4 


O PE a A 


*=2;y=1 


IV) Si en un sistema hay una ecuación que es 
consecuencia de otras varias, se puede suprimir y 
resulta un sistema equivalente al dado. 


*Observa este sistema de tres ecuaciones con dos 


variables. 21 
Li+ry=3 
4x+3y=5 


La tercera ecuación se obtiene multiplicando a la 
primera por dos y sumándole la segunda . Se dice 
que la tercera ecuación es consecuencia de las 
primeras, o también que la tercera ecuación es 
combinación lineal de las otras dos. 


* La tercera ecuación se puede suprimir y el 
sistema que queda es equivalente al primero. 
a+y=1 

[act y =3| Solución; x= 2; y =-1 


TRANSFORMACIONES QUE SE PUEDE 
REALIZAR SIN ALTEHAR EL SISTEMA: 


* Permutar dos ecuaciones del sistema. 


* Multiplicar una ecuación cualquiera del sistema 
por un número distinto de cero. 


* Sumar o restar miembro a miembro las 
ecuaciones de un sistema. 


CLASES DE SISTEMAS DE 
ECUACIONES 


Se clasificará de acuerdo a ciertas características: 
DD DE ACUERDO A LA SOLUCIÓN : 
Los sistemas se clasifican en compatibles o 


incompatibles dependiendo si existe o no solución. 
A) SISTEMA COMPATIBLE : 

Es aquel sistema que presenta solución y a su vez 
puede ser: 

1) COMPATIBLE DETERMINADO : 

Un sistema se llamará compatible determinado si 


presenta al menos una solución o hay un número 
finito de soluciones. 


EJEMPLO : 
* Sea el siguiente sistema de ecuaciones: 


x—2y=4 
23 +3y=1 
Este sistema tiene una única solución que es: 
x=2;y=-1 
* Gráficamente: 
e ME | 0 
E 
2 7 E 
E 
3 | yl.lo3 
AN ES 
Z 3í 
2 cd 
R S 


* Observa que los gráficos de estas dos ecuaciones 
determinan dos rectas que se cortan en el punto de 


(EDICIONES KEOBIÑOS 


JSN 


SISTEMA DE ECUACIONES ) 


coordenadas (2 ;-1). 
2) SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO 
Es aquel sistenia que tiene infinitas soluciones : 
EJEMPLO : 
* Sea el siguiente sistema de ecuaciones: 
a—y=2 

g ' 2a—2y=4 
* Estas dos ecuaciones son equivalentes y 
quedan: reducidas a una sola ecuación 


y =x-2, cuyas soluciones encontramos tabulando: 
o | 2 |. ] 
aos 
* Cuyo conjunto solución será : 
CS. = ((0; -2), (2; 0), ..a=) 
* El sistema tiene infinitas soluciones. 


* Observa que los gráficos de estas dos ecuaciones 
determinan dos rectas que coinciden ; por lo tanto, 
cualquier punto de la recta es la solución del sistema. 
1) SISTEMA INCOMPATIBLE 0 INCOSISTENTE 3 
Es aquel sistema que no tiene solución , se dirá que 
su conjunto solución es el vacío. 

EJEMPLO 1 : 


* Observa que el conjunto solución de un sistema 
de ecuaciones lineales puede ser vacío. En efecto, el 
sistema: soa+y=1 
x+y=7 

* No tiene solución, porque no es posible encontrar 
dos números reales cuya suma dé 1 y, a la vez, dé 7. 
En este caso decimos que el sistema no tiene 
solución, o que es un sistema incosistente o 
incompatible. 
EJEMPLO 2 : 
* Sea el siguiente sistema de ecuaciones ; 

x+2y=4 

ES —-2y=0 
* Este sistema no tiene solución. 


* Tabulando:x+y=4=>y=4-x 


«Sistema 
sin solución» 


* Los gráficos de estas dos ecuaciones determinan 
dos rectas paralelas, 


Incompatibles 


(no tien 


INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA 


(SisTE: A DE 2 ISCÓGNTTAS) 

Toda ecuación lineal de la forma ax + by = e 
representa una recta en el plano cartesiano 22, por: 
lo tanto la interpretación geométrica de un sistema 
de 2 ecuaciones con 2 variables se reduce a 
interpretación algebraica de las posibles posiciones 
que adopten dos rectas en el plano y sabemos que 
dos rectas bon secantes (si se intersectan en un solo 
punto) o paralelas (si no se intersectan) o 
coincidentes (se superponen). Veremos que cada una 
de estas posiciones relativas tiene una 
interpretación algebraica en términos del número 
de soluciones del sistema. 
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1) Si las rectas se cortan , el sistema de ecuaciones 
tiene una solución dada por el punto de intersección. 
En este caso el sistema es consistente y las 
ecuaciones son independientes. 
EJEMPLO : 

x+3y= Gual 
Hésaes: E y = Área 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando (para ello solo se necesita tabular dos 
puntos para cada recta, y luego trazarlas) 


OBSERVACIÓN : 

* Se denomina ecuaciones independientes si los 
coeficientes de una misma incógnita no son 
proporcionales. 


11) Si las rectas son coincidentes el sistema de 
ecuaciones tiene infinitas soluciones representadas 
por todos los puntos sobre la recta, en este caso el 
sistema es consistente y las ecuaciones son 
dependientes. 


EJEMPLO : 
CN 

Resolver : (3x4 8y= Gea. Lg 

RESOLUCIÓN : 


dii) Si las rectas son paralelas el sistema de 
ecuaciones no tiene solución ya que las rectas nunca 
se cortan, el sistema en este caso es inconsistente. 


EJEMPLO a 

d Lx + y=4....«Ly 
Br y= cols 
¡UCIÓN: 


OBSERVACIÓN : 


Solucionar un sistema de ecuaciones con dos 
incógnitas consiste en encontrar valores para x* e y 
que satisfagan ambas ecuaciones. Gráficamente, 
resolver un sistema de ecuaciones consiste en 
establecer el punto de corte de las rectas. 

*A continuación presentamos un cuadro 
comparativo entre el aspecto geométrico y 
algebraico. 


Bi lan rectas se intersectan on | El sistema tieno solución única, 


un solo punto, El sistema es compatíblo, 

Bi las rectas von coincidentes, 

es decir las rectas painter — | Elnistoma tieno infinitas 
úsectan en un infinito número de | soluciones, 
puntos: Las dos ecuaciones — | Elaistoma os compatiblo, 
«corresponden a la misma recta. 

Silas rectas son paralelas, es 

decir las rectas no po El sistema no tieno solución. 
interceptan parque no hay —— | El sistema os ¡ncompatiblo, 
puntos en común. 


1) DE ACUERDO AL TIPO DE 
ECUACIONES 3 


Los sistemas pueden ser lineales o no lineales. 
4) SISTEMAS LINEALES 3 


Son aquellos sistemas donde cada una de las 
ecuaciones son lineales. Esta denominación se debe 
a que, en la geometría analítica, estas ecuaciones 
determinan una recta. 
EJEMPLO : (-x+3y-22=-17 

-2x—3y=14 

-8x — y — 22 =2 
* Es un sistema lineal determinado y su solución es 
(EL; 4; 3) 


15) SISTEMA NO LINEAL : 


Es aquel sistema donde, al menos, una de las 
ecuaciones es no lineal. 


EJEMPLO : 
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a? y? =13 
x—y=1 
¡TEMAS DE ECUACIONES 


LIVEALES CON DOS 
UN AS 


Un sistema de dos ecuaciones con dos variables es 
[aj +b,y=c, 
[aga + by =07 


de la forma ; ( 
RESOLUCIONES DE SISTEMAS LINEALES 
(2 LYCÓGNITAS): 

El método que mayormente se utiliza es el 
denominado método algebraico que consiste en 
realizar transformaciones lineales con las 


ecuaciones del sistema para eliminar 
progresivamente las incógnitas. 


* La forma en que se lleva a cabo dicha eliminación 
genera 4 procedimientos: 


DSUSTITUCIÓN 
I)IGUALACIÓN 
TID)REDUCCIÓN 
IV) REGLA DE CRAMER 


MÉTODO DE SUSTITUCIÓN: 
Se resume en los siguientes paños: 


* En una ecuación, suponiendo conocida una 
incógnita, hallar el valor de la otra (esta operación 
se llama despejar una incógnita): 

* Sustituir la incógnita despejada en la otra 
ecuación del sistema, obteniendo así una ecuación 
con una incógnita. 

* Resolver la ecuación obtenida. 


* Sustituir la solución obtenida en la expresión de 
la otra incógnita. 

EJEMPLO 1: 

x+3y=5 

Resolver : de +2y=6 

RESOLUCIÓN : 

* Despejamos x de la primera ecuación por lo que 
tenemos x = 5 - y. Sustituimos este resultado en 


la segunda ecuación y tenemos una ecuación con 
una sola variable. 


2(5- 3y) +2y =6 >10-Gy +2y =6 
>Ay=4=>y=1 


* Con y = 1 mediante sustitución regresiva es decir 
sustituyendo 1 en vez de =y» en las eccuaciones 
originales, Tenemos el valor de x o sea: 2x+2(1)= 6 
tenemos 2x = 4 entonces 1 =2. 
* La solución del sistema vendrá dada por el par 
12; 1). 
EJEMPLO 2 : 
Lx —3y=-13 
Resolver : | 4.4 gy=-2 
RESOLUCIÓN: 
*Se despeja en la segunda ecuación el valor de y: 
y=-1-2x% 
* Sereemplaza la expresión en la primera ecuación: 
Lx — 3(-1- 2x, 
=> 2+3+6x 
>81 =-16 >x=-2 
* Se reemplaza en cualquiera de las dos ecuaciones 
y se calcula el valor de y: y =-1 - 2(-2) = 3 
* Entonces: C.S. = (-2; 3) 


MI) MÉTODO DE IGUALDAD : 


Podríamos resumir este método de igualación en los 
siguientes pasos. 


* Despejar en las ecuaciones la misma variable, 
* Igualar las dos expresiones de la variable 
despejada. 
* Resolver la ecuación obtenida. 
* Sustituir la solución obtenida en cualquiera de 
las expresiones de la otra incógnita. 
EJEMPLO : 

2x—3y=-5 
Resolver : (3x+4y=1 
RESOLUCIÓN : 


* Al aplicar este método también conveniente 
observar cuál es la incógnita que más fácilmente se 
despeja en las dos ecuaciones. 


* Se despeja la misma variable en las dos ecuaciones: 
2x5 
y= 


3 


y 
"Lomo Yee 
PE 40996) =301— 85) 


+ 8120395 =>17=28>2=77 
*Se reemplaza el valor de x en cualquiera de las dos 
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ecuaciones y se resuelve la ecuación para y: 


2)-5 
q al 


1) MÉTODO DE REDUCCIÓN (EL MÁS 
UTILIZADO) : 


Este método llamado también de eliminación se 
resumen en los siguientes pasos: 


* Multiplicar los dos miembros de las dos ecuaciones 
por ciertos números, de tal forma que los coeficientes 
de una incógnita sean opuestos. 


* Sumar las dos ecuaciones miembro a miembro. 
* Resolver la ecuación obtenida. 


* Sustituir la solución obtenida en cualquiera de 
las dos ecuaciones iniciales y hallar la otra 
incógnita. 


EJEMPLO 1 : 


Resolver [24+3y=5 
2x-3y=7 
RESOLUCIÓN: 


* Comos los coeficientes de y son iguales pero de 
signo contrario , no es necesario multiplicar 
ninguna de las ecuaciones . Al sumar las dos 
ecuaciones se obtiene : 

23+3y=5 

21-3y=7 

"4 =123x=3 
* Sustituyendo «x» en la primera ecuación: 
2(3) +3y=5 => NS -3 

* Entonces ; C.S, = (8; -5) 


EJEMPLO 2 : 
[le P6y= UL cecenconrerrenaonsniocos 


Resolver : js JT cesioratorición 


RESOLUCIÓN : 


* Eliminaremos la variable «y» para esto 
multiplicamos por 3 a (1) y por 5 a (11), resultando: 


9x+15y=33 “Restando 
10x +16y=35 miembro a 
al, miembro? 
* Susti *=2en (D): 
A o 3(2)+5y==>11y=1 


nces :.C.S, = (2; 1) 


ye 


EJEMPLO 3 : 
+ y=6 

Resolver : |2¿_y=3 
RESOLUCIÓN : 
*Observe que una ecuación contiene +y y la otra 
—y. Al sumar las ecuaciones, podemos eliminar la 
variable y obtener una ecuación que contiene una 
incógnita : xty=6 

2Lx-y=3 

>3x=9 

* Ahora despejamos la variable restante , x:x0-=3 
* Por último, determinamos y sustituyendo x* =3 
en la ecuación original. 3+y=9> y=6 
* Entonces: CS. = (3; 6) 
EJEMPLO 4 : 


Lo +y=3 
Resolver : | 4 2y=12 
RESOLUCIÓN: 


* Se puede eliminar la varibale y multiplicando la 
primera ecuación por -2, después sumamos las 
ecuaciones : -4x-2y=-6 
4x+2y=12 
0=6...faluo 

% Como 0 = 6 es un enunciado falso, este sistema 
no tiene solución. Este sistema es inconsistente y 
las rectas serán paralelas cuando se las grafique. 


EJEMPLO 5 : 


RESOLUCIÓN: 


* El objetivo de la reducción, es obtener dos 
ecuaciones cuya suma sea una ecuación que 
contenga sólo una variable. Si sumáramos estas dos 
ecuaciones, no eliminamos variable alguna. Sin 
embargo, si multiplicamos una de las ecuaciones por 
-1 y después sumamos, lograremos nuestro objetivo. 
Multiplicamos la ecuación 2x + y = 6 por -1, da 
como resultado -2x — y = 6. 


* Recuerde que debemos multiplicar ambos lados 
de la ecuación por -1. Este proceso tiene el efecto 
de modificar el signo de cada término de la ecuación 
que es multiplicada, sin cambiar la solución del 
sistema de ecuaciones. Ahora, sumamos las dos 
ecuaciones de la derecha, 9, y =-6 


3x+y=5 P 
ml 


* Despejamos y en cualquiera de las ecunciones 
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originales. -2(-1) +y=6 => y=8 
* Entonces : C.S. = (-1; 8) 


TM) REGLA DE GRAMER (TEOREMA) 3 
La solución del sistema de ecuaciones. 


ax +b)y=0, 
* Esta dado por: le, b, 
A _l3 bal_ cibz-egby. 
A, [ar bj| ajpby- aj," 
3 bal 
1 er 
A _l0 csl_ a/03- aye, 
A, [a B| ajpby-azb, 
+ Donde: ash; 


A, = Determinante de x: 
A, = Determinante de y 


A, = Determinante del sistema 
* Siempre que: 
41 b, 


Ala, by 
+ Es decir este teorema nos proporciona una 
condición necesaria y suficiente para que ur Sistema 
sea compatible determinado, esta condición es que 
el determinante del sistema sea diferente de cero. 


EJEMPLO 1 : ( 


=a/b,-azb,=0 


2+y=3 


Resolver el sistema : |, gy19 


RESOLUCIÓN: 
* Los determinantes de las variables y del sistema 
a a (313) -(18)(1) =-9 


18 3 
2 3 
a, |; 10 1D =33 


ed 
A= 
1 3 


|> (23)-(01=5 
* Luego aplicando la Regla de Cramer 


¡seed 


5.5 


* el conjunto solución: C.S. ( 
EJEMPLO 2 : 
Zx+2y=4 


*-y= 
RESOLUCIÓN : 


Resolver : 


Calcular «x» en el sistema : [ 


RESOLUCIÓN: 
* De acuerdo a la teoría : 


EJEMPLO 4 : 


Calcular «y» en el sistema 


RESOLUCIÓN : 
* Para el cálculo de «y» tenemos : 
— 45] 
26|_—182+180 _—2 


5 | 21-20 1 


=>y=-2 


4 -3 


EJEMPLO 5:  (4x+by=3 


¡8x + 10y =6 
RESOLUCIÓN : 
* El determinante de la matriz de coeficientes es: 
4 5 
A, l; sol 40—40=0 
* Como el determinante del sistema es 0 y este 
determinante es el denominador de las expresiones 
para x y y, entonces no se puede usar la regla de 
Cramer. En este caso se dice que el sistema no tiene 
solución única. El sistema es inconsistente o 
dependiente. 


* La regla de Cramer se puede aplicar para resolver 
cualquier sistema de ecuaciones lineales en el que 
el número de ecuaciones sea igual al número de 
incógnitas y en el que el determinante de la matriz 
de coeficientes sea diferente a O. 
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ANÁLISIS DE UN SISTEMA LIVEAL DE 
3 ECUACIONES CON 2 INCÓGNITAS 
Consideremos el siguiente sistema : 

lar +b,y=0,5 azsbzscz 0 

¡aya +byy= 02 
1) El sistema será compatible determinado, es decir 
posee sólución única, si se cumple: 
a, _b, 

eS A 


11) Para que el sistema dado sea compatible 
indeterminado (infinitas soluciones), se debe 


cumplir; E 


Es 


* Si: A,=0; A,=0 A A,=0, el sistema es 


compatible indeterminado y tiene infinitas 
soluciones. 


11) El sistema es incompatible o inconsistente debe 
cumplirse : 


S- ns e 
bz 

* Si: A,=0; A,=0 y A,=0, el sistema es 

incompatible, no tiene solución. 


EJEMPLO 1 : 
3u+y=7 


Bx+4y=-1 


El sistema lineal : 


Se tiene E e 4 > el sistema tiene solución única. 


EJEMPLO 2 2e+3y=1 


El sistema lineal ; bser=a 


Se tiene 25 10 sistema lineal tiene 


9.3 

infinitas soluciqnes. 

EJEMPLO 3 : 

El sistema lineal 14% — 6y =4 
8x-10y = 14 


4 
==> el nistema lineal no 


O 14 
tiene solución. 
EJEMPLO 4 : 
y [2x + hy =5k 
Dado el sistema :| 5; 4y=-97 


ES qué valor de «k»; es incompatible 


RESOLUCIÓN: 
* Calculando «a» vemos que: 
5k k 


¿=127 4|_—20k+27k __ 7k 
2 k —8—5h —5k-8 
5-4 
* Para que no exista solución debe cumplirse que : 
=5k-8=0 >k=-— 


SISTEMAS DE ECUACIONES 
LINEALES CON TRES 
INCÓGNITAS 


Tienen la siguiente forma: 

ajr+b,y+0,2=d, 

193 + byy+ 097 = dy 

a3x% + byy + 032 = dy 
Al igual que en el sistema de dos ecuaciones lineales 
con dos variables, un sistema de tres ecuaciones 
lineales con tres variables también tiene 
exactamentes una solución, infinitas soluciones o 
no tener solución. 
MÉTODOS DE SOLUCIÓN : 


Los métodos más usados para este tipo de sistemas 
es el algebraico y el método de las determinantes. 
Veamos como funciona el método de reducción en 
un sistema de tres ecuaciones con tres variables, 
EJEMPLO 1: 


Resolver ; 


Lx —2y-32= 
RESOLUCIÓN: 
*Para un sistema de tres ecuaciones debemos 


eliminar una variable a la vez formando pares con 
las ecuaciones dadas. 


*Por ejemplo eliminamos la variabla «z» de las 
ecuaciones (1) y (II) , multiplicando la ecuación (1) 
por «2» tenemos : 

24 2y-22=-2 

de — 3y+22=16 

6x—Y= 14m la) 
* Ahora eliminamos «z» de las ecuaciones (1) y (1) 
para esto multiplicamos la ecuación (1) por «3» y 
sumando tenemos: 

—3x— 3y +32=3 


2:-2y-32=5 
—x-6y= Bu B) 
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* Luego resolvemos de (a) y  (B), resulta: 

x= 2; y = -2, con estos valores hallamos «2», 

reemplazando en la ecuación (1) tenemos: 
2-2-2=-1>2=1 


* Entonces : C.S. = (2;-2; 1) 


EJEMPLO 2 : 


RESOLUCIÓN : 
* Sumando (11) y (II), se obtiene: 
x+162=22 ... 
* Luego de 6(1) + 3(111), se obtendrá: 
25% — 15y + 352 = 155 
—9x + 15y + 212 =-3 
16x + 562 = 152... 
* Ahora de (a) y (B) : 
ES x+ 167 = 22 
16x +56z = 152 
2002 = 200 
>2=1>x=6 
* Reemplacemos estos valores en (1) ; 
5(6) - 3y + 7(1) =31> y =2 
* Finalmente : C.S. = (6; 2; 1) 


REGLA DE CRAMER PARA 
RESOLVER SISTEMA DE 
ECLACIONES COX TRES VARIABLES 


La Regla de Cramer (llamada así en honor a Gabriel 
Cramer de Ginebra, 1770-1762) usa determinantes 
para resolver un sistema de ecuaciones lineales. 


Un sistema de n-ecuaciones lineales con n- 
incógnitas tiene una sola solución, ei y solamente 


si el determinante A formado por los coeficientes 
de las incógnitas no es igual a cero. 


* Sen: ajo +byy+c,2=d, 

09% +byy +02 = da 

agx +b¿y+c32=d3 

* Su resolución por la regla de Cramer, 
(donde A, = 0 )es: 


d, dB, e, a de 
de da cz a da cz 
Aldo ds cs SS as dy Cy 
A, |a, B ej A, [a Be 
az ba 0 82 Da cz 
as Dz cs as dy Cy 
a, D, d, 
az dz del 
z= A 1% bs de 
A, la, dB, e, 
az da C 
as dy Cy 
Donde: 


A, : Se forma con los coeficientes de las incógnitas. 

A,: Se forma cambiando en A. los coeficientes de 
x por los términos independientes. 

A, :.Se forma cambiando en A los coeficientes de 
y por los términos independientes. 

A, + Se forma cambiando en A los coeficientes de 
z por los términos independientes. 

EJEMPLO 1 : 


Resolver : ly 332 =8 


2x+y-2=3 
-2r-y+22=1 
RESOLUCIÓN : 
* Se halla el determinante de coeficientes : 


123 E 23 
A72 1-1 =; A 7 js2(71-21-9=8 


2 —1 2 
* Sehalla luego Ax» Ay Az * 
8.2 3 18 3 
A/=13 1 -1[=-18 4,=| 2 3 —1|=15 
1-1 2 -2 1 2 
128 
A.=|2 1 3|=12 
* Luegos =2-11 
PER AE 
Pe =] 
o 
DE 
AT 
ES 


* Entonces : C.S. = (6; 6; 4) 
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EJEMPLO 2 : soluciones (pudiendo ser incluso incompatible) 
Rover 7 a 2y=32=4 IM)SiA,=0 y por lo menos algún 

E A,=0A A,=0V A,=0 , entonces necesariamente 
ASA el sistema dado es incompatible. 
RESOLUCIÓN : 
E INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE UNA 
* Primero : LES 
; A ECUACIÓN CON TRES EYSCÓGNITAS 
2 1-1 La terna ordenada (1 ;-2 ; 2) es una solución de la 


* Entonces el sistema tiene solución única, además 
tenemos : 


4-2 1 4-3 
AA 1 =24|=15) A ,=|1.3—4|=10 
E ST 
1-24 
A,=|1 —2 3)=5 
DER 


*Entonces los valores de x, y , z son dadas 


EJEMPLO 3 : 


Calcular el valor de «y» en el sistema : 
6x-2y+32=6 


7u+3y-4 
Le+4y+32=5 
RESOLUCIÓN : 
* Por determinantes , se tendría : 
56 3 
7 6-4 
_|-2 5 al _5(38)-6(13)+3(47) 
Y2 15 2 3] 5(26)+ 2013)+3(34) 
78 e 
-24 3 
> y 190789141 _ 258 _, 
125+26+ 102 253 
PROPIEDADES: 


sistema es 


DSi:A,,A,,-A,ER M A,=0,el 
compatible determinado. 


Luego: 
E =%, y=%, E ri (solución única) 


II) Si: 5,=0;A,=0;A,=0 A A,=0, ol sistema 
es compatible indeterminado y tiene infinitas 


ecuación x-2y+52=15 porque 1-2(-2)+5(2)=15 


Otras triplas ordenadas que satisfacen la ecuación 
son (0; -5; 1), (5; 0; 2), (23; 4; 0). Hay muchas 
más. El conjunto solución de la ecuación es un 
conjunto infinito. 


La gráfica de una ecuación en tres variables es un 
conjunto de puntos representados por ternas 
ordenadas de números reales . Tales puntos se 
representan en un sistema de coordenadas de tres 
dimensiones. 

Así: 

Para representar gráficamente la posición de un 
punto en el espacio es necesario considerar tres 
rectas mutuamente perpendiculares que se 
intersectan en un punto. Estas rectas se llaman el 
eje X, el eje Y y el eje Z. El punto de intersección se 
llama el origen O de las a 


* La terna de números reales (a; b; e) corresponde 
a un punto particular en el espacio y se representa 
como se indica en el gráfico. 


EJEMPLO 1 : 
Representa la terna : P = (8; 4; -2) 
RESOLUCIÓN : 

* Se traza el sistema coordenado de tres ejes. 
*Se representa la pareja (3; 4) en el plano X, Y. 
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* Deede el punto P = (3; 4) se buscan 2 unidades en 
el sentido negativo de la z . 

* P ha sido desplazado 3 unidades en la dirección 
del eje X, 4 unidades en la dirección del eje Y, y 2 
unidades en la dirección del eje Z. 


*P=(3;4; -2) 


EJEMPLO 2 : 
Reepresentar la terna: (1; 3; 6) 
RESOLUCIÓN : 


REPRESENTACIÓN GRÁFICA 
DE ECUACIONES 


Mientras las ecuaciones lineales de dos dimensiones 
representan rectas, las ecuaciones lineales con tres 
variables : ax + by + cz = d, representan planos. 
Para representar un plano se necesitan tres puntos 
que no estén en una misma recta. Y éstos se 
determinan encontrando tres soluciones de la 
ecuación a representar. 


EJEMPLO 1 : 
Representar gráficamente la ecuación : 
4x + 3y +22 =12 
RESOLUCIÓN : 
* Buscamos tres ternas que satisfagan la ecuación. 


* Las ternas más fáciles de encontrar son las 
correspondientes a los puntos de intersección del 
plano con cada uno de los ejes. Estas se obtienen al 
hacer que dos de las tres variables sean cero y 
resolviendo la ecuación para la otra. 


* Punto de intersección del plano con el eje X; 
Hacemos y = 0, z = 0 y despejamos x: 
dx +3(0) + 2(0) =12 >x=3 

=>El punto de intersección del plano con el eje X 
es: P, =(3;0; 0) 
* Punto de intersección del plano con el eje Y : 
Hacemos x = 0, z = 0 y despejamos Y : 

4(0) + 3y + 2(0) =12 >y=4 
=> El punto de intersección del plano con el ejeY es: 

P, = (054; 0) 
* Punto de intersección del plano con el eje Z: 
Hacemos x = 0, y = 0 y despejamos 2: 
4(0) + 3(0) + 2z = 122 =6 

=>El punto de intersección del plano con el eje X 
es: P, = (0; 0; 6) 

* Ubicamos en el eje de tres coordenadas y 
trazamos el plano determinado por la ecuación 
4x + 3y +22 =12 
* Todos los puntos que pertenezcan a este plano 

son goluciones de la ecuación. 


(0; 0; 6) 


(0; 4; 0) 


X4 (3; 050) 
EJEMPLO 2 : 
Representar gráficamente la ecuación + 
x-2y +52 =15 


RESOLUCIÓN: 


16-x+ 
«So despeja a, cs decir; aca 


* Dando valores convenientes a “aw”. 


la tabla: 


y “y” se obtiene 


* La grafica de una ecuación lineal en tres variables 
es un plano. 

* Si se tiene el siguiente sistema de ecuaciones 
lineales en las variables x, y y 22 
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ajx+b,y+e,2=d, 

ay +boy+032= dy 

aga + bay + 032 =dy 
El conjunto solución del sistema es la intersección 
de los conjuntos solución de las tres ecuaciones. 
Como la gráfica de cada una de las ecuaciones en el 
sistema.es un plano, el conjunto solución se puede 
interpretar gráficamente como la intersección de 
tres planos. Cuando esta intersección da un único 
punto, las ecuaciones del sistema se dice que son 
consistentes e independientes. 

E 


SOLUCIONES DE LOS SISTEMAS DE TRES 
ECCACIONES COX TRES VARIABLES 


En un sistema de tres ecuaciones con tres 
incógnitas. Cada una de las ecuaciones representa 
un plano, De acuerdo con las posibles relaciones que 
se dá entre los tres planos , se determina el tipo de 
solución que tiene el sistema. 


% La intersección de los tres planos es una recta 
(hay infinitas soluciones). 


> Los tres planos se interceptan en un punto lá 
solución es única) 


SISTEMAS LINEALES DE  -1» 
ECUACIONES CON «nm» INCÓGNITAS 


0%, +b,%3+ 


Ay X] HD %g +... 
REGLA DE CRAMER: 


Dado un sistema lineal de «nm» ecuaciones en «n» 
incógnitas, el valor de una letra cualquiera es una 
fracción que tiene por denominador al determinante 
en la que la columna de los coeficientes de la letra 
se ha cambiado por la columna de términos 
independientes. 


* El determinante de la matriz de los coeficientes 
de las incógnitas es distinto de cero. (Determinante 
del sistema). 


O] DioeconooC, 
_|42 ba 


.Co 


A, =0 


Cn Bn, 


* La solución viene dada por : 


31=1,2,3, 


Te 


2 a, es la matriz que se obtiene a partir de la matriz 
A, cambiando los elementos de la columna ¿ por los 
términos independientes. 


* Para resolver un sistema de n ecuaciones con n 
incógnitas por la regla de Cramer es preciso calcular 
n + 1 determinantes de orden n. 


PROPIEDADES 3 
1) Tiene solución única si A, =0 


11) Tiene infinitas soluciones si A,=04 4,=0 
para cada ¿;i=132;...n 


11I) No tiene solución si A, =0 A A, 0 para algún 
ici=l:2-2 5 
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SISTEMA LIVEAL HOMOGÉNEO 


Son aquellos sistemas lineales donde cada ecuación 
tiene término independiente nulo. 

1% + DY A ca 4 02 = 0. 

09% +byy +... + 032=0 


A) 
* Siempre es compatible dado que al menos una 
solución es: x =y = au... =2 = 0, donde es trivial o 
impropia. 
SOLUCIÓN TRIVIAL : 


Son las soluciones de la forma ((0; 0; ....:0)) Un 
sistema lineal homogéneo siempre tiene una 
solución trivial o impropia. El estudio de los 
sistemas lineales homogéneos siempre se centrará 
en investigar si existen otras soluciones aparte de 
la trivial (solución propia). 


ANALIZANDO (Sistema HomMoGÉNEO) 


1) A, +0; el sistema tiene única solución la trivial 
(0; 0; 0); se deduce de Cramer. 


1) A, =0; el sistema tiene infinitas soluciones; es 
decir es compatible indeterminado. 


SISTEMA LINEAL DE «n- 
ECUACIONES 


CON «m>- INCÓGNITAS (n > m) 


Un sistema de más ecuaciones que incógnitas es; en 
general, incompatible o imposible. 

Habra solución solo si al resolver el sistema 
formado por «m» ecuaciones y «mm» incógnitas; los 
valores hallados verifiquen las «nz — m» ecuaciones 
restantes ; entonces la solución encontrada será la 
solución de todo el sistema. 


CASO PARA «1» ECUACIONES y «n - 1- 
ESCÓGNITAS 

aj +byy=c, 

ayx+ bay =Cg 

(aya +byy=03 

SISTEMA LINEAL DE -n- ECUACIONES 
CON -m- INSCÓGNITAS (n < m) 


Sea : 


Un sistema de más incógnitas que ecuaciones es por 
lo general un sistema compatible indeterminado. 


Estos tipos de sistema reciben el nombre de 
Ecuaciones Diofánticas. 


La resolución de un sistema de este tipo dependerá 
de las incógnitas restantes las cuales se hallarán 
usando parámetros adecuados las cuales se les 
asignarán los valores que uno requiera. 


TEOREMA :3 


En un sistema de ecuaciones de 2 incógnitas , si el 
grado de la primera es «n» y de la segunda «mm» 
entonces el máximo número de soluciones será 
aa 


EJEMPLO : 
Resolver : 
x+y32=2 


By +z= 
RESOLUCIÓN : 

* De(I) +3(D): 4y-82=12>y=3 +22 

* Al reemplazar en (1) se obtiene: x==x-1 

* El conjunto solución es C.S.= (2 - 1; 3+ 2a5 2) 

+ Como vemos en la solución general, las variables 
x e y dependen de la variable z. Esto significa que 
para cualquier valor de la variable z se obtienen 


valores diferentes de x e y, en consecuencia el 
sistema tiene infinitas soluciones. 


MÉTODO DEGAUSS PARA 
RESOLVER SISTEMAS DE 
ECCACIONES LINEALES 


Uno de los métodos más empleados (por su sencillez) 
en la resolución de sistemas de ecuaciones lineales 
es el método de eliminación de Gauss. El método, 
como su nombre lo indica, consiste en realizar 
determinadas transformaciones elementales en el 
sistema de ecuaciones lineales, de modo que los 
sistemas equivalentes que se van obteniendo 
contengan menos incógnitas. 

Como veremos a continuación, cuando el sistema 
de ecuaciones lineales está dado en su forma 
matricial, el método se reduce a escalonar la matriz 
ampliada del sistema, 

*Dado que nuestro objetivo es trabajar con matrices 
equivalentes formalicemos una definición para las 
transformaciones equivalentes entre matrices . 


DEFIVICIÓN : 


Dada una matriz A, a las operaciones: 
1) Permutar dos filas de A. 


2) Multiplicar todos los elementos de una fila de A 
por un número diferente de cero. 


3) Sustituir una fila por el resultado de sumarle a 


ella un múltiplo de culaquier otra fila. 


Be leg llamará TRANSFORMACIONES 
ELEMENTALES por filas en A. 


EJEMPLO : 


01 2) 

-10'3 

114 

* Si realizamos las operaciones: f, + 2f, + fa 
* Obtendremos la matriz B : 


Sea: A= 


* Entonces : AB 0 
DEFIVICIÓN: 


Dos matrices A y B son equivalentes( A-B) si una 
se obtiene a partir de la otra mediante 
transformaciones elementales. 


* En el proceso de encontrar las soluciones de un 
sistema de ecuaciones lineales la última matriz 
equivalente tiene una forma especial en su 
construcción, estas matrices se conocen como 
matrices escalón. 


* Ejemplos de matrices escalón : 


7-1-32 3.1.0 
0140 o 21 

A E 
“looxal Polo 00 
0003 o 0.0 
20312 
00121 

Cc 

"loo 071 
00.000, 

Las matrices escalón son muy importantes. 


eo 


DEFIVICIÓN: NN 


a dl 
Una matriz 'es "escalonada por filas o 
simplemente escalón , si se cumplen las siguientes 
condiciones; 


1) Si existe una fila nula (fila constituida sólo por 
ceros), al final de la matriz. 


2) Si el primer número de izquierda a derecha es 
diferente de cero, en cualquier fila no nula. 


existen dos filaas consecutivas no nulas (por 
las filas ie i +1) tal que tiene menor 
1d de ceros delante del primer número no nulo 


J.o».o..o.ss. 
001... + *llouiera (todoslos que 
0.0.0 1 * * * * *llestán sobre cada uno 
000.00 * * * *llde los elementos 1 
¡0000001** 
000000000 
000000000 
*Observa que la matriz : 
1021 
0035 
0.011 
0.0.0.2 


No es una matriz escalón , ¿Por qué? Porque el 
primer elemento diferente de cero en la fila tres no 
se encuentra a la derecha del primer elemento no 
nulo de la fila dos. 


MÉTODO DE GAUSS 


Consideremos, para simplificar notaciones y hacer 
más comprensibles la exposición, un sistema de tres 
ecuaciones lineales con cuatro incógnitas ; 


0,¡%]+0,3%7 +0,9%9 + 01,2, =0, 
Ayy%] + 9% + O g9Xg + 094%, = by 
y¡% +0 g9Xg + 095% +05,x, =Dy 
A la matriz A , conformada con los coeficientes del 
sistema ; 
¡Pa ra 
A=|ay Qoz Uoz los 


la llamaremos 

motriz del síntoma. 
(Gg1 Gs Uz5 Ozy 

A la matriz columna X , cuyos elementos son las 

incógnitas del sistema : — (%, 


la llamamos matriz de las incógnitas. 
* Finalmente, denotamos por B a la matriz columna 
de los términos independientes del sistema : 
B 
B=|b, 
by 
* Si efectuamos el producto matricial A-X e 
igualamos el resultado a la matriz B; esto es, 
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A-X=B, y además utilizamos la definición de 
igualdad de matrices , se obtiene el sistema de 
ecuaciones lineales dado inicialmente , por lo que a 
la relación A-X=B la llamaremos representación 
matricial del sistema de ecuaciones lineales. 


* El sistema de ecuaciones lineales : 


. 3, +2x,- *,=1 
2,- 2y+x 
Ey + Lo, 
* Puede escribirse como el producto ; 
3.2 0-1 E 1 
2 0-1 1| *|=[0 
xa 
01 1-2 3 
A 


* Ahora bien, si se quiere resolver el anterior 
sistema de ecuaciones en lugar de operar el sistema 
en sí, trabajamos con la matriz ampliada (A|B), es 


decir: 32 0 -111 
2 0-1 110 
o 1 1 -2|8 

DEFINICIÓN : 


Dado el sistema de ecuaciones lineales : 

h 
011%, + 09% +0¡yXg +01,x, =D, 
g¡X] Y 0g9X9 + A99Xg + 094%, = Do 


Agy%] + Ag9Xg + UggXg + 03%, = dy 


denotaremos por (A|B) a la o 145 ampliada del 
sistema, definida por : 


Gu Ci Gig Uy ' d, 
A=|a7, yz Ugg Mos! do 
' 
Agp Ugg Uag Gy¿ ¡Dz 
OBSERVACIÓN : 
De las definiciones de matriz ampliada, sistemas de 
ecuaciones lineales equivalentes y matrices 
equivalentes , se tiene que si M es la matriz 
ampliada de un sistema dado, y M, es la, matriz 


ampliada de un sistema equivalente al dado, 
entonces M y M, son equivalentes. 


* A] usar las operaciones elementales en las filas se 
busca transformar una matriz aumentada en una 
matriz de un sistema en forma triangular. La matriz 
resultante tendrá la siguiente forma para un 
sistema de tres ecuaciones lineales con tres 
incógnitas: 


*R ox o |* 
o*+- 1 * 
oo» * 
*Los siguientes ejemplos ilustran el procedimiento. 
EJEMPLO 1 : 


4x-3y =5 
Resolver es CE =1 
RESOLUCIÓN: 
* Se forma la matriz aumentada del sistema, es decir: 
4 3165 4-31 5 
ie 21 +. 6 13 


* La última fila de la matriz indica que : 
13y =-13=>y =-1 
+ Si se sustituye este valor de y en la primera fila : 
de - U-1)=5 >x=>3 


* conjunto solución : 


EJEMPLO 2 : 


* Calcular «z» del sistema : 


x—3y+22=12 
2 + y—42=-1 
x+3y-22=-8 


RESOLUCIÓN : 
*Se forma la matriz aumentada del sistema, es decir: 


1-3 2118 fi (1 -s 2112 
2 1 4-1 h=h lO 7 —B¡-28 
1 3-28“ " lo 6 
1-38 2112] 1 12 
Mé lo 7 e i26 30%" 26] 
O 0 20; 10 112) 


4 
* De la tercera fila de la matriz se tiene que ri 
TEOREMA : 

Dado un sistema de m ecuaciones lineales y n 
incógnitas A-X=B, denotaremos por M y M,, las 
matrices escalón equivalentes a las matrices A y 
(A; B), respectivamente. Entonces: 


D) El sistema es consistente si y sólo si el número p 
de las filas nulas en M es igual al número q de filas 
nulas en M,. 


11) Si el sistema es consistente y m = 
determinado. 


P=n,es 


[AM_ EZRA 


EE(s7o 


IIIN'Si el sistema es consistente y m=p=n=0, 
es indeterminado y tiene m-—p— n variables libres. 


* Si, por ejemplo, la matriz escalón asociada a un 
cierto sistema de ecuaciones lineales es: 


1-1 0.312 
OEI 30 
es 0.0. 6:1 
o 0. 0.013 


entonces el sistema es evidentemente inconsistente 
+ Nótese que en este caso P>g 


NOTA: 
Si en la matriz escalón aparece una fila con todos 
los elementos correspondientes a la matriz del 
sistema iguales a cero, excepto el término 


independiente [0-0 ... 0.1 b], entonces el sistema 
es incompatible. 


CONCLUSIONES: 

1) Un sistema de n ecuaciones con n incógnitas 
tiene una solución única si y sólo si la forma 
escalonada reducida por renglones de su matriz de 
coeficientes es 1. 


2) Si en la matriz escalonada el número de filas 
diferentes de cero es menor que el número de 
incógnitas, entonces el sistema es compatible 
indeterminado. 


3) Si en la matriz escalón del sistema de ecuaciones 
aparece una fila de la forma 


[0.0 ... 0|c] y c>0, entonces el sistema es 
incompatible. 


4) Todo sistema homogéneo es. compatible. 

* En resumen, el procedimiento consiste en reducir 
la matriz ampliada por.operaciones elementales en 
las filas, a una matriz equivalente en la que la 
solución del sistema Bea inmediata. Se pueden 
presentar estos/casos: 


1) En la matriz résultante no hay ninguna fila en 
la que el primer elemento no nulo esté en la última 
columna , entonces el sistema tiene una única 
solución o infinitas soluciones. 


di) En la matriz resultante aparece una fila con su 
primer elemento distinto de cero en la última 
columna, entonces el sistema no tiene solución. 
EJEMPLO 2 : 

Resolver el sistema por el método de la matriz 
ampliada ; e indicar el valor de «20» 


2w+x=3y-=82=4 
a+2y+z=-3 
Lw0-x+32=-3 
5w-y+2=-6 

RESOLUCIÓN : 

* El sistema anterior se puede escribir así : 
LZw+x-3y-32=4 
Ow+x+2y+z=-3 
2w0-x+0y+32=-3 
Gw+0e—-y+2=-6 

* La matriz ampliada del sistema es ; 


2 13314 o 213314 
ff 
—= fo 1 2 
2-5, lo 2 3 


* De donde se obtiene : 10 = 1 
EJEMPLO 3 : 
Resolver el sistema por el método de la matriz 
ampliada: 2w0+3x-4y-2=3 
Sw+x+y+22=1 
w-2:+3y-2=0 
10 -2x-y-92=6 
RESOLUCIÓN : 
* La matriz ampliada del sistema es : 
2 3 4 -118 12,28 =1.0 
ga 2ailfsf le 1 102 
A e E EA 
1 -2 -1 -916] 1 -2 -1 -91/6 
*y siguiendo con las transformaciones, llegaremos 


a: 1-2 3 -110 
O 7-8 6/1 
O 0-2 -4; 
o o 0 041 


* De donde la última fila de la matriz conduce a la 
ecuación : Ow + 0x + 0y +07 =1=>0 
* Entonces el sistema no tiene solución (4) 
EJEMPLO 4 : 


Resolver el sistema: 
(x+2y-32=6 


2x-y+4z=2 
4x+3y-22=14 
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ICON >. 2-1=0>(-1)*=2 
* La matriz ampliada del sistema es; A Aa 
1 2 306] fe-2f [1 2-31 6] EJEMPLO 2 : 
2-1 412 a O -5 10;-10 Rover 
4 3 2114 "lo -5 10!-10 SE 1) 
nn 23)06 [ 0) 
=>, [0 -5 10;-10 RESOLUCIÓN : 
¡O 0 01 0 * De (1) : y = 1-x; reemplazando en (11) 


*La última fila de la matriz anterior conduce a la 
ecuación Ox + Oy + 0z = 0 entonces el sistema tiene 
infinitas soluciones. El sistema original es 
equivalente al sistema: 

a+ 2y-32=6 

by + 107 =-10 
*Las ecuaciones de este sistema son dependientes. 
Si (rs 4 ; £) es una solución del sistema, entonces : 

r+2s-3t=6 
Ls + 104 =-10 

*Si se resuelve la ecuación -6s + 10f =-10, para a 


10+10t 


se obtiene; 8= =2+2t 


* Al sustituir este valor de a en la ecuación : 4 
r+2s-3t =6, se obtiene : 

r+2(24+21)-3t =6>r=2-t 

*Luego cualquier terna de la forma (2—£;2+24 ; £) 
es solución del sistema o el conjunto solución del 


sistema es: ((2;-t;2+ 2151) /t ER). 


SISTEMAS DE ECUACIONES NO 
LIVEALES 


Un sistema no lineal es aquel sistema que no es 
lineal. 

Para resolver un sistema no lineal de ecuaciones no 
existe un procedimiento general. Se puede eliminar 
variables, se puede sustituir y hasta puede graficar 
las ecuaciones para encontrar la solución, es decir 
sólo la experiencia le dirá a Ud. qué hacer. 
Presentamos problemas resueltos para móstrarles 
algunos métodos que se puede utilizar. 
EJEMPLO 1 : 

Calcular «x» en : 


A A Y 1] 


AY SA co a pr AM) 
RESOLUCIÓN : 

*De(l):y=2-x 

* Reemplazando en (11) : x(2-x) =-1 


AE 2 =26 > 4142-20 =25 
* Simplificando , obtenemos : 
*-x-12=0 

Factorizando (x — 4) (x +3) =0 
Igualando cada factor:a cero. 


>|y=-3 


»[3=4] 


4 


Para: 


=-3 


Para: 


EJEMPLO 3 : 


Resolver : 

E —2xy+38y? = 19 mmmna A 1 
E E Y ORIO AROMA y $ 

RESOLUCIÓN 


* Cuando se trata de polinomios homogéneos se 
puede hacer : y = kx, de donde resulta. 


aaron Lex hx+3hx? =19 
Miembro Año 
A xx hxo+dh ia? =38 
1-2k+3k? _ 19 
2—Rk+4k? 38 
=>2—4h +6h* =2 — kh +4h* =>2k* — 
>R2k-3)=0 >k=06 k=3 


nana 
19 
= 


3k=0 


>y=0 óy=3x 
* Luego para y = 0, en el sistema original, resulta: 


A 
38 


2x 


* Finalmente para Y 


2 


=19>x=4>x=1 2 


a? | 


* Dedonde: 


=[»=s] 


.m conjunto solución final , será : 
((19:0).(415;0),(2:3),(2;-8)) 
EJEMPLO 4 : 


Dado el sistema : 
. Jarry + Jy+z+Vz+x =18 


A lary-Jy+z+Vz+x =6 
2fx+y-Jy+z+ zx =11 
Hallar la suma: 3 +y+z 
RESOLUCIÓN : 
* Haciendo uso de la transformación : 


Jx+y=u u+o+w=18. 
Jy+z =0 >jU-0+wW=6 
Virz=w  (2u-v+w=11 


* De (1) - (11) , resulta : 
20=12>0=6>u=5yw=7 


* Luego: E 
Jxty=6 a+ y=25 
Vy+z=6 > jy+z=36 
Vz+x=7 z+x=49 
2 +2y+22=110 
> a+y+z=65 
EJEMPLO 5: 


Resolver el sistema : 
(+* y? -9)=65 
(a? + y*)(x + y) =65 
Siendo «x» e «y» números enteros 
RESOLUCIÓN : 
* Haciendo : x= my; se obtiene 
(im? -Dy*(m-Dy=5- 
(im? +1) 92 (m +41 y = 65... 
* Dividiendo miembro a miembro : 
(m4 D(m+ 1D) 65 _ 13 
MmiDm-Dm-D 5 1 
* Por proporciones : 
m* + 1=13m*-26m + 13 
* Simplificando ; 
Mesias: +6=0=> (2m-3)/(8m — 2)=0 
3 2 
Í  >m So 6 m= 3 
plazando en (1) , resulta : 
M8 617 =27 


* Pero como y € Z, entonces: y=2 6 y=3 
* Luego: 


Si y=2 >*=2()=3 


Si y=3 >.-3(0=2 


EJEMPLO 6 : 
Calcular el valor de «a» para que el siguiente sistema 
tenga solución única: 


y=x*+1 

a? + y? 
RESOLUCIÓN : 
*Graficando : 


Xx: 

* Para que el sistema tenga solución única, las 

gráficas se deben interceptar en un punto o 
Y 


EJEMPLO 7 : 


Resolver : 
E 2? 4+9=10 
xa+y+z=8 
lx,y,2) C R* 


RESOLUCIÓN : 


* Construyamos un triángulo rectángulo donde 
intervengan las ecuaciones del sistema : 


Vemos que este 
es un triángulo 
conocido. 


(EHGONES HOTINOS 


CSS 


SISTEMA DE ECUACIONES ) 


* Tomemos la contangente de 37” en cada triángulo 
sombreado ; 


EJEMPLO 8: 


ay+aty=7 
Resolver : PRA 
s y yz+y+z=0b 


RESOLUCIÓN : 
* Factorizando cada ecuación : 

(+ D(y+1)=8 
(x+1)(2+1) =12 
(G+1M2+1) =16 

* Multiplicando miembro a miembro : 
(+ D (y + Dz + 1)* = 247 
>lx + 1(y + 12 +1) = 424 
* Reemplazando (4) : 
8Sz+1) =+24 > 2=2 V 2=-4 
12(y + 1) 
6lx +1) 


MÉTODOS GRÁFICOS 


Los métodos gráficos son didácticos e ilustrativos, aunque 
en general carecen de interés práctico en las aplicaciones 
técnicas de importancia. Además están restringidos 
generalmente a sistemas de dos o tres ecuaciones reales. 


(0) 


Dos sistemas de ecuaciones con dos incógnitas de valor 
real, suelen aparecer como uno de los cirico tipos diferentes 
mencionados a continuación. Tienen una relación con el 
número de soluciones: 


* Aquellos sistemas de ecuaciones que representan 
graficamente rectas y curvas que se intersectan entre si. 
Este tipo de sistema de ecuación es considerado como el 
normal. Suele tener un número de soluciones finito cada 
uno formado por las coordenadas de los punto de 
intersección. 


* Sistemas que tiehen simplificaciones falsas. Por ejemplo: 
1=0. Graficamente se representan como un conjunto de 
líneas que nunca se intersectan entre si, como líneas 


paralelas. 


* Sistemas de ecuaciones en las que ambos simplifican a 
una identidad (por ejemplo, x =2x - y ; yx=0). Cualquier 
asignación de valores a las variables desconocidas satisface 
las ecuaciones. Por lo tanto, hay un número infinito de 
soluciones, que graficamente, se representa como todos los 
puntos del plano que representa la solución, 

* Sistemas en los que las dos ecuaciones representan el 
mismo conjunto de puntos: son matemáticamente 
equivalentes (una ecuación general puede ser transformada 
ep otra a través de la manipulación algebraica). Estos 


sistemas representan completamente la superposición de 
líneas o curvas, ete Una de las dos ecuaciones es redundante 
y puede ser desechada. Cada punto de la serie de puntos 
corresponde a una solución. Generalmente, esto significa 
que bay un número infinito de soluciones. 


* Sistemas en los que una (y sólo una) de las dos ecuaciones 
se simplifica a una identidad. Por lo tanto, es redundante y 
puede ser descartada, según el tipo anterior, Cada punto 
de la serie de puntos representados por los demás es una 
solución de la ecuación de los que hay a continuación, por 
lo general un número infinito. 


La ecuación x* + y* =0 puede ser pensada como la ecuación 
de un círculo cuyo radio se ha reducido a cero, por lo que 
representa un único punto: (x= 0, y = 0), a diferencia de 
una normal de un círculo que contiene infinito número de 
puntos. Este y otros casos similares muestran la razón 
por la cual los dos últimos tipos anteriormente descritos 
necesitan la calificación de «normalmente». Un ejemplo de 
un sistema de ecuaciones del primer tipo descrito 
anteriormente, con un número infinito de soluciones viene 
dada por x= | x |. y = | y | (donde la notación | | indica 
el valor absoluto de la función), cuyas soluciones se forma 
un cuadrante de la »-y plano. Otro ejemplo es x = [y]. 
y = [x], cuya solución representa un rayo. 

UN POCO DE HISTORIA : 

Ef primer sistema de ecuaciones lineales del que se tiene 
noticia cierta es el de Thimaridas de Paros, un pitagórico de la 
primera época, autor de una aritmética que ha llegado hasta 
nuestros días. He aquí el problema junto con su solución. 

« Si se conoce la auma de varias incógnitas, así cómo 
también las sumas parciales de una de ellas con cada una 
de las otras, y se suman todas estas sumas parciales , 
restando después la primera suma total y se divide la 
diferencia por el número de incógnitas disminuido en 2, se 
obtiene el talor de la primera; y de éste se deducen los 
demás.» 

Traté de plantear este sencillo sistema de ecuaciones llegando 
ala solución indicada por el autor hace apenas 2500 años I!I! 
Durante cientos de años los matemáticos no supieron darle 
diferentes nombres a las incógnitas cómo lo hacemos hoy 
en día. Diofanto resolvió multitud de sistemas de ecuaciones 
luchando con la dificultad de tener un sólo símbolo para 
llamar a lo que tenía que calcular, que denominaba 
arithmos, que quiere decir número. 

El primer sistema de ecuaciones con un método para su 
resolución, el de reducción, fue ideado por Juan Buteo, monje 
francés (1492-1572) . La notación, en aquel tiempo, era esta: 


1 38, 30 19 
AB FA 0 
10 ha ha 1 


Hoy en día hay que sustituir tas comas por signos de adición y 
dios paréntesis rectos por signos de Igualdad y ya 
tema de ecuaciones llsto y lizado para 


PROBLEMA 1: 


Dado el sistema de ecuaciones: 
1 » le —-2y=m 
L 


[2 +9y=m 

Determine m, de modo que y sea menor que x en 7 
unidades. 

AJAZ BJ37 CJ 
RESOLUCIÓN : 


*.Como m = m, entonces : 


DJ4 EJ74 


6x-2y =x + 9y 
>4x = 1ly 
* Pero por dato: x=y +7 
=>4(y +7) =11y > 4y +28 = 1ly 
>y=4x=11 
* Reemplazando en la primera ecuación dada: 
6(11) - 2(4) =m =>m = 47 
RPTA “A” 
PROBLEMA 2 : 
¡Al resolver el sistema : 


la+blx+la=6)y=3 (a? +b* 170) 
ax-by=2la* +67). 0 
el valor de x es: 
Alza —Bi2b Cja+b 'D)2a+b Ela +2b 
RESOLUCIÓN : 


* Haciendo (1) - (10): 
br+ay=a'+b* 
ax- by =2(a +b) 

* Luego de (b) x (HI) + (a) x (11), ee obtendrá : 

b?x+aby=b(a?* +b?) 
a*x-—aby=2a(a* +b*) 


(a? +b? Jx=(a?+b* )(20+b) 
">or=2a+b RPTA “D” 

PROBLEMA 3: 
Calcularam? + n2», si el sistema: 

: ¡mx +ny=4 

[2x+y=1 

Es compatible indeterminado. 
AJ50  B)60 CI70.——D)80 EJ90 


RESOLUCIÓN : 
* Para que sea compatible indeterminado (por 
4 


propiedad): Aj m=8 An=4 


* Luego: m*+n*=8* + 4 =80 
RPTA “D” 

PROBLEMA 4 : 

el valor de «a» para que el sistema : 
+ 2y=18 
¡Bay =54 

sea posible e indeterminado es: 

aysI2 BJ6 cr2 

RESOLUCIÓN : 

* Como el sistema es indeterminado , entonces; 


D)2 


PROBLEMA 5 : 

Determinar «X= de modo que él sistema: 
(k+Dx+y=3 
2: +(k=Dy=1 

ses incompatible, 

ANS BI-J3 — CIAVB 

RESOLUCIÓN : 

* Para que el sistema sea incompatible por 

propiedad se debe cumplir que : 


DJAAB Ela 


Pi O IA e La, 
a patjo "122 > hk=44/3 
>k=J3 6 k=-J3 
RPTA *C” 
PROBLEMA 6 : 
Dado el sistema : 
lax+y=-I-a 
x+oy=l+o 


Hallar la suma de los valores de q para los cuales 
el sistema tenga más de una solución. 
AR2Z BJo cr D)2 
RESOLUCIÓN : 


* Sumando las ecuaciones, se tiene: 
(a+Dx+(l+a)y=0 
A Y 


EJ-1 


> la+1) 
OBSERVACIÓN 
ax = b tiene más de una solución si a =b=0 
* Enel problema: a4+1=0 
=>a=-1 


(x+y)=0 


s 

PROBLEMA 7: 

Calcular «k» de modo que el sistema : 
A) 


x= PY onaarmearencanae (E2) 


5 _RHUVINOS 


7 


JESC575 


SISTEIA DE ECUACIONES 


presente infinitas soluciones: 

AJ-1/2 BJ 

RESOLUCIÓN : 

* Como tiene infinitas soluciones : 
k-120>k=1 

* (Men (1): -y =2y(k-1)=> y(2k-1) =0 

= Luego.como «y» toma infinitos valores, entonces : 


2k-1=0>k=2 
2 RPTA “C” 


C)12 D)0 


PROBLEMA 8 : 
Determinar 4, en el sistema de modo que: 


ARAYA Ouenianacranantos 
tenga infinitas soluciones: 
A BJO C+1 
RESOLUCIÓN : 

* Como posee infinitas soluciones , entonces: 
x8 Vx+y=0 
O mun 100 
o x+ly=0 


0 


DIA6C 


EJ4 


Pués toma infinitos valores) 


7 
* Entonces: A=1 y A=-1 


RPTA “D" 
PROBLEMA 9 : 4 
Determinar «a + p», de modo que el sistema: 
(a-1)x+4y=10 


2x+(p+r1)y=6 
posea infinitas soluciones. —, 
Ay BJ6 CyT ¿o D)-t EJ4 
RESOLUCIÓN: ' 


* Ya que el sistema presenta infinitas soluciones, 
entonces por propiedad ke obtendrá : 
a-1_ 4 10 
—— he PR = =1 
so 
*Se pide: 5+ 1 =6 
RPTA “B” 
PROBLEMA 10 : 
Si x e y son las variables del siguiente nistema: 
(m? + m-5)x -3y=12 
6y +(3m-2m*)x =-24 
determinar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 
1) 3m€R! el sistema es incompatible 
HU) Vm € R; el sistema es determinado 


1D Z, 
AJVVF  B)JFEF  C)VFV 


'm € R/ el sistema sea indeterminado 
D) FFV EJVFF 


RESOLUCIÓN: 
D) FALSO : ya que será incompatible si: 
mim-6_-3_ 12 


3m-2m* 6 
esto es faleo 
II) FALSO: porque será determinado, si: 


mm 3 1 en 10 2 5 


S8m-2m* 6 
=>5m = 10 >m = 2 
=> Vim € R- (2. (no es Vin € R) 


11) FALSO: dado que será indeterminado si: 


RPTA “B” 
PROBLEMA 11 : 


En el sistema : [MX+2y=06 
3x+(6-m)y=2+m 
SiN es el valor de m para que el sistema tenga 


' infinitas soluciones P es el valor de m para que el 


sistema no tenga solución entonces el valor de 
N-Pes; 

AJ-1 BJO 
RESOLUCIÓN : 


* El sistema tiene infintas soluciones, si : 
6 


cm DJ2  EJ3 


o EIA > m=3 


. LIS 
Además : 375 Glee cumple) 


Luego: N=3 
* El ai no tiene para Bl: 


ns 24m 
A 


=>ml6-m)=6 > m=3 Vm=2 
* Pero con m =3 se está en el caso anterior. Para 


(cumple) 


* Se pide: N-P=3-2=1 
RPTA *“C” 


PROBLEMA 12 : 


Si el sistema de ecuaciones lineales : 
x+(2-a)y=-1 
Jax+(a-2la+Dy=-2 


[AM AGRCMEMEA 


CIÓN: 

“Tiene infintas soluciones , See 
í AS 
K (a-2Ma+D -2 
* Luego: Neg 
5 ES entonces : 

2-a -1 


a la-MarD 2 
> ax=-2 2 (a-2Ma+1)=a(2-a) 


>ar-2 A arl=-a>a=-3 
* Luego: 03=-3 
* Sepide: M=a,+ay= 


ota 


PROBLEMA 13 : 


RESOLUCIÓN : 
* De: os A 


3x+y= Ay 3x+(1-My=0 
* Por teoría (4, =0): 
A NT a =(6- u=n=o 


>A1=6; A3=1 
* Sepide: cr 


ES ZO) ER TITAN CICLOPEDIA 2012) 


- Para k =-1, resulta: E 


* De(1): 6m-91<0 =6m <! 


2 Y -« 

A)_la 4|_ 8-a d+ 
Ps SER a Orea! D 

a 10 nm 

* Resolviendo (1) y (11) resulta: . É 


a € (8;+00) «.mn(ver inecuaciones) 
PROBLEMA 165 : 


RESOLUCIÓN 


* Como no tiene solución , entonces : 
R+3_2k+3_ 76 


== ES 
E - 7 E-1 25 
an dioss 

“Bs (1D y (1D Es Debtiena: 


-5k-6=0=>(k-6) (R+1)=0 
>k=6 ó6 Rk=-1 
* Luego evaluemos en (11 y 1II) : 


Para k = 6, resulta: Ls 


(FALSO) 


-2 
* Finalmente : k =-1 


PROBLEMA 16 : 


RESOLUCIÓN : 
* Resolviendo el sistema de ecuaciones por 
determinantes tenemos : 


m7 
4, _(18 6|_6m-91_ 6m-91 : 
“ai 7 102 1 o ol 
3.5 ¡ 
2 m Sly e 
A, _l3 13|_26-3m 2 , 
ya t= =- 2 Oomoncooneriarernsaicsoti 
a, [2 7 -1 Ñ ¡iia 
¡3 5 £ y 


RESOLUCIÓN 


RPTA “D” 


RESOL ON : 


—k-9 


h 
* Resolviendo : 2 = 


+ Como (x,y)e M=((x:9) € R?/x<0ny<0) 
E 16 -k-9 
8 


SON 8 <0 


>R<1I5 AR>-9 >-9<k<16 
=> kE(-915) 
PROBLEMA 18 


-15 
Ay= 
5 y 


. 
e PB>0APB-16>0 
NA 
E RPTA “A” 


PROBLEMA 29:: E 


RPTA “0” 
Í 


* De acuerdo al gráfico, se nota que (2 ; 4) es la 
solución del sistema lineal : 
bx+ay=2 
dx + 3y=b 
=> 5(2)+0(4) =24(2)+3(4) =b 


e =>4a=-2,2b=20 
* Sepide: T=-2—20=-22 
Ñ RPTA “A” 


* Del gráfico: 
1) VERDADERA 
11) FALSO 
THI)FALSO 
RPTA “B” 


PROBLEMA 21 : 


e 0417 OPEDIA 2012) 


AH y + dz= 
de— 2y+42= 


* Reescribiendo el problema : y 
— +2 Hmm 2 


3x,+6x,+3x3=6 
-] Bx,+0x—x3=4 
5 12 1 
* Aplicando Cramer: A=| 3 6 3|=12 
30-1 
221 1-21 
668 3 363 
4 0-1 341 
nt A 
RESOLUCIÓN : Es 
* De (1) + (1D), resulta : 3.0.4 
2b+c)=2>b+ce=1>a=1 da a 
* De (1): * Finalmente: x¡+x23+x3=2-—1+2=3 
ao 


Sa —b—4(b+c)=0 => 3(1)—b-4(1)=0 RPTA “A” 
>b=-1>0=2 
5 


* Sepido: T=2()-+2=9 


PROBLEMA 25 


PROBLEMA 23 


RESOLUCIÓN z 
* De (1-¿ MD) (1 + ¿)(1): 
2x4 2iy+ 2i(1-i)2=3(1- 1) 


2x4 2iy- 2(14+5)2=i(14 5) 
> 4(1+i)2=4(1-i) 
>2=-i>ld=i 


RESOLUCIÓN: 
*De (+ (1D): 2e+2=4 


RPTA “B” 
PROBLEMA 26 : 


A 
> pide: —1+16+11=26 
RPTA “B” 


[752 =6(3— Ez) => 


(E RUBINOS 
* De 6(1- 1) y 2(111), resulta : 
40 10_10 


a: sistema ; x 


amén 


pun 


esse valor de z , en función de a, b e est 
RESOLUCIÓN : 
*De (1): ex=b—uz 
“De (IM): cy = a — bz 
* De (e) x(II1): afey) + blox)=0* 
> ala —bz)+b(b—az)=0? 
=> 0*—abz+b*—abz=c* 


>0*+b*—c?=2abr=> z 
PROBLEMA 28 : 


ita la "utilización de unidades de 
ico y aluminio tal como se 33 en 


les dispone de una existencia de 110 unidades de 
y 130 unidades de plástico y 340 unidades 
inio. pS sillas, mecedoras y sofás en 


RESOLUCIÓN : 


* Sean: x, y, z los números de sillas, mecedoras y 
sofás que se pueden fabricar respectivamente, con 
el material disponible . Entonces , según el cuadro: 


Madera: —x+y+z=110... 
Plástico: — x+y+22=130. 
Aluminio: 2x+3y+5z=340. 
* De(ID-(1): 2=20>x+y=90 


579 


TEA DE ROTA OREA) 


* De(H1I): 2(x + y) + y +5z= 340 

= 2(90)+ y + 5(20) = 340 > y =30 
* Entonces se pueden fabricar: 30 sillas, 60 
mecedoras y 20 sofás. 


PROBLEMA 29: 


número de monedas que 
distribuidas Po 


RESOLUCIÓN : 
* Scan x, y, z el número de monedas que hay en 


cada pila inicialmente. 
Hagamos los trasvases 


Primer trasvase 
Segundo tranvare 


Tercer trasvase 


* Por condición del problema : 
Lx—y)=2y-—2=22—(x—y) 
* De aquí resultan dos ecuaciones : 
L(x—y)=2y-z A2(x-—y)=2z—(x—y) 
o equivalentemente : 
2x—dy+z=0 
3x—3y-22=0 
*% Como hay que minimizar el total de monedas, 
llamemos n a ese número . Tendremos entonces el 


sistema : x+ytz=n 
2x—4dy+z=0 
3x—3y-22=0 
* Usando el método de Gauss — Jordan: 
2 1 12m (1 1 11m 
2 < 110[-/0 -6 -1/-2n 
3 = 210) lo 6 -5;¡-3n) 
=|0 - -1)-2n 


oa 


O 0 4¡ —n) 


Grana SO ETA 


ATT 32 


L 

x, y, Z deben ser naturales positivos, 

e poa que sea el menor valor posible n=24 
6;y=7;x=11. 


RESOLUCIÓN : 

* Inicialmente se reemplaza cada ecuación por una  * Geométricamente el sistema lineal tiene solución 
ecuación equivalente en la que los coeficientes y los — única y existe un único (x; y) , tal que : 

términos independientes sean enteros. Así, se L,NLzN Ly =(2;y) 

multiplica la primera ecuación por 12, la segunda + Es decir las tres rectas se intersectan en un sólo 
por 12 y la tercera por 18. punto. Esto ocurre'en los casos II y IL 

Se obtiene el sistema equivalente: RPTA “C” 


RESOLUCIÓN : 


6x +4y +32 =24 

3: —8y—3z=6 

[Su + 2y +97 =72 
* La matriz ampliada de este sistema es : 
64 312 


PROBLEMA 33 


+” RESOLUCIÓN : E 

, ii 
10 mil mo 11 
o 2 157/6200 1.17 

A 20 2 in o A 2-2min-2, 

la solución del sistema, así: e Bye 82. e Luego para qué el sistenía menlirdetarniiimdo Es 

PROBLEMA 31 debe cumplir que : 

2-2m=0 An-2=0>m=1yn=2 

RPTA “A” 


PROBLEMA 34 
m.. 


ENBASE > -a 
a+y+z=c—b 


CIONES RUBIÑNOS 


POC 


dx + 5y=14 
(a+3)x + (a+5)y = 28 


* Este último sistema también tiene infinitas 


soluciones por lo que; 
5 


14 
ES 
=ñ a+b RPTA “C” 


PROBLEMA 35 : 

Considere el siguiente sistema homogéneo : 
at(m+Dy+2=0 
a+y+im+Dz= 


Gm+Dx+y+z=0 
¿Para qué valores de m el sistema tendrá soluciones 
distintas de la trivial? 


APS BI3;0) CJO D)R-UY EJR* 
RESOLUCIÓN : 
*Tiene soluciones distintas de la trivial (x=y=z=0) 
si:AS=0 
1 m+il 2 [Sumando las] 
>| 1 A columnas a 
mel 1 la primera 
m+3 m+] 1 1 m+1 1 
m+3 1 m+1|=(m+3)|1 1 m+l 
m+S 1 1 1 y a 
1 m+1 1 
Elo =(m+3)]1 —m  m|=0=>(m+3)m*=0 
o o —m) 


=>m=0 Vm=-3- m€(0;-3) 
PROBLEMA 36 : 
Al resolver el sistema : 


RPTA “B” 


x+ay+alz+a?=0 
x+by+biz+b?=0 


atoyrtez+o?=0, 
El valor de y es: 


Ma+2b+e , B)2a+3c 
RESOLUCIÓN : 
* Sea:P(t) =x+ty+ÚPz24 8 
Pla)=x+ay+aiz+a =0 
> «a» es una raíz de P 
* Análogamente, «b» y «e» son raíces de P con lo 
cual: P(£) = (£- a)(t -b)(1—c) 
> P()=F —(a+b+clP +lab+be+ca)t—abe 
> Plis? a+ yx 
* De donde: z=-(a + b +c) 
y=ab+bc+ca nx =-abe 


C)ab + ac + be 


RPTA “Cc” 


PROBLEMA 837 : 
Al resolver el siguiente sistem; 


(111) 


dio + La + By = 6 ceomanean (IV) 


Dar el valor. poa E 
AJ1 BIz 0% 
RESOLUCIÓN : 


*De() + (1V): 2(20+3y)+(2+ 40)=7 


co| a 


5 
La E) 


* De(11) + (II): (2: + 3y)+2(2+ 410) =11 
* Sumando estas dos últimas , resulta : 
3(2x+3y)+3(2+410)=18 
> (25 +3y)+(2+ 4w)=6 
* Arreglando (11) + (11) : 
(2x + 3y)+(z + 410) +(2+ 410) =11 
3 
> z+4w=5 A 2x+3y=1 
* En(1V): 4w+1=6 >.w=5 


PROBLEMA 38 : 


Al resolver el siguiente Aa 
arc+ty+z+w=1 


x+ay+z+w=a 


7 
ce MI) 
ao (IV) 


x+ytaz+w=a? 
x+y+z+aw=a? 
El valor de z es: 
RESOLUCIÓN : 
* Sumando las cuatro ecuaciones ; 
(a+3l(x+y+z+w)=1+0+0*+a* 
(1+a)+(1+a?) 
a+3 
* De(IID) : x+y+z+w+la—1)z=a? 
> Ural+(1+a?) 


> 1+y+z+w= 


2a+1 
a+3 


+la-Dz=a >z2z= 


a+3 
PROBLEMA 39 : 
Al resolver el sistema de ecuaciones + * 


A xP =1 
2x,+3x7 +4x3+5x,=6 
dx, +9x3 +16x3+25x,=36 
A =216. 
El valor de x, es ; / ] 
Ay B)-2 : oa cias 


(CAOS HZMENE A 


1E(ss 255 CICLOPEDIA 2012) 


RESOLUCIÓN : 


*Por la regla de Cramer, el determinante del sistema 
es: ¿RNE A 


E A A RE 
Alas 16 25| [22 3% 4 6 
e 27 64.125) [gs ys ¿ 5 
* Por Vanderinonde : 
A, =(3—2)(4—24—3M5—26—3N6-—4)=12 


* El determinante de x, será : 
1 NE E A A 


6 34 6|lo 345 

los 9 16 25| (6 3% 4 5 
216 27 64 125) (6 3 4 65 

> As, =(3—6)(4—6)(4-3(5—6(5—3(5—4) =-12 


nto se 1 
Ay 12 
RPTA “C” 
PROBLEMA 40 : 
Al resolver el sistema : 
L+y+5z+w=5 


Lx +2y+22—3w=2 


El valor de x: es: : 
AJ4 B)-2 C)1/2 D)-1 EJ2 
RESOLUCIÓN : 
* Formando la matriz ampliada : 

E AOS: 

1 1-3 -4i-1 

3.6 -2 118 

2-2 2 808 


* Luego de aplicar operaciones elementales de fila, 
en forma adecuada, llegaremos : 
10.0 012 


0 1-11 -91-7 
0.0. -3 00 
00 8 54 
* Luego, de la primera fila : x= 2 
RPTA “E” 
PROBLEMA 41 : 
Al resolver el siguiente sistema : 
(Lx ++ xs ++ =2 
xy +2xy + xs + tx =0 
++ 3xg+ay+2=3 
Ey Hxp Hg + dx +5 =—2 


xy +x3 +23 +14 +5x5=5 


Determinar el valor de x,,, es: 

AFI BJO cr 

RESOLUCIÓN : 

* Formando la matriz ampliada : 
set, (2 


D)2 EJ4 


3 
3 

EA 
Al 
¡0 


» 
DISENO 


CODEC 
oo... 


7 
11 
32 
07 
0.0 
0.0 


CIC 


la última fila se tiene: 
—49x 249 => x, =—1 
RPTA “4” 


* Luego d 


PROBLEMA 42 : 
xy+x=12 
ay+y=15 

Hallar la suma de valores de x. 

Ars B)2 06 

RESOLUCIÓN : 

2 De(ID-(): y—=x=3>y=x+3 

* Reemplazando en (1); 

xlx+3)+x=12— 1? +4x-12=0 

* Por propiedad de la suma de raíces de la ecuación 

cuadrática : x,+x3=-7=-4 


D)2 EJ6 


RPTA “A” 
PROBLEMA 43 : 
Sir Vx—Jy=25x+y=20;x>10 
Entonces: = es: 


ni m3 On D)2 EJ4 
RESOLUCIÓN : 


* Elevando al cuadrado la primera ecuación : 
Pa o 
(V=—Jy) =2* > SE 2 /xy=4 


=>'20— 2 /xy =4> x2y=64 canalla) 


* Dela segunda ecuación en (a), resulta 
x(20—x)=64>x* —20:+64=0 
x 4 


x -16 
*Si: -4=0->x= 4 (Noes posible, por condición) 


RESOLUCIÓN : 
+ Multiplicando por 3 a la primera ecuación: 
3lxy(x + y)]=420x3 


(a+ y = 468+420x3 (3 + y) = 1728 
=>x+y=12 
* Se pide : Lloc + y) = 24 
RPTA “E” 


PROBLEMA 45 : 


RESOLUCIÓN : 
* De (1) - (II), resulta : 


- resulta : 
=2= mn 0) 
* Reemplazando en la tercera 


xz=4>2= 
xl 4)=2132%—dx-21=0 


* Osea: 
(— Mer3l=0> == 76 2=3 
+ Renpland lo) 2 8, ndo 
* En la primera ecuación : y = 5 
* Sepide: 2+y+2=7+543=15 
RPTA “E” 


PROBLEMA 46 : 


RESOLUCIÓN : 
* De(1) + (11), resulta : 


aA+lari)=1>x*+(a+1)x—1=0 
* Como el sistema posee solución única (dato) 
=> resúnico:A=0 
* Es decir: A=0*+20+5=0 
* Suma valores (por Cardano) de a= -2 
RPTA “A” 
PROBLEMA 47 : 


RESOLUCIÓN : 
* Transformando la primera ecuación: 
(a+ yla y)=16-22 


> (a+ —y) =(4+2)(4—2) lr) 
* Dela segunda ecuación : x—y=4—z 


e Ea 
yA á RPTA “D” 


o PROBLEMA 48 : 


RESOLUCIÓN : 

* De(D)- (1D): 
aA—y =9—9y 3x2 y 

=> x+y=9 despejando «y»: y=9—x 

* Reemplazando en (1) : x?=13x+4(9—x) 

= 1? —91—36=0 de raíces x,,Xy/x, 2 %2 
> (x—12)(x+3)=0 

* Luego: x=12vx=-3 

* Sepide:x=12V x=-3 


RPTA *“C” 
PROBLEMA 49 : 


RESOLUCIÓN : 


* Tenemos el sistema: 
taa 
[ale + y) =43 comerierenass (MI) 


CAL GENERA EE(ss 4) a NCICLOPEDIA 2012) 


* De(D)- (1): RESOLUCIÓN : 
xy 12=41 * Dándole forma al sistema : 
> x(y—2)=41=41x1=1x41 150 ds AAA AO 
x=41 A y-z=1 xa+y xy a x y a 
* Reemplazando en (1) : 0 ¿te DADA 
(2+1)(41+2)=84>(2+43)(2—1)=0 x+z sz box z b 
e =2> (41; 2; 1) E ¿SA OL 
es una solución x=1 A y=z=41 E col Bt NE: 
* Reemplazando en (1) : ATA > 
(2+41)(1+2)=84> (2+ 43)(2—1)=0 aa Ea 


¡y=42;x=1 > (1; 42; 1) 
es otra solución 
RPTA “B” 


PROBLEMA 50 : 
La suma de todas las «x» más la suma de todas las 


«y» que satisfacen al sistema de ecuaciones: PROBLEMA 52 : 
3: +3y%+x—2y=20 5 
Z ido Al resolver el sistema en E 
41 BJO cJ2 D)-1 EJ-2 AA 
RESOLUCIÓN : 11 
E E , +z=Layz 
* Multiplicando la primera ecuación (2) y la segunda 120 
ecuación por (-3) : 13 
+y=—. 
6x7 +6y? +2x— dy=40 Mire 


ES A El valor de T=x+y+z 08: 


08 Ba c)16 DM En2 
* Sumando: —13x—13y=13x+y=-1 RESOLUCIÓN : 
* Dedonde: =-y= (a) * Dándole una forma adecuada : 
* Reemplazando x en la primera ecuación se tendrá: a IO 
Sy? +3y? +(—y—1)—2y=20 15 yz xx 15 
> 6y*+3y-18=0 6 2y"+y-6=0 er a + E 
ES 5 y ay 
> (y-39+2)=0> y= y mna:=-5 EE MU RS E 
Y 12023 *22 "120 
* Se pide la suma de todas las x mas la suma de Sumando las tres ecuaciones ; 
EAN e IAEA. 
5 3 a o 
todas las y : > 120 120 15 
RPTA “E” UA RATES Es 
9 ys 15 


PROBLEMA 51 : 
Si a:b-c=0, entonces al resolver el sistema : 


1 1 2 
* Luego: === =15=3xb5 
5 77 x 


hi E 
1. ' 
Vr 
E, 3 
HZ 
pa e 
el valor dex es: Ly+z * Dedonde:x=3Ay=5A2=8 
7 y —2abe qee 5 > T=x+y+2=16 
Els UeFrszab Mb A RPTA “C" 


(EDICIONES RUBIVOS 


JE ses WEA 


SISTEILA DD) 


PROBLEMA 53 : 


SIA es un conjunto definido por : 
A=((; y;2) € Rx RxR satisfacen el sistema (*)) 


entonces el n(A) es: 
AJO BM 
RESOLUCIÓN : 

* Nótese que (0:0:0) € A (una primera solución). 
Suponiendo ahora que xyz = 0, se tiene : 


EJ4 


4x? 1 4 
——A_ Y y 3 +4== 
na 2 7 
2 
a 
144y? y z 
so tl 
* Sumando las tres ecuaciones : 
AE 4,4,4 
A 
a y 2 y 
4 14 
444 T+4=0 
y MS 


* Enril=2rl=201=2>2=y= z 
z 
1.1 
* Luego: A= fooo(2: 3* 3) 
a “e” 


PROBLEMA 54 : 
Si a=0,b=0, entonces al resolver el sistema : 


Na 


BJb 
RESOLUCIÓN : 
* Aplicando las propiedades de razones y 
proporciones en > (11) obtgndremos : E 


Cja +b D)2a +b 


10) 


y-5b 


* Además de (1) , se obtiene : 


1+ Ai= 


A (0) 


a 
* Defa b 
e(2)y(8) ¿Z55 "3-35 


*Reemplazando en (a): x=a 
RPTA “A” 
PROBLEMA 55 : 
Después de resolver el siguiente sistema : 
[De+y+z=xy+yz 


Ly +a+z=x2 + xy 
224 x4y=22 +4 yz 3 
Ry 2 

el valor positivo de (x + y + z) es: 

AJs=Jé BJ2+WJ6  C)j4-J6 


RESOLUCIÓN : 

* Sumando las cuatro ecuaciones , resulta ; 
dr+y+z)r2=x30+ y? +24 2(xy+ yz+2x) 
Aryrzaj+2=(x+ y+2z)" 
> 2+4=(x+y+z) — Mat y+z)+4 
> 6=(x+y+z-2 >x+y+2=21 4/6 

* Perozx+y+z>0>x+y+2=2+ 46 

RPTA “B” 

PROBLEMA 56 : 


Al resolver el sistema de ecuaciones : 
x?—y?—x+y=0 A 


e ER AE 
Obtenemos : H 
A) Cuatro soluciones, con (-2; -2) una solución 
B) Tres soluciones, con (1; 1) una solución 
C) Dos soluciones, con (1; 1) una solución 
D)No hay soluciones reales o y] 
E)Podemos encontrar muchas injerto, 
variando x e y 


RESOLUCIÓN : 
* De(IM:y=2-x? 
* En): ?-(2-3P-x+2-x*=0 
> (2 +1x-2=0>x 4 +x+2=0 


> —4)+(x+2)=0> (1+2)[x"(x—2)+1]=0 
> (x+2(x-1)(x* —x-1)=0 


O a 1 E O a II 


LAI AGIZNERE AA 


[DS LETA| ae VERID TIA ETT 


* Existen 4 soluciones y (-2; -2) es una de ellas. 
p RPTA “A” 
PROBLEMA 57 : 
Si M es el conjunto solución del siguiente sistema : 
20? +xy—y?=20 11) 
lay ey =7 0 cnanarrraco (1) 
Entonces la afirmación: correcta es; 
A) El conjunto M es vacío 
B)El conjunto M tiene un elemento 
C)El conjunto M tiene dos elementos 
D)EL conjunto M tiene tres elementos 
EJ El conjunto M tiene cuatro elementos 
RESOLUCIÓN: 


* De() +(1):3x*=27>x=3 6 x=-3 
* Parax=38 en (1): 
9-3y+y?=7=> y?-3y+2=0=>y=1 V y=2 
=> (3;1),(3;2) son dos eoluciones del sistema. 
*Para x=-3 en (1): 9+3y+ y? =7 

> y +3yr2=0>y=-1 V y=-2 
=(—3;—1).(—3;-—2) son otras dos soluciones més. 


* Luego M tiene 4 elementos. 
RPTA “E” 
PROBLEMA 58 : 
Con respecto al conjunto solución del sistema 3 
o 114) 


A)Sólo tiene soluciones reales positivas 

B)Tiene infinitas soluciones reales 

C)No tiene solución 

DJUna solución es x =1e y =V/6+J2 

E) Sólo tiene soluciones reales negativas 

RESOLUCIÓN : 

*De (1) y (1D : 6-8=1>x:=3 

* En (1) : Pr ly => YE R 

* En (HI) : rt y Der 

* Lo cual es un absurdo. Esto indica que el sistema 

no tiene:eolución, el sistema es incompatiblo. 
RPTA “C” 


PROBLEMA 59 : 

Six, y, z son enteros no negativos, entonces con 

respecto a las soluciones del sistema : 

a —y 2 =3eyz 
a? =2(y+z) 

se concluye que + 

A) Existen cuatro soluciones. 

B) Existen tres soluciones. 

C) Existen dos soluciones. 

D)No0 existen. soluciones enteras. 

E) Existen más de cuatro soluciones. 

RESOLUCIÓN : 

* En la primera ecuación del sistema se puede hacer 

(yl +(—2)" = 30(—y M2) 

* Transponiendo términos 
x—y-2=0>xe=y+z.. 
6:x=-y 

* La relación (11) no se cumple porque, por 

condición, x, y y z son enteros no negativos. 

* Reemplazando (1) en la segunda ecuación del 


sistema propuesto. q? =2(y+2z)=2x 
* Resolviendo se obtiens 
x 


(1) 


—2 


v 
* Igualando los segundos miembros de (1) y (11) 
y+tz=0>y=z2=0 
* [gualando los segundos miembros de (1) y (IV) 
y+z=0 
* De donde se deduce : 
y=0Az=2 
y=1A z=1 
y=2A z=0 
* En consecuencia, las soluciones son : 
(0; 0; 0),(2; 0; 2),(2; 1; 1),(2; 2; 0) 
RPTA “A” 
PROBLEMA 60 : 
Los números x e y satisfacen el sistema 
E a) 


ay+x+y=11 ts (M1) 
Entonces, el valor de x + y, es: E 
5 BJ6 C)16 -D) 14 EJ10 


RESOLUCIÓN : 
* Simplificando (1) , se obtiene : 
22(x + y) —Lxy = 98 comanocacorroorraerra(02) 
* Dela segunda ecuación : 
ay+x+y=11 
xy =11— (24 Y) oaaosaronsciccnao (3) 


DICIONES RUBIÑOS 5587 SISTEMA DE ECUACIONES ) 


* Reemplazando ((8)en (a) : * Luego: xER=>a>0>> a €[0;+00) 
22(x+ y)—2|11—(+ + y)]=98 RPTA “0” 
* Dedeantes+y=5 PROBLEMA 63 


RPTA “A” 
PROBLEMA 61 : 


RESOLUCIÓN 


a E % ADE am en (1): 
RESOLUCIÓN : ey pt PE yate — pa 
*De (ID: > y - dy —- y +10y -5=0 
eE x?—2ar+ad+y?=4 Bda cuación tenes lion y) Fara cada 99 Ley, 
E Ecuación de una' un correspondiente «a», | 
e e e ferencia * Luego, el sistema tiene 8 soluciones. 
+ Def): Ed RPTA “D” 
¡cuación - 
ES A 5 
x=-y E . EROBLEREA 64 


*Para que el sistema tenga solución única (en la 
figura), la circunferencia debe ser tangente a la 
parábola. 


x=y*-1 


RESOLUCIÓN : 
* De(II) en (1) : 
2x? + xy +3y? =16(3x? —6xy + 2y?) 
=>46x? — 8lxy + 29y? =0 


+ Paralo cual: —142=a == 1 23% -29y 
+ RPTA “B” de, 
OBSERVACIÓN => 23x =29y V 2x=y 


Ver los temas de relaciones y funciones para * Luego evaluemos para y = 2x en (11): 
familiarizarse con las gráficas. => (3x—dxM(x—2x)=1 
PROBLEMA 62 >1 =i>x=1Vx=-1 

Pas A * Luego, las soluciones son : (1; 2) ; (=1;-2) 
OBSERVACIÓN 


Si evaluamos para: 28x = 29y no encontraremos 
soluciones enteras. 


RPTA “C” 


PROBLEMA 65 : 


RESOLUCIÓN : E 
*De (1) + 6(11) : —2x? —7xy +4y* =0 
> (—-2Lx + yMx + dy)=0 


>2 =y 6 x=-4y 
* En (1): Si 2x = y entonces : 


45% +5x(2x)—2(2:* =60 > 617=60>x*=0 


ENCICLOPEDIA 2012) 


RESOLUCIÓN : 


* Sumando todas las ecuaciones : É 
xj +x] tot ios (2%, og nos 200 - 


Ex] Hg Hao + gor 


* Agrupando convenientemente : 
(a +la—1)x, HE Jetta 05 +A 
* Nótese que: fíxp)=1= (xo) A (af =0 
at 
diy+z=4> y+z=0> Ai. A EA 


PROBLEMA 68 : 


PROBLEMA 66 : 


RESOLUCIÓN 


(2-5) +y* =1.(1) 
Pd 


4 


RESOLUCIÓN : 
* Supongamos que %, > 0. Por la propiedad: 
MA > MG, se tiene: * 

Xy e a 

—H2 >vYa >x,>J/a>0 


sa>a>1 >> 0/1 
E a 


>x, >2 so). Xx 


* Análogamente : moda LA 
As 3) : 


(EDICIONES RUBLVOS ME 5s9 1 


* Luego dela lra: x2=a=>x,=vJa 
* Del mismo modo , suponiendo x, < 0 
2/=%=%3==x, =-—Ja 


* Porlo tanto : 
C.s.=((Va;/as...la) (—Ja;-Vas... Va) 
=>,n(0.S.)=2 


RPTA “C” 


PROBLEMA 69 : 


L A 

RESOLUCIÓN : 

* De la desigualdad de Cauchy para números reales 

no negativos : 

(ah + al 4. +02 107 +03 + rbi) <(a by +azby ta +a_0, o 

* Donde la igualdad se da si : E- eS 

* Ahora consideremos los pe de pu i 

Vaj» faz» la, y Ja], faz... fa. 

* Por la desigualdad de Caty Gomar 
(9,+43+...+a, a] +03+..+0)) 
<(aj+ajta. Ml N <144* 

* Pero; a = “— 

En 30,=43=..=4, 
eN ea 


* Luegoen a: O 
* Entonces el sistema presenta 1 solución. 


PROBLEMA 70 


RESOLUCIÓN : 
* Por desigualdades se puede demostrar que : 
Ary > ay +n+yz 


pe Pay nt cl (a) 


SISTEMA DE ECUACIONES ) 


* También : 

(9 + (a + (92) > (39)(52) + (39)(92) + (52) (92) 

> orlxty+z) > ayrlx+y+z) 

> ayala+y+z)=0 Y (a+y+z)*>1 

DSi (x+y+z)?>1 

SAY 2 Lo ay ata 240) 
e 


3 1 
. Detasyrahi tj 

> edryrz ay razyo> =y=2 
. pi 


1) Si xyz(e+ y+2)=0 
>x=06y=062=06x+y+2z=0 
a) Si x = O reemplazando en la primera y segunda 


2 2 
ecuación, [+7 = 
yz? =0 
* Obtenemos: 
> y=0=2 2" 6> 2=0>y=3 
1 1 
0:0;|; 30 
> [osos a) oq520] 


son dos soluciones análogamente. 


* Si: 


di 1 
=0 > hay una solución (5000) y 
z =0 > hay soluciones repetidas 
b)Six+y+z=0 
* Reemplazando en la segunda ecuación 
yr yaa? 0 


>x=y=z=0 00». «(no es solución) 


* Finalmente hay 4 soluciones 


AJO BJ2 CJ8 DJ EJ 1 
(OS Hallar “x+y"si:20+y=12 3x4+y=17 
814  BJ5 0,7 DAL EJNNA 


Caxecreraa 
(O) Hallar Sy si x+y=9 Sx+y=21 
1. BJ4 . C)16 D)18 EJN.A. 
x+y=9 
3x+3y=20 
DJ8 
2+y=11 
3x—2y=6 
4) 8 B)10 cj12 D)14 
(03) Efectuar y dar “xy” x=2y 
x+y=6 
u1 B)J2 C0y7 DJg EJ10 
(03) Sabiendo que : y =2x—1 además :x+2y =25 
dar: x94 y? 
4106 B)108 Cj110 D)120 EJN.A. 
((D Calcular “x” si: =2y—1 además :x—y=2 
42 BJ6 CJ4 DJ6 E)7 
(DD) Calcular el valor de “y2”, si: x+y=9 
2x—8y=8 
ngo B)2 CJ DJ6 E)7 
(O) Efectuar y dar “y” en : y=20+1 
Además: 2x +3y=59 
A) 16 BJ13 cJ17 
(|) Calcular “xy” sabiendo : 


00 
(03) Hallar “2 — y” si: 
D 

Yo 
(09) Hallar “xy” al resolver : 


BJ6 C)7 EJN.A. 


EJ6 


D)20 EJN.A. 
x=2y-2 
x+3y=13 

48 BJ10 Cj12 DJ14 EJNA. 

(3) Calcular “2 - y?” sabiendo que Tx + y =10 

x—y=6 

AJ60 BJ60 EJNA. 


C)70 'DJ80 


(O) Efectuar y dar “a? — y” si 520 + y=12 
LD x—2y=1 
D)265 


A) 19 B)21 mm EJNA. 


Jas 
(6) Hallar “2 ES ; 
y5 By7 C)9 EJ4 


(U)) Dar el par ordenado (x ; y) si: 2x+y=18 
x—-2y=-1 
CMS: 6) 


BJ(4;7) 
EN7; 4) 


) El par ordenado (- x ; y) es luego de resolver: 
dd  8r+y=21 
o —2y=0 


Y BJ(4; 3) 
ENT; 4) 


0x3; 6) 


TT EN CICIO PEDIA 2012) 


(ES) Dar “x* + y " sabiendo:Y.=3%+1 = 


x+2y=23 
AJ5 B)17 CcJ19 D)22 EJNA. 
(LD) Dar “x + y?” sabiendo: x =2)+1 
Además: 2—3y=5 
A) 51 B)62 C)32 D)27 E)16 
EE a 2_Y=1 
E0Calcular y + + eabiendo que: 273 
ey 
+ G=7 
N7 BJ6 C)J3 DJ4 EJNA. 
Y 
PO AIN 
Ed Dar “ay” si: 0 
AJ)20  B)22 C)24 DJ26 EJNA. 
e 4» 2 
Dar “a - y” si: 2249 = 
ES) Dar “x- y” si e 
E LA 
237 
AO B)2 CJ4 DJ6 E)8 
E AOS 
ES) Dar “ay” si nt 
ESSE 
3 
A 17 B)J18 Ccj16 DJ15 EJ12 
E Dar “ay”: 2:+y=7 
*-y=2 
A 4 B)2 C)3 DJ6 EJ1 
(E3) Resolver y dar “x*+y?":3:+2y=11 
2:-y=6 
8 BJ Ccj10 D)7 EJ6 
(EN) Resolver y dar “x+y” 2x+3y=15 
2x-—3y=3 
AJ BJ3 C)2 Da EJO 
E2) Resolver y dar “x- y” 3x+2y=21 
2x-y=7 
A) 12 B)21 Cy DJO E)2 
AREA 
ES Dar y: 5 += 4 
sl 
q 
Sl 2 
a BJ OÉ DJ. EM. 
Sr de La ). . NA 
ED Dar “*+y2 "en: 244 =05 _ 
3x—y=65 
45 Br4 (3 
D) 2 E) NA. 


(EDICIONES _HUBITOS 


SISTEMA DE ECUACIONES 


(O) Resolver: 2x—y=8 dar “ay”. 


x+y=7 
a5 BJ2 cr10 Dj12 EJNA. 
2x—3y=7 
(O Resolver: 3. ,y=6 
Dar valor de “x*y?”. 
A) 25 BJ16 Cj4 D)26 EJ9 
(E) Resolver: 3x + y=16 
3x—y=14 
Hallar “m”, si se cumple que : mx+y=16 
A) 1 Bj2 CJ3 DJ4 EJ5 
(O Resolver si: *-9=2  dar“x+y”. 
*—y=2 
AaJ10  BM1 Cp2 DAS EJNA: 
(03) Resolver :="+y*=60 dar: "x4y" > 
x*—xy+y?=20 
y1 BJ2 CJ3 Dj4 EJ6 
(09) Hallar “a” en la ecuación ¡0% +8y=12 
cuando: a=y * 5 cd 
AJ1  Br1 Cc)2 D)-2 EJ6 
a.m E 
(03) Resolver:2 + =3 Hallar: “¿3 
Bn 5 
SES 
bon 
y2 BS. Cr Dj16 EJ 
(05) Resolver: 2x+y=10 dar “xy”. 
2x—y=- 
AJ10 BJ12 crz DH1O EM 
ES 3x + 4y=28 
(09) Resolver y dar a aNaiAS 
ny0o BJ2 191 D)J3 EM 
(OD Siendo: x+y=12 dar “=-y” 
*—y=2 
ay BJO (07 DJS EJ2 


BRAGA lolo 


(0) Para que valores de «R» el sistema : 

(2k + 1)x + 6y =7 

(k + 2)x + dy =8 

tiene solución única 
A)Jk=2 B)k=3 C)k=-3 D)k=1:2 EJk=6 
(0) Hallar «m» para que el sistema: 

(m- S)x + 3y=5 

2x + (m-2)y =7 
sea inconsistente 


AJ BJ3 CJ8 D)7 EJ5 
(O) Si el sistema — (m-2)x + 5y =6 
3x + 5my = 18 
admite infinitas soluciones, el valor de «mo» es: 
aJ2 B)J3 Cr D)J6 EJ6 
(O Resolver: x= +y+2=10 
y+z+0w=15 
x+2+w0=14 
x+y+w=12 
e indicar el valor de z 
AJ3 Bj4 CJ5 D)6 EJ7 
(63) Resolver el sistema: 
z 
indicar el valor de z 
AJUZ BjlIS  CJI8  DJi5  EJH6 
(09) Si el sistema: 2x +3y=m+1 
4x+65y=6 


tiene soluciones positivas, indicar los valores de «m» 


AJ2<m<13/4 B)2<m<7/3 C)1<m<5/2 
D) 2<m<18/6 EJmeR* 
(y) Resolver: 5/x-—3fy =3 
2L5x-9y=27 
e indicar el valor de «y» 
AJ1 BJ2 CJ26 DJ16 EJ36 
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(03) Resolver el sistema: 2x + 3y =6/2 -1 
'. 3x-2y = 2 +5 
e indicar el valor de «x» 
ANZ B)3/2—1 CW2—1 D)2-V2 EN2+1 
(09 Resolver el sistema: 13x + y =33 
1lx + 17y = 141 
e indicar el valor de «xr» 
AJS B)2 cy D)-2 
(0D Resolver: (x + 1)(y +1) =72 
(e+1)(2+1)=12 
G+IM(2+1) =64 


eindicar la suma de los cuadrados de los valores de 
«q 


EJ7 


AJ33S B)j34 C)35 D)36 EJ87 
AAA 
Resolver :=-—==3 
oO e ly 2 
e E 
Jy Vx 3 
e indicar «y» 
AJ6 BJ12 Cj36 D) 18 EJ24 
x 
(3) Resolver : + Y=1 
ab 
xy 
2_I 21 
ba 
e indicar el numerador del valor de «aw» 
AJabía+b) B) at+b* C)ab-1 
D)ab+1 E) a+b 
(13) Resolver el sistema: x + y +z =10 
2+y+2=12 
*-y+22=9 
indicar ayz 
AJS0 Bj24*  ¿Cy34 D)18  EJ22 
AJ27 Bj64 CJ81 D)32 E)24 
D)J6 EJ12 


E A 
a 


(10) Resolver : 


e indicar el valor de «x» 
AJat+b  Bja*+ab Cja*ab D)ba 


Resolver : 
O PAE 
a+b a- 
(a+b)y + (a—b)x =2(x* — y?) 

e indicar el valor de «x» 

AJa+2b Bj2a-b Cj3a+2b D)a-b 
(O) Resolver : 6r+d4y=2 
8 


8 
6 


EJa-b 


Eja+b 


Bu+2z= 


3y-5=% 
e indicar el valor de «z> 
AJ32  Br34  CI36 


(1) Resolver el sistema : 


D)-40 
r+y-1_ 
—y+l 
y-e+1 
x-y+1 


EJ42 


=ab 
eindicar el valor de «x» 
AJa+1 B)ab+1 Cjab-1 D) 


a+l 
E ln ab+1 
EN)Resolver a 
x—y=4ab 
e indicar el valor de «y» 
Aja-b Bja+b  C)(a-b)* 


E) ab+2 


D) (a+b)* 


(CDHalar «m» para que el sistema : 
(3—m)x + 6y =4 


2y- (2-m)x =6 
sea incompatible 
AJ2 B)J3 Cy4I3 D)16/7 * EJ6 
(12) Hallar «n» si el sistema: 3nx + 7y =2 
2nx + 6y =6 
es determinado 


AJn € R-(1) BJn € R-10)C)n € (-2;0)DJn € R-12) 
(03) Resolver: x +y +92 =83 
5x + 12y + 92 = 155 ¿E 


x+2y + 42=47 o 
e indicar el valor de «a». == 


SISTEMA DE ECUACIONES ) 


Pp RUBINOS MACsos PE 


BJ6 Cj4 D)7 EJ9 


o Si el sistema : (m-3)x + (m+2)y = 2m + 3 
(m-1)x + (3m-1)y = 5m+1 


es indeterminado, hallar «m», si m>1 
D)J6 


4)J3 BJ4 CJ6 EJ7 


(03) Resolver el sistema : 


e Seo E valor de «y» 
4)0,3 C)0,1 


SISTEMA DE ECUACIONES NO 
ELEMENTALES 


(E) Resolver: Bx+y=7 ca 


e E jean cis UD, 
Indicar el menor valor de «x» 
AJUS B-1U3 CJ2/3 D)-2/3 E)3S 
(12) Resolver: 5x+y=16 
sy=12 P 
Indicar el cociente de valores de «y» | 
AJ2IS B)J3/2 0J3/4 D) 413. EJ5/3 


(75) Luego de resolver el sistema 
CE A) 


Té + 9y =41 o (1), 
Hallar el producto de valores de «y» 
AJ3 B3 C)2 D)-2 EJ6 
(O) Resolver el sistema : 24? + Sy? = 
ay =-6 
Señalar un vglor de z 
AJU2 BJ3 C)2/3 D)7 E)J9 


(03) Indicar la cantidad de soluciones reales al 
resolver el sistema 


O A A) 
e+ay+ry=b5 eras UE) 
A) B)2 CJ3 D)4 EJ6 


Indique el producto del mayor y menor valor de «x» 


AJIS B-10 C)30 D)-1 E)-9/4 


(OD Calcular x/y al resolver: 3v—2y=8 =0 
*Ay=5 

AJ02  BJ5 COB DJ25 EJO.26 

(03) Hallar el producto de los valores de «x + y» 

que resuelve el sistema: 


+ y? =113-xy 143) 


x+y=43-xy . 2 Md) 
AJ12  B)121 Cj171 D) -156 E»-171 
(09) Indicar el menor valor de: «y» al resolver: 

xy=24 E 

xz=18 A 1 14) 

yz =12 Id 
42 Bj2 A D)4  EJS 
(LO Calcular cars en : 

aytaz=7- . 


ay +y2=25-y' 
IZA yz == A 2 na 


¡ AJE2/3  B)+7/6 C)+1/6 D) +3/4 E)3-7/4 


(O) Indicar el valor de «xy» al resolver: 


e + y? =40 
*-y=4 
46 BJ8 co DJ12 EJ16 


(O) Indicar un valor de «*+y+z» al resolver: 
xy-2x-2y =26 
22-20-22 =16 
yz-2y-22 =20 


AJ9 Bj21 Cy16 D)30 E)24 
((HHallar «x» en el sistema x +y=8 

a + y" =224 
42 BA 0J6 ¿7 EJ8 
(L2) Indicar un valor de «—» al resolver: 


Jr+y + lx y= E 
x? + y? = 353... aretes (11) 
An BJ8 EJO 


Dj4 


C-2 
(6) El valor positivo de «x+y+z» deducido del 
sistema: 


ZA A YI 4 yz 
A+yrz=2 


Es: 
Aj JO By2+J6 C)8—J6  D)-2+J8  EJ4+J6 
(9) Calcular el valor de «x» en: 


AJEO BJk1  CJE2  D)+3 
(O Resolver el sistema: xy +x + y =23 
x+x+z=41 
y+y+z2=27 
Indicar un valor de «y» 
AJ6  BJS 0r5 D)-8 
(ES) Resolver el sistema: 1% + xy +a2=x =2 
y +xy+yay=d 
7erz+yzz=6 
Indicar el valor de una incógnita 
AJSIZ  BFSIZ Cp D) 12 
(L) Indicar la suma de mayor valor con el menor 
valor que asume «zx» del sistema: 


EJ-7 


Er2 


dryrx+y=8 se (1) 
1 
(2+1) (y+ 1)= E ws (U) 
e] B)-1 c)2 D)-3 E)8 


0) Calcular un valor de «xy» al resolver: 


VEA YA JE YT naa 


(2) Dado el sistema : 
2+y= 11 canccnoo 


=1A icon crió 
Indicar el mayor valor de «x» 
AJ2 B)3 C)3,6 


(0) Luego de Mole: : 


DJ4 EJ4,5 


aJal3 BJ5l3 C)6/4 EJ2 


(03) Resolver el sistema: 


D) 3/2 


| Xndicando el número de soluciones 
—BJ2 C)3 D)4 


aL 


AJ5—J6 


AJ2 BJ3 CJ4 D)J5 E)J3!4 
(63) Luego de resolver al pistema: 

e ay= 3 

y? -ay=4 
Calcular la suma de elementos de una solución 
AJ4 BJ5 C)6 D)7 EJ10 


(7) Si (a,,43,03»..0, CR* es el conjunto 
solución del siguiente sistema ; 
a +03+..+0, =96 .. 


ajraj+.tai=144 ... 
aj+ral+...+al=216 .. 
entonces el número de Nohiciones del Milena es; 
AJO BJ C)2 Djn En! 
(7) Si x, y, z son enteros no negativos, entonces 
con respecto a las soluciones del sistema : 
xa —y 2 =3xyz 
a? =2(y+2) 
se concluye que : 
A) Existen cuatro soluciones. 
B) Existen tres soluciones. 
C) Existen dos soluciones. 
D)No existen soluciones enteras. 
E) Existen más de cuatro soluciones. 


(03) Después de resolver el siguiente sistema ; 
L+ yA z= My + yz 
LQyArAzZ=Z IZAN 
LAY = IZA yz 
Arya 2 

el valor positivo de (x + y + 2) es: 

BJ2+J6  Cl4-J6 


(OD Dar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 


dj= ad + de > 


[EDICIONES _HUBINOS 


SISTEMA DE EOVACIONES 


( UN An ad + bc 
(_ JSea T la matiz identidad, entonces Det(1) =1 
A) VVV B)VFV C)FVF D)FVV E)FFF 


(resolver: 
> att a+ 
Esa 2 RL 


AJES) BI2) CIL2) DI10) EJ 1-7) 
(OH Calcular: 
8 5 0 as -11 -9 


7 9 0O+i-7 -< -3| 
11 13 0 0 1) 0) 


ÁJI— BM9  CI48  DJ98  EJO 
(CBE: valor del determinante: 
204 
60 
8 0 10] 
es: 
AJO B)20 C)192 DJ70  EJ-70 
(()se conoce que: 
36 a 
as-(7 9) 
Calcular|B), si: |A]=4 
AJ Bp1 Cj2 D)-2 E) 42 


(CO) Dada una matriz cuadrada A, tal que: A7=A 
determinar el menor valor de:|A| 


AJO B)1 Ccj2 D)=1 E) 2 
(ODAveriguar el valor del determinante: 
Label 
a -—b ce 
a b-e 
AJO B)3abe  C)-3abc D)6abe  E)-Gabe 
(O) Encontrar el valor de: 
1 1 1 
mn 13 16 
[121 169 225 
416 Bj16  C)32 D)32  Ej64 
ODsi: 2a 2b Ge 
m n 3p|=y 


rs SE 


be 
im on pl 
pos £ 


D)yi2 


Ay 
(ODsean las matrices A, y By con determinantes: 
lAl=3 y |B|=2. Calcular: |3Al+|2B| 


Bj6y — Ciyl6 EJy!3 


AJ27 B)16 Cj13 DJ35 EJ43 
(O)Resolver: 
rl e - 

xx x*2 y |=0 

El e. x+8l 
Dar como respuesta 11x 
AJ3 B-3 Cj6 D)6 EM 
(EJ inversa de la matriz a-(; ajo la 


matriz A”, tal que: A.A * =A7A =T; se demuestra 


A ista A”. 
que: A*= dle el ¡entonces para que exista A”. 
debe ocurrir: d 2 
ac a a 
Ja ES a a2,2 
LME Eb TO 
Dja+d+b+c  Elarbr+c+d 
(13) (a; 8) es la solución de sistema: 
3x+y 
2x-3y=4 
calcular: T =a" + B* -ap 
AJ6 BM 0) DJ2 EM 


(O) Luego de resolver el siguiente sistema: 
Lobby =—24 cascara 1) 
$ —8y=19 eommron(2) 
determinar ax" 


A)-32 B)16 C)27 D) 81 E) 32 

(3) Luego de resolver el sistema: 
La+y+z=3 
5x—3y+22 =17 
Tery+8z=14 

calcular; les 

z y+ 
A-P7 Bj6 CH6 D)J7 E)J6 
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(O) Dal sistema: ns me mms U7sms E 
7rgrO DIE <m< E EJ9<m<H 

3-27 (D) Sea “m” un entero, tal que el sistema de 


Determinar: 3/x-+y 


AJI B)2 CONÑA4 D)-1 E)-2 
(()Calcular «m» con la condición que los 
sistemas mx-—382y=1 

x-2my=3 

x+my=1 

mix +64y=3 
sean incompatibles y con solución única, 
respectivamente . 
Ajm=4  Bjm=-4 Cjm=2  Djm=-2  Ejm=64 
((9)Si el sistema adjunto: 


n 
(n-2)x-5y=2 
2nx-9y="-V/36 

es compatible indeterminado, calcule: 7 = Y. 

AJ BJ2 ONG DRG  E)-2 


(E sistema: 
mx-(m-1)y=1 
oa 
proporcionar «y» 


Ajm Bm  Cjm+1  D)jm1  Ejl=m 
ED Luego de resolver: 
2+y=258 


=-3)+22=-11 
"(8x+2y+62=21 

calculerar? 
AJ  BJ1024 "C)26 


IA ERACIICA alla 


D)32 EJ64 


(O) ¿Para qué valores de “m> el sistema: 
Lx +Iy=IM coo (1) 
Sxa+5y=13 manco (2) 


tiene solución de componentes positivas? 


ecuaciones: o (a) 


mMmx— y =37 ooo(2) 
3x+8y=M.....(3) 


sea compatible, Si (x,5 yo ) es la solución de dicho 
sistema, calcular: m — (Xy + Yp) 


yo B)1 C)2— DJS EJ4 

Si (a; b; e) es la solución del sistema: 
Tot dy —4z=7 can. 

calcular: B-+ e 

A) -100 B)-112 1031 D)80 E) 96 


(02 Determinar la suma de valores que asume “2%” 


de tal manera que el sistema lineal homogéneo: 
(1 h)x+y- 


O 
A 
Aa Bja+14 CjJ0 Djat Eja'Ya+ 14) 
(si: ja o 0 
O b -e Oo cial 
ano cd 
DA AAA 


calcular: a +5" + 0! +d*; abed +0 


A)-1 B)1 co D)2 E)-2 
(02) ¿Para qué valor del parámetro 4 el sistema: 
+ Ay = Amo (1) 
Ary =47 .....(2) 
es compatible determinado? 
AJÚnicamente si 2=-1  B)Sólo si 2=0 


C)A=-1; 4=0 D)Únicamente A4=1; 4=-1 
E)Sólo cuando 4=1 z 


(EDICIONES _RUBINOS PE so7 SISTEMA DE E JONES ) 
Dada la matriz ¿7 7 _y hallar “a”. 
E 0 Aja-e B)a-b €) (a-blla=c) 
pc lo ME D) (b-aMb=c) E) (e-aMc—b) 
7 3-1 * 
si [A[=2, determine “k” (OD En el sistema: 


HÓ 5X— 2y=M camrearo( 1) 
AJ2 B)2 CJ3 DIS E)J6 AADY=ZM conaccan (2) 


Sermine «y» el valor de “m” para que “x” exceda en 7a “y” es; 
(O) Deiermine la suma de todos los valores “e” q Y 0TOS pn Pera gis : eienaan Ta ys 
que hacen que la matriz: 


MAI ad (12) ¿Para qué valor de “m”, el sistema: 
E ( mx-6y=5m 8 sem (1) 
Seg 173, 2x+(m-—7)y=29-7m 
sea singular. es inconsistente? 
A)J6 BJ8 C)10 D)=3 EJ)16 AJ1 B)2 C)3 DJ4 EJ65 
(O si: |A=2 » |aqiraqirza)]=(8'")*, ¿cuál es (ES) Hallar: 
el orden de A? 12 3 arco 
4)2 B)8 C)4 D)6 EJ6 Lee Ss nn 
6 


Calcular: os 3 
2003 2004 2.005 A : 
2005 2006 2007 
2007 2008 2009 


1 221 gent 


anal 
n B) 1x21x3! ... (2n-1)  C)(2n- 1] 


LA) 
A) 2010 B)2008 C)0 D)2007  E)2009 —D)(m"x EJ (1) 
(O Hallar: 0. a be 
a 0 de 
bo dorf 


--e-sf0 


A) (af + be-cd)* B) (af - be +.ed)* C) (af- bd+ce)* 
D) (ad + bf-ce)* E) (ad - bf + ce)? 


(O Hallar: 


0 -110 
ES . 

S 01) A 02)E 08) B 0%) 08)€ 
ES NO 06)D 07) A 08)E 09) 10) B 
0.1. -1 x%1 IDC 13)A 13)A YB 18)D 
e EE 16)  17)E 18) 19)D 20)€ 


Alt+xr1)Jo+x+1) Blé-x+1)0+1) 01)D 02)B 03)D 0%) € 05) A 
Cr + 1) 1) DJ 1 M0 0-x-1) ICRA ETA , 
E) (*-x4 1 )M7-x+ 1) 


01) D 03) E 03) B 0%B 05) B 
(Y) Cuántas soluciones tiene el sistema: 06) E 07)B 08)D 09)C 10)H 
a 1)D 12)B  13)A 1%C 15)B 
3r+12y=6. CLAVES _DE_ LA CUAHTA PRACTICA 
a1 Bj2 C)3  D)Infinitos  E)Ninguna 


O A partir del sistema: 
A+y+z= 
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= (PLANTEO) 


Ea E 


IDE ECUACIONES, 


. mo A 


OBJETIVOS : 


* Traducir situaciones del lenguaje natural al 
algebraico y viceversa. 


* Utilizar símbolos que sustituyan a objetos con el 
fin de representar una situación y comunicar 
información sobre ella. 


* Apreciar el lenguaje algebraico por su capacidad 
para expresar relaciones de situaciones y fenómenos 
de la realidad, así como por su facilidad para 
representar y resolver problemas. 


* Plantear y resolver problemas del mundo real o 
de situaciones matemáticas (geométricas, por 
ejemplo) que sirvan para motivar y aplicar la teoría, 
donde se ponga de manifiesto la potencia del lenguaje 
algebraico, justificando así el uso de símbolos. 


* Valorar de la precisión, simplicidad y utilización 
del lenguaje algebraico para representar, comunicar 
oresolver diferentes situaciones de la vida cotidiana. 


* Valorar el lenguaje algebraico para expresar 
relaciones de todo tipo, así como por su facilidad 
para representar y resolver problemas. 


INTRODUCCIÓN: 


En nuestro quehacer cotidiano, 
podemos observar la relación que 
existe entre la matemática y la 
ES realidad ,.. ¿cómo “traducir” una 
23 situación real que involucre el 
, uspecto matemático al lenguaje 
propio de la matematica? Esto no es sencillo, 
requiere de una gran, capacidad de observacion y 
abstracción. 
Ciertos problernas reales pueden ser traducidos al 
lenguaje algebraico mediante una expresión 
numerica llamada ecuación, en la que una o más 
cantidades son desconocidas, Para encontrar dichas 
cantidades debemos ejercitarnos previamente en 
diferentes cuestiones básicas, y una de ellas es 
desarrollar la capacidad de abstracción 
cuantitativa, es decir la capacidad pare representar 
simbólicamente las cantidades y las relaciones 
existentes entre ellas. El meollo del asunto, sin 


0 

embargo, es la dificultad que un estudiante 
encuentra al momento de afrontar un problema 
enunciado en forma de texto, cuya solución requiere 
indudablemente la transformación de aquello que 
está en forma verbal a la forma matemática cuyo 
lenguaje es simbólico. No es tarea sencilla pero puede 
serlo si ponemos en su realización voluntad y 
constancia . 


PLANTEO DE ECUACIONES 
Para resolver un problema relativo a números o 
cantidades desconocidas se debe expresar una 
información escrita en idioma normal, en el 
simplificado idioma de las proposiciones 
matemáticas, las cuales nos permiten operar con 
más comodidad y rapidez que otros procedimientos. 
Esto implica realizar una especie de traducción de 
situaciones de la vida real, al simbolismo 
matemático, tarea que constituye el argumento más 
útil en todo el proceso de solución. 


PLANTEAMIENTO DE UNA 
ECUACIÓN 

El planteamiento es el proceso que implica 
transformar el lenguaje literal de un enunciado en 
un lenguaje formal simbólico, en tal forma que la 
presentación nos permita enfocar la solución de un 
problema, lléguese o no a obtenerla. La solución de 
las estructuras algebraicas con independencia de sus 
realizaciones concretas se efectúa a partir de haber 
realizado dicho planteamiento. 
A continuación presentamos un listado de frases 
típicas que suelen aparecer en los problemas, y a un 
costado su respectiva traducción matemática 


El resultado de sumar un número a 7 + 7+x 


La suma de algún número y 18 > [+ 13 
El resultado de restar a 18 algún número +18-Z 
Dos veces la suma de un número y 5 — 2(4+ 5) 


Nótese que cada vez que ns hemos referido a un 
número o algún número, en la traducción 
matemática, ésta se ha representado por una Letra 
(x= ;y5z) o un simbolo: ODA 

Ahora, cuando tengas que traducir una frase a una 


(EDICIONES RETISOS 


— TCROO NE 


PLANTEO DE ECUACIONES) 


ecuación, debes determinar el significado de cada 
parte y asimismo tendrás que reconocer qué es lo 
que vas a reemplazar por una variable. 
EJEMPLOS: 


Un número, aumentado en 6 da como suma 23, 
» o - ds 

Sl:6 menos que, el costo de un sombrero_es_S/ 17 

Aga IL 


eS z 
> E = 6 = 17 
El arte de plantear ecuaciones consiste en 
interpretar y transformar enunciados del lenguaje 
literal (vernáculo) a un lenguaje matemático es 
decir: 

Es uno de los temas más importantes en la 
resolución de problemas estableciendo para ello una 
o más ecuaciones con el empleo de símbolos, 
variables y operaciones. 


EJEMPLOS: 
1) “A” es el doble de “B” 


2) “A” es dos veces más que “B” => A=2B+B > A=3B 
3) “A” es dos más que “B” =A=B+2 

4) “A” es dos menos que “B” >A=B-2 

5) “A” es el doble de “B”; más diez=>A=2B+10 
6) “A'"es el doble de “B” más diez >A=2(B+10) 
7) “A” excede a “B” en 20 “B” es excedido por “A” 
en 20>A-B=20 El exceso de “A” sobre “B” es 20 
8) Lo que le falta a “A” para “B”es treinta=> B-A=30 
9) Lo que le sobra a “A” para “B” es treinta=>A-B = 30 


es dos veces “B” 


10) Tres números enteros consecutivos > (x):(x+1); (1+2) 


11) “A” y “B” están en relación como 5 es a 7> + 


12) Tres números están en relación a 3, 6 y 8 


Luego: A=3k ; B=5h ; C=8k 
13) Gastó los tres quintos de lo que no gastó 
3 
G=2 (NG 
> 5l 4 


6 _3h_ G=3k 
Luego: NG” 5h" NG=5k 


14) El cuadrado de la suma de dos números =>(x +y)* 


Suma de los cuadrados de dos números >x*+y* 


¡Importante!: Las palabras: de, del, de los y veces 
indican que debo multiplicar 


PROCEDIMIENTO PARA RESOLVER 
PROBLEMAS 
La experiencia nos permite proponer que lo esencial 
para resolver un problema planteando ecuaciones , 
consiste en la habilidad para seguir cada uno de los 
siguientes pasos: 


D) Representación de las cantidades desconocidas o 
incógnitas por variables (x, y, 2z «.. efc:). 


11) Planteo de las ecuaciones que relacionan a las 
incógnitas con los datos del problema . 


111) Solución de las ecuaciones planteadas; esto es, 
determinar los valores de las variables. 


No está demás afirmar que las etapas de 
representación y planteo, requieren la mayor 
concentración posible, pues al realizarlas 
correctamente se asegura una solución del 
problema. Es por eso que a estas etapas les daremos 
mayor énfasis en los ejemplos que presentaremos a 
continuación: 


EJEMPLO 1: 
El cuadrado de un número , disminuido en 9 


equivale a 8 veces el exceso del número sobre 2. 
Determinar el número. 


RESOLUCIÓN: 


* Sea “N” el número buscado e interpretando la 
información, tenemos: 


N” - 9=8(N - 2) 
>N” - 9=8N -16 => N*-8N + 7=0 
>(N- 7) (N-1)=0 >N-7=0 óN-1=0 


>N=7 6 N=. 
EJEMPLO 2: 


El exceso de 8 veces un número sobre 60 equivale 
al exceso de 60 sobre 7 veces el número. Determinar 
el número. 


RESOLUCIÓN: 
* Sea “zx” el número. 
* Del primer párrafo obtenemos:  8x- 60 
* Del segundo párrafo obtenemos: 60 — 7x 
* Los cuales son equivalentes: 
8x-60= 60-7x > 16:=120 + x=8 
EJEMPLO 3: 
Compré el cuádruple del número de caballos que 
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vacas, si hubiera comprado 5 caballos más y 5 vacas 
inás, el número de caballos sería 2 veces mayor que 
el número de vacas. ¿Cuántos caballos compré? 


RESOLUCIÓN: 

* Del primer dato encontramos (lo real ): 
Caballos: dx ; Vacas: x 

* Del segundo dato obtenemos(lo supuesto): 
Caballos: de + 5; Vacas: x +5 


Caballos sería 2 veces mayor que vacas 


El 
S+4x+b=3(x+5) +4x+b=3x+15 + x=10 
caballos comprados son: 4(10)=40 
EJEMPLO 4: 


En cada día, de lunes a jueves, gané $6 más que lo 
que gané el día anterior. Si el jueves gané el 
cuádruplo de lo que gané el lunes, 

¿Cuánto gané el miércoles?. 


RESOLUCIÓN: 

* Del primer dato obtenemos que: 
Lunes: zx 
Martes : +6 
Miércoles: x+12 
Jueves : x= +18 


* Adomás. lo del Jueves es el cuádrupie del Lunes; 
Es decir 4 18=4x > 31=18 +2=6 

* entonces el miércoles gané: 6+12=18 
EJEMPLO 65: 


La longitud de una sala excede a su ancho en 4m. Si 
cada dimensión aumentara 4 mm, el área aumentaría 
al doble. Hallar las dimensiones de la sala. 


RESOLUCIÓN: 


* Haciendo el esquema del piso de una sala, para la 
primera condición (lo real), tenemos (área=largox 


MES 


>A,==(x2+4) 
*Silas dimensiones aumentara en 4m tendríamos 


A E 3+++ 
x+8 
Ap=(x+4)(2+8) 
* Del dato final tenemos que: A¿=2A, 
> (1 + d)(x+8)=2x (x + 4) 
21+8=2x >x=8 


* luego las dimensiones pedidas son; Sem y 12 cm 
EJEMPLO 6 : 

Una mecanógrafa escribe 85 palabras por minuto + 
Empieza su: trabajo a las 8:00 am; y 40 minutos 
después , empieza otra mecanógrafa que escribe 102 
palabras por minuto . 


¿A qué hora habrán escrito estas mecanógrafas el 
mismo número de palabras? 


RESOLUCIÓN : 
* Como la 1? mecanógrafa escribe 85 palabras por 
minuto , entonces : en x minutos escribirá : 85x 
* La 2 mecanógrafa escribe 102 palabras por 
minutos , y empieza 40 min después , entonces : 
en (x-40) min. escribirá : 102 (x-40) 
* Como se pide la hora en que las mecanógrafas 
hayan escrito el mismo número de palabras ,luego : 

102(x — 40) = 86x 

> 102x— 4080 = 85x 

> 17% = 4080 

>x= 240 min <> (4horas) 
* Entonces la hora deseada será : 

8a.m.+4h = 12h = 120.m. 

EJEMPLO 7: 
En un aula los alumnos están agrupados en bancas 
de 6 alumnos por banca ; si se les coloca en bancas 


de 4 alumnos por banca se necesitarían 3 bancas 
más , cuántos alumnos hay en el aula? 


RESOLUCIÓN : 


* Sea N el número de alumnos en el aula y nx» el 
número de bancas . 


* Al agruparlos de 6 en 6 tenemos: N=6x 
* Al agruparlos de 4 en 4 tenemos : N=4(x+3) 
Como son iguales entonces : 

6x = 4x + 12 

>2x =12 

>x=6 
* Finalmente: N=6x6=36 alumnos 
EJEMPLO 8 : 
Con 950 ladrillos se han hecho tres tabiques. En 
el primero entran una tercera parte más que el 
segundo, y:en este la cuarta parte de los que entran 
en el tercero. ¿Cuántos ladrillos ge emplearon en 
cada tabique ? 
RESOLUCIÓN 
*Si la cantidad de ladrillos en el segundo tabique lo 
consideramos como 3x , entonces su tercera parte 
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será x; porto tanto : 

Segundo tabique : 3x 

Primer tabique :3x+x=4x 
* Los ladrillos del , segundo tabique son la cuarta 
parte de los del tercer tabique ; esto quiere decir 
también que lo que hay en el tercero es el cuadrúple 
de lo que hay en el segundo ; es decir : 4(3x) = 12x, 


GRÁFICAMENTE : 


12x 
Ax 


3 


r zi Es 
” Sumando todos los ladrillos debemos tener el 
total, es decir : 960. 
Ax + 3x + 12x = 950 
>19x = 960 
> x=50 
* Finalmente lo pedido será : 
Primer tabique : 200 
Segundo tabique : 160 
Tercer tabique : 600 


EJEMPLO 9 : 


4 
Se tiene tres números tales que el segundo:es 7, del 


primero, el tercero es 5 del segundo y el producto 


delos tres números es 3840 . Determinar el menor 
RESOLUCIÓN : 
*Sea N,, N, y N, los tres números : 


Ny EN, > eS 
ad: Ns 3 
N3= Na > M4 
* De esta proporcionalidad obtenemos que : 
N, =4K 
N, = 6K 
N, = 3K 


3 
* Además como el producto es 3840 , entonces : 


> (5K) (4K) (3K) = 3840 
> 60K* = 3840 
>K*=64 
>K=4 


* finalmente el menores: N, =3 (4) = 12 
EJEMPLO 10 : 
Se reparte 3000 soles entre 4 personas de tal 
manera que a la primera le corresponda 400 soles 
más que a la segunda ; a esta , 4/5 de lo que le 
corresponde a la tercera ; y esta 100 soles más de lo 
que le corresponde a la cuarta , ¿Cuánto recibió la 
segunda persona?. 
RESOLUCIÓN : 
*Al repartir los S/.3000 entre 4 personas y 
empezando el análisis entre la 2% y 3" persona, 
luego entre la 1** y la 2% y finalmente la 3"* y la 4 
tendremos : 

P,=4K+400 
P¿=4K 
P,=65K 
P, =5K-100 


> 4k + 400 + 4k + 5k + 56k- 100 = 3000 

>18k = 2700 

> k =160 
* Finalmente la segunda persona recibió : 

4(160) = S/. 600 

EJEMPLO 11 : 
De un tonel de 140 titros se extrae tanto : como 4 
veces no se extrae, de lo que queda se extrae tanto 
como no se extrae. ¿Cuánto queda en el tonel?. 
RESOLUCIÓN : 
Graficando un tonel e interpretando la primera 
condición, tenemos 


EXTRAE de +x = 140 
m0 | * a dad 
- > x= 28 


= Ha quedado 28 litros 
* al final de esos 28 litros que no se extrae , se deduce 
que se sacó su mitad , quedando su otra mitad , es 
decir : 14 litros 


$ EDADES 


Este tema corresponde esencialmente al 
planteamiento de ecuaciones . 


La solución a este tipo de problema involucra 
reconocer cada uno de los siguientes elementos : 
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* SUJETOS : Debemos identificar el número de 
Bujetos que intervienen . 

* TIEMPO : (verbo) debemos tener presente si la 
acción del problema se desarrolla en distintos 
tiempos , por ejemplo : 


* CONDICIONES : relación entre las edades de 

los personajes , en el tiempo . 

EJEMPLOS : 

«Hace b años su edad era el triple de la edad que 
tengo» 

«Dentro de 10 años mi edad será el doble de la que 

tentas hace 3 años» 

SITUACIONES SOBRE EDADES 

TIPOT:3 

“ CUANDO INTERVIENE LA EDAD DE 

UN SOLO SUJETO ” 


Analicemos en tres tiempos : 


EJEMPLO 1 : 
Dentro de 20 años Pedro tendrá el doble de la edad 
que tenía hace 10 años. ¿Qué edad tendrá dentro de 
2 años? 
RESOLUCIÓN : 
Edad actual: E 
Edad dentro de 20 años: E +20 
Edad hace 10 años : E- 10. 
pero según enunciado .........el doble .... : 
E+20= 2(E-10) 
$ E+20 = 2E- 20 

>E= 40 
* por lo tanto dentro de 2 años tendrá : 42 años 
EJEMPLO 2 : 


Si al cuádruplo de la edad que tendré dentro de 10 
años; le restamos el triple de la edad que tenía hace 
5 años, resulta el doble de mi edad actual. ¿Qué 
edad tenía hace 5 años ? 


RESOLUCIÓN: 


* Dentro de 10 años: E + 10 
* Hace 5 años: E- 6 


4(E+10)-3(E-6)=2E 
>4E+40-3E+16=2E 
>E=65 
* Luego la edad que tenía hace 6 años fue 50 años 
EJEMPLO 3 : 


Pedro tiene 45 años . Dentro de cuántos años tendrá 
el doble de la edad que tenía hace 16 años? 


RESOLUCIÓN : 
* Edad actual : 45 años 
* Hace 16 años tenía : 45 — 16 = 30 años 
* El doble de esa edad es 2/30) = 60 años 
* Luego El tendrá 60 años dentro de ; 

60 - 45=15 años 
TIPO MU 2 


«CLANDO INTERVIENEN LAS EDADES 
DE DOS o MÁS SUJETOS» 

Es conveniente para la solución de este tipo de 
problema el uso de un cuadro . Por ejemplo , 
'analicemos un caso para tres sujetos en tres tiempos 
y luego completamos el cuadro : 


TIEMPOS 


NOSE 


Se observa que : 
La diferencia de edades entre dos personas, en el 
transcurso del tiempo no varía (idea fundamental 
para resolver problemas de edades) 

EJEMPLO 4: 

El le dice a Ella : «Yo tengo el triple de la edad que 
tu tenías cuando yo tenía la edad que tu tienes» . 
¿Cuántos años tienen ambos, si sus edades suman 
50 años? 

RESOLUCIÓN : 

* Empleando un cuadro para 2 personajes , en dos 
tiempos , tenemos : 
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Pasado Presente 


* Aplicando diferencia de edades , en el pasado y el 
presente , y teniendo en cuenta que no varía , 
tenemos : Ea 
5 >y+y=x+t3x 
>2y=4x 
> y=2x 
* Del dato, que sus edades actuales suman 60 años 
3x + y = 50 
>31+2% =50 
>x =10 
> El tiene 3x : 3(10) = 30 años 
=>Ella tiene y : es decir 20 años 
EJEMPLO 5: 


Dentro de 20 años , la edad de María será a la de 
Diana como 4 es a 3. ¿Cuál es la edad de ambas 
sihace 13 años la edad de María era el quíntuplo de 
la de Diana? 

RESOLUCIÓN : 

*Empleando un cuadro de doble entrada , parado 
personajes y tres tiempos. Partiendo. de la 
información en el futuro (dentro de 20 años) , 
tenemos : 


* Con este dato completamos el cuadro , para el 
presente y el pasado (hace 13 años). 


*Teniendo en cuenta que hace 13 años la edad de 
María era el quíntuplo del de Diana , planteamos la 
siguiente ecuación : 

4k-33 = 6(3k-33) 

> 4h-33 = 16k- 165 

>11k=132 
>k=12 

=>Edad de María : 4(12) - 20 = 28 años 
=>Edad de Diana; 3(12) - 20 = 16 años 


EJEMPLO 6: 

Roberto tiene 24 años ; su edad es el séxtuplo de la 
edad que tenía Betty cuando Roberto tenía la tercera 
parte de la edad que tiene Betty . ¿Qué edad tiene 
Betty ? 

RESOLUCIÓN: 


* Por diferencia de edades: 24-x= 3x-4 
>:=7 
=>Edad de Betty: 3x =3(7) = 21 años 


EJEMPLO 7: 


Hallar la edad de un padre y la de su hijo sabiendo 
que hace 8 años la edad del primero fue el cuádruple 
de la del segundo ; dentro de 12 años sólo será el 
doble de la de su hijo. 
RESOLUCIÓN: 


* De acuerdo a los datos , emplearemos un cuadro 
para dos personas en tres tiempos : 


P=4H P=2H 
* Digamos que hace 8 años el hijo tenía «x» años ; 
en tanto que el padre tenía “Ja”. 
* En la actualidad el hijo tendrá “x+8” y el padre 
“de + 8”. 
* Dentro de 12 años tendrán “x+20” y “4x+20”. 
* Ubicando esta información en el cuadro tenemos : 


*De la segunda condición : 
P=2H 
> 4x4+20=2(x+20) 
> 4x4 20 =2x 440 
2x=20+x=10 
>Edad del Padre : 4(10) + 8 
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EJEMPLO 8: 


José le dice a Pablo : “Yo tengo el doble de la edad 
que tu tenfas cuando yo tenía la edad que tienes; 
pero cuando tu tengas la edad que yo tengo, la suma 
de nuestras edades será 63 años”. Determinar 
ambas edades actuales, 


RESOLUCIÓN: 


* Empléando cuadro para dos personas y en tres 
tiempos ; asi como ubicando la información de la 
primerá condición del problema , tenemos: 


*De la segunda condición: «nuestras edades 
sumarán 63 años» 


Si Pablo tendrá 2x, entonces José tendrá 63-2x 


* Por diferencia de edades (no cambia con el 
transcurso del tiempo): 


* Tiempos pasado y presente ; 
y-*=2x-y 
> 2x=3p 
* Tiempos presente y futuro : 
2x-y=(63-2x)-2x 
> 2x-y=63-4x 
>y=6x-63 .. 


* Reemplazando en (1) tenemos 


2(6x-63)=3x>12x-126=3x>x=14 
*En (1D) : 
+y=6(14) - 63=21 
= las edades son: 
José: 2(14) = 28 años 
Pablo : 21 años 
TIPO DI = 


ESO DEL CRITEEIO ARITMÉTICO 


Aplicaremos la siguiente relación: 


E= Año de referencia - Año de nacimiento 
EJEMPLO 9: 
Una persona nació en 79ab Y en 19ba cumplió 


(a+b) años . ¿En que cumplió axb años? 
RESOLUCIÓN: 
* Empleando : 

[E= Año de referencia - Año de nacimiento 
* Tenemos: 


a+b=19a — 19ab 
* descomponiendo polinomicamente ; 
a+b=1900+10b+a—(1900+ 100 +b) 
> a+b=1900+10b+a-1900—10a-b 


* desarrollando encontramos que: 

10a=8b + 5a=4b 
+ Teniendo en cuenta que a y b son números de una 
cifra , esta igualdad cumple para: a=4 y b=5 
=> Año de Nacimiento : 1945 
* luego para saber en que año cumplio a(b) años, es 
decir: 4(5)= 20 años 
a esta edad le sumaremos a su año de nacimiento ; 
es decir: 1945 +20 = 1965 
EJEMPLO 10: 
Una persona tiene en 1988 tantos años como el 
producto de las dos últimas cifras del año de su 
nacimiento. ¿Cuál es su edad actual, considerando 
que este año ya celebro su onamástico? 
RESOLUCIÓN: 
* Considerando año de nacimiento: 
Tenu.remos que : 

axb=1988 - 19ab 
> a xb= 1988 — 1900 -10a -—b 

* ordenando : 

10a +b+a(b)=88 

> 100 + b(1+a)=88 
* Esta igualdad cumple par: 

a=6 y b=4 
* ya que: 10(6) + 4(1 + 6) = 88 
> Año de nacimiento : 1964 
Edad actual = 2001 - 1964 
=37año08 

EJEMPLO 11: 


Un profesor nació en 79ab y en 1990 tuvo (a + b) 
años. En que año llegó a tener (2a + b) años? 


RESOLUCIÓN: 
Edad = Año de ref. - Año de nac. 


>a+b =1990-19ab - 
> a+ b=1990-1900-100=b = 


19ab 
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* ordenando: 11a+2b=90 
* esta igualdad cumple para: 
“a=8 y b=1 

* porque ; 11(8) + 2(1) = 90 
* Año de nacimiento : 1981 
=>Llegó a tener: 2a+b =2(8)+ 1= 17 años 

en 1981 + 17 = 1998 
EJEMPLO 12: 
Juan le dice a José : Cuando tu tenfas 7 años menos 
de la edad que yo tengo, yo tenía 3 años menos de la 
edad que tu tienes y cuando tenga el doble de la edad 
que tu tienes , nuestras edades sumarán 66 años . 
¿Qué edad tiene José? 
RESOLUCIÓN: 
*Como el problema relaciona a tres tiempos, 
entonces hacemos el esquema para el PULIDO párrafo 


* De los dos esquemas , aplicando diferencia de 
edades , tenemos ; Y 
(y-3)-(x-7)=x-y >x=y+2 
2y - (66-2y)=x-y >x =6y-66 


* Igualando ; o 


> Ay =68 
> y=17 


José tiene 1711 6o8 


MÓVILES 


Los problemas referentes a móviles consideran a 
autos, trenes , aviones o personas; asimismo, hacen 
mención a metros por segundo , kilómetros por 
hora o a cualquier otra terminología relacionada 
con el movimiento. 
Estos problemas se resuelven básicamente con 
la fórmula : 

DISTANCIA = RAPIDEZx TIEMPO 
que corresponde a un movimiento uniforme. 


*Además 
de donde: 
e e 
e =VE =£ l1=£ 
Al 


espacio o distancia recorrida 
V = rapidez empleada 
£ = tiempo empleado 


RAPIDEZ (V): 


Característica física de un móvil que nos informa 
que tan rápido:este móvil pasa de una posición a 
otra. Se expresa en : 

unidades de longitud por tiempo (elt). 
Ejemplos: mls ; mimin ; km/h. 


VELOCIDAD (V ): 


Es un magnitud vectorial que nos indica la rapidez 
con la que se mueve un objeto (móvil) y la dirección 
en quelo hace. 
Para la solución de estos problemas debemos tener 
cuidado que las unidades sean consistentes; por 
ejemplo si la rapidez esta expresada en m/s, el tiempo 
debe estar en segundos y la distancia en metros. 
EJEMPLO 1: 
Cinco horas demora un auto en viajar de Lima a 
Huancayo a razón de 80 km/h. Si cada 10 km enla 
carretera que une ambas ciudades se desea colocar 
un banderín, ¿Cuántos banderines se requieren, 
considerando que debe haber uno al principio y 
otro al final? 
RESOLUCIÓN : 
* Debemos primero calcular la distancia entre Lima 
y Huancayo, para lo cual contamos con la rapidez 
con que viaja el auto y el tiempo que emplea ; 
por lo tanto : 

d=yxs- 20m 

h 
. —>d=400 km 

* Cálculo del número de banderines a colocar ; para 
lo cual tenemos : 
=400 km 5 derrama 


x5h 


= 10 km 


orar 


N*banderines = 490, 141 
10 


RAPIDEZ PROMEDIO: 
Se refiere a la.distancia total recorrida dividida 
entre el tiempo total empleado : 

Dista 
'MPO Total 


EJEMPLO 2: 

Un auto viaja de una ciudad A a otra B, distantes 
600km , a razón de 100kRm/h y regresa hacia A con 
una rapidez de 60km/h . Hallar la rapidez promedio 
durante el viaje de ida y vuelta . 


RESOLUCIÓN: 
"cl 
47200 km/h 


“ 
e 50 km/h 
E 50 km ES 
* Tiempo de viaje de ida : 
__500km 
7 100krmn 
* Tempo de viaje de regreso : 
500km 
AS 


>Tiempo total = 6 + 10 = 16h, 
* Distancia total recorrida = 500 + 600=1000 km 
* finalmente : 


Varo 


1000km ze 
A 06 Ek 


TIEMPO DE AE my: 

Si dos móviles parten simultáneamente de 
diferentes puntos y viajan en la misma dirección 
pero en sentidos opuestos, una al encuentro del otro, 
se encontrarán en un tiempo £, , definido por; 


E, 3 tiempo Ulbñcuentro 
d : distancia que los separa al inicio 
V,; V, + rapidez con la que viajan los móviles. 


EJEMPLO 3: 
La distancia entre dos ciudades es de 400kra. Un 
auto parte dela ciudad A hacia B arazón de 60km/h 
yen el mismo instante parte de B hacia A otro auto 
Arazón de 30 km/h. Después de cuánto tiempo se 
encontrarán y a que distancia del punto B ?. 
RESOL UCIÓN: 


* Cálculo del tiempo de encuentro'; 

4 =%00km _ 400km _ 

“7 (50+30)km/k  BOkmih 
* Cálculo de la distancia de B hasta el punto de 
encuentro: d,=V, xt,=30 km/h x 5h = 150 km 


TIEMPO DE ALCANCE ( T,): 


Si dos móviles parten simultáneamente — y viajan 
en la misma dirección ; en el mismo sentido y el 
segundo viaja con mayor rapidez , entonces lo 
alcanzará el primero en un tiempo t, , definido por: 


Y Y 


donde: 
£, + tiempo de alcance 
4; distancia que los separa al inicio 
Vs V, : rapidez con la que viajan los móviles. 


EJEMPLO 4: 

La distancia entre dos ciudades es de 200 Km. Un 
auto parte de la ciudad A hacia otra C, situada a 
350 km al Este de B, a razón de 60 km/h; en el 
mismo instante parte de B otro auto hacia C; a razón 
de 30 km/h. Después de cuánto tiempo alcanzará el 
móvil que partió de A al que partió de B y a que 
distancia de C ?, 

RESOLUCIÓN : 


PES 
Y Y Y. 
A -200Km— z 5 0 


* Cálculo de tiempo de alcance : 


200km 200 


EDO 
lo 50 30)kmik 20 
*Distancia recorrida por: 
Bes ES x 10h =300k 


>Se da el alcance a 50 Kim de € 
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EJEMPLO 5: 


Un Tren de 120 metros de longitud se demora en 
pasar por un puente, de 240 metros de largo, 6 
minutos. ¿Cuál es la rapidez del tren? 


RESOLUCIÓN 


v 


20m. — 
* La distancia total que recorre el tren para cruzar 
es(se deduce del gráfico): 240 m-+120m=360m 

* En un tiempo de 6 min (360 seg) : 


v 360m 


160seg 
EJEMPLO 6: 


Luis viajó de Lima a Huancayo empleando 8 horas . 
Si al regreso aumenta su rapidez en 16km/h 
llegando en 6 horas, ¿cuál es la distancia total 
recorrida ?. 


1m/lseg 


RESOLUCIÓN 
* Ala ida recorre una distancia «ID» con una rapidez 
de V km/h llegando en 8 h. 

>D=8V... so (1) 


* A la vuelta recorre la misma distancia «D» con 
una rapidez de (V +16) km/h Vegando en 6 h. 


2D = 6(V+16) osas (ID) 

* Como (1) y (11) son iguales , tenemon:: 

8V=6(V+16) 

>8V =6V +90 

> 2V = 90V =45km/h 
* distancia total recorrida + 2D 
*En (1): 2 (8x46) = 720 km, 
EJEMPLO 7: 


La distancia entre 7 y L es de 660 km. Alex sale de T 
aL y José de L a T ambos simultaneamente a las 
10 pm. El ómnibus en que viaja Alex recorre a un 
promedio de 90km por hora y el de José a 85km por 
hora ¿A qué hora y a qué distancia de T se cruzarán? 


RESOLUCIÓN: 
Vales = 20 km/h v 


* Para saber a que hora se cruzan, aplicaremos 


tiempo de encuentro: 
4 =—_060km 
* (90+85)km/h 
> Se cruzarán a: 
10 pm +3 h 9 minutos =1: 09 am 
D,=90 x 3,14 = 282km 867m 


EJEMPLO 8: 


Un ladronzuelo corre a razón de 8m/s. Un policía 
que se encuentra a 160m de distancia empieza a 
perseguirlo y logra alcanzarlo luego de 4min. Con 
qué rapidez corrió el policía, 

RESOLUCIÓN : 


* Aplicando tiempo de alcance : 


= 3h09 min. 


£,=4min 
160m 
4x60)seg =, 40m 
ASA ma 
160 5 
>240= p=8 Vo-5 
>8V, -64=8 


>Y,= E miseg= 8,62 m/a 


EJEMPLO 9: 


«Vladi» sale de su casa con una rapidez de «a»km/h 
y dos horas más tarde «Fuji» sale a buscarlo 
siguiendo la misma ruta, con una rapidez de 
«a+b»km/h. ¿En cuántas horas lo alcanzará? 
RESOLUCION: 
*«Vladi». en 2 horas le a tomado una ventaja de: 

d=Vt + d=2a 
* Que «fuji» debe descontarlo en: 

Pape IAE MA 
2 V¿-V, (a+rb)-a b 

EJEMPLO 10 : 
Dos motociclistas parten de un punto A, en el mismo 
sentido, a razón de 30 y 60 km/h. ¿Que tiempo deberá 
transcurrir para que estén separados 100 km? 


RESOLUCIÓN : 


* Conforme pasa el tiempo el motociclista que viaja 
con mayor rapidez se va separando más. Para 
determinar el tiempo que emplean para estar 
separados 100 km aplicamos(análogo al tiempo de 
alcance o tiempo de separación): 

100km 


d, 
Ea NU: 2 5h 
*"Y,¿-V,  (50-350)km/h 


AM AZHZMEME IA 


608 15 a ENCICLOPEDIA 2012 


EJEMPLO 11: 
Dos ciclistas están separados por 200 metros y 
avanzan en sentidos contrarios con: velocidades de 
16 y 10 m/a separandose cada vez más. En qué 
tiempo estarán separado 3400m? 
RESOLUCIÓN: 
*Ambog ciclistas , el que parte de A hasta € y el que 
parte de B-hasta D , emplean el mismo tiempo para 
separarse adicionalmente: 

3400- 200 = 3200m 

d 3200m 

A A 1, 
Va+Va (104 10)ma E 

>1, =2 min con 8 seg 
EJEMPLO 12: 
Una auto parte de Piura a las 6pm y llega a Lima el 
día siguiente a las 2 pm otro auto sale de Piura a 
las 7 pm y llega a Lima el día siguiente a las 9 am. 
¿A qué hora el segundo auto pasó al primero?. 
RESOLUCIÓN: 
* Ambos autos recorren la misma distancia, D entre 
Piura y Lima , empleando diferentes tiempos : 


t,=21 horas 
£,=14 horas 
* la rapidez con la que viajan son : 
D 
Vs VACA 
121 "714 


* Como el auto 1 partió dos horas antes que el auto 
2, le toma una ventaja «d» equivalente a : 

2D 

21 

*El auto 2 que es más veloz lo alcanzará y lo pasará 
enun tiempo £,: 


D 
de Yi= 2 >d= 


2D, 2D 
o 4h 
VR 14220 
14 21 42 
*el 2'auto pasó al 1'a las: 7pm+4h=11pm 
RELOJES 


Acápite relacionado en gran parte con el tema de 
planteo de ecuaciones y Razonamiento Lógico. 

Los relojes y su utilidad para la medición del tiempo 
son motivo de una gran variedad de problemas y 
acertijos que para un mejor estudio se trata en esta 
parte , teniendo en cuenta los siguientes objetivos 


espacificos. 


1) ANALIZAR Y COMPRENDER LA RALACIÓN ENTRE 
EL TIEMPO TRANSCURRIDO Y EL TIEMPO NO 
TRANSCURRIDO, PARA UN TIEMPO DETERMINADO 


Tiempo Total 


Tiempo 


Tiempo 
Transcurrido | No Transcurrido 


EJEMPLO 1: 
¿Qué hora es cuando la parte transcurrida del día esigual 
alos 3/6 de lo que falta para terminar el día?, 
RESOLUCIÓN: 
* Un día: 24 horas 
* Tiempo transcurrido : x 
* Tiempo que falta transcurrir : 24 - x 
* Gráficamente : 
Tiempo Total<>24 horos 


Tiempo 
No Transcurrido : 24—x 


Tiempo 
Transcurrido: x 


» Planteando una ecuación , tenemos : 


«parte transcurrida» «es» ¿ («falta para: terminar») 
a Z(24-x) 


>b6x=72-3x 


>8x=72>x=9 
>Hora; 9 am 


tiempo transcurrido 
E. que falta transcurrir 
3h + 6k=24 
>h=3 
> Hora: 3(3)= 9horas 
EJEMPLO 2: 


A que hora de la mañana el tiempo que marca un 
reloj es igual a 6/4 de lo que falta para las 12 del 
mediodía. 


RESOLUCIÓN 


* En el primer ejemplo el intervalo de tiempo 
involucrado era todo el día (24 horas); en este caso 
es solo el medio día ; es decir: 


Otra forma: ed 
5 


Tiempo Transcurrido _6. 
Tiempo que faltat. 4 
> Tiempo Total<>12 horas 
Tiempo Tiempo ; 
Transcurrido : 5h | No Transcurrido :4k 


>9k=12 >= 4/3 
>Las Horas transcurridas son: 


(EDICIONES _REBIÑSOS 


JH 6os VET 


PLANTEO DE ECUACIONES) 


5(4/3) = 20/3 = 6 2/3 h=6 Horas 40 min. 
=La Hora que marca el reloj será: 6:40 am, 
EJEMPLO “3: 


Son más de las 2 sin ser las 3 de esta tarde , pero 
dentro de 40 minutos faltarán para las 4 el mismo 
tiempo que ha transcurrido desde la 1 hasta hace 
40 minutos. ¿Qué hora es?. 


RESOLUCIÓN : 


* De acuerdo a la información, el intervalo a 
considerar es entre la 1 y las 4; por lo tanto: 
3 horas 


1 2 3 4 
* Consideramos tiempo transcurrido a partir de 1 
pm: «x» min. 
* Dentro de 40 min :x + 40 
* Desde la 1 hasta hace 40 min : x- 40 


> lo que falta para los 4 es : (x— 40) 
40 40 


* Planteando la ecuación , tenemos ; 
(2+40)+(x-40)= 3h <> 180min 
>x+40+x-40 = 180 

>:x=90 min 
* Significa que desde la Ipm han transcurrido 
90 min <> 1h 30 min 


* por lo tanto serán las; 2; 30 pm 


PROBLEMAS SOBRE 
ADELANTOS Y ATRASOS 


Para desarrollar estos problemas , se puede aplicar 
criterios lógicos y regla de tres ; teniendo en cuenta 
lo siguiente: 

+ Hora marcada (hora falsa) 

» Hora correcta (hora real) 

* Mediante las siguientes expresiones : 


HM = HR - Atraso 
HM = HR + Adelanto 


EJEMPLO 4: 
Un reloj se adelanta 2min cada 16min. , Si este 


desperfecto ocurre ya hace 7 horas , que hora 
marcará las agujas de tal reloj si la hora exacta es 
3h 68min. 


RESOLUCIÓN : 
*Aplicando «regla de tres simple». 


Si se adelanta 2min en l6min ; en 7 horas 
(7x60=420min), ¿Cuánto se habrá adelantado? 


Se adelanta 2 min 156 min 
x —— 420 min 
2420 - 
= =56 
> 15 min 


= La hora marcada, aplicando : 

HM=HR + Adelanto 
HM = 3h 58 min + 66min 
>HM =4h 64min 
EJEMPLO 5 : 
Hace 10 horas que un reloj se atrasa 3min cada 
media hora . ¿Cuál es la hora exacta si el reloj 
indica que son las 11h 28 min? 
RESOLUCIÓN : 
* Aplicando «Regla de Tres Simple»: 

Se atrasa 3 min — 1/2 hora 
x= —— 10 horas 


=60 min=1hora 


será: 


3x10 
1/2 

* Juego aplicamos : 
¡HR =HM_+ atraso] 

=>HR= 11h 28min + 1h 

> HR= 12h 28 min 
EJEMPLO 6: 
Unreloj se adelanta 6min cada 18 horas a partir 
de las 8 am. ¿Cuánto tiempo deberá transcurrir 
para que vuelva a dar la hora correcta?. 
RESOLUCIÓN : 


* Para resolver este problema debemos tener 
presente que: para que un reloj vuelva a marcar 
1,. hora correcta deberá adelantarse (o 
atrasarse) en total 12horas (720 min). 

* Entonces, resolviendo por «Regla Tres Simple», 
tenemos:, 


>xr- 


Se adelanta  Gmin 18h 
720 min x 
3 PIÓ 418 hora 


* Qué en días será : 


PITITIAN 


144x18 _ 


108 
24 z4 
ESTUDIO DEL RELOJ Y SUS 
MANECILLAS 
Equivalencia entre espacio, ángulo y tiempo (1 
vuelta) = sl 
Espacio(div) Ángulo  Tiempo(min) 
60. <> 360” <> 60 
30 <> 180” <> 30 
15 <> 90m <> 165 
5 <> 30 <> 5 
1div_ <> 6% <> Imin 
A 
É +2 
9% 
e 
3 


la Jr 


6 
' 


RELACIÓN ENTRE EL ESPACIO KECOKKIDO 
POR LA MANECILLA DEL MORARKIO Y 
MANUTERO (EN 1 HORA) 

El minutero recorre 60 divisiones en el mismo 
tiempo que el horario recorre 5 divisiones, por lo 
tanto se puede escribir una relación: 


EH _ 6dio. | | EH_1_x 
EM G0div | ” | EM 12 12% 


EH = Espacio recorrido porel horario 
EM= Espacio recorrido por el minutero (en 1 hora) 


' 
EJEMPLO: (> 
* Desde las 3 en'punto hasta las 4 en punto : 


ES 


60 
+ En 60 min el horario avanza (7- 


M 
+ En M min el horario avanza ES) 


ÁNWGULO QUE FORMAN LAS 
MANECILLAS DEL RELOJ 
(HORARIO - MINUTERO) 
Cuando el reloj marca las «H» horas «M» minutos o 
abreviadamente H: M el ángulo «a» formado por el 
horario y el minutero se determina directamente 

con la siguiente fórmula: 


11 


3 30H +M 


Donde: 
H : hora de referencia (0 S H S 12) 


M ; 4 de minutos transcurridos a partir de la hora 
de referencía 


a > Medida del ángulo que forman las manecillas 
delireloj (en grados sexagesimales) 


CASO IN: 


Cuando el horario adelanta al minutero. 


*Para las H'- horas y M minutos , de la figura se 
observa que : 


1Lx+0=30H +x 


* Última hora pasada por el horario 
» Transponiendo términos , obtenemos: 
a= 30H -11x A 
* Teniendo en cuenta que “z” es lo qu avanza el 
horario en M minutos , entonces: 


(EDICIONES _RUBIÑOS 


PLANTEO DEFGIACIONES) 


Caso HI : 
Cuando el minutero adelanta al horario 


* Para las H' horas y M minutos , de la figura se 
observa que : 
30H +x+0a=12x 


>4=11x-30H 


CONCLUSIÓN: 

El signo negativo acompañará a la manecilla que 
se encuentra rezagada y el positivo al que se 
encuentra adelantada (tomando en cuenta siempre 
el movimiento de las manecillas del reloj). 
NOTAS : 

1) Dado un tiempo determinado la hora referencial 
será la hora exacta anterior a la hora que nos dan. 


11) Cuando se pregunta por el ángulo que forman 
las manecillas del reloj ; se entiende que es por el 
menorángulo. * 

EJEMPLO 7: 


¿Qué ángulo forman las agujas de un reloj en cada 
caso? 
A)4h40min  B)8h26 min C)12h36min 


RESOLUCIÓN : 
* Para estos casos , aplicamos la expresión general: 
a=+30HF En 


* Sin necesidad de emplear los signos ; ya que el 
ángulo debe ser positivo. 


4) a=3014) E 40) B)a=3008) - (29) 


== 020 
= a =-120+ 220 2 
_ 480-276 _ 205 
>a=100* E 
=a=102 30" 


C) Cuando son las 12h , en la expresión , H se 
reemplaza por O (cero) 
a=300)+2(36) 
>4a=0+ 198% 
* Como debe considerarse €l menor ángulo : 
> a =860- 198 
>a=162 
EJEMPLO 8: 
Indicar cuántos. minutos después de la 1 forman un 
ángulo recto las manecillas de un reloj. 
RESOLUCIÓN : 
* Empleando la expresión : 
a=tHy Um 
* y reemplazando los datos tendremos 2 situaciones: 
(en ambos casos el Minutero adelanta al Horario ; 
es decir, el H esta rezagado , por lo que a esta 
manecilla le asignaremos signo negativo). 
1) Cuando el menor ángulo es 90" : 


11 


3903304 M 
240 E 
MS A 


11) Cuando el ángulo sea 270” (mayor ángulo) : 
270 =-30(1)+ z M 


=> 300= Emu 
600 la 
>M==7= 547 min p 


* Habrán dos situaciones entre la 1 y las 2 en que 
las agujas del reloj formarán ángulo recto. 


El 
Por primera vez a la 1 con 2177 5 y 


Por segunda vez a la 1 con se 


Car a HMERETA 


Se 12 1 


EJEMPLO 9: 
A qué hora: entre las 8 y las 9 el menor ángulo 
formado por las manecillas del reloj es la quinta 
parte del mayor ángulo? 
RESOLUCIÓN 
* Los dos ángulos (menor y mayorJsuman 360" 

+» - => Mayor + Menor = 360 

> bx4+x=360" 
>x=60 

* Este ángulo lo formaron cuando eran las 8h M 
min, 


dPrracalilas ade pplicimos: 
a=F30M+ z M 
>60=3 300872 mM 

* Considerando signos, puede darse dos situaciones: 


D60=-240+M m) 60=240-ZM 


11 
> M=180 

600 _,,6 a 
=——=b4— >M 7] 277 


La hora en que formarán 60" las manecillas será 
por primera vez a las Eh 327, min y por segundd 


vez a las 8h 54% min, 
11 


PROBLEMAS SOBRE 
CAMPANADAS 


El tiempo que se mide al tocar una cantidad «n» de 
campanadas siempre es a partir de una que «marca 
inicial »; es decir que lo medimos por intervalos. 
GRAFICAMENTE: 

MEE] 4... «n» campanadas 

dodo E cd «Lo campanadas 

1: tiempo que demora cada intervalo 
EJEMPLO 10: 
Un reloj señala la hora con igual número de 
campanas . Para indicar las 6 am. demoró 15seg. 
¿Cuánto demorará para indicar las 9 am? 
RESOLUCIÓN : 


a solución a este tipo de problemas se hace 
licando «regla de tres simple», tomando en cuenta 
los intervalos generados entre campanada y. 


campanada. 

* Es decir: z 
6am <> 6camp >5bint 15 seg 
Y9am <> 9camp >8inf x 

8x15 


>= 24 seg. 
=> se demorará 24 segundos 


EJERCICIOS 


(O) Calcula un número que cumple que sia su doble 


se le resta 17 da lo mismo que si al número se le 
suma 5. 


((3)si al doble de un número se le resta 6 , resulta 


el número más 6. Halla el número planteando la 
ecuación correspondiente, y resolviéndola. 


(7) Halla un número cuya tercera parte más su 
doble más 14 sea igual a su triple. 


(72) ¿Qué número multiplicado por 2 y aumentado 
en 7 da 6 unidades menos que su triple? 


(03) Las edades de un padre y un hijo suman 61. Si 


el hijo tiene 27 años menos que su padre. ¿Qué edad 
tiene cada uno? 


(do) La suma de dos números es 32 y bu 


diferencia 2. Plantea la ecuación para calcular 
dichos números y resuélvela por tanteo. 


(02 Plantea la ecuación que verifica la siguiente 


frase: “La edad del padre es 30 años mayor que la 
del hijo y entre las dos suman 50 . Resuelve por 
tanteo la ecuación. 


(03) El perímetro de un rectángulo mide 30 cm, y 
el ancho mide el doble que el largo, ¿cuáles son las 
dimensiones del rectángulo? 

(09) Se reparten 128 Euros entre 2 ohicos y 6 


chicas de manera que cada chica recibe las dos 
terceras partes de lo que recibe un chico. ¿Cuánto 
recibe cada chico y cada chica? 


(LD) Entre Pablo y Mar cobran al mes 3600 euros. Si 


Pablo se gasta 100 euros entonces tendrá 500 euros más 
que Mar, ¿Cuánto cobra cada uno mensualmente? 


(EDICIONES RUBLVOS 


613 


PLANTEO DE 


PROBLEMA 1 :; 
Beatriz compró 10 manzanas . Al preguntar en otra 
tienda se da cuenta que en ésta cada manzana cuesta 
65 céntimos menos y además por la misma suma de 
dinero Bubiera Fecibido 2 manzanas más . ¿Cuánto 
costó cada manzana? 
4A)S/.0,20 B)S/.0,25  C)S/.0,30  D)JS/.0,40 E)S/.0,60 
RESOLUCIÓN : 
* Costo de cada manzana; x 
* Suma de dinero : 

10x=(10+2) (x-5) 

> 10x% = 12x-60 

>%=x 


PROBLEMA 2 : 

Un estudiante salió de vacaciones porn días; tiempo 
durante el cual: 7 

* llovió 13 veces en la mañana o en la tarde . 

* Cuando llovía en la tarde la mañana había sido 
despejada . 


* Hubo 8 mañanas despejadas . 
* Hubo 7 tardes despejadas , 
Hallar «m» . 

A) 14 B)12 
RESOLUCIÓN : 
4 de mañanas lluviosas . 
4 de tardes lluviosas . 


C)16 D) 10 E) 15 


* Luego: 
n= Total de mañanas = Total de tardes 


e +8 = 13-x +7 
>2x =12 


>.*6 


>n=6'%8=14 


RPTA: “A” 


PROBLEMA 3 : 

En un baile Emilio le dicea Verónica, somos el doble 
oe triple de ustedes . Ella le dice: «Mira allí vienen 
mis 6 amigas con los cuales nadie se quedará sin 
bailar, ¿Cuántos hombres hay en la fiesta? 


AJ10  BJ12C)13 D)14 EJS0 
RESOLUCIÓN : 
* Número de mujeres : x 
"Luego: 2=x+6 6 lr=x+6 
==65 6  .-£ 


* Pero la cantidad de mujeres es un número entero , 
entonces la cantidad de hombres es 10. 


RPTA: “A” 


PROBLEMA 4 : 
Mi enamorado es 22 años menor que yo, dice cierta 
dama solterona, y el producto de nuestras edades 


, excede en 662 a la suma de las edades ¿Qué edad 
tiene mi enamorado? , 


AJ19 años B)i5años  C)i8años 
D)16 años E)20años — 
RESOLUCIÓN : 
De la dama | Enamorado 
Edad x+22 * 


+ Según enunciado : 
xl(x + 22)-(x + x +22)=662 
> 1x7 +20x-684 =0 
>(x-18) (x + 88)=0 
>x=18 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 5 ; 
mc ens av ae 
sobraría «x» premios, pero si an O EG 
a cada alumno , entonces «x» alumnos n 
premios ¿Cuántos alumnos hay en tota? 


Ax Bix) E, ÍA 


RESOLUCIÓN : 
+ Sea «n» el número de alumnos. 
+ «Si se entrega 1 premio a cada alumno, sobrarán 
«xo» premio». 

> Número de premios : Mn + X miss (1) 
+Pero «si se entregan «x» premios a cada uno, 
quedan «x» alumnos sin premio». 

=> Número de premios : (n - x) X «um (1) 
+Luego: (1) = (1) 

n+x=(n-x) x 
x(x+1) 


> 


x-1 


RPTA: “D” 


PROBLEMA 6 : 
La fachada de una casa tenía 25 huecos entre 
puerta, balcones y ventanas, 3 de las ventanas se 
transformaron en balcones y entonces el doble: del 
número de balcones era igual a 


| quíntuplo de 
ventanas. ¿Cuántos hueco, de 
primitivamente en altar cata aso o el 


Grerrma "Ae CICLOPEDIA 2012) 


ENE Oe presea are de 32/. Dar como 
esta el menor. y 
e 8) de C)9. 


DJ12 —EJ6 
RESOLUCIÓN : 
P+B+V=25. (Inicio) 
2(B+3)=5(V-3) . (Luego) 
(Tanteando) A 
y -2B+21_5 
es 
BL, p< 
Sy B= 22 cranteando) 
B=12 ; V=9 ; P=4 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 7: 
¡Éreunión , bnos empiezan jugando , otros 
harlando y el resto bailando. Los que baílan son 
Ps parte de los reunidos . Después 4 de ellos 
o el juego por el baile, 1 deja la charla por el 
fuego y 2 dejan el baile por la charla con lo cual 
fesulta entonces que bailan tantos como juegan y 
Juegan tantos como charlan ¿Cuántas personas 
hsistieron a la réunión? 


AJS 00 BJ12 C)24 'D)26  EJSO, 
RESOLUCIÓN 
3 [Eat 
y * de 
Ey ARA] yor | 42 | 


* Según el último dato : 
3x-y-3= y +1=x42 


Eos Faunidoreerdas di(eJdióe 


RPTA ; “0” 


PROBLEMA 8 ; 
as 'su trayecto llega con 40 adultos 
ri recaudación de S/.200. Cada 
lo y cada niño pagan pasajes únicos de S/2 y 
h ente. ¿Con e cuántos pasajeros salió 
e: inicio 'si en cada paradero por cada 
lu ds subían , también subían 2 niños y 
jaban 2 adultos junto con 65 niños? 
BJ :100C)60— D)80 
RESOLUCIÓN : 
* Luego: 
* Recaudación total : 
Í 21402092 1x(30+54)= 200 
E -- =k=10 


0 EJ120 


= subieron en el paradero inicial : 
Total — (suben en el trayecto) 

(70 + 7k)- (3k + 2k) = 70 + 2k = 90 

RPTA : “A” 

PROBLEMA 9 : 
Juan se dirige el mercado y compra la misma 
cantidad en dinero de plátanos , naranjas y 
manzanas, comprando un total de 55 frutas. El 
precio de una naranja excede en S/.1'al precio deun 
plátano, el precio de una manzana en SÍ. 
precio de una naranja. Si el número de 
excede al número de manzanas en tantos plátanos 
como se pueden comprar con S/. 5 . Calcular el 
número de cada fruta , Dar como respuesta la 
diferencia entre plátanos y manzanas . 
4) 15 B)20 0) 26 D)65 
RESOLUCIÓN : 


E) 12 


* Según enunciado : 
brete 
a 
EI 


y A 
x+ lx + 

>4x*-3%-1=0 

>(d+1)(x-1)=0 >x=1 

* Reemplazando : y = 30 

* Luego la expresión a calcular será : 


30 - 
- 20 - 20 


PROBLEMA 10 : 
Una sala tiene 3 metros más delargo que de ancho 
«Si el largo fuese 9 metros más de lo que es y el 
ancho fuese 2 metros menos . La superficie sería 
la misma, ¿Cuál es el área de dicha superficie? 
aJ160, mi 8200 mé C)240 m* D)JI20m*. EJ160 ha] 
RESOLUCIÓN : 
* Sabemos que : 

Lego Arda Arial o > 


(EDICIONES RUBIXOS 


LE EE a 


PLANTEO DE ECUACIONES) 


Area = (x+3)x = (x+6)(x-2) 


a+ lx, = x% + 4x-12 
>12 = x 
> Área = 15 x 12 = 180 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 11 : 
Enuuna caja C, hay 6 bolas negras y en otra caja O, 
hay 8 bolas blancas. Se escogen 3 bolas de C, y se las 
coloca en C,. Después de este procedimiento, sea b 
el número de bolas blancas en C, y n el número de 
bolas negras en C,. Entonces 
Alb=n-2 b)b=n+2 Cjb=n+1 D)b=n-1 Ej b=n 
RESOLUCIÓN : 
* De los datos” 

C,:5y 
> e :8g 

C,:6y—8y =2y 
1 

Ml =82 +3y 
11) Se escogen xy + y y tal que xy + yy =3 de Cy 
se colocan en C,. 
ze C,:2y +XB+Yy 
C3:87 +3y —(Xp +In) 


* Del dato: PE 
EP 


n=3-Yy 
* Restando las ecuaciones : 
b-n=xp+yy-3=0 yaque xg+Yy =3 
>b=n 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 12: 
Be reparte cierta cantidad de dinero entre cierto 
número de personas . La primera recibe S/, 100 y 
1/12 del resto ; la segunda S/. 200 y 1/12 del resto 
la tercera S/.300 y 1/12 del resto ; y así 
sucesivamente . De esta manera todas ellas han 
recibido la misma suma y se ha repartido la cantidad 
Integra. Hallar el número de personas . 
AJ12  BJ9 cu D)13 
RESOLUCIÓN : 
» Cantidad ha repartir: 12x + 100 
(Suposición adecuada) 
100 +x 


E) 16 


+ El primero recibe : 
* Resto: 11x 
+ El segundo recibe: 200+ |, (11x- 200) 


+ Como todos han recibido la misma suma , luego : 


100+x= 200 + 11x 200 


=> 1200 + 12x = 2400 + 11x— 200 


=> x= 1000 
+ Luego : 
número de personas = A =11 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 13 : 


Un ejército «A» presentó batalla a otro «B», de los 
soldados del ejército «A» murieron todos menos los 
que murieron y de todos los sobrevivientes d 
mismo ejército , quedaron heridos todos menos los 
que quedaron heridos . De modo que murieron 100 
soldados más de los que quedaron heridos , Si el 
ejército «B» tenía al principio 200 soldados más 
que «4» , ¿Cuántos soldados tenía el ejército «B» al 
inicio de la batalla? z ¿ 
A) 400 B) 200 CC) 300 
RESOLUCIÓN : 


1D) 500. EJ600. 


murieron: y 
Según enunciado : 
Y=x-y>2%Y=x 


Sobrevivientes : x — y =y 
Según enunciado : 
Heridos = y- heridos 

y -100 = y- (y -100) 
y=200 ; x=400 


* Ejército «B» : x +200 = 600 


PROBLEMA 14 : 


Un extranjero se aloja en un hotel pagando $24 
diarios por el cuarto y $60 diarios por el cuarto y la 
comida. Al cabo de 86 días el extranjero se retira 
del hotel pagando $1890, suma en la cual está 
incluido $192 de gastos extras efectuados durante 
su estadía. Si el administrador le había hecho una 
rebaja de $1 por cada $10, ¿cuántos días comió el 
extranjero en el hotel? 

A) 27 días B) 32 días C)29 días 
D)'30 días E) 31 días 
RESOLUCIÓN : 

+ De cada 9x= 1890 que pago, 


debía pagar 10x = 10 x 210 = 2100 


* Gasto Total : 
60n+ 24 (36—n)+192 = 2100 


+ >60n + 864- 24n+192= 2100 
> 36n= 1044 


PROBLEMA 15 : 


pa parejas de esposos: los García , los Suárez y 
Campos van de compras . Cada persona compra 
tantos objetos idénticos como los soles que paga por 
vuno de ellos . Cada esposa gastó 75 soles más 

ue su esposo . Si Ana compró un objeto más que 
Era , Betty uno menos que Juan Suárez, 
e el apellido de Carmen y cuantos artículos 


Y Campor-11 B) Suárez-11  C)Campos-14 
D) García=10. E) Suárez -14 
RESOLUCIÓN : 
da | Número de | Gasto 
objetos o 
L E e e F 
* Para cada pareja se tendrá ; 
*-y-7 


(x+y)Mx-y)=25x3=16x5=76x1 
* Posibles parejas : 
(14511), (1056), 438; 37) 
Según enunciado , se tendrá : 
+ Ana compró 38 objetos y su esposo José García 37 
« Betty compró 10 objetos y Juan Suárez 11, se 
deduce que este último tiene como esposa a Carmen 
que ha comprado 14 objetos . 
: RPTA : “E” 
PROBLEMA 16: 


O hay un total de 180 focos , de 
ul 


los cuales in cierto número de focos prendidos, 
luego se encienden tantos focos como los prendidos 
exceden 2 e apagados , resultando el número 
co! lidos el triple de los apagados . 
oa e O 
Bros Co D)jH16 EJ120 
RESOLUCIÓN 


* Después: 
x+[x-(180 - x)] =3 (180—x —[x —(180-x)]) 
> 3x-180=540-3x—3x+540-8x 
>x =105 PCE 
PROBLEMA 17 : 
Cory y Eva fueron de compras y cada una compró 
tantos artículos como soles pagó por cada uno . Si 
pal tó 5/.600 menos que Ai 30 
los en total . ¿Cuanto g 
W: 5/.100 B) S/.81 C)S/.26 e AE E) 5/400 
RESOLUCIÓN : 
Cantidad | Precio | Valor 
Cory x E E 
(30=x) | (80—x) | 130-2" 
x3-(30-xJ*= 
>x* -900 + 60x—x? = 600 
>. 25 
= Gastó Cory = (25)* = 626 soles . 
RPTA: 


“p” 
PROBLEMA 18 : 

Sabiendo que 75 bueyes se han comido en 12 días la 
hierba de un prado de 60 áreas y que 81 bueyes se 
han comido la de un prado de 72 áreas en 15 días. 
Se pide, ¿cuántos bueyes serán necesarios para 
comer en 18 días la hierba de un prado de 96 áreas? 
Se supone que en los tres prados la hierba está a la 
misma altura y que continúa do 
uniformemente. 

AJ 90 B) 100. C)120 
RESOLUCIÓN : 

*Sea «k» el crecimiento de la hierba por área y por 
día, además que el consumo de un buey en 1 día es 
constante , luego : 


DJ 102: EJo8 


* Consumo por 1 buey en un día; 
60(1+12k) _ 72(1+16k) _ 96(1+18k) 
12:75 16%81 18% 
* De donde: x =100 


RPTA:“B" 


PROBLEMA 19 : 
Perdí el doble de lo que aún tel ; de no ser así, 
cuando compre un libro de S/32 meht recobrado 


RUBINOS 


JS sz 


PLANTEO DEFOAIOSES) 


tánto como hoy me falta. ¿Cuánto tenta?- 
AJSLSG B)S/.48 C)SI32 — D)Sl.42 
RESOLUCIÓN : 

Perdí ——> 2x 

No perdí ——> %uco..(aún tengo) 


Tenía ——> (2x + x)=3x 


E) S/.50 


Cuando hopentí_* — Cuandoperdí 
EE IE E 
AA AT 
sobra falia 

> dx =64 

>. =16 
*Finalmente , Tenía : 3(16) = S/.48 

RPTA: “B” 


PROBLEMA 20 : 


Un capitán razona «Si ordeno a mis soldados del 
alma mater, en filas de 10 , me sobrarán 8 soldados, 
pero si los ordeno en filas de 9 , me faltarán 7 para 
forma 6 filas más . ¿Cuántos soldados hay en elalma 


4370 


B)74 C)68  D)398  E)215 
RESOLUCIÓN : 
Total de _ 
soldados 7 
¡A =A 
«xufilas (x+6) filas 
> 10x+8 = Ux+6)-7 
>x=39 
* Total de soldados : 10(39) + 8'= 398 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 21 : 
Delos S/.60 que tenía ; si no hubiera comprado un 
pana que me costó S/.16 tan sólo hubiera gastado 
los 2 de lo quemo hubiera gastado. ¿Cuánto gasté? 
4)5/[20 B)S/.82C)S/40 —Dj8/.24 ElS/.36 


RESOLUCIÓN : 
Tenía: 
Gasté: Sl.x 
No gasté: Sl. (60-x) 
+ Si no hubiera comprado el regalo : 
x=%(60-x) 
>3x=120-2x 
> 5x = 120 
="r=8S/.24 


S/. 60 


+ Pero realmente gasté 5/16 , luego gasté en total 
24 + 16 = 40 soles . 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 22 : 


Se poseen 28 palitos de fósforos repartidos en tres 
montoncitos . Si del primero se pasan al Im 
ens como hay en éste, si del primero se vuelven 
al segundo tantos como hay en el segundo , 
sl idol segundo se pasan al e como hay 
en éste, resulta que en el segui el doble que 
en el primero CUE pali e CebiW cada 


montoncito al inicio? 


A)16:4:8 0)14:6:4 
D)14;6;8 E)16;6;6 rá ido 
RESOLUCIÓN : 
+ Al inicio : he 

1er. 2do. 3ro. Grupos 

oy oz 

AFHY+HZ=28 c. (1 


* Del 1ro . se pasan al segundo tantos como hay en 
éste, entonces quedarán : 
EY 52532 
» Del 1ro. se vuelve a pasar al 2do . tantos como 
hay en este , entonces a con: 
x-3y;4y; 
= Del 2do. se pasa al 3ro. , tantos como hay en éste, 
entonces resultará : 


3; 
paid 
y A 
> 4y-2=2x-6y 
> 2=10y-2x ... 
= De (1) y (11), se tendrá : 
> x+y+10y-2x=28 


28 +x 
=> 
+ Tanteando adecuadamente , llegaremos a que : 
y=4 ;x=16 5 2=8 
RPTA; “A” 


PROBLEMA 23 : 


Un carpintero pintó la superficie de un cubo de 
madera , luego hizo marcas en cada arista del cubo, 
de tal manera que , ésta quedaba dividida en «on» 
partes iguales . Una vez seca la pintura serruchó el 
cubo por las marca y obtuvo 488 cubitos de al menos 
una cara pintada. Hallar «mo» . 
aJ6 B)8 C) 10 


D) 14 E) 12 


CA AZEZNEREA 


RESOLUCIÓN : 


+ Observando y analizando la figura , se tendrá que: 
Cubitos con tl menos una cara pintada = 488 
Pei il ta a 


Sólo 1 Solo2 sólos 
píniada E plnicdos — plniadas 
a 


6(m-2)2 + 12(m- 2) + 8 = 488 
>6(m-2)2 + 12 (m-2)-480 = 0 
>(m-2)2 + 2(m-2) -80 = 0 


m-2 +10 > m-2+10=0 
m-2 -8>m-2-8=0 


* Luego: m=-8 ó m 


PROBLEMA 24 : 
Una compañía de aviación compra 13 avionetas por 
16, 5 millones de nuevos soles. Las avionetas que 
compra son del tipo A a un precio de 1, 1 millones , 
del tipo B a un precio de 1,3 millones y del tipo Ca 


1, 8 millones . ¿Cuántas avionetas compró de cada 
ipo? 


4)2,11,0 B)3,7,3 C)6,6,2 D)7,4,2 E)8,4,1 
RESOLUCIÓN : 
* Sen: 4 

a : 4 aviones del tipo A (1,1 millones c/u) 

b : 4 aviones del tipo B (1,8 millones c/u) 

e : H aviones del tipo C (1,8 millones c/u) 
» Como ge compra al menos uno de cada tipo, 
entonces a, b y e son diferentes de cero . 
+ Si todos los aviones fueran del tipo A , se habría 
gastado 13 x 1,1 = 14,3 millones. 
» Pero en realidad se gastó 2, 2 millones más , esto 
se debe a que: 
| Por cada avión del tipo B se gastó 0, 2 millones más 
+ Por cada avión del tipo C se gastó 0, 7 millones más : 


0,2b + 0,70 = 2,2 
poor 
+7 =22>a=7,b=4 ,c=2 


JUN 


= RPTA: 


PROBLEMA 25: 
En una sucesión de 5 números enteros consecutivos 
y Positivos , la suma de los cuadrados de los 3 
primeros es igual a la suma de los cuadrados de los 
2 últimos . Entonces el segundo término de la 
sucesión es : 
48 B)9 C) 10 
RESOLUCIÓN : 
*Sen:x-23x-13x3x + 1;x%+25 los 
términos (enteros positivos) de la sucesión , luego : 
+= Suma de cuadrados de los 3 primeros : 
(0-2) + (2-1 +1 

+ Suma de cuadrados de los 2 últimos : 

(a +13 + (x + 2)% 
* Por condición : 

(2-2 + (2-1 +a?=(x% +1)? + (x +2)% 

* Resolviendo: x = 12 
” Piden: x-1= 11 


D)11 EJ12 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 26 : 
Se compran dos piezas de tela : una a «x» soles el 
metro y otra, que tiene «2» metros más , a «y» soles 
el metro : si por cada pieza se pagó lo mismo . 
¿Cuántos metros se compraron en total? 


xl +y) x+ (a+ y) xlx+y) 
5 DA O 


RESOLUCIÓN : 
* Por «z» metros a «x» soles cada metro se paga 
«zx» soles. 
* Por «z+x» metros a «y» soles cada metro se paga 
« (z+x) yv soles . 
* Como se pagó lo mismo por cada pieza tenemos 
ax=(2+x) y de donde == 
*El total de metros es : 
22+x=2 En +x= IL 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 27: 


Se compra un recipiente que lleno, pesa 9. 6kg » 
y vacío pesa 2. 5kg . Se vende el contenido en vasijas 


(EDICIONES RUIDOS 


TT sl 


PLANTEO DE ECUACIONES) 


que llenas pesan 290 g y vacías pesan 408 . 
¿Cuántas de éstas vasijas se ha podido llenar? 


A)28 B) 30 C) 56 D)14  EJ37 
RESOLUCIÓN : 
R : Peso del recipiente 
L : Peso del líquido del recipiente 
V : Pego de una vasija 
L,: Peso del líquido de una vasija 
= 7000 
V+L1I = 290 
[ v= 40 > Ll = 250 


n: número de vasijas que se llenan con el líquido 


del recipiente . 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 28 : 


Un grupo de abejas , cuyo número era igual a la raíz 
cuadrada de la mitad de todo su enjambre, se pozo 
sobre un jazmín , habiendo dejado muy atrás a 8/9 
del enjambre; sólo una abeja del mismo enjambre 
revoloteaba en torno-a un loto , atraída por el 
zumbido de una de sus amigas que cayó imprudentemente 
en la trampa de la florecilla de dulce fragancia . ¿Cuántas 
abejas formaban el enjambre? 

A) 70 B)71 C)72 
RESOLUCIÓN : 


* Total de abejas : x 
* Según enunciado; += [Z+$%+2 
* Considerando: 2 =18k* 


18k*  8-18k* 
18k*= +2 
[Bk E = 


> 2 =3k + 2 
>2k% 3h -2=0 
>(2k + 1)(k- 2) = 0 
> kh=2 
>x =18x22 
>. =72 


D) 98 E)200 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 29 : 
A'10 parejas de novios le va a entregar 2 panes por 
persona . En el momento de la entrega se observó 


que faltaban algunos panes, por lo que se ordenó 
traer tantos panes como la mitad de lo que hay, 


más-un pan ; para cumplir la entrega. ¿Cuántos 
panes se ordenó traer? 


gn B) 12 CJ 13 D)14 EJ15 
RESOLUCIÓN : 

$ de pares: Su (fallan) 

Pando Rat 
* Luego : 
* Quedaron: 40-x (hay) 

>40-%+ 1771-40 

>x=14 


PROBLEMA 30 : 


Un edificio tiene 4 pisos , el número de habitaciones 
de cada piso son números consecutivos crecientes y 
cada habitación del edificio tiene tantas ventanas 
como habitaciones hay en el respectivo piso . Si el 
número de ventanas del último piso y el número de 
habitaciones del primer piso suman 69. ¿Cuántas 
habitaciones hay en el último piso? 
A)8 B)7 C)9 DJ6 
RESOLUCIÓN : 


* Sea «x» el número de habitaciones del último piso 
del edificio : 


EJ4 


Maa _ ==> | 3 | «-9] 


* Ahora sumamos el número de ventanas del último 
piso con el número de habitaciones del primer piso 
* Resolviendo : 4% + (x-3)= 69 
* Factorizando : 1! +x-72 =0 
> +96x-8 

*Dedonde  :x+9=0=>x=-9 

=-8=0=>:x:=8 

RPTA: “A” 

PROBLEMA 31 : 
Si subo una escalera de 3 en 3, doy 4 pasos más que 
subiendo de 5.en 6 ¿Cuántos escalones tiene la 
escalera? 
AJ30  B)60  C)100 
RESOLUCIÓN : 
* Sea «nu el número total de escalones - 


*L A 
“ES (4 pasos | (*t pasos 
de3en3) |de5en5 


D)120 —EJ90 


CALI E(620 157 TAN CICLOPEDIA 2012) 
B-A=4=> n=30 PROBLEMA 34 : 


RPTA: 


PROBLEMA 32 : 


En el mes de agosto-, Karyn sumó a los años que 
tiene los meses que ha vivido, obteniéndose como 
resultado 147. ¿En qué mes nació Karyn? . 

A) Abril B) Mayo C) Marzo D)Junio E) Febrero 


RESOLUCIÓN : 


* Según el enunciado ; 
Años Meses 

x= + 12x =147 

13x= 147 

+=] = 147 113 


4 11 


AS 


x= 11 años 4 meses. 
+ En agosto Karyn tenía aproximadamente 11 años 
y 4 meses , quiere decir que hace 4 meses celebró 
su cumpleaños número 11 (osea en agosto - 4 
meses = abril) 
=> Nació en Abril : 

RPTA: “A” 
PROBLEMA 33 : 
Inocencia tuvo su primer hijo a los 17: años, 2 años 
después a su segundo hijo y 3 años después a su 
tercer hijo. Sien el 2002 las edades de los 4 sumaban 
42 años . ¿En qué año nació Inocencia? 
A)1980. B)1965 C)1942 D)1977 E)1982 


RESOLUCIÓN : Inódgmita 
tes 
o VEO 
LD 2000 
Inocencia | 17 19 | 22 |22+x 
ler. Hijo [| 0 | 2 | 6 | 5+x 
2do. Hijo | o|3 | 3+x 
Ser. Hijo o x 
Suman : 42 


pato] 


> 2L2rr+bt+ta+l + += 42 
Despejando: x= 3 
* Entonces inocencia en el 2002 tiene : 
22 + 3 = 265 años 
* Luego nació en el : 
2002-25 =1977 


Yo tongo tantas «semanas» como mi hijo «días», si 
tu: iera 20 años más tendría tantos «años» como 
mi hijo «meses». ¿Cuántos años tiene mi padre; si 
cuando yo nací, el tenía los años que yo tengo ahora? 
4) 35 B) 49 C) 98 D)70 EJ56 
RESOLUCIÓN : 
= Lo real es que si yo tuviese una semana (7 días), 
mi hijo tendría 1 día; es decir mi edad (en años) será 
7 veces su edad (en años), luego si la edad de mi hijo 
es «a», yo tengo «7x». 
» Ahora , si tuviera «7a-+20», mi edad sería 12 veces 
su edad , que es «a» (porque yo tendría tantos años 
como él meses) , por consiguiente : 
7x+20 = 12x 
>4=x 
+ Entonces yo tengo 7(4) = 28 años , que fue la 
edad que tuvo mi padre cuando yo nací, es decir, el 
me lleva 28 años , de donde se deduce que 
actualmente mi padre tiene: 28 + 28 = 56 años 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 35 : 
Pitonizo dice «Ya no soy tan joven porque paso los 
80, pero todavía mi edad no llega a 144 años . Cada 
una de mis hijas me ha dado tantas nietas como 
hermanas tiene, mi edad es el cuádruplo de hijas y 
nietas ¿Cuántas hijas tiene Pitonizo y cuál es su 
edad?,. 
A)6:95 B)6;140 C)7;108 D)65;100 EJ6:100 
RESOLUCIÓN : 


* Según el enunciado : 


Hermanos de la Ira. 
$ de Hijas: Ira. , 2da. , 3Pa. , .... y MUA. 


ECU Il 6 et==<a 


n-13n-13n-— 1; 3n-1 
Total de nielas: nin — 1) 


Hijos Nietos 
A A 
Pitoniso E 
* Reemplazando en la condición inicial : 
10.80 < 4n*< 144 
A Eje! 


cumple para n =5> de hijas 
» Luego su edad será : 4(5)* = 100 años 
RPTA:“D” 


(EDICIONES ROTIFOS 


JE osr MEET 


PLANTEO DE ECUACIONES 


PROBLEMA 36 : 
La edad de Levy más dos veces su edad , más 3 veces 
su edad, y así sucesivamente hasta tantas veces su 
edad , como su edad , sumaran al igual que 2 menos 
que si tomáramos su edad , tantas veces como el 
cuadrado de su edad . ¿En qué año nació Levy, si el 
año actual es el 2002? 

A) 2001. B) 1997 C) 1980 D)2000 E) 1991 
RESOLUCIÓN : 


*Sea «a; la edad de Levy , Juego según el enunciado 
xa+2x +34... ala) =a (0) -2 
Aia 


s«TOMaremos su 


edad como el cuadrado 
de su edad va. 
> (142434 x)=x*-2 


[262] RIO 
Dal(e+1)= 2-4 


+10 a? =2x0 4 
>4= a? 

>4x1=x* (2-1) 
* Por simple tanteo: x= 2 
+ Entonces en el 2002 , Lenín tiene 2 años, luego 
nació en el año 2000 . 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 37 : 
Un perrito parte de un punto «A» a otro punto «B» 
y Simultáneamente dos peatones parten del punto 
«B» en sentidos opuestos . El perrito encuentra a 
uno de ellos en el punto «M» y al otro en el punto 
«N» ; luego, se pide calcular la distancia que hay 
entre «A» y «B», sabiendo que los dos peatones 
tienen la misma rapidez y que la rapidez del perrito 
es el cuádrupla de la de los peatones , sabiendo 
además que la distancia entre «M» y «N»w es 160m . 
A)200m B)300m C)400m  D)350m E) 150m. 
RESOLUCIÓN : 
+ Como el perrito tiene el cuádruplo de rapidez de 
los peatones , entonces , para un mismo tiempo el 
perrito recorre siempre 4 veces lo que recorren los 


peatones , luego : 
LEER, 


» Del gráfico : 
Le, + € = 160 
>2e, + 40 = 160 
» Piden: > e = 60 
AB : de,+e,= 4(60) + 60= 300m 

RPTA: “B” 

PROBLEMA 38 : 

Carlos sale todas las tardes de su trabajo a las 4; 35 

sube puntualmente al microbús que pasa a la misma 

hora y llega a su cada a una misma hora . Un día 

sale más temprano y se va caminando a su casa , 

luego cambia de opinión y toma un microbús , 

después de caminar 18 minutos. llega a su cada 16 

minutos antes de lo acostumbrado . ¿A qué hora 

salió Carlos de su trabajo?, 


Velocidad del microbús es ocho veces más la 
velocidad de Carlos . 


A)4:08  B)4:09 C)4:10 D)4:12  E)4:03 
RESOLUCIÓN : 
* Se cumple: Vancrones = PV canos 


* Luego cuando José demora 18 min. , el microbús 
demorará: 2min . 


* Normalmente : 


Sale Lega las 
49 Va en mlerobás H 
DA B € 
h Y 4 4 
* El día que sale temprano : 

Lega alas 

yy Semi Va ea microbús E-16 
A B e 
Ca Ci nena 4 


* De los gráficos : 


TI: H=4:384+2+t 

MN: H-16 =x +18 +8 

Restando : 16=4: 35-x-16 
* Resolviendo : x= 4: 03 

RPTA : “E” 

PROBLEMA 39 : 
En una pista circular de 240m de longitud, dos 
jinetes A y B partieron desde un mismo punto en 
direccionés opuestas. Se encontraron por vez 
primera 17 segundos después de la partida de A; 20 
segundos más tarde se encontraron por segunda vez. 
Sabiendo que B partió 6 segundos antes que A, 
entonces la velocidad de A en m/s es. 
A) 3m/s B)4,6m/e C) 6m/saD)5,5m/s E) 6m/8 


Grana (63 ETNIA) 
RESOLUCIÓN : RESOLUCIÓN: 7 

* Como el primer encuentro ocurre 17 segundos T 

después que partió A, luego vuelven a encontrarse AZ AAA 

a los 20 segundos después ( 3 segundos más), se E O 
deduce que el espacio recorrido por B en 6 segundos; tr 600m ñ 


entonces: 


> Vax6(Va + Vg)x3 
- >V,=Va 
240m 
> Va Vo ==59, = 12m/a 
> Vp = 6m/s 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 40: 
Un tren tardó 6 segundos en pasar por un semáforo 
y 24 segundos en atravesar un túnel de 240 metros 
de longitud. ¿Cuánto tardará en cruzar una estación 
de 160m. de longitud? 
A)308.  B)208.  C)18s. 
RESOLUCIÓN: 
* Analizando cada uno de los tres casos presentados: 


1) El tren cruza el semáforo en 6 segundos. (El tren 
recorre su propia longitud) 


D)248.  E)168 


o 


00 


11) El tren cruzó el tunel de 240m. en 24s. (El tren 
recorre la longitud del túnel y su propia longitud) 


L L 


+ Piden el tiempo para pasar un túnel de 160m., el 
cual será: 

a A 
E mis. 
e RPTA: “C” 
PROBLEMA 41: 


Dos móviles A y B dispuian una carrera de 800'm . 
Si “A” da a “B” 200m. de ventaja llegan al mismo 
tiempo a la meta ; en cambio se le da 80m. de ventaja 
le gana por 20 segundos. ¿Cuál es la rapidez de “A”? 
A4)8 m/s. B) 6 m/s. C)12 m/s. D) 10 m/s. E) 14 m/s. 


T+20 
AZTB SS 
L— 80m —|-120m-|-———-600m -——+ 


De los gráficos se deduce que “A”, demoró 208. en 
recorrer: 


200 — 80=120 m . 2201 


Y on=6 ms. 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 42: 


Dos móviles parten de los puntos A y B distantes 
900 km. en sentidos contrarios. Suponiendo que se 
encuentran en un punto “E” y que a partir de ese 
momento uno demora 4h. en llegar a “B” y el otro 
demora 16% . en llegar a “A”. Hallar la rapidez del 
más veloz. 


A) 70 km/h B) 80 km/h C) 85 km/h 
D) 75 km/h E) 60 km/h 
RESOLUCIÓN: 


” Graficando según las condiciones (hasta 
encontrarse): 


TESTER 8h > 


+ Luego, analizando el recorrido del más veloz: 
* Del gráfico: 
2e+e=900 ——>e=300 
Veas veror= ER — 76h 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 43: 
Usted me pregunta ¿qué hora es? y yo amablemente 


le respondo: “son las once y falta poco para las doce 
además dentro de 13 minutos faltará para las 13 


RUBIÑNOS 


JICos3 


(EDrciox TE 
horas la misma cantidad de minutos que había 
pasado desde las once hasta hace 7 minutos pues 
bien esa es la hora. ¿Qué hora es? 
4) 11:63 B) 11:56 C)11:57 D) 11:47 E) 11:48 
RESOLUCIÓN: 
igual. 
Había 
«pasado . 
E TZCIENÓO Y 
11:00 Hace7 Hora Dentro de 13 13:00 
pedida 


E 2H=120- —> 
* Del esquema: y+7'+13”+y=120* >y=50 


* Entonces la hora pedida será: 
x=11:004y+7'=11: 67 


Foltará 


RPTA: 
PROBLEMA 44: 


¿A qué hora inmediatamente después de las 16: 00 
h. el minutero adelantará al horario, tanto como el 
horario adelanta a la marca de las 12? 


A) 15:35 h. B) 15: 36 h. C) 16:37 h. 
D)15:18h. E) 15:15h. . 
RESOLUCIÓN: 


OJO: Para el minutero 1div.=Imin, 


15 Divisiones 


10, 
Divisiones”) 
15:00 
9 / 


+9) 


Jiran 
A 


* Sabemos que: M=12H 
>830 + 2x=12x >x=3 


> Serán las: 16 H. con 30+2x=30+2(3)=36 
divisiones 6 36 minutos. 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 45: 
¿Qué hora es en la figura? 
A) 2h 33' 30" 
B)2h 3112 
C) 2h 30' 40" 
D) 2h 31 62 
E) 2h 31 33" 


RESOLUCIÓN: 
* Del gráfico: 
Recorrido del horario: (5—2x) div. 
* Recorrido del minutero: (30+2) div. 
* Sabemos que: 
M=12H 
> 30+x=12(5 -—2x) 
>30+x=60-24x —25x=30 
>.- Eivisión 6 : min. 


a 
=1 min. 
Im 


=S +=1min+2(609) 


>x=1 min+12s=1 min. 128 
* Entonces la hora será: 
2H+30'+:=2H+30'+1' 12% 
> x=2H 31 12" 

RPTA: “B” 
PROBLEMA 46: 
¿Qué hora marca el reloj de la figura, si 
0*-a%=3,75?7 
AJ4: 35" 
B)4: 36' 30" 
C)4: 37'30" 
D)4: 38'30" 
E)4: 39' 30" 


RESOLUCIÓN: 

* Recorrido del horario: (60 a)? 

*- Recorrido del minutero: (180+0)” 

* Sabemos: M=12H 
180 + O =12(60 — 8) maoaa». 

= Del dato: a*=0”- 3,75" 

+ Reemplazando “a” en (1): 

180+0=12(60 - (0 -— 3,75)) 

=> 180+0=720 - 120+45 

> 130=585" 

=> 0=45" 

* Entonces el minutero recorrió: 

180"+0=180"+45"=225" 
+ Pero sabemos que para el minutero: 


Ec) EL —IARNUCLOPEDIA 2012) 


CALAS EZIENETA 
r 6 
x 225 


Por regla de tres: 61=225" >x=37'30" 
+ La hora será: 4: 37" 3” 

RPTA; “C” 
PROBLEMA 47: 


Toledo Salió de 'su casa por la mañana cuando su 
reloj de pared coincidía con el gráfico I y llegó por 
la noche del mismo día cuando su reloj coincidía 
con el gráfico II. ¿Qué tiempo estuvo fuera de casa? 


Gráfico Y 


Gráfico II 


AL11M27E min. B) 11 H30 min. C)12h. 


DJ 11h E) 10h, 

RESOLUCIÓN: 

+ Para el reloj (1): 
M=12H 


> 40+x= 12% .........(en divisiones) 


de 7 
+ 0287 Wu 3 min 


= Su horaserá : a(s0+37) 


+ Para el reloj (11): 
M=12H 


>104 y=12y >= 


10 10 
* Su hora serás 8: (104%) =8: 10% 
6 1 10 

+ El tiempo que estuvo fuera de su casa será; 


De Noche 
12+8:100 8: 43% 11827 % min 
1 1 u 


RAGICAMO ME VERLOS. 


(QD Hallar dos números enteros consecutivos cuya 


suma sea 103. 
A) 48 y 49 
D) 62 y 53 


B) 50 y 51 
E) 63 y 64 


C) 51 y 62 


(042) Tres números enteros consecutivos suman 


204. Hallar el mayor: 
A)J70  B)68  CI71 DJ72 


(3) Hallar cuatro números enteros consecutivos 


cuya suma sea 74. El mayor es: 
A) 21 B)20 C) 24 D)26 


E) 69 


E)28 


La suma de tres números es 200. El mayor 


excede al del medio en 32 y al menor en 65. Hallar 
el término intermedio. 
A) 69 B) 67 CC) 60 D)62 E) 65 


(03) Tres costos contienen 676 manzanas. El 


primer cesto tiene 10 manzanas más que el segundo 
y 15 más que el tercero. ¿Cuántas manzanas hay en 
el segundo cesto? 
A) 190 BJ188  C)176 


D)197 E, 181 


(Q9) Hallar dos números consecutivos, si sabemos 


que los 5/6 del menor al ser sumados con los 7/9 del 
mayor, nos da 33 de resultado. Dar el menor de ellos. 
AJ19 — B)21 C) 24 D)26  EJ20 


(7) Hallar el mayor de tres enteros consecutivos, 


si se sabe que la diferencia de cuadrados entre el 
medio y el menor, excede al mayor en tres unidades. 
48 B)7 c)6 DJ6 EJ4 


(03) Hallar el menor de tres enteros consecutivos, 


si sabemos que los 3/4 del menor sumados con la 
tercera parte del número medio, equivale al mayor. 
AJ22 BJ2I  C)24  DJI8  EJ20 


(09) Hallar tres números consecutivos, si ae sabe 
que los 8/16 del intermedio sumados con la mitad 
del mayor, equivale al menor de ellos aumentado en 
tres. El menor de ellos es: 
A) 42 B) 41 C) 44 


DJ46 —— EJ43 


(10) Se tienen tres números consecutivos. Si 


dividimos al menor entre 17, el intermedio entre 7, 
y el mayor entre 9, observamos que la suma de los 
dos primeros cocientes excede en 3 al tercer cociente 
que obtuvimos. ¿Cuál es el menor de los 
consecutivos? 


(EDICIONES HIUTIZOS 


PEE 625 


PLASTLO DEELORCIONES) 


AJ34 B)S2 


(U)) Debo pagar 2050 soles con 28 billetes de S/.60 


y S/.100. ¿Cuántos billetes de S/.100 debo emplear? 
AJ15  B)17  Cj13 Dj14  EJ18 


(13) El doble de un número excede al triple de otro 


en 4. St la suma de ambos es el triple del menor. 
¿Cuál es el mayor número? 
AJa B)20 C10 D) 12 E)J8 


(5) Un número excede al cuadrado más próximo 
en 39 unidades y es excedido por el siguiente 
cuadrado en 16 unidades. Hallar la suma de cifras 
del número. 

A)20 B) 19 


(L2 Un sapo recorrió 20m dando 4 saltos; en cada 


salto avanzó 2m menos que en el salto anterior. 
¿Cuántos metros avanzó en el tercer salto? 
Aj8m  BJ6  Cj4  D)2  EJ10 


(13) Caperucita Roja va por el bosque llevando una 


cesta con manzanas para su abuelita; si en el camino 
la detiene el lobo y le pregunta; “¿Cuántas manzanas 
llevas en tu cesta?”. Caperucita le responde: “llevo 
tantas decenas como el número de docenas más 
uno”. ¿Cuántas manzanas llevaba Caperucita en su 
cesta? 

4) 30 D)60  EJ180 


(d) A cierto encuentro futbolístico, asistió cierto 


número de espectadores, pagando cada uno S/.6 por 
entrada. En el encuentro de revancha asistió el 
triple que la primera vez y cada uno pagó ahora 
S/:8 por entrada. Si en la segunda recaudación se 
recibió S/.380000 más que en la primera. ¿Cuántos 
espectadores asistieron al segundo encuentro? 

A) 6000 B)20000 C)60000 D) 40000 E) 45000 


((2) Tito y Raúl se ponen a jugar a los dados, 
teniendo ambos una cierta cantidad de dinero; en 
cierta jugada, Tito tiene S/.24 que es el doble de lo 
que tenía Raúl cuando Tito tenía el triple de lo que 
ahora tiene Raúl. ¿Cuánto tiene ahora Raúl? 
AJS19  BJ6 C) 18 D)10 E) 15 


(3) Un padre de familia compró por navidad una 


botella de champagne y un panetón, costando este 
S/.6 más que la botella; al año siguiente compró 
otra botella de champagne y otro panetón 
resultando este S/.2 más caro que el del año pasado, 
y la botella resultó S/.2 más barata que la del año 
pasado, entonces ahora resultó que el precio del 
panetón era el doble que el de la botella de 


C)37  DI35  EJ38 


C)21 D)23  EJ18 


BJ6 €) 120 


champagne. ¿Cuánto costó el segundo panetón? 
A) S/.20  Bj12 C) 18 D) 10 E) 16 


(9) Tengo 120 nuevos soles y gasto 2/3 de lo que 


no gasto. Si hubiese gastado 6/7 de lo que no gastaría. 
¿Cuánto más hubiese gastado? 
416 B)3 c)2 Dg 


(77) Entre 4 personas tienen 13604 dólares; la 


segunda tiene el triple de lo que la cuarta más un 
dólar; la tercera tiene el doble de lo que tienen la 
segunda y cuarta juntas; y la primera tiene tanto 
como lo que le falta a la segunda para tener lo de la 
tercera. ¿Cuánto tiene la tercera? 

A)4001 B)2401 C)6402 D)800 E) 3501 


E) 7 


(7) Hallar dos números, si sabemos que su suma 


es 730 y que cuando se divide el mayor entre el 
menor el cociente es 4 y el residuo es 80. El mayor 
es: 


A)600  BJ630  C)600  D)430  E)530 


(02) Hallar dos números, tales que uno excede al 
otro en 70 unidades, y al dividirlos entre sí el 


cociente es 6 y el resto es 10. El mayor es: 
A) 80 B) 81 C)85 D) 76 E) 60 


(E) Dividir 260 en dos partes, tales que el duplo 
del mayor dividido entre el triple del menor nos da 
2 de cociente y 40 de residuo. Hallar el mayor de 
ellos. 

A) 170 B) 180 C) 150 


((2 Repartir 285 en 2 partes, tales que 2/8 de la 


"mayor divididos entre 4/9 de la menor nos da 1 de 
cociente y 40 de residuo. Hallar la parte menor. 
A4)167  B)137 C)140 Dj120  EJ118 


(63 Si dividimos el mayor de dos números entre el 
menor, el cociente es 2 y el resto es 2. Además si 
dividimos cinco veces el menor entre el mayor 
obtenemos 1 de cociente y 7 de residuo. Hallar el 
mayor. 

AJ6 C)J8 
(7) El cociente de una división es 156 y el resto es 


6. Si se agregan 1000 unidades al dividendo y se 
repite la división entonces el cociente es 173 y el 
nuevo resto es 54. Hallar el menor: 

A) 48 B) 62 CC) 56 D) 40 E) 65 


(02) La suma de dos números es 74. Su diferencia 


D, 190 E) 195 


BJ 12 D)10  EJ9 


> 


As 


Cr AEREA 


(sz 5% TIIAAAICLOPEDIA 2012) 


dividida entre el menor da 3 por cociente y 4 por 
residuo. Hallar gl mayor. 
AJA B) 62 €) 60 D) 54 E) 48 


(03) El dividendo en una cierta división es 1081. 
Si el cociente y el residuo son iguales y el divisor es 


el doble del cociente. ¿Cuál es el divisor? 
AJ23  “B)46 * C)48  DJ24  EJ21 


Elderiominador de uná fescción excede alduplo 
del numerador en 1. Si al numerador se resta 4, el 
valor de la fracción es 1/3. Hallar la fracción. 

AJ 4/9 B) 12/19 C) 13/27 D, 7/9 E) 4/13 


(10) El denominador de una fracción excede al 


duplo del numerador en 6. Si el numerador se 
aumenta en 165 y el denominador se disminuye en 1, 
el valor de la fracción es 4/3. Hallar la fracción 
AJ6/11  BJ6/16  CI6/H1  DJ6/8  EJ6/13 


(U)) El denominador de una fracción excede al 
numerador en 1. Si al denominador se añade 4, la 
fracción que resulta es 2 unidades menor que el 
triple de la fracción primitiva. Hallar la fracción. 
AJ8/111 BJ 4/6 C)6/111 — DJ7/8 E) 6/6 


(A) El denominador de una fracción es 1 menos 
que el triple del numerador. Si el numerador se 
aumenta en 8 y el denominador en 4, el valor de la 
fracción es 11/12. Hallar la fracción. 

AJ 3/8 B) 215 C) 14/12 D)13/17 Ej 4/11 


(43) El numerador de una fracción excede al 
denominador en 22. Si al numerador se resta 16, la 
diferencia entre la fracción primitiva y la nueva 
fracción es 3. Hallar la fracción primitiva. 
A)J87/6 — B)36/6  C)27/4 D)16/6 E) 208 


(13) La suma de tres números es 176. Si el mayor 


excede nl intermedio en 37 y al menor en 49, indicar 
el mayor de ellos. 
Ay 42 B)82 


(13) En tres cestos hay 61 naranjas. El más grande 


tiene 30 más que el pequeño y el mediano 29 menos 
que el grande. ¿Cuántas naranjas hay en el cesto 
mediano? 

A 10 B)12 cn E) 13 


(L0) Flora tiene el doble de dinero que Carla, Si 


Flora le diera a Carla 26J0 soles, tendría los 4/6 de 
lo que tendría Carla. ¿Cuánto tiene Flora? 
A)3000 B)6000 C)39000 D)12000 E) 1000 


(E) La edad de Carlos es tal que: si al doble de su 


CJ87  DJ47  EJ26 


D) 14 


edad le quitan 17, resultaría lo que le falta para 
cumplir 100 años, ¿cuál será su edad dentro de 13 
años? 
AJ 41 


(13) Un niño tiene un cierto número de caramelos, 


En cada hora se come la mitad de lo que tiene más 
medio caramelo; si luego de tres horas se le acabó. 
¿Cuántos tenía al inicio? 
AJ3 BJ7 C) 15 


(19) En una pequeña quinta el número de damas 


adultas es al de varones adultos como 3 es a 2. Si el 
número de damas no adultas y el de varones no 
adultos son respectivamente el triple y el doble de 
las damas adultas y los varones adultos 
respectivamente y en total viven 36 personas. 
Indique el número de adultos. 

AaJ12  BJ10  C)8 DJ14 — EJN.A. 


(EN) Se quiere dividir 60 en dos partes tales que el 


triple de la mitad de una parte aumentado en el doble 
de la tercera parte de la segunda es igual a 60; dar 
una de las partes, 

Ai B) 16 C) 42 D) 31 E) 16 


ARCANO ENE VERCIcOS AE) 


(O) La cifra de las decenas de un número de dos 


cifras excede en 1 a la cifra de las unidades. Si el 
número se multiplica por 3 este producto equivale 
a 21 veces la suma de sus cifras. Hallar el número. 
AJ24  BJ36  C)2I  DJ28  EJ32 


(02) La suma de la cifra de las decenas y la cifra de 


las unidades de un número de dos cifras es 7. Si el 
número, aumentado en 8, se divide por el duplo de 
la cifra de las decenas el cociente es 6. Hallar el 
número. 

AJ52  BJ56  C)68  DJ42  EJ4l 


(03) La cifra de las decenas de un número de dos 


cifras excede en 2 a la cifra de las unidades y el 
número excede en 27 a 10 veces la cifra de las 
unidades, Hallar el número. 

AJ83 B)74 C) 92 D)97 — EJNA. 


(02 La cifta de las decenas de un número de dos 


cifras es el duplo de la cifra de las unidades, y si el 
número disminuido en 4 se divide por la diferencia 
entre la cifra de las decenas y la cifra de las unidades, 
el cociente es 20. Hallar el número. 
AJ86  B)76  CJ49  DJ84 


BJ61  Cj61  D)62  EJ31 


D)31 — EJ63 


E) 92 


(EDICIONES RUBISOS 


[Mza pes! 


PLANTEO DE 


TACIONES) 


(03) Las cifras de las centenas y decenas de un 


número de tres cifras son 2 y 8. El resultado de 
repetir la cifra“de las centenas tantas veces por 
factor como indica la cifra de las unidades, 
aumentada en 3, es el mismo que el de repetir la 
cifra de las decenas tantas veces por factor como 
mitad de unidades tiene la última cifra del número. 
¿Cuál es ésta? + 
AJ7— BJ6 


(8) Si a un número de tres cifras, que empieza con 


C)5 D4 E)2 


9, se suprime esta cifra queda 1/21 del número. 
¿Cuál es éste? 
AJ964  B)963  C)937  D)981 


(02) saime tiene 200 soles más que Marcela. La 


razón entre las cantidades que tienen es como 1 es 
a:9. ¿Cuánto tiene Marcela? 
A)Si.125 B)45  C)225  D,160 


E) 945 


E) 26 


(03) Hallar un número, cuyo duplo aumentado en 


5 es a su décuplo disminuido en 6 como 5 es a 7. 
AJ1IO  BJ20  Cjl6  DJ12  EJNA, 


(69) En un corral hay gallinas de varios colores, 
pero notamos que las gallinas de color blanco que 
son 2/5 del total y las gallinas de color negro que 
son la mitad del total más 10, son entre sí como 2 
es a 3. ¿Cuál es el total de gallinas? 

AJ160  BJ120  C)100 D,180  EJ200 


(0) Los cantidades que tendría: si pierdo 6000 


soles, y si ganara 40000 están en la misma razón 
que 1 a 4. ¿Cuánto tengo? 
A) 12000 B)15000 C)8000 D)3000 EINA. 


(O) ¿Qué edad tengo si la edad que tenía hace 10 


años es a la edad que tendré dentro de 60 años como 
1esad? 
A) 18 


(6) En cada dla, de lunes a viernes, gané 10 soles 


más que el día anterior. Lo que gané el lunes y lo 
que gané el viernes están en la misma razón que 6 y 
9. ¿Cuánto gané el miércoles? 

A)SI60 BJ50  C)70  D)80 


((3) Repartir 80000 cruzeiros entre Armando y 
Rosa de modo que ambas cantidades estén en la 
misma razón que 1 a 6. ¡Armando recibe más que 
Rosa) ¿Cuánto le toca a Rosa? 

A) 16000 B) 12000 C)40000 D)3000 E) N.A. 

(1) La razón entre lo que tienen Roberto y Alicia 


es 1/6 (en el orden indicado). Si Roberto perdiera 


B)24  CJ32  DJ40  EJS0 


EJ NA. 


5000 soles y Alicia ganara 10000 soles, la razón 
entre lo que ambos tendrían sería 1/12. ¿Cuánto 
tiene Alicia? 

A) 30000  B,20000 C) 12000 D) 18000 E) NA. 


La razón entre 2 números es como 3 y 8. Si 


agregamos al menor 3/8 del mayor y al mayor le 
agregamos 2/8 del menor, la razón será ahora 3/6. 
¿Cuál es la diferencia entre ambos números? 

AJ8 B)9 C110 D)1 E) 12 


(10) Se tienen 3 objetos, los 2 primeros pesan juntos 
50g, el segundo y tercero pesan juntos 70g y el 
primero y tercero pesan juntos 60g. ¿Cuánto pesa 
el tercero? 

A)20G  BJ30 


(12) En una fiesta habían inicialmente tantos 


hombres como tres veces el número de mujeres. 
Después que se retiran 8 parejas el número de 
hombres que quedan es igual a 6 veces el de mujeres. 
¿Cuántos hombres habían? 

AJIG — BJ40  CJ48  D)S2  EJ6Gf 


(3) El número 108 puede descomponerse en 4 


sumandos de manera que sumando 6 al primero, 
restando 6 al segundo, multiplicando por 6 al tercero 
y dividiendo por 5 al cuarto, se obtiene siempre el 
mismo resultado. ¿Cuál es el promedio del mayor y 
menor? 

A) 36 B) 39 Cy 42 D) 25 E) 50 


(£9) Dos individuos pesan 179kg y. las 3/4 partes 
del peso de uno de ellos excede al del otro en 3kg. 


¿Cuánto pesa uno de ellos? 
A) 75 B) 86 C) 65 


C)60  D)25  EJ60 


D)60 — EJ95 


7) Ayer gané S/.20 más que hoy. Si lo que gané 
hoy son los 6/6 de lo que gané ayer. ¿Cuánto gané 
hoy? 
4) 80 


B)100  C)160  D)120  E)90 


(02) La edad de Víctor es el doble de la de Pedro y 
hace 16 años la edad de Víctor era el triple de la de 
Pedro. ¿Cuál es la edad actual de Pedro? * 

A) 26años:B) 40 C)45  D)28  E)30 

(02) La edad de Gladys es 1/2 de los 2/3 de la edad 
de Norma. Si esta tiene 24 años, ¿cuántos años 
tendrá Gladys dentro de 4 años? 


Aj8años B)12 C)10 D) 14 E)6 


AAA IZMENESA 
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(03) En 1980 la edad de Jorge era 4 veces la edad 
de Ricardo; en 1988 la edad de Jorge fue el doble de 
la edad de Ricardo, ¿cuál fue la edad de Jorge en 
1992? 

A)50 años B) 48 C)28 


(7) Un auto tiene ahora la mitad de años que tenía 


Luis cuando el auto era nuevo. Luis tiene ahora 36 
años. ¿Cuántos años tiene el auto? 
A) 12 BJ8 C)16 D) 18 


Bace 6 años Gerardo era 4 veces mayor que 
David. Hallar la edad actual de Gerardo sabiendo 
que dentro de 4 años, la edad de éste sólo será 2 
veces mayor que David. 

A) 52años B)56 C)60 D)40  E)J46 


Yo tengo el doble de la edad que tú tenfas, 
cuando yo tenía la edad que tú tienes y cuando tú 
tengas la edad que yo tengo, mi edad será 30 años. 
¿Qué edad tengo? 

AJ12 B)24 018 D) 36 E) 54 


((2) Yo tengo el triple de la edad que tú tenías, 
¡cuando yo tenía la edad que tú tienes y cuando tengas 
la edad que tengo, mi edad será 40 años. ¿Qué edad 
tienes? 

AJ30 B)20 C) 40 DJ 10 E) 60 

(03) Carla le dice a Miguel: “yo tengo los 5/3 de la 
edad que tú tenías, cuando yo tenía la edad que tú 
tienes y cuando tengas el doble de mi edad, mi edad 
será 44 años”. Calcular la edad de Miguel. 

AJ16 B)20 012 D) 44 E) 40 

(09) Pedro tiene su primer hijo a los 26 años y su 
segundo hijo a los 32 años. ¿Cuál será la edad de 
Pedro, cuando la suma de las edades de sus hijos sea 
307 

A) 40 B) 41 C) 42 D) 43 E) 44 


(10) Timo y su abuelo tenían en 1928 tantos años 


como indicaban las dos últimas cifras del año de su 
nacimiento. ¿Cuál era la edad del abuelo, cuando 
nació Timo? 

AJ40 B) 60 C) 80 E) 50 

(O) La edad de Katy en 1976 era tanto como la 


mitad de las dos últimas cifras del año de su 
nacimiento. ¿Qué edad tendrá en 1999? 
AJ48  BJ4G6  C)49  D)47  EJ62 


(2) Si Luis hubiera nacido en el año gba, en el 


D)64 — E)56 


EJ 14 


D) 48 


año 2030 tendría ba años. Sin embargo nació en el 


año 19aa . ¿Cuántos años tendrá en el año 19997 
AJ40 — BJ42  CJ4S  DI45 EJ4á 


(E3) En 1977 la edad de Roxana era el inverso de 


las dos últimas cifras del año de su nacimiento. Lo 
mismo sucede con Pepe, Si la diferencia de sus 
edades es 45 años, y la edad de Pepe en 1977 también 
era la inversa de la de Roxana. ¿En qué año nació 
Pope? 

A) 1959 B)1957 C)1963 D) 1961 
(Ed ¿A qué horas del día, las horas transcurridas 


son el cuádruple de las horas que faltan transcurrir? 
A) 19h 20* B) 19h 12 C)9h 12 
D) 7h 12 E) 9h 20' 


(63) ¿A que horas del día, las horas transcurridas 


son la tercera parte de las horas que faltan 
transcurrir? 
A)6p.m. B)8a.m. C)4pm. D)3am. E) 6 a.m. 


(o) ¿A qué horas del día, las horas transcurridas 


son 2/3 de las que faltan transcurrir? 
A)7h6min  B)7h36min  C)9h 6min 
D) 9h 36min — E) 5h 36min 


(E) Son las 2h 36 minutos. ¿Qué ángulo forman 


las agujas de un reloj? 
A) 138 B)117 C)72 


(E3) ¿Cuánto mide el ángulo que determinan las 


agujas de un reloj, a las 4h 40min? 
A) 120”  B)90” C) 100? Dj110” E) 105" 


(13) Entre las 16:00h y 16:00h, ¿a qué hora se 
na las agujas del reloj? 


A)J3h 1 mín B)3h a a q nta C)3h 4 min 


E) 1965 


D) 142 EJ 146" 


D)3h Lmin EJ3h es 
11 a 


€0) Luego de las 18:00h, ¿cuál es la hora más 


cercana en la que las manecillas del reloj, forman 
un Sra recto? 


7 A: Da 
AJ18Bh 277min B)18h 167 un C)18h ria 


Dp189:52 min E)18h 97 min 
1 ma 


inGIcIO; 


(€) Un tren de 80 metros de longitud con una 


velocidad de 36km/h demora en pasar por una 
estación de 20 metros de longitud, un tiempo de: 


([ENICIONTES_RUBIÑNOS 


PLANTEO DE DOTACIONES) 


A) 10seg B)5 C,20 D)30  EJ15 


(02) Un tren de 100m de largo demora 15 segundos 
en cruzar un puente de medio kilómetro de longitud. 
¿Cuál es la velocidad del tren? 

A) 25mla B) 42: C) 40 D)45 E) 50 


(E) Un tren viene raudo a 108 kilómetros por cada 


hora qué transcirre. ¿En cuánto tiempo cruzará un 
puente de 550 metros de longitud sabiendo además 
que el largo del trenes de 80 metros? 

A) 2lseg B)18  C)23  DJ25  E)28 


((2) Un tren de 85 metros de largo viaja a una 
velocidad de 60km/h. Calcular la longitud de un 
puente si el referido tren lo cruza en 30 segundos. 
A)500m B)450 C)415 D)465  E)675 


(03) Un tren de 180 metros de longitud demora 18 
segundos en eruzar un puente de 450 metros de 
largo. En el instante que empieza a cruzar dicho 
puente pasa por el final del mismo un auto por el 
costado del riel a una velocidad de 72/%km/h. ¿En qué 
tiempo alcanzará el tren al auto? 

A) l6seg B)25  C)28 D)30 E) 32 

(00) ¿A qué hora alcanzará un auto que sale de 
Lima a las 11 a.m. a 50km/h hacia Arequipa a otro 
auto que va en la misma dirección y que pasa por 
Lima a las 5 a.m. a SORm/h? 

AJ8p.m. B)7 C)J9 D) 10 EJ6 


((42) Un hombre sale de su casa en automóvil a 20 


km/h; luego de cierto tiempo de recorrido regresa a 
pie a su casa a 6km/h, llegando a ella después de 6 
horas. ¿Cuántos km recorrió a pie? 

A)18km B)15  C)25 DJ10  E)20 

(03) Dos móviles se dirigen uno al encuentro del 
otro. Inicialmente se encuentran separados 195%m 
y la velocidad de uno de ellos es 36km/h; si se 
encuentran luego de 2,5h, ¿cuál es la velocidad del 
otro? 

A) SOkm/h B)50 160 D)40 E)43 


(09) Un móvil recorre 200km a una velocidad 


constante. Si aumentara esta velocidad en 10 km/ 
h, el viaje duraría una hora menos, ¿cuál es la 
velocidad del móvil? 

A)45km/kh B)50  C)60  D)40  E)35 


(10) Rubén so dirige de Huancayo a Lima, llegando 


en auto, en un tiempo de 30 horas. Si al regreso 
aumenta su velocidad en 4km/h, llegaría en 6 horas 
menos que a la ida. ¿Cuál es el espacio total 


recorrido? 
A)480km B)650 C)960 D)820 E)JNA. 


(O) Paul se va de A a B en 2 horas. Al volver, como 
él ha recorrido 11m más por minuto, ha hecho el 
trayecto en 105 minutos. Hallar la distancia. 
AJ9,24km B)11,5 C)11,58 D) 10,75 E) NA. 


(2) Julio demora en llegar a la Academia 30 
minutos; si al regreso aumenta su velocidad en 8m/ 
min llegará 10 minutos antes que a la ida. ¿Qué 
espacio recorrió en total? 

A)360m B)180 C)720 D)540 E)N.A. 


(E) Viajando a 100km/h un piloto llegaría a su 
destino a las 19 horas. Viajando a 160Km/h Negaría 
a las 17 horas. ¿Con qué velocidad debe viajar si 
desea llegar a las 18 horas? 
A) 125km/h B) 120 
D) 135 E) NA. 


(U)) Yazmín, el primer día, fue al colegio a Gkm/h 
y llegó 16 minutos retrasada. El segundo día fue u 
12 km/h llegando 16 minutos adelantada. ¿A qué 
velocidad debe viajar para que saliendo a la misma 
hora llegue puntualmente? 

A) 7kmih BJ) 8 C)9 D)91/2 E)81/2 


(63) Al comprar 20 naranjas, me sobran 480 soles, 


pero al adquirir 24 naranjas; me faltarían 120 soles. 
¿Cuánto cuesta cada naranja? 
A) 8/.150 B)300 e) 15 D)30 


CJ130 


E) 120 


(0) Una institución va a rifar una casa, emitiendo 
para esto un determinado número de acciones. Si 
cada acción es vendida a 100 soles, pierdo 5/.98000, 
pero si cada una es vendida a 8/.120, obtiene como 
ganancia S/.76000. Hallar el precio de la casa. 

A) 846000 B) 963000 C) 973000 

D) 863000 E) 849000 


(Es) Hallar el mayor de tres números consecutivos, 


si sabemos que los 4/6 del mayor excede a los 3/4 
del intermedio en una cantidad igual a la sexta parte 
del menor, disminuida en 1/6. 

4)8 BJ9 c)10 DM 


(E) Un comerciante tenía una determinada suma 


de dinero; el primer año se gastó S/.100 aumentando 
el resto con un tercio de este; al año siguiente volvió 
a gastar S/.100 y aumentó la suma restante en un 
tercio de ella. El tercer año gastó de nuevo S/.100 y 
después que hubo agregado su tercera parte, el 
capital llegó al doble del inicial. ¿Cuál era la 
cantidad inicial? 


EJ 12 


[ARI ZITITIN (eso Ja TICO 
A) S/.14800 B) 1270 C) 1480 A) 60 B) 50 C) 56 D)45  E)J48 
D) 1615 E) 1148 


(5) En una fiésta habían 76 personas. Se notó que 


el número de hombres era igual a la raíz cuadrada 
del número de mujeres que habían y el número de 
niños era igual a la raíz cúbica del número de 
mujeres. ¿Cuántos hombres habían en total? 

AJ8 “BJ6 " C110  DJ12  EjM 


€0) Si se forman filas de 7 niños sobran 6, pero 
faltarían 7 niños para formar 3 filas más de 6 niños 
E) 48 


cada uno. ¿Cuántos niños son? 
410, 


AJ43  BJ47  C)J49 


PRAGTICANOA 


(OD) En una partida de ajedrez hay 150 jugadores 
si cada uno jugó una sola vez, resultaron igual 
número de ganadores que de empatadores. ¿Cuántas 
partidas terminaron empatadas? 
A) 28 B)25 C) 80 D) 36 


D) 60 


E) 32 


(02) Un grupo de personas gastaron 120 soles, 


como 4 de ellas no pagan, cada una de las restantes 
deben abonar 6 soles más. ¿Cuál era el total de 
personas? 

AJ10 Bj11 


(3) Un hombre compró un reloj y una cadena a 


C)12  DJ18 EJ 


igual precio. Pasado algún tiempo, volvió a comprar 
otro reloj y otra cadena, esta 90 soles más barata 
que la primera y aquel 60 soles más caro que el 
primero, resultando el precio del reloj el doble que 
tl de la cadena. ¿Cuánto costó la segunda cadena? 

A)S/.160 B)180  C)110 D) 200 E) 210 


3 ¿Qué hora es?, si la mitad del tiempo 
transcurrido desde las 8:00 horas es igual a la 
tercera parte del tiempo que falta transcurrir para 
ser las 22: 00h. 

A) 11:15 B)1:18  C) 10:25 D)9:30 E) 11:30 


(03) En un terreno de forma rectángular el largo 
excede en 6 metros al ancho, si el ancho se duplica y 
el largo disminuye en 8 metros el área del terreno 
no varía, ¿Cuál es el perímetro del terreno? 
A)60cm B)61  C)62  D)54  EJ55 


(09) Compré el cuádruple de caballos que de vacas. 
Si hubiera comprado 6 caballos más y 6 vacas más, 
tendría triple número de caballos que de vacas. 
¿Cuántos caballos y vacas compré? 


(02 Hallar la cantidad de dinero en el bolsillo de 


Pablo. Sabiendo que al sumar sus 3/8 y su quinta 
parte, dicha suma excede en 149 al doble de la 
diferencia entre 1/6 y 1/2 del número de soles. 

A) 100 B) 140 C) 120 D) 180 E) 240 


(03) En una fiesta se observa 8 mujeres sentadas y 


tantas parejas bailando como hombres sentados. En 
la siguiente pieza se observa que todas las mujeres 
se encuentran bailando y 8 hombres se encuentran 
sentados. ¿Cuántas personas hay en la fiesta? 

A) 48 B)64 C) 60 D) 56 E) 62 

0) En una reunión hay 6 hombres más que 
mujeres, luego llegaron un grupo de personas cuyo 
número es igual al de los hombres inicialmente 
presentes, de modo que en la reunión todos están en 
pareja; y hay 60 hombres en total. Hallar el número 
de mujeres inicialmente presentes. 

A) 16 B) 24 CC) 18 D) 12 EJ10 


(10) En 2 habitaciones hay un total de 90 focos, de 


los cuales hay un cierto número de focos prendidos. 
Luego se prenden tantos focos como el número de 
focos prendidos excede al de los apagados; 
resultando el número de focos prendidos el doble de 
los apagados. ¿Cuántos estaban prendidos 
inicialmente? 

A) 50 B) 56 C) 48 D) 42 E) 24 


(O) Gerson tenía 5/.120 y Manuel S/.90. Después 
que Gerson le dio a Manuel cierta suma, Manuel 
tiene 11/10 de lo que le queda a Gerson. ¿Cuánto le 
dió Gerson a Manuel? 

A) S/.JO B)20 C)25 D) 15 E) 12 


(12) Se ha pagado una deuda de S/.266 con monedas 
de S/.5.00 y S/.2.00. El número de monedas de S/.2.00 
es mayor que el de S/.6.00 en 17 monedas. ¿Cuánto 
suman las monedas de S/.5.00 y de S/.2.007 

AJ83 B) 59 C) 72 D) 80 E) 78 


(3) El perímetro de un rectángulo es de 84m, si el 
largo excede en 8m al ancho. ¿Cuál es el área del 
rectángulo? 

A) 400m* B) 420 C)240 D)360 E) 425 

(E) Isabel le pregunta la hora a Karen y ésta le 
responde: “El duplo de las horas transcurridas es 
igual al cuádruplo de las que faltan por transcurrir 
en este dia”. ¿Qué hora es? 

A) 16:00 B) 16:20 C)20:00 D, 14:00 E) 18:30 


(ENICIoxES_RUTINOS 


PEC ss1 


PLANTEO DETITACIONES) 


(43) Federico compra la mitad de un rollo de 
alambre menos 12 metros, Fernando compra un 
tercio del mismo rollo más 4 metros, con lo cual 
recibe 8 metros menos que Federico. ¿Cuántos 
metros compró Federico? 
A)72m B)60  C)64 


D)70  E)80 


(1) Ayer gané 20 soles más que hoy. Si lo que gané 
hoy son los 6/6 de lo que gané ayer. ¿Cuánto gané 
boy? 

A)100  B)120 
(O) Un libro cuesta 600 soles menos que un 


televisor; si a la cuarta parte del precio del libro se 
le aumenta 60 soles, se obtiene la quinta parte del 
precio del televisor. ¿Cuál es el precio del televisor? 
A) 1200 B)1250 C)1300 D) 1500 E) 1450 


(ES) A una fiesta donde habían 40 hombres y 30 


mujeres, llegaron cierto número de parejas, de modo 
que los 3/6 del número de hombres es igual a 1/3 de 
las personas presentes, ¿Cuál es el número de 
parejas presentes? 

AJ 10 B)20 C) 30 D) 40 E) 50 

(9) Luis André tiene 90 bolitas y regaló 8 veces 


tantas bolitas como las que no regaló. Calcular la 
quinta parte de las bolitas que le quedan. 

mi B)2 Cc13 Dj4 EJ6 

Ed Al dar una práctica de Matemáticas: “Observé 


que fallé tantas preguntas como acerté, pero no 
contesté tantas preguntas como puntaje saqué”. Las 
prácticas tienen 20 preguntas que se califican asf: 


+ 10 puntos si está bien respondida 
+ - 2 puntos si está mal respondida 
* 0 puntos no contestada 
¿Qué puntaje alcancé? 
A) 8ptos B) 10 A C) 16 


(ORMERAIAAAG TENOR (Gina) 


(02) En una granja, por cada gallina hay tres pavos 
y por cada pavo hay 4 patos. Si en total se han 
contado 160 patas de animales, ¿cuántos pavos hay? 
A) 14 B) 10 C) 15 D)20 E)8 


(2) Un caminante ha recorrido 1.000 metros unas 


veces avanzando otras retrocediendo. Si solo ha 
avanzado 350 metros, ¿cuántos metros recorrio 
retrocediendo? 


C)80.  D)110  EJ90 


D)12  EJ20 


A) S/.120 B) S/.180 C) S/.110  D) S/.140 E) S/.220 


(E) Dos depósitos contienen 2687 y 1850 litros 
de agua y con una bomba se traslada del primero al 
segundo 4 litros por segundo. ¿Después de cuánto 
tiempo uno contendrá el doble de litros que el otro? 


Ajámin37s B)3min21s  C)4min38s 
D)jó6min24s E)3min428 


(€) Un maestro y su ayudante trabajan juntos. El 


primero gana 26 soles por día más que el segundo. 
Si después de trabajar cada uno el mismo número 
de días, el primero recibe 1 060 soles y el segundo, 
875 soles. ¿Cuál es el jornal del ayudante? 

A) S/.120 B) S/.115 C) 8/.152 D) S/,125 E) S/.130 


(03) 'Tres jugadores A, B y C convienen en que el 
perdedor de cada partida; duplicará el dinero de los 
otros dos. Pierden una partida cada uno en orden 
alfabético y al final cada uno se queda con 40 soles. 
¿Con cuánto dinero empezo cada uno? 

A) 66 ; 35 y 20 soles. B) 100 ; 30 y 18 noles. 
C) 80 ; 45 y 23 soles. D) 96; 30 y 14 roles. 

E) 41; 23 y 16 soles. 


(00) La regla de juego de cierta competencia de azar 
es que el perdedor de cada partida duplique el dinero 
delos otros participantes y además les dar S/.10. Si 
hay 3 personas que estan jugando y cada uno pierde 
una partida y al final tienen cada uno 5/70, halle 
el dinero inicial del participante que tuvo mayor 
cantidad. 

A) 30m B) 425m C) 326m D) 280 m E) 346 m 


(Zo) Maribel va al cine con sus primas y al querer 


sacar entradas para mezanine de 30 soles cada una, 
observa que le falta dinero para 3 de ellas, por tal 
motivo tiene que sacar entradas de 16 soles cada 
una, entrando todas al cine y sobrándole aún 30 
soles para las gaseosas. ¿Cuántas primas fueron al 
cine con Maribel? 

AJ6 B)7 C)8 DJ9 E) 10 


(03) Si compro 2 revistas gastaría 2 soles más que 
si comprará 3 periódicos. Pero si comprará 6 
periódicos gastaría 2 soles más que si comprará 2 
revistas. ¿Cuánto cuesta cada periódico? 

AJS/.4 B)S.3 C)S.5 D)S15 E)S/.2 


(0) Entre pollos, patos y pavos un granjero tiene 
en total 75 aves. Si tuviera 12 pavos más, 4 patos 
más y 7 pollos menos, tendría la misma cantidad de 
aves de cada especie. El número de pollos que tiene 
es: 


CAL GENERA 
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AJ42  B)33  C)39  DJ36  EJ40 


(10) Si al doble de la edad que tendré dentro de 2 
años, le resto el doble de la edad que tenía hace 2 
años, se obtiene la edad que tengo. ¿Qué edad tendré 
dentro de 2 años? 

A) I2años B) 14 años 
D) 15 años E) 10 años 


(12) Una persona tiene, en 1988, tantos años como 
el producto de las 2 últimas cifras del año de su 
nacimiento. ¿Cuál es la suma de cifras de la edad 
que tenía en 19807 

A6 BJ4 CJ5 D)7 EJ8 


(1) Los 5/7 de la edad de una persona menos 4 
años, es igual a la edad que tenía hace 12 años. ¿Cuál 
era su edad hace 12 años? 


A) 14 años B) 18 años 
D) 20 años E) 22 años 
(€) Laura al ser interrogada por su edad responde: 
Si al año en que cumplí 14 años le suman el año en 
que cumpliré 23 años y, sí a este resultado le restan 
la suma del año en que nací con el año actual, 
obtendrán 19. ¿Cuál es la edad de Laura? 


A) 18 años B)23 años C) 19 años 
D) 16 años E) 22 años 


(E) Alfred nació en el presente siglo y en este año 
cumplirá tantos años como la suma de cifras, del 
año en que nació y el año actual. ¿Cuál será la edad 
actual de Arturo, si este año cumple tanto como la 
quinta parte del producto de cifras del año de 
nacimiento de Alfredo? 

OBSERVACIÓN: Considerar año actual: 1995 

A) 27 años B) 25 años CC) 23 años 

D) 19 años E) 30 años 

(13) La edad que tenía haco “a” años es, a lo que 
tendré dentro dq “a” años, como 2 es a 3. ¿Qué edad 
tendré dentro de “Za” años? 

A) 5a años B) 6a años 

D) 8a años E) 9a años 


(10) Le preguntan a un individuo por su edad y el 
contesta: “Mi edad, más dos veces mi edad, más tres 
veces mi edad y asi sucesivamente hasta tantas veces 
mi edad como la edad que tengo, suman en total 
4200”. Hallar la edad de dicho individuo. 

A) 20 años B) 25 años C) 16 años 

D) 24 años E) 18 años 

(12) Hace 5 años, la edad de un padre fue cuatro 
veces la edad de su hijo; y dentro de 6 años será 


C) 20 años 


C) 16 años 


C) 7a años 


solamente el doble dela de su hijo. ¿Qué edad tendrá 
el padre, cuando el hijo tenga los años que tuvo el 
padre cuando nació el hijo? 
A) 40 años B) 50 años 
D) 45 años E) 35 años 


([3) Hace 10 años tenía la mitad de la edad que 


tendré dentro de 8 años. Si tú naciste cuando yo 
tenía 16 años, ¿cuál sera la suma de nuestras edades 
cuando yo tenga el doble de la edad que tuve hace 
11 años? 

A)J53 B) 62 C)36 D)57  E)J72 


(19) Dentro de 10 años tú tendrás la edad que yo 


tenía cuando tú tenías la edad que yo tuve hace 34 
años. ¿Cuántos años tengo si dentro de 20 años la 
suma de nuestras edades será 98? 

A) 32 años B) 38 años C) 40 años 

D) 43 años E) 37 años 


C) 30 años 


(0) La rapidez respoctiva de dos móviles está en 
la relación de 3 es a 4. ¿Dentro de cuánto tiempo 
estarán separados una distancia de 60 Km, si 
partieron juntos en el mismo sentido, sabiendo, 
además, que la diferencia de la rapidez de ambos es 
de 10 km/h? 

A) 4h B) 7h C) 5h D) 8h E) 6h 


E Un ciclista viaja, desde A hacia 8, a 80 km/h y 


retorna por el mismo camino a 70 km/h. Si hace el 
recorrido, en forma continua, y en un tiempo total 
de 6 horas; determine la distancia de A hasta B. 
A) 214 km B) 218 km C) 220 km 

D) 224 km E) 216 km 


(2) Un carro sale, de A hacia B, a 80 km/h y 


regresa a 60 km/h después de 16 horas. Si el carro 
se detuvo en B por 2 horas y luego se detuvo 1 hora 
en el camino de regreso, determine la distancia AB. 
A) 460 km B) 600 km C) 400 km 

D) 550 km E) 480 km 


(3) Juana se dirige , desde su casa a la academia , 
en bicicleta, empleando un tiempo de 30 minutos; 
para volver, aumenta su rapidez inicial en 4 m/min, 
demorándose esta vez 6 mínutos mínutos menos. 
¿Cuál es el espacio que recorrió en total? 

AJ960m B)860m C)880m D)920m E) 940m 


Para ir de A a B, un movil emplea 20 horas, si 
quisiera hacerlo en 26 horas tendría que disminuir 
su rapidez en 8 Km/h. ¿Cuénto mide el tramo AB? 


A) 720 km B) 820 km CC) 400 km 
D) 600 km E) 800 km 
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3) Al ir de mi casa a la academia me doy cuenta 


que si voy a 40, km/h demoro 20 mínutos más que 
si fuera a 60 km/h. ¿Cuál es la distancia entre mi 
casa y la academia? 

A)42km B)40km C)52km D)48km E) 47 km 


(0) Un motociclista observa que 1/5 de lo que ha 


recorrido equivále a los 3/5 de lo que falta recorrer. 
¿Cuántas horas habrá empleado haste el momento, 
si todo el viaje lo hace en 12 horas? 

AJ8 Bj9 C)10 Di E) 12 


(E) Dos moviles distan 200 km, salen al 


encuentro, desde dos puntos A y B, con una rapidez 
de 60 km/h y 40 km/h, respectivamente. ¿En qué 
tiempo se encontrarán y a que distancia de A? 
A)J4hy30km  B)1hy1km C)6h y 100 km 
D)2hy120km E) 10h y120 km 


3) Si el duplo de las horas transcurridas en un 


día es igual al cuádruplo de las que faltan para 
terminar el día; ¿qué hora será dentro de 4 horas? 
A)8:00p.m.  B)6:00p.m.  C)7:20p.m. 

D) 4:00 pm. — E)9:00 p.m. 


E) ¿Qué hora será dentro de 6 1/4 h, si se sabe 


que en estos momentos el tiempo transcurrido es 
excedido en 5 horas por lo que falta transcurrir del 
día? 

A)2:20pm.  B)1:46 pom. 
D) 2:45 pm. — E) 3:20 pom. 


(60) Son más de las 2, sin.ser las 3 de esta 


madrugada; pero dentro de 40 minutos faltará, para 
las 4, el mismo tiempo que faltaba desde la 1 hasta 
hace 40 minutos. ¿Qué ángulo forman las agujas 
en este preciso instante? 

AJ85” B)120” C)95”  D)100"” E) 105” 


(Ed) Son más de las seis, sin ser las ocho de esta 


mañana, y hace' diez minutos los minutos que habían 
transcurrido desde las seis eran iguales a 1/9 del 
tiempo que faltará transcurrir hasta las ocho, dentro 
de diez minutos. ¿Qué hora es? 

A) 6:30 a.m. B) 7:20 a.m. C) 5:45 a.m. 

D) 8:10 a.m. E) 6:20 a.m. 


(2) Son más de las 4, pero aún no son las 6 de la 


tarde. Si el tiempo que había transcurrido, desde 
las 4 hasta hace 15 minutos, es igual a 1/5 del tiempo 
que faltará trarzcurras hasta las 6, pero dentro de 
16 minutos. ¿Qué hora es en este ins.ante? 

A) 4:20 p.m. — B)4:30 p.m..C) 5:10 pum. 


C) 3:25 p.m. 


D) 3:20 pam. — E) 3:40 p.m. 


(E3) Si fuera 3 horas más tarde de lo quees, faltaría 


para acabar el día los 6/7 de lo que faltaría si es que 
fuera 3 horas más temprano; ¿qué hora es? 

A) 7:00 a.m. B) 6:20 a.m. CC) 6:00 a.m. 

D) 8:00 a.m. E) 7:14 a.m. 


(E2) ¿Qué hora es?; para saberlo, basta con sumar 


la mitad del tiempo que falta para las doce del 
mediodia, más los 2/3 del tiempo transcurrido desde 
las doce de la noche. 

A) 7:12 am. B) 5:30 a.m. 
D) 10:30 a.m. E) 7:20 a.m. 


C) 9:10 a.m. 


(É3) Un campanario señala las horas con igual 


número de campanadas. Si para indicar las 6:00 
a.m. demora 6 segundos, ¿cuánto demorara para 
indicar las 12 m.? 

A)l6s B)128 C)33/28 D)l4s E)l68s 


(E0) Sabiendo que 76 bueyes se han comido en 12 


días la hierba de un prado de 60 áreas y que 81 
bueyes se han comido la de un prado de 72 áreas en 
15 días. Se pide, ¿cuántos bueyes serán necesarios 
para comer en 18 días la hierba de un prado de 96 
áreas? Se supone que en los tres prados la hierba 
está a la misma altura y que continúa creciendo 
uniformemente. 

A) 90 B)100 C)120 D)102 E)98 


(E Un perrito parte de un punto “A” a otro punto 
y simultáneamente dos peatones parten del 
punto ““B” en sentidos opuestos. El perrito 
encuentra a uno de ellos en el punto “M” y al otro 
en el punto “NV”; luego, se pide calcular la distancia 
que hay entre “A” y “B”, sabiendo que los dos 
peatones tienen la misma rapidez y que la rapidez 
del perrito es el cuádruplo de la de los peatones, 
sabiendo además que la distancia entre “M” y “N” 
es 160m. 

A) 200m. B) 300m. C) 400m. D) 350m. E) 150m. 
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OBJETIVOS : 


*Conocer y comprender las nociones básicas del 
análisis lógico del lenguaje, y en concreto del análisis 
mediante sistemas formales; 

* Conocer y comprender las herramientas que 
proporciona la lógica proposicional para ese análisis 
del lenguaje, y dominar el vocabulario técnico 
conectado con ellas; 

* Establecer los conceptos de proposición, 
argumento, así como estudiar el valor de verdad del 
primero y determinar la validez del último. 
*Manejar el concepto de conjunto, así como sus 
propiedades. 

*Identificar los elementos que pertenecen y los que 
no pertenecen a un conjunto 

* Interpretar correctamente la notación simbólica 
en la definición de conjuntos. 

* Representar conjuntos en Diagramas de Venn 


* Realizar operaciones entre conjuntos (unión, 
intersección, diferencia y diferencia simétrica) 


INTRODUCCIÓN : 


En nuestro quehacer diario , constantemente 
hacemos deducciones , esto significa que cada 
conclusión que establecemos se deduce de «algo» ; 
este algo o punto de partida se llama «premisa» . 
Por ejemplo , sí exponemos un trozo de hielo al calor, 
se deduce que el hielo se derrite , o cuando un 
campesino ve una densa nube en el cielo , deduce 
que va a llover , o también de «todos los mamíferos 
son vertebrados»*se puede concluir en que «algunos 
seres vertebrados son mamíferos». De esta manera, 
se puede afirmar que constantemente existe un 
criterio lógico para el análisis de situaciones que 
permitirán establecer una noción científica de la 
realidad. 

«La Logica , justamente , es una ciencia que estudia los 
métodos o procedimientos que aplican definiciones y leves 
o reglas con el propósito de determinar la validez de las 
inferencias , razonamientos o argumentos». 

La Lógica , como conocimiento orgánico y 
sistemático , aparece por primera vez con Aristóteles 
(S. IVA. C.) quien la define como un «instrumento» 
que ayuda al hombre a razonar correctamente 


O la investigación de la naturaleza 
(«Organón»). Su objetivo quedó definido como el 
análisis formal de los razonamientos. 


LA LÓGICA FORMAL 


Es una ciencia que busca hallar los esquemas 
universales y válidos en todo momento , según los 
cuales suele y debe pensar el hombre para alcanzar 
la verdad . Esto quiere decir que, el objeto de estudio 
de la lógica formal es investigar la estructura o 
forma de los conceptos , juicios y raciocinios , sus 
relaciones de validez , métodos y principios que la 
determinan. Actualmente , la lógica formal se ha 
tornado en Lógica Matemática (o simbólica) cuyo 
objetivo es demostrar la «validez» de los argumentos 
simbólicos o formalizados («La Lógica es la ciencia 
de la inferencia formalmente válida»). 


INTEKENCIA Y SU VALIDEZ 


Es una estructura de proposiciones donde a partir 
de una o más de ellas llamadas «Premisa(s)» se 
obtiene otra proposición que se llama 
«Conclusión»; serán válidas cuando las premisas 
impliquen a la conclusión ; cuando existe relación 
coherente entre sus componentes , es decir, la 
conclusión se deduce lógicamente de las premisas. 
La «IMPLICACIÓN» significa lo siguiente : 

*De premisas verdaderas , se deduce necesariamente 
una conclusión verdadera. 

*De premisas falsas , se deduce necesariamente una 
conclusión o bien verdadera o bien falsa. 


Las inferencias pueden clasificarse como : 
ID) INFERENCIAS LSDUCTIVAS 


Son aquellas donde la conclusión es probable en 
relación a las premisas . Para obtener una inferencia 
inductiva , se parte de premisas particulares y Juego 
se establece una conclusión general. Estas 
inferencias, desde el punto de vista de la Lógica , no 
son válidas ni inválidas. 

EJEMPLOS : 

* Yhony es psicólogo y ayuda a las personas . 

* Erica es psicóloga y ayuda a las personas . 

* Alan es psicólogo y ayuda a las personas 


EMCIOSTS RTIOS 


LÓGICA Y TEORÍA DE CONJUNTOS 


Probablemente , todos los psicólogos ayuden a las 
personas . 


1) INSFERENCIAS DEDUCTIVAS : 
Son aquellas cuya conclusión es necesaria en 
relación a las premisas . Para obtener una inferencia 


deductiva , se parte de premisas generales 
obteniéndose una conclusión particular. 
EJEMPLOS : 

* Todos los humanos son mortales. 


* Alan es un ser humano , Alan es mortal. 
A su vez, estas inferencias se clasifican como : 


A) INFERENCIAS INMEDIATAS : 


Tienen una premisa y una conclusion. 


B) INFERENCIAS MEDIATAS 3 


Tienen dos o más premisas y una conclusión. 


LA LÓGICA PROPOSICIONAL 


Es una parte de la Lógica Matemática , llamada 
también «Lógica de las proposiciones sin analizar», 
trata a cada proposición como un todo en su 
conexión lógica con otras proposiciones . Esta lógica 
desarrolla el cálculo de proposiciones que se orienta 
a analizar la corrección de los razonamientos 
mediante procedimientos decisorios como las tablas 
de verdad y el método de reducción al absurdo. 


PROPOSICIONES 7 


Las =proposiciones» son expresiones del lenguaje 
informativo que tienen la cualidad de ser verdaderas 
(V) o. falsas (F), es decir , tienen valor veritativo. 


EJEMPLOS: 

* La licuadora es un artefacto eléctrico. 
* Fujimori nació en el Perú. 
*4+3=7 

* Las aves son acuáticas. 


Es necesario” resaltar que , lo que interesa 
fundamentalmente de las proposiciones es su sentido 
de verdad o falsedad , dado que enunciados distintos 


pueden expresar una misma proposición. 
EJEMPLOS : 

* Dante y Sergio son hermanos. 

* Dante es hermano de Sergio. 

* Sergio es hermano de Dante. 


Además , se debe tener en cuenta que expresiones 
en diferentes idiomas , también pueden presentar 
una misma proposición. 


EJEMPLO : 

* Mary y Ricky son estudiantes. 

+ Mary and Ricky are students. 

Las proposiciones pueden clasificarse en : 
Proposiciones Simples o Atómicas (Predicativas 
y Relacionales) y Proposiciones Compuestas o 
Moleculares (Conjuntivas , Disyuntivas , 
Bicondicionales , Condicionales y Negativas) 


EL CONCEPTO DE LA VERDAD 


La definición clásica sobre la «verdad» pertenece a 
Aristóteles , quien en su libro «Metafísica» escribe : 
«Decir de lo que es que no es , o de lo que no es que 
es , es falso; mientras que decir que lo que es , es o 
de lo que no es que, no es , no es verdadero» . En 
general , lo anterior alude a la teoría de verdad por 
correspondencia establecido por el estagirita. 

Más adelante, quien desarrolló esta tarea en el 
presente fue A. Tarsky, estableciendo, entre otras 
cosas , un paradigma muy sencillo para el empleo 
de la palabra «verdad» («falsedad»): «La nieve es 
blanca» es verdadera si y solo si «la nieve es blanca». 
Es decir, la verdad y falsedad solo se expresan en el 
metalenguaje de las oraciones a las que se aplican 
(No debe ocultarse que la noción de verdad es de las 
más discutidas para la lógica). 


LA VERDAD PARA LAS CIENCIAS 
FÁCTICAS : 


* Es una categoría que se define como 
correspondencia con la reali 

* Es producto de un proceso : reflejo de la realidad 
en el cerebro del hombre, y su posterior verificación 
en la misma realidad. 

* Es la correspondencia íntima entre la realidad y 
su reflejo en nuestro cerebro. 


LA VERDAD PARA LAS CIENCIAS 
FORMALES : 

Alfred Tarsky define la verdad para las ciencias formales 
(Lógica y Matemática) señalando : Formalmente , un 
enunciado es verdad, cuando se dice que es de tal 
manera determinada, siendo de tal manera determinada 
(repetir las cosas tal como son). 


CARACTERÍSTICAS DE LA 
Ñ VERDAD 


* La verdad no es lo mismo que la afirmación (la 
verdad se puede afirmar o negar). 

* La falsedad no es lo mismo que la negación (la 
falsedad se puede afirmar o negar). 
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* Solo la proposición , el enunciado puede ser 
verdadero o falso ; jamás verdadero y falso, pues 
estaría contra gl principio de no contradicción. 


LA VALIDEZ 


Es el producto de un proceso racional , caracterizado 
por la aplicación de un conjunto determinado de 
reglas ; si se respetan todas ellas el razonamiento 
(inferencia) es válido; si se viola una de ellas , se 
inválida . 

CARACTERÍSTICAS DE LA VALIDEZ : 
* Todo razonamiento (inferencia) es válido o 
inválido. 

* Todo razonamiento es correcto o incorrecto : Tiene 
que ver con la estructura del razonamiento: 
CORRECTO: Si es que está bien estructurado. 
INCORRECTO: Si está mal estructurado. 

* No es lo mismo correcto que válido , ni incorrecto 
que inválido. 

* La verdad o falsedad de las proposiciones que 


forman un razonamiento , no tiene nada que ver con 
la validez o invalidez del mismo. 


* Un razonamiento incorrecto es necesariamente 
inválido. 

CLASES DE VERDAD 
La lógica clasifica la verdad de manera particular: 
1) VERDADES EMPÍRICAS : 


(Llamadas también: fácticas, objetivas aposteriori , 
sintéticas , etc.) Aquellas que se toman y 
comprueban en la realidad. 


* A POSTERIORI : Se dan después dela experiencia, 
luego de haber practicado , luego de haber conocido. 
* SINTÉTICAS : Se comprueban en la realidad, en 
la experiencia. 

Las Verdades Empíricas se pueden clasificar en: 
A)RELATIVAS : 

Es producto de la suma , la relación de varias 
verdades particulares. 

EJEMPLO : 

+ Los mamíferos son cordados. 

+ Todos los pianistas son músicos. 

+ Ningún insecto es vivíparo. 

+ Algunos limeños son médicos, 

B) ABSOLUTAS : 


Se definen como percepción inmediata , se nos dan 
inmediatamente, directamente a los sentidos. 


RIEMPLO: 
» Puerta de madera. 
+ Olor agradable. 

» Gato pequeño. 

= Pared blanca. 


2) VERDADES LÓGICAS : 


(Llamada también : formales , racionales, 
abstractas, a priori , analíticas , etc.) Aquellas que 
sólo se obtienen y comprueban racionalmente, a 
nivel mental. 

* APRIORI ; Se dan antes de la experiencia, antes 
de haber conocido. 

*ANALITICAS : Sólo se comprueban a nivel racional, 
a nivel mental. 

Se pueden clasificar en: 

A) INTRÍNSECAS: 

Se aceptan como verdad, no se discuten , tienen 
carácter axiomático. 

EJEMPLO: 

+ El triángulo tiene tres lados. 

*2+4=6 

+ La suma de los ángulos internos de un triángulo, 
da 180%, 

» El todo es mayor que la parte. 

B) DERIVADAS : 

Producto de la relación entre proposiciones . Son 
razonamientos. 

EJEMPLOS : 

« Los animales son seres vivos , el león es un 
animal . De ahí que el león es un ser vivo, 


+ Todo número par es divisible entre 2 ; 6 es 
divisible entre 2. Luego 6 es un número par. 

+ Los caballos vuelan , los unicornios son caballos. 
De ahí que los unicornios vuelan. 

FUNCIONES BÁSICAS DEL LENGUAJE: 
Lenguaje —+ Materialización del Pensamiento. 
1) FUNCIÓN ESFORMATIVA KEFERESCIAL O 
DESCKIPTIVA 3 
Esaquella que se encarga de comunicar información que 
proviene de la realidad que nos rodea, hace referencia o 
describe al Mundo Objetivo , mediante el uso de 
oraciones verdaderas o falsas (proposiciones). Es el 
lenguaje utilizado por las ciencias: 

EJEMPLOS : 

+ La lógica es una ciencia abstracta. 

« Todo mamífero es un ser vivo. 
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+ Trujillo es la capital de la primavera. 

+» Me preparo en «MARTE». 

+ Francia es un país latino. 

2) FUNCIÓN EXPRESIVA: 

Se encarga de comunicar acontecimientos que 

ocurren en el Mundo Subjetivo , es decir vivencias. 

EJEMPLOS : 

* La vida es hermosa y vale la pena vivirla, 

* ¡Oh más dura que el mármol , Galatea!. 

* Dios mío , estoy llorando el ser que vivo. 

* Me gusta el vestido que compraste. 

* Te amo, ven a mis brazos. 

3) FUNCIÓN DIKECTIVA . APELATIVA O 

ACTITUDENAL 2 

Se encarga de modificar , inducir o impedir la 

realización de acción determinada utilizando para 

ello oraciones exclamativas, clasificándose en 

órdenes, pedidos, sugerencias, preguntas, consejos, 

mandatos, súplicas, insinuaciones , etc. 

EJEMPLOS : 

* Siéntate y escucha lo que to digo. 

* Prohibido arrojar basura bajo pena de arresto. 

* ¿Cuándo será el examen de la UNI ?. 

» «Más vale ser cabeza de ratón que cola de león» 
EL LENGUAJE LÓGICO 

Esun lenguaje formal, porque es sintáctico , es decir, 


es una estructura formal . Está constituido por 
conectivos o constante lógicas (enlaces lógicos). 


EJEMPLO: 
Si.......entonces. 


asco y solo 
Es un lenguaje simbólico artificial , convencional , 
escrito , constituido por un conjunto de signos cuyo 
objetivo principal es la precisión y la operatividad . 
El lenguaje simbólico es todo un cálculo compuesto 
por signos primitivos, reglas de formacion y reglas 
de transformación. 

EJEMPLOS : 

* Si es invierno y llueve , entonces hace frío. 

Si (p y 9) entonces r 

Donde: p, g y r son variables proposicionales 

Si (... y =..) entonces ...... son consonantes logicas. 
Por lo tanto: (p A q)>r es una fórmula lógica , 
exacta y operativa. 

El lenguaje Lógico es unívoco , porque a cada 
término le corresponde un solo significado. 
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LOGICA MATEMÁTICA 


Es llamada también lógica de las proposiciones sin 
analizar , tiene por objeto de estudio a las 
proposiciones y su formalización con la finalidad 
de determinar sus valores lógicos. 


ENUNCIADO: 

es cualquier frase u oración que expresa una idea , 
PROPOSICIÓN : 

Se denomina así a las expresiones linguísticas de 


las cuales se puede afirmar que son verdaderas o 
falsas. 


CARACTERÍSTICAS : 
* Toda proposisión es una oración aseverativa , pero 
no toda oración es una proposición. 


* Toda proposición o es verdadera (V) o falsa (F) 
(no puede ser ambas al mismo tiempo , ni ninguna) 


* Dentro del razonamiento la proposición puede ser 
premisa o conclusión. 


* La proposición verdadera o falsa se puede afirmar 
o negar. 


* Los enunciados matemáticos tienen el rango de 

proposición. 

EJEMPLO : 

» Los futbolistas son deportistas 

» Todo africano es asiático 

* La botánica estudia a las plantas». 

ENUNCIADOS NO 

PROPOSICIONALES 

No toda expresión es proposición y hay que 

considerarla para evitar errores . 


entre los enunciados que no son consideradas 
proposiciones tenemos : 


I) ORACIONES DEL TIPO : 


A) DESIDERATIVAS : 
Expresan deseos , anhelos. 
EJEMPLO : 
Icuanto daría por tenerlo ¡ 
B)IMPERATIVAS: 
Expresan “exhortación , mandato o prohibición. 


EJEMPLO : 
te prohibo que salgas con él. 

C)NTERROGATIVAS 3 

son aquellas en las cuales se pregunta algo . 
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EJEMPLO : P(9) =9> Gennaro .....es verdadero 
P(2)=2>6... arena €8 falso 


¿has pensado que carrera vas a seguir ? 
D)EXCLAMATIVAS : 


Expresan sorpresa o admiración que nos causa una 
cosa o hecho. 


EJEMPLO : 
- ¿y dale CIENCIANO ? 


M) SEUDO PROPOSICIONES 3 


son expresiones aseverativas de las cuales no tiene 
sentido decir si son verdaderas o falsas 


EJEMPLO : 
mi perro está enamorado 


HI) DESCRIPCIÓN DEFINIDA : 


son expresiones que se pueden reemplazar por un 
nombre propio. 
EJEMPLO : 

«el cantor de américa» 


TY) PARADOJAS : 


son expresiones del lenguaje, de tipo contradictorio 
o sin sentido son V y F a la vez. 


EJEMPLO : 
« yo siempro miento » 
V) FRASES: 
«Dádme un punto de apoyo y moveré el mundo» 


VI) POEMAS: 


«Hay golpes en la vida tan fuertes yo no sé 
golpes como el odio de Dios .. 


VII) REFRANES: 


+Camarón que se duerme, se lo lleva la corriente » 


VUNE! UNCIONES PROPOSICIONALES 


¡son oraciones aseverativas que no son V ni F porque 
en ellas figura una o más letras no interpretadas . 


EJEMPLO : 
x+ta=11 
ENUNCIADOS ABIERTOS 3 


son enunciados que pueden tomar cualquiera de los 
dos valores de verdad. 
EJEMPLO : 


*Si Plx) :x>6 se cumple que : 


el valor de verdad de P(x) depende del valor de x-, 
también , se le conoce como función proposicional. 


CLASES DE PROPOSICIONES 
Las proposiciones se clasifican básicamente en : 
simples y compuestas. 

PROPOSICIONES SIMPLES (ATÓMICAS) 


Son siempre afirmativas y no se pueden descomponer. 
Pueden ser: 


A) PREDICATIVAS 3 


Aquellas que presentan , en su estructura, sólo un 
sujeto y un solo predicado (el sujeto puede hallarse 
tácito). 

EJEMPLO : 

* Los huancaínos son alegres. 

* Las ballenas son mamíferos. 

* Camina. 

B) RELACIONALES (COMPARATIVAS): 
Presentan en su estructura dos sujetos o más, que 
se comparan entre sí con una sola característica , a 
partir de los llamados términos relacionales : más 
que, menos que, parecido a, etc, 

EJEMPLO : 

* Jonás es más leal que Judas. 

* La Trigonometría es más compleja que la 
Geometría. 

COMPUESTAS (MOLECULARES , 
COLIGATIVAS): 

Está constituída por más de una proposición simple 
unida por las conectivas «p», «0» , «entonces» , «el 
y sólo si» o la negación (10). Son las siguientes: 
A) NEGATIVAS : 

Son las que presentan la negación (no, no es cierto 
que , es falso que , es mentira que , no ocurre que , 
etc.) 

EJEMPLO: 

* Rocío noes menor de edad. 

* Es falso que el gallo y la gallina sean acuáticos. 
B) CONJUNTIVAS 7 


Presentan como conectiva a la «p». La conjunción 
puede hallarse tácita, o puede ser reemplazada por 
sus sinónimos : Como , pero , a la vez , además, 


(EDICIONES RUBINOS 
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incluso , también , aunque , a pesar , sin embargo , 
ni, etc, 


EJEMPLO: 

* Nelly y Roger son médicos 

* Ruby es matemática también literata. 
C) DISYUNTIVAS 3 


Presentan.como conectiva a la «o»; «u»; 
son de dos tipos: 
EYNCLUSIVA O DÉBIL : 


Cuando de las alternativas que se proponen se 
cumplen todas ellas , ya sea al mismo tiempo o de 
manera alternada, 


EJEMPLO : 
* Jennifer es cantante o abogada . 


* La mesa es un mueble o es de madera - 
EXCLUSIVA O FUERTE : 

(«o»; «u»): Cuando de las alternativas que se 
proponen se cumple solo una y se excluye la otra. 
EJEMPLO : 

* César Vallejo murió en Lima o en París. 

* o corremos o caminamos. 


D) CONDICIONAL (Inmericariva) 


(40 sa. O...) : Presentan como conectiva la palabra 
«Entonces» o sus equivalentes: luego , por lo tanto , 
en conclusión , en consecuencia, de ahí , ete. Esta 
proposición indica una relación de causa — efecto , 
(antecedente — consecuente) La condicional se puede 
hallar tácita, sobrentendida. 
Su esquema básico es: 
Si pansónsareos ENÉONCES 
Antecrrdente 


Conecuente 
(c) 


Se divideen: , 
E) CONDICIONAL DIKECTA (orvexiva): 


Aquí se presenta primero el antecedente y luego el 
consecuente (causa - efecto). 


EJEMPLO: 
Si estudio, entonces aprendo. 
Antecendente Consecuente 

%% e) 


MM) CONDICIONAL INDIREC'TA 
(DESORDENADA) Z 


Aquí se presenta primero el consecuente luego el 
antecedente. Se usa las conectivas: dado que, 


puesto que, ya que, porque, si, siempre que, 
cada vez que, etc. 


EJEMPLO : 
Alex trabaja porque necesita dinero 
Antecendente Consecuente 
a 10) 


E)BICONDICIONAL (Done DPLICACcIióN. 
EgunaLescra) 


Presentan como conectiva a «Si y sólo gi», o sus 
equivalentes: cuando y sólo cuando, entonces y sólo 
entonces, etc. 

EJEMPLO : 

* Edwin corre si y sólo si quiere llegar a la meta. 


* Héctor se baña cuando y sólo cuando lo invitan a 
un matrimonio. 


FORMALIZACIÓN EN LA Li ÓGI CA 
PROPOSICIONAL (SLMIBOLIZACIÓN) 


La simbolización de proposiciones , consiste en la 
representación del lenguaje ordinario mediante el 
lenguaje artificial (convencional). Formalizar , 
significa reemplazar cada proposición por una 
variable y cada conectivo (término de enlace) o 
modificador (la negación) por un operador lógico , 
todo ello correctamente jerarquizado mediante 
signos de agrupación. 

VARIABLES : 


Se utilizan para representar a las proposiciones 
simples. Son las letras minúsculas: 

Ppigir;s; t;etc. 
EJEMPLO : 


*Juan Pablo es compositor. 
Pp 
* Rosario es empresaria así Como 
pd 
Pp 


estudiante universitaria. 
q 
OPERADORES LÓGICOS : 


Son de dos tipos: 
A) DLÍDICOS : 


Se utilizán para representar a las conectivas 
(términos de enlace) 


[Conectivas|v.yuo |. 07». [0.- 0 | sisentonces.. si y solo 
Operador |» 
Operadores en el sistema Scholz 


vw | a A ES 
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EJEMPLO : 


* Si practicamos entonces aprendemos. 


* Los leones son salvajes y carnívoros . 
B) MONÁDICO : 


Sirve para reemplazar al modificador «no» o sus 
expresiones equivalentes (no es cierto , es falso que, 
no es el caso que, etc.) 
Modificador | no 
Operador | 


EJEMPLO : 

* Marte no es una estrella . 

* No es cierto que, las gallinas tengan 
[di 


2 patas y no sean aves. 


SIGNOS DE AGRUPACIÓN : 


Se utilizan para agrupar a las variables y operadores 
asi como , darles jerarquía . Son los siguientes: 


* Paréntesis () * Corchetes [] 
* Llaves 1) * Barras || 
JERARQUIZACIÓN : 


derarquizar significa agrupar las variables y los 
operadores dentro de los signos de colección , 
llamados también de agrupación. 

Para jerarquizar hay que tener en cuenta los 
siguientes requisitos: 

* Sólo presentan jerarquía los conectivos 
(y , o, entonces, si y solo si, ete.) 

* Para realizar una correcta jerarquización hay que 
tener en cuenta los signos de puntuación del texto a 
jerarquizar , en cuanto ellos indican la ubicación de 
los signos de colección. 

* En el texto , el punto seguido tiene mayor 
jerarquía, le sigue en 2do. lugar el punto y coma , y 
en 3er. lugar la coma. . 


REGLAS PARA JERARQUIZAR < 


1) Donde esté ubicado el signo de puntuación más 
importante del texto , ahí se encuentra ubicado el 
conectivo principal. 

11) Donde se encuentre un signo de puntuación ahí 
se abre o cierra un signo de colección (paréntesis , 
corchete o have) 

111) El conectivo que se encuentre fuera o en la parte 
más externa de los signos de colección es el que tiene 
mayor jerarquía. 


lógicos 


IV) Si encontramos un texto donde se presente una 
sucesión de idénticos signos de puntuación , será 
mayor el que presente como conectivo entonces , 
luego o cualquiera de sus sinónimos. 

V) La negación antecede a la variable (BJ, no 
enlaza proposiciones , pues no es conectivo (p + q) 
EJEMPLO : 

*Esther estudia física y química ,o estudia lógica. 

Pp q ” 

estudia matemática . 


Sin embargo 


*p y q, o r.Sinembargo s (reemplazando 
proposiciones) 


*pA au EN s (reemplazando conectivos) jerarquia 


2 jerarquia 1 [(pAg)JVrlAs.. 
FÓRMULAS : 


Es el resultado de la correcta formalización y 
jerarquización de las proposiciones o inferencias. 
EJEMPLO : 


..(jerarquizando) 


* Newton fue físico b matemático, 
E ÍA q 


Fórmula :pV q 
Nombre : fórmula conjuntiva 

*Si el agua del río es dulce, entonces 

P > 
puede ser para el consumo humano!o; 
int rl Dl o LS ada 
q 
servir para regar los sembríos de tomate, 
E 
Tr 

Fórmula: p (q Vr) 
Nombre: Fórmula condicional 
NOTA : Si al formalizar , encontramos al 
condicional inverso, se debe permutar las 
proposiciones que conforman el condicional. 
EJEMPLO : 
* Lucy participa en el curso de actualización porque tiene dinero 
O A o g 


P 
inverso. 


Fórmula: q >p 
Nombre : Fórmula condicional inverso 


FÓRJIULAS BIEN FORMADAS (ff) 


Obedecen a las siguientes reglas de formación: 
1) Cada variable proposicional es una ff 
EJEMPLO : 


P+9>F+». S 
11) Si A es una Fbf entonces A es una fb f. 
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Ys EE 
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EJEMPLO: 
*. n 

.q q 

TI Si A y B son fbfe entonces AA B; AV B; 

AAB; A>B;¡Ap9 B smfbfs. 


EJEMPLO: 
"png “pq *(pAGIV(r=>8) 
*pvg " *peg *(p >)g) +rv(p> ql 
*p=9g *(pvg=r *paqrr 

*pvgvr 


TV) Ninguna otra es una ff. en caso contrario son 
fórmulas mal formadas (fm) 


EJEMPLO: 

*p2q ———» Es una fmf porque la negación 
no es un operador diádico. 

*+ pq ——» Esuna fmf porque el operador 
- >», no es monádico y debe estar entre variables 
(Ejemplo: p + q) 

*pVgAr » Es una fmf porque no se puede 
determinar cuál de los operadores tiene mayor 


jerarquía , dado que le falta el signo de agrupación. 
EJEMPLO: 


pvglvr 


JERARQUIZACIÓN DE FÓRMULAS 


En cualquier fórmula lógica , el operador que tiene 
mayor jerarquía es aquel operador diádico fuera o 
en la parte más externa de los signos de agrupación 
(divide a la fórmula en dos) o en todo caso la negación 
libre. 


*(6vg> [Par => (rv a)] 
2 a 3.2 3 
o. Mayor jerarquía 
ON Mayor jerarquía 
*p>q > (r> 3) 
pene 
Jerarquía 


*- [p= |(qv pin (qAr)]) 


D2434 5 
Mayor jerarquía 


USO DE LOS PUNTOS AUXILIARES 3 
Se utilizan dentro de la simbología . Estos puntos 
auxiliares, sirven para determinar la jerarquía de 
los opedores diádicos en reemplazo de los signos de 
agrupación. 


Proposición — [Operador ] Estructura formal | fórmula 
Conjunción Ad. Pya Pr 
Disyunción inclusiva | y pog PpYg 
Disyunción exclusiva | 004 opog Póg 
Condicional >6> | sipentoncesg | p>g 
Bicondicional es prisolosig | peog 
Negación = nop ap 
EJEMPLO : 
* El alcohol [y] el cigarro son dañinos para la salud=p Ag 


P A a 


[Si] Noriega es astronauta [enfoncea]oiaja a la luna= p + q 
P q 


REGLAS PARA EL USO DE 

PUNTOS AUXILIARES 
1) La conjunción tiene mayor jerarquía que 
cualquier otro operador que no tenga o este afectado 
por puntos. 
EJEMPLO : 

> Mayor jerarquía 

d 

PA (q>r) 


P=ganíireo s) 
200 
»- Mayor jerarquía 
11) El operador diádico con mayor número de puntos 
es el de mayor jerarquía , si y solo si no esté limitado 
por los signos de agrupación. 
EJEMPLO :; 
PDA 
¡CO 

N> Mayor jerarquía 

*ri=:p-D:pvro-q 


¡OMOMONO! 


>» Mayor jerarquía 
3) Al operador monádico (negación) no se le puede 
asignar puntos auxiliares, porque estos se asignan 
solamente a los operadores diádicos. De ahí que 
cuando se trata de una negación libre, es necesario 
utilizar los signos de agrupación. 
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EJEMPLO: Pa|pva 
to (p vq. 7) E ES dé 
o a O Fv| V 
Mayor jerarquía FF| F 


teva): a >.r.s] 


080.0. 10 
» Mayor jerarquía 


FUNCIONES VERITATIVAS 
TABLAS DE VERDAD 


I) FUN ES VERITATIVAS : 
Son interpretaciones semánticas de las posibilidades 
de verdad o falsedad de las proposiciones 


moleculares en base a sus conectivas o el 
modificador, 


Son las siguientes: 


A) NEGACION (-): 


Lógicamente se rige por la siguiente regla: “La 
negación de una proposición verdadera es falsa . La 
negación de una proposición falsa es verdadera». 
Esquemáticamente, se representa por la siguiente 
tabla de verdad: 


Pip 
v F 
F y 


Esto significa que si «p» es V, su negación F o 
viceversa. 

B) CONJUNCIÓN (+): 

La función veritativa de la conjunción se rige por la 
siguiente regla: «Una proposición conjuntiva es 
verdadera cuando todas sus proposiciones 
componentes són' verdaderas , siendo falsa en los 
demás casos». 
Esquematicamente, se tiene: 


VF| F 
FV| F 
FF| PF 


O) DISTUNCIÓN INCLUSIVA O DÉBIL (v) 
En este caso es: «Es falsa sólo cuando todos sus 
componentes son falsos, en los demás casos es 
verdadera ». Esquematicamente , se tiene: 


D) DISYUNCIÓN ESCLUSIVA O FUERTE (A): 
La regla que lo rige es : "Una proposición disyuntiva 
fuerte es falsa cuando sus componentes tienen 
valores iguales, en los demás casos es verdadera», 
Esquematicamente, se representa: p q | pAq 


vv] FE 
VF|V 
FvV|V 


NOTA: FF|F 

La disyunción al igual que la conjunción , goza de 
las propiedades conmutativa, asociativa e 
idempotencía. 

E) CONDICIONAL (+): 

La regla que lo rige es: «Una proposición condicional 
es falsa sólo cuando el antecedente es verdadero y 
el consecuente es falso, siendo verdadero en los 
demás casos». 


+ e pa|p>g 
La función veritativa ge expresa vvl| yv 
en el siguiente esquema: 
VF| F 
FvV| Y 
FF| V 


E) BICONDICIONAL (+) 3 
La regla que rige es: «Una proposición bicondicional 
es verdadera cuando sus dos componentes tienen 
valores iguales , y es falsa cuando sus dos 
componentes tienen valores distintos». 

Esquematicamente, se tiene : 


G) NEGACIÓN CONJUNTA(!): 

La regla que rige es: «Una proposición negativa 
conjunta es verdadera cuando sus dos componentes 
tienen valores falso(F)». 
Esquematicamente, se tiene : 


EJEMPLO: 


(EMCIONTS RUBIÑOS 


pes METAN pos TINE RR ATA 


INNEGACIÓN ALTERNA(1): 

La regla que rige es: «Una proposición negativa 
ALTERNA es falsa cuando sus dos componentes 
tienen valores verdaderos (V)». 


ñ e el palpla 
¡squematicamente, se tiene : vv F 
VF| v 
3 % FvV| v 
EJEMPLO: FF| V 


la imitación no es exclusiva del hombre o no es 
exclusivo del mono. 


[Conjunción | Disyutiva | Diayutiva. 
debil | puerto 
Sokol EN a 
¡Ruall[ + Y E 
Pal rr | eva | rós 
vv v v F 
ve r v v 
PY F v v 
ee 1d ” 1 


EJEMPLOS 1: 
Si: p =F, q = V y r =F; indicar el valor de verdad 
(verdadero o falso) de las siguientes fórmulas: 
DOGV Pp) (r++p) Me |r>q.V. (pg) 
RESOLUCIÓN : 
D lqv p) e (r O p) 
* PASOS A SEGUIR : 
1) Asignar los valores correspondientes a cada 
¿en (q V p) +» (r +» p) 

VE F F 
2) Evaluar las fórmulas de acuerdo a las reglas de 


las funciones veritativas ; 
(9V p) + (r + p) 


YE Ez 


VA 


MY 
3) El valor final se obtiene del operador principal 
(mayor jerarquía). 


usnrssssss« VERDADERO). 
NOTA : 


Para resolver el ejercicio siguiente procedemos en 
forma directa , porque ya conocemos los pasos que 


Sesiguen lr q.ver (p-9)] 
Fy FE y 


Resultado: F mamma. 
EJEMPLOS 2: 

Si la fórmula (proposición  simbolizada) 
(Pq) => (p V 8), es falsa, halle los valores de p; 
q y Fr; respectivamente: 

RESOLUCIÓN : 

* PASOS A SEGUIR : 


1) El valor de verdad de la fórmula se ubica en el 
operador principal (mayor jerarquía). 
(pAq)V (p>r) 


nsrnsennsarmssesaraseras (FALSO). 


F 
2) Se procede a dar el valor correspondiente a cada 
fórmula o variable de acuerdo al valor dado del 
operador principal , que cumpla con las reglas de 
las funciones veritativas. 
(q A p)v(r—= p) 


VFFFVFF 
3) Luego obtenemos el valor de cada AyB variable. 
p=V g=F r=F 
* Resultado: VFF. 


TABLAS DE VERDAD Y 
ESQUEMAS LÓGICOS 


TABLAS DE VERDAD : 


Llamadas también de valores, tablas veritacionales, 
método de las matrices o Algoritmos. Son gráficos 
en los que se representan todos los valores de verdad 
o falsedad que pueden asumir las distintas 
interpretaciones de un esquema o fórmula lógica. 


FORMULA : 

Cap 

C = Número de líneas 0 arreglos que tendrá las tabla. 
2 = Constante numérica 

n = Número de variables 

GRÁFICO : 


NOTA: 
Para hallar los valores de Verdad o Falsedad de la 
matriz principal de una fórmula lógica, en la Tabla 
de Verdad , es necesario emplear las funciones 
veritativas. 
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FUNCIONES VERITATIVAS 


AS 


UL matriz principal o cifra tabular 


PASOS A SEGUIR PARA EVALUAR 
LAS FÓRMULAS LÓGICAS 

1) Ubicar la fórmula en el lugar correspondiente de 
la Tabla. 
2) Jerarquizar la fórmula. 
3) Determinar el número de arreglos mediante la 
fórmula respectiva. 
4) Evaluar la fórmula de acuerdo a las reglas de las 
funciones veritativas , procediendo de la matriz de 
menor jerarquía , hasta llegar a la matriz de mayor 
jerarquía. 
EJEMPLOS: 
Determinar la matriz principal de las siguientes 
fórmulas: 


Dp>9 >  IMPYDAEVp)  ID=p 
RESOLUCIÓN : 
* de arreglos 
C=2" 
C= 


AAA <<<o<< 


P|-p  *kdearreglos 
Cc) Y Al C=2n 
F||v C=21=2 


ESQUEMAS LÓGICOS (E. L.) : 

Son fórmulas lógicas (proposiciones formalizadas) 
las cuales pueden asumir funciones veritativas 
determinadas . Pueden ser : 

1) TAUTOLÓGICOS (YT): 

Son aquellos cuya matriz principal contiene 
únicamente valores de verdad . Se le llama también 
«Principios Lógicos». 

EJEMPLO : 


E. L. Condicional Tautológico 

2) CONSISTENTES (Y): 

Llamados también esquemas contingentes . En estas 
fórmulas lógicas , la matriz principal de su tabla 
veritativa presentan por lo menos un valor de 
verdad y uno de falsedad. 


EJEMPLO: 
3 2 1 2 
palle>9 n$ q >» =p 
vv v v F||F 
v F F F v||r 
FV v v v| |v 
F OF v F F| lv 
E, L. Bicondicional Contingente 
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CONTRADICTORIOS : 

Son fórmulas formalmente falsas , la matriz 
principal de su tabla de verdad solo contiene valores 
falsos. 


EJEMPLO : 
pallip »n y A-= (pva 
> : F 


F 
F 
F 
NANNY 
E. L, conjuntivo contradictorio . 


IMPLICACIÓN (=>)y EQUIVALENCIA (=) 
DE PROPOSICIONES - INFERENCIAS 


IDLA DPL ICACIÓN y LA EQUIVALENCIA: 


La implicación y la equivalencia son funciones de 
la Lógica que se utilizan para relacionar dos o más 
fórmulas lógicas (proposiciones) con la finalidad de 
establecer una tautología. 


LA INPLICACIÓN (>): 


Se dice que «A implica a B» cuando unidos por el 
condicional, «A» como antecedente y «B»como 
consecuente , la relación es válida o lógicamente 
verdadera. 


EJEMPLO : 
A=pnq 

«A implica a B» =A => B 

p_a|(pra)> (gy p) 


B=pvg 


vv 
v F 
FV 
FOR 


PROPIEDADES DE LA DMPLICACIÓN 


* REFLEXIVA : «Cualquier fórmula (A) se 
implica a sí misma A > «A» 
* TRANSITIVA : Sí «A implica n B» y «B implica 
a C» entonces: «A implica a C» 
(A>B)IMB > C)> (A => C) 
* Cualquier fórmula implica a una tautológica 
(TJ A=>T 


* Una contradicción (F) implica a cualquier 
fórmula: F => A 


LA EQUIVALENCIA 


Se dice que «A» equivale a B» cuando unidas «A» y 
«B» por la bicondicional se obtiene una relación 
lógicamente verdadera o una tautología. 
EJEMPLO: 
A=p>g B=qy=p 
Az=B : «A equivale a B» 
PROPIEDADES DE LA EQUIVALENCIA 


* REFLEXIVA: 

Cualquier fórmula equivale a sí misma : A = A 

* SIMETEICA: 

«Si A equivale a B», entonces «B equivale a A»: 
(A=B) + (B=4) 

* TRANSITIVA: 


«Si A equivale a B» y «B » equivale a C», entonces 
«A equivale a Co 

(A= BIMNB=C)>A=C 
* Todas las tautológicas son equivalentes; 7, =T,, 
* Todas las fórmulas contradictorias son 
equivalentes: f, = fa, 


LAS INFERENCIAS 


El objetivo de la Lógica es estudiar el analisis formal 
de validez de las inferencias . Es decir , que el 
análisis formal permite simbolizar las inferencias 
en esquemas moleculares y demostrar con seguridad 
(mediante diversos métodos veritativos) su validez 
o invalidez. Se desprende que el objetivo más 
importante de la Lógica en su aplicación a la ciencia y al 
¡ano es la “justificación y crítica de la 
* Una inferencia, llamada también 
argumento o razonamiento es una estructura de 
proposiciones en la que a partir de una o más 
proposiciones llamadas «premisas» (antecedentes), se 
obtiene otra, llamada «conclusión» (consecuente). De 
tal modo que, la inferencia tendrá forma condicional. 


EJEMPLO: 
P, :Si es temporada veraniega, 


entonces hace calor 


No hace calor 
Conclusión (C : No es temporada veraniega 
CLASES DE INFERENCIAS : 


Esta clasificacion se hace teniendo en cuenta alas 
Inferencias Deductivas. 


Cam ESNZMERMEA 
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ID) INSFERENCIAS INMEDIATAS 3 


Cuando sólo están formadas por dos proposiciones: 
premisa y conclusión. 
P, : Todo cuadrúpedo 
es vertebrado 
C: Algunos vertebrados 
"son cuadrúpedos 
II) INFERENCIAS MEDIATAS 3 


Cuando están formadas por más de dos 
proposiciones: |[P, A Pz A+-=---AP,,]=> Conclusión 
EJEMPLOS: 


* P(1) :Todos los cuerpos caen 
P(2) : Las rocas son cuerpos 
TC: Larocas caen 
+ P(1): Todos los peruanos son emprendedores 
P(2): Raúl es Peruano 
UT: Raúl es Peruano es emprendedor 


* P(1) : Si un satélite gira alrededor de la Luna, 
entonces gira también alrededor de la tierra. 

* P(2): Si gira alrededor de la Tierra, también gira 
alrededor del Sol. 

* P(3) : Si gira alrededor del Sol, entonces 
alrededor de la constelación de la Lira. 

C: Si un satélite gira alrededor de la luna, entonces 
gira alrededor de la constelación de la Lira, 


15) CRITERIOS PARA FORMALIZAR 
INFERENCIAS : 


Para simbolizar una inferencia se debe tener en 
cuenta los siguientes pasos : 

T) Se debe distinguir las premisas de la conclusión ; 
por lo general , la conclusión se halla al final del 
argumento (pero no siempre). 

11) Las premisas siempre están separadas por signos 
de puntuación y forman el antecedente del 
argumento , la conclusión es el consecuente del 
mismo. 

111) Las premisas se unen con la conclusión a partir 
del enlace condicional directo o indirecto. 

IV) Se simbolizan las premisas y la conclusión 
respectivamente , considerando los conectores 
lógicos. 

EJEMPLO 1: 


« Si las pistas están mojadas entonces ocurren los 
accidentes ; pero, no ocurren accidentes. En 
consecuencia, las pistas no están mojadas». 


gira 


* Las premisas están separadas por signos de 
puntuación y la conclusión se halla al final del 
argumento: 


P(1): Si las pistas están mojadas ocurren los 
accidentes. 


P(2): Pero no ocurren los accidentes 
C: En consecuencia , las pistas no están mojadas 
* SIMBOLIZANDO: 
P, : Si p entonces q 
P¿: Pero =q 


P.:p=>9 
Porq 

C: Enconsecuencia= p] Ci P 
* TRASLADANDO A LA FORMA HORIZONTAL : 


[64 [A ep 
+ Nótese que las premisas se unen mediante el enlace 


conjuntivo a su uez , las premisas se unen a la 
conclusión mediante el enlace condicional. 


EJEMPLO 2 : 


«Emelly cantará en público si y sólo si asisten muchas 
personas al teatro. Ocurre que asisten muchas personas al 
teatro si y sólo si la entradas han sido rebajadas. Por lo 
tanto. Emelly cantará en público si y sólo si las entradas 
han sido rebajadas» 


* SIMBOLIZANDO : 


P, : p [Siysólosilg y P,:p=q 
P, : q [Siysólosi|r | P2:9="F 
C: p [Siysólosilr ) C:p="Fr 


[P= Wa (q = r)]> (q = r) 

P, NM Pa) e 

Antecedentes > Consecuente 
EJEMPLO 3: 


« Sebastián no irá de campamento si se portó mal. 
Sí se portó mal, se quedará ayudando en casa. 
Entonces, Sebastián no irá de campamento y se 
quedará ayudando en casa 

* SIMBOLIZANDO : 


Poio psiqg| P,:q>oq 
P,: 8i q, r Po: gor 
C:ipopyr|C:anopaAr 


* TRASLADANDO A LA FORMA HORIZONTAL: 
[>= p)a(q=r)1=>(=pAr) 


CIONES ROBIÑOS 


EL MÉTODO ABREVLIDO O MÉTODO 
DE REDUCCIÓN AL ABSURDO 
Es un procedimiento decisorio , es decir nos permite 
determinar la validez o la invalidez de un razonamiento o 
inferencia. Se utiliza con el propósito de abreviar el método 
de las Tablas de Verdad. 
REGLAS : 
D) Se coloca el valor de verdad a las premisas y el 
valor falso'a la conclusión. Es decir: 
P, AP¿ APz +A P, => € 
vVyvv ¡vob E 

TI) Se debe deducir el valor de las variables y 
operadores del esquema , trasladando los valores 
encontrados. 
EJEMPLO : 

*P(D): p=q>(r +>q)>!I[(p=49)Ar] 

PP) :r v v F 

C: rg 
HI) Si cada una de las variables u operadores del 
esquema cumple una sola función veritativa , es : 
MONOVALENTE (V 6 F todo el tiempo), entonces 
la inferencia será inválida. 
IV) Si cualquiera de las variables u operadores del 
esquema cumple un doble valor veritativos, es 
BIVALENTE (V y F al mismo tiempo), entonces la 
inferencia es válida o correcta. 


Operando: [(p=q)Ar]—=(r= q) 
| VE V  VFF 
F 


Nótese que todas las variables y operadores son 
'monovalentes , es decir cumplen una sola función veritativa 
. Por lo tanto, dicha inferencia es válida o no correcta. 


OTRO EJEMPLO : 
P,:p=ql[p=> gA= ql —-= Pp 


Poo q EA , 
A 


aq ]1 


* Nótese que la variable «p» cumple un doble valor a la vez 
(bivalencia) , por lo tanto la inferencia es válida. 


P,: p-4q 

Pe: qr |(p- yA tq—riMtr— (ps) 

Pj:r—. VF FVF vF VFF 

opa | [NAS 
F 


A 


Bivalencia =Válido 
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P,: (q—r) 
Pail- r=- p), 
C: (q— p) 


[(q—rjMt= r=- p)J=(q= p) 
dal VEF 
¡A A> 


Monovalencia = Inválido o incorrecto 


VALIDEZ DE LAS INFERENCIAS 
POR TABLAS DE VERDAD 


Las Tablas de Verdad , también , se utiliza como método 
decisorio , para determinar si una inferencia es válida o 
inválida . Luego de formalizar una inferencia , se evalúa 
en la tabla y , si su matriz principal es una Tautológia, la 
inferencia es válida, en los demás casos es inválida. 


EJEMPLO : 

Determinar si la siguiente inferencia es válida: 

«Si Jennifer compra el auto , se irá de paseo ; pero , 
no se irá de paseo , consecuentemente, Jennifer no 
compra el auto» 

* FORMALIZANDO : 

D) REECHPLAZANDO LAS PROPOSICIONES ] 
Jennifer compra el auto = p 

Jennifer se irá de paseo = g 

1) Esreccrera Fora 2 

Si: p, q pero, no q consecuentemente, no p. 


III) Fororta FIXAL 2 [(p >9)A= ql >= p 


* EvALUANDO POR TABLAS DE VERDAD : 
3 2 1 


Matriz Principal 
* RESPUESTA : Esquema lógico condicional Tautológico 


PRINCIPIOS LÓGICOS 


Un Principio Lógico , es el fundamento de toda 
verdad lógica (Tautología) . De un principio lógico 
podemos generar tautológias indefinidamente, y , 
a la vez , cualquier tautológia del universo lógico 
puede reducirse a un principio lógico . Son 
conocidos los tres principios, 

PRISCIPIOS LÓGICOS CLÁSICOS 


1) PRIVNCIPIO DE IDENTIDAD : 
Establece que si se afirma una proposición, se 
concluye la misma ; si una proposición es verdadera 


CAM IZIZHERZIA 


MO vs (CET is AO NCICLOPEDIA 2012 


ll 


ll 


Leyes Con variables 
Equivalentes Con valores de esquema proporcionales 
1) Doble Negación | —-A=A =ap=p 
(DN) A=A > pep 
2) Idempotencia AvB=A pvp= 
(Idem) * AMA=A PAP 
AnAB=BAA PVYP=PAp 
3) Conmulativa AvB=BvA Prp=pvp 
(Cena) AAB= BA» pAq=qAp 
AoB=BG%A poq=qop 
A AMBAC)=(AAB)AC Prqar)=(png)rr=praqar 
e NO Pray rapyqur 
Ao (BoC)=(Ao>B)0C polqvr)=(p >) or=poqeor 
AnmBvC)=(AAB)IV(AAC) | palgvr)=(pra)v (par) 
MA drid Av(BAC)=(Av B)A(AvC) pv(qar)=(pvq)ripvr) 
hi A=>(BAC)I=(A=>B)MA=>C)| p>(qar)=(p>9) mp >r) 
A>(BvC)=(A>B)v(A>C)| p>(qvr)=(p>q)v(p>r) 
6) De Morgan (AAB)= > Ave B (pag) => pv=q 
(DM) (AV B)=0> Ano B m(pvg)==pn"-q 
7)Defnición del A>B=AvB P=>q==pn=q 
Condicional (DC)| A>B="Arn=B Pp>gq=-(pn-q) 
8) Bicondicional ASB=(A>B)A(B>A) P94q=(p>9) q > p) 
(DB) ASB=(AAB)v(Ar-B) | peoq=lpralv(= png) 
AMAVB)=A Prpva)=p 
9) Absorción Av(AAB)=A pv(pnq)=p 
42) An(AvB)=AAB PA pvq)=pnq 
Av(= AAB)=AvB pv(-paq)=pvq 
10) Transposición | A>B="B>=A P>9=-9>p 
AoB=BwA POoq=-q9ep 
11) Exportación | (AAB)>C=A-=>(B->C) (PA >r=p->(q >r) 


entonces es verdadera , una proposición sólo es 


idéntica a sí misma . En el plano de la realidad , 
toda cosa es idéntica a sí misma. 


Simbólicamente se expresa por: A>A;A «A 


EJEMPLO : 


«Su el libro es de matemática se deduce que el libro 


es de matemática. 


P>Pipeop 


es: 


1) PRINCIPIO DE NO CONTRADICCIÓN 


Establece que inadmisiblemente una cosa sea y no 
sea a la vez. Es imposible que una proporición sea 
verdadera y falsa a la vez , que una cosa exista y no 
exista al mismo tiempo. Su formulación simbólica 


MAMA) 5 
e (pA- p) 
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EJEMPLO: 
Es falso que la jirafa sea mamífero y no sea 
mamífero. * 
II) PRINCIPIO DEL TERCIO EXCLUIDO = 
Establece que una cosa es o no es , no existe una 
tercera alternativa . Una proposición es verdadera 
o falsa , no existe una tercera posibilidad . 
Simbólicamente se expresa: 

AVZA 
EJEMPLO : PpPY=p 
el pisco es peruano o no es peruano. 


LEYES DEL ÁLGEBRA 
PROPOSICIONAL 


Son leyes que permiten la transformación y 
simplificación de los esquemas moleculares en 
esquema más simples y se denominan equivalencias 
porque tanto la expresión original como la 
expresión simplificada tienen la misma matriz 
principal en sus respectivas tablas de verdad. A 
continuación las leyes equivalentes. 

Determinar el equivalente de la siguiente 
proposición : 

«Si Federico decide quedarse en la biblioteca después 
de las clases , entonces repacará la lección de hoy». 
RESOLUCIÓN : 

*Pasos a seguir: 

L) REL 0PLAZASDO 135 PROPOSICIONES SIMPLES 2 
p = Federico decide quedarse en la” biblioteca 
después de las clases . 

q = Repasará la lección de hoy. 


2) EsTrEUCIURA FORMAL E 
Si p entonces q 


3) REENPLAZANDO LOS CONECTIVOS ONTESEMOS 3 
Pp>q 
4) APLICISDO LA DETISICIÓN DEL CONDICIONAL 7 


P 
B)IREEMPLAZANDO SU EQUIVALENTE RESULTA 


* Federico no decide quedarse en la biblioteca 

después de las clases o repasará la leccion de hoy 
== pvq 

* Es imposible que Federico decida quedarse en la 

biblioteca después de las clases y no repase la lección 

dehboy == (pA= q) 

EJEMPLO 2 : 

simplificar las siguientes fórmulas : 


DIPAPAQU 
ID [= p=[av (av png 
RESOLUCIÓN : 


Dlpaterg)] 

(PAP) 5q| .Asociativa 

pal 

Pra . Idempotencia 
Fórmula Justificación 
melva ara az 
"E-=avlav=tavoliaa por Condicional 
Tovlav ta v png Debón 


LÓGICA INFORMÁTICA 


La lógica constituye el fundamento teórico de la 
informática , en cuanto le proporciona las herramientas 
, para la construcción de lenguajes de programación . 
Entre sus múltiples aplicaciones, la lógicase aplica a la 
tecnología. En este campo, la lógica se aplica a la 
construcción de circuitos lógicos y entre elloslos circuitos 
eléctricos, compuertas lógicos, los diagramas de flujo, etc. 


CIRCUITOS LÓGICOS 


Para cualquier fórmula proposicional podemos 
construir un circuito eléctrico , que resultará más 
fácil en tanto la fórmula tenga sólo operadores 
MAMI" glo tr. 

Los circuitos lógicos están formados por 
conmutadores o interruptores que son los órganos 
lógicos que dejan pasar o no dejan pasar la corriente 
eléctrica. 


Estado lógico | Interruptor | Lámpara 
v Cerrado | Encendida 
F Abierto Apagada 


Ahora podemos construir los circuitos . El 
procedimiento que se sigue es el mismo que se 
emplea en la construcción de computadoras 
electrónicas . Estos circuitos son de dos clases : en 
serie y en paralelo. 


CIRCUITOS EN SERIE 


Los circuitos en serie constan de dos o más 
interruptores donde un interruptor está después de 
otro y así sucesivamente 

* El gráfico de un circuito en serie es la 
representación de una fórmula proposicional 
conjuntiva, cuya expresión más simple es « pA q », 
y que se representa de la siguiente manera: 


Carne MZMEMZ IA 
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Para que este circuito 
quede cerrado y lá 
lámpara se encienda, 
«p» y «q» deben estar 
cerrados , esto es, «p» 
y «gq» deben ser 
verdaderos a la vez. En 
otros términos, es la 
aplicación de la tabla de 
verdad de la fórmula 


«pg». 
CIRCUITOS EN PARALELO : 


Los circuitos en paralelo constan de dos o más 
interruptores , donde un interruptor están en la otra 
línea y asf sucesivamente. El gráfico de un circuito 
en paralelo es la representación de una fórmula 
proposicional disyuntiva , cuya expresión más 
simple es « pVq» , y que se representa así : 


Je 


batería 
»>—P—-9-— PM 


Para que este circuito quede cerrado y la lámpara 
se encienda , bastará que uno de los interruptores. 
esté cerrado . Esto es , el circuito quedará cerrado , 
o bien cuando «p» sea verdadero o cuando «q» sea 
verdadero , o bien cuando ambos sean verdaderos. 
Solamente no se encenderá la lámpara cuando los 
dos interruptores estén abiertos , o ses , cuando «p» 
y «q», ambos, sean falsos a le vez, Este caso, es la 
aplicación de la tabla de verdad dewp V q » 


OBSERVACIÓN : 

Los circuitos lógicos, proporcionan una idea precisa 
sobre la forma como la lógica proposicional puede 
ser aplicada al djseño de computadoras electrónicas. 
Dichos circuitos que gon conocidos como circuitos 
0 conmutadores , llaves o switches, han sido, sin 
embargo, reemplazados por dispositivos más ágiles, 
conocidos como circuitos lógicos a compuertas, 
que son más acordes con las exigencias de la 
tecnología contemporánea. La necesidad de diseñar 
compuertas está ligada al hecho de que la 
computadora actual se encuentra en la práctica muy 
alejada de las llaves n switches, a los que ha 
sustituido gradualmente por relays, transistores y 
circuitos integrados (chips). Pero esto no debe llevar 
a la creencia de que las compuertas complican el 
manejo lógico de los circuitos, pues la situación es 


exactamente al revés. Lo facilitan y permiten 
visualizar mejor la aplicación de las fórmulas 
lógicas. Una compuerta es un artefacto' que , en 
general , tiene entradas y una salida, las mismas 
que se representan con líneas. El artefacto mismo 
se representa convencionalmente por una media 
luna o por un triangulito y su función es dejar o no 
pasar un tipo de impulso eléctrico , bajo ciertas 
condiciones. 


COMPUERTAS LÓGICAS 


Las compuertas lógicas son bloques de circuitos que 
producen señales de salida de «lógica 1» o «lógica Os 
si se satisfacen las condiciones de las entradas 
lógicas; «1» y «O» son las señales binarias o estados 
binarios de un variable , y los circuitos lógicos que 
ejecutan las operaciones lógicas de las compuertas 
NOT , AND, OR («no», «y», «d» respectivamente 
en español) son representados en función de sus 
respectivos estados binarios, Á continuación , cada 
una de ellas, 


COMPUERTA «NOT. 3 


La compuerta NOT o inversor responde a los 
siguientes estados binarios : 


p|=P 
1 o 
0 1 


Si «p=x», entonces«:p»en función algebráica es «x» 
El circuito completo se representará gráficamente 
como sigue: 
Compuerta NOT 
“P 

Como se puede apreciar , la compuerta NOT tiene 
una sola entrada que es la proposición «p»,y una 
salida que es la proposición «np». La corriente 
pasará al exterior de la compuerta cuando la 
lámpara se encienda , pero si la lámpara no se 
enciende, la corriente no pasará la compuerta . 


COMPUERTA = 


Podemos identificar la compuerta AND con los 
conmutadores “p” '”. La función binaria 
responde a la fórmula “p y q” tal como sigue: 


Compuerta AND de dos entradas. 


1 q Pi 


11 

10| 0 

o 1| 0 «paq» en función algebraica es “xx y "y 
00| 0 el diseño gráfico que la representa es: 
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La compuerta AND , en este caso , tiene dos 
entradas , «p» y «q», pero puede tener más de dos 
entradas. En el gráfico , la única salida es «p A q» 
y representa a la lámpara en el diseño de un circuito 
eléctrico. 

COMPUERTA M«OR) : 

La función binaria de la compuerta OR 
corresponde a la fórmula «p V q» como sigue. 


P4q|pvg 
DATA 
10| 1 
o1l 1 
oo| 0 


«p V q» en función algebraica es «x + y» y el diseño 
gráfico que la representa es: 
Compuerta OR de dos entradas. 


¿> >—pva 


el gráfico muestra 2 entradas , «p» y «q», para la 
compuerta OR . en este caso , la salida es 


«p Vq»,que representa a la lámpara en el circuito. 
Compuerta NAND de dos entradas. 


Compuerta NOR de dos entradas. 


pp -(pvq) 


IMPLICACIONES NOTABLES 


Llamadas también Leyes Implicativas . Son 
esquemas condicionales tautológicos , por lo que 
representan inferencias válidas. En consecuencia , 
teniendo la(s) premisa(s) podemos derivar 
inmediatamente su respectiva conclusión. 

Las más importantes son las siguientes: 

1) MODUS PONENDO PONENS (MPP): 


Si se afirma el antecedente de una premisa 
condicional , se concluye la afirmación del 
consecuente de dicha premisa. 


Regla: 
A=B Ley: 
A I[(p=>a)A pl >q 


E 


EJEMPLO : 
P, + Si llueve en la noche, 
las pistas están mojadas. 
Ps : Llueve en la noche. 
C. : Luego, las pistas 
están mojadas. 
Pp:249 


Formalizando: 
C.:.9 


2) MODUS TOLLENDO TOLLENS (MTT): 
Si se niega el consecuente de una premisa 


condicional, se concluye la negación del antecedente 
de dicha premisa. 


Regla : Ley: 

AB 

=B 

EA p=>9)5=ql >- p 
EJEMPLO: 


P,: Si eres estudiante de marte , te están 

preparando adecuadamente, 

P,: No te estan preparando adecuadamente. 

CC: Consecuentemente, no eres estudiante de marte. 
P.:p>4 

Formalizando: P, :=q 
Comp 

8) SILOGISMO DISYUNTIVO (SD): 

Si se niega uno de los elementos de una premisa 


disyuntiva , se concluye la afirmación del otro 
elemento. 


AVB AVB mer 

AA E UPV gn pl=>q 

ARA [PY GJA- ql > p 
EJEMPLO: 


P, : Estudio Contabilidad o Economía. 
P,: No estudio Economía. 
UC: Estudio Contabilidad. 
P,: pvg 
Formalizandos 24 UE 
Cp 


2) SILOGISMO MPOTETICO PURO(SIIP): 


Si de un conjunto de dos premisas condicionales , el 
consecuente de una de las premisas es la afirmación 
del antecedente de la otra premisa , entonces del 


CA-IZMZIEREA 
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antecedente de una de las premisas se deriva el 
consecuente de la otra premisa. 


Regla: * es 
AB BOC ps nr (p>1) 
BSC_ AB. dasrinp+41=> (pr) 
ASC A+C 
EJEMPLO : 


Si Carnap fue neopositivista , conformó el Círculo 
de Viena ; y sí conformó el Círculo de Viena , 
confiaba en la Lógica Simbólica. Por lo tanto , si 
Carnap fue neopositivista, confiaba en la Lógica 
Simbólica. P,:p>q 

Formalizando: Pe? 931 

p>or 

5) CONJUNCIÓN 7 


De un conjunto de premisas , se puede concluir la 
Conjunción de las mismas. 


Regla : 
A Ley: 
B (P)M()=>pnq 
AMB 
EJEMPLO: 
¿Juan es escritor ,Juan es poeta ; Luego , 
P 4 


Juan es escritor | y] poeta 
P N q 


Formalizando : 


6) SIMPLIFICACIÓN : 
De una premisa conjuntiva de puede concluir 
cualquiera de sus componentes. 


Regla : Ley: 
AM AAB (pna)=>3g 
BoA (pna)=>p 


EJEMPLO : 
P,: Copérnico fue Astrónomo y Físico. 
€ ;. Copérnico fue Ástronomo. 

P,: png 

«Pp 

7) ADICIÓN : 


Formalizando: 


De una premisa se puede concluir la disyunción de 
la misma con cualquier otra fórmula. 


EJEMPLO : 
Los estudiantes son inteligentes . Luego y 
P 
los estudiantes son inteligentes [o] respevtuozos. 
RA A 


lp q 
Formalizando : Cpvg 
8) TRAVYSITIVIDAD SIMETKICA(TS): 


Si de un conjunto de dos premisas bicondicionales 
uno de los componentes de una premisa 
bicondicional es la afirmación de uno de los 
componentes de la otra premisa , entonces el otro 
componente de la primera premisa se da si y sólo si 
se dá el otro componente de la segunda premisa 
bicondicional. 
Regla: 

APS B Bw0C 
EA 
ASC AC 
9) DILEMA CONSTRUCTIVO COMPUESTO 
(Mec): 

De la disyunción de los antecedentes de dos premisas 
condicionales se concluye la disyunción de los 
consecuentes de dichas premisas condicionales. 


Ley: 
l[(»+9)Mq e rl =>(p+r) 
[q er) Mp+ ql =>(p + r) 


Regla : 

A=>B Ley: 

CD [p=>9nMr=>8)M(pVr)] 
Ave > (q V 8) 

BVD 


10) DILEMA DESTRUCTIVO COMPUESTO 
(DO) 


Si, disyuntivamente , negamos los consecuentes de 
dos premisas condicionales , se concluye 
disyuntivamente la negación de los antecedentes : 
Regla : 

A>B Ley: 

C>pD [(p=> nr —=8)M=qv 8) 

«BV=D =>(=pv or) 

¿A AVA O 

DERIVACIÓN O DEDUCCIÓN 
NATURAL : 


Es un procedimiento formal que sirve para 
demostrar que la conclusión se deduce lógicamente 
de las premisas o de un conjunto de premisas: 

Este procedimiento consiste en obtener la 
conclusión deseada mediante la aplicación de leyes 
lógicas en una secuencia finita de pasos . Entonces, 
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dado un conjunto de premisas , la deducción lógica 
debe permitirnos sacar consecuencias que sólo se 
deriven lógicamente de las premisas ; en otros 
términos, consecuencias que son implicadas por las 
premisas. 
EJEMPLO 1: 
Sean las premisas y su conclusión respectivamente: 
P,: =p=>(qn>r) 
Pa: =p 
Py: 8>r 
Cy 8 
Indique qué pasos se han efectuado para obtener la 
conclusión: «8». 
RESOLUCIÓN: 
P,: p=(qA=r) 
Pip 
Pa:srll os 
4) q M-= r :se deduce dela P, y P, mediante 
(M. PP) 
5) r:se obtiene al utilizar Simplificación en la P, 
6) 9: se deduce de la P, y P, mediante (M. T. T.) 
De esta manera , la derivación queda lógicamente 
justificada por los pasos efectuados, resultando su 
validez. 
EJEMPLO 2: 
Sea el razonamiento: 
«Si hay sol entonces es verano o iremos a la playa 
. Hay sol pero no es verano. Por lo. tanto , vamos a 
la playa ». Ls, 
* Para facilitar la demostración , es necesaria la 


formalización: A) 


Pe: pig 


ar 
* Ahora efectuamos la derivación: 
P,: p>(qVr) 


P¿: ph qll.r 


CUANTIFICADORES 
I)CLANTIFICADOR UNIVERSAL : 


Sea la funcion proposicional f,, sobre un conjunto 
A , el cuantificador y («para todo”) indica que todos 
los valores del conjunto Á hacen que la funcion 


proposicional f,, sea verdadera. y se lee: «Para todo» 
EJEMPLO : 

Sea : f,,:"+2>5 donde x € NV La proposición 
cuantificada es : Vx € N;1+2>56 es falsa. 

Hi )CCANTIFICADOR EXISTENCIAL : 
Sea f,,, una funcion proposicional sobre un 
conjunto A el cuantificador 3 (existe algún) indica 
que para algún valor del conjunto A, la funcion 
proposicional f, , es verdadera. se lee : «Existe 
algún » 

EJEMPLO 1 : 

Sea f.,,:*-6<8 , donde: € Z* ,la proposición 
3 x€Z* [x*—5<8 es verdadera. 
EJEMPLO 2 : 


P,¿+ > Tan. (función proposicional) 
3x:plx) 
Jla:x4+b6>7... (proposición lógica) 


para verificar que es una proposición lógica , 
podemos darnos cuenta que si x = 13, se cumple la 
desigualdad , ya hemos encontrado por lo menos un 
«%», que verifique P,,,, por lo tanto es una 
proposición lógica , cuyo valor es verdadero. 


NEGACIÓN DE PROPOSICIONES 
QUE TIENEN CUAVTIFICADORES 
* Sea la proposición: Vx: p(z),, 
* su negación será: “ [Vx : Py] =3x:0 Ry) 
* de la misma forma, si tenemos la proposición : 
3x:P, 

* Su negación será ; [31 : Py] =Vo 30 Pia 
EJEMPLO: 
Dix:x=1:[3x:x=1]=Vx:x=1 

1) 3 x: «a» es un número par. —[3x7x es un 
número impar ] = Vx: «x» noes un número impar. 
TI) Vx:x*>0 o [vxo:x?>0]=3%:x*S0 


TEORÍA DE CONJUNTOS 


OBJETIVOS : 


*Establecer correctamente la 
noción de conjuntos , su 
determinación y su cardinal. 
*Utilizar adecuadamente la 
relación de pertenencia e 
inclusión y representar los 
conjuntos gráficamente. 


CAE IZHEREZA 


LE ID 


ADistinguir las clases de conjuntos , así como los 
conjuntos especiales. 

*Realizar corfectamente las operaciones de 
conjuntos. 

“Utilizar de manera eficaz las (leyes y propiedades 
del Álgebra de conjuntos. 


INTRODUCCIÓN : 

Se inicia aquí el bloque dedicado a la Teoría de 
conjuntos , con el enunciado de los conceptos más 
elementales de dicha teoría; definición de conjunto, 
relaciones de pertenencia y de orden , operaciones 
entre conjuntos, etc... Se trata de lograr una cierta 
soltura en el manejo de estos conceptos elementales, 
su simbolismo y representación, puesto que 
constituyen la base de un gran número de 
conocimientos matemáticos. 

Cuando en el siglo XIX el análisis adquirió cierto 
auge , comenzó a ocuparse de problemas profundos 
y difíciles. Se sintió entonces necesitado de una base 
sistemática y cuidadosamente razonada en la que 
apoyarse. Estas necesidades del análisis son el 
origen de la moderna teoría de conjuntos , que 
Cantor desarrolló como una rama autónoma de las 
matemáticas. Sobre la base de estas ideas se abrió un 
nuevo capítulo del análisis, el de la llamada teoría de las 
funciones de variable real ; pero además , las ideas 
generales de la Teoría de conjuntos penetraron en todas 
las ramas de las matemáticas, dándo lugara una nueva 
etapa en el desarrollo de ésta. 


NOCIÓN DE CONJUNTO 


En matemáticas , se dice que un concepto es primario 
cuando no es posible definirlo utilizando otros más 
sencillos. Así , si se tratase de definir el concepto de 
conjunto se diría que es una agrupacion cualquiera de 
objetos, o una colección , o una reunión...; sin embargo, 


los terminos agrupación , colección o reunión son 
conceptos del mismo nivel de dificultad que el de 
conjunto. Por ello se dicéqueel concepto de conjunto es 
jo. Forman un conjunto, por ejemplo 
2 4 


o Y 


un concepto 


ibros de una biblioteca. 
es de un equipo de futbol. 
a uno de Los objetos que forma parte de un 
) se llama elemento de dicho conjunto. 


EJEMPLOS : 


* a es un elemento del 
conjunto formado por las 
letras vocales. 

*El pulgar es un elemento 
del conjunto de Los dedos 
de la mano derecha. 


NOTACIÓN DE UN CONJUNTO 


Por convención un conjunto es denotado con letras 
mayúsculas y sus elementos con letras minúsculas, 
números u otros símbolos, separados por punto y 
coma, además de agruparse a todas ellos mediante 
llaves. 


EJEMPLOS: 
A =(Taty ; Dany; Eryca; Karyn ) 

RELACIÓN DE PERTENENCIA (€) 
Cuando un elemento forma parte de un conjunto , 
se dice que pertenece( € ) al conjunto y , en caño 
contrario , que no pertenece( £ ). 


* Esto quiere decir que dado un teca u 
elemento» y un conjunto 


Integrante 
u elemento 


+ Si «ax» es elemento del conjunto «A»: x E A. 


=> Conjunto 


+ Si «zo» no es elemento del conjunto «A»: x ££ Ae 


EJEMPLO : 
* dado B=13;7;11;16;19 ) entonces : 
7EB 94B 
3EB 0EB 
OBSERVACIÓN : 


«La pertenencia sólo ue da entre elemento y 
conjunto». 
CARDIVAL DE UN CONJUNTO : 


Es el número de elementos diferentes que posee el 
conjunto considerado . 


NOTACIÓN 3 

n(A) : número de elementos diferentes de A 
A=la;esijoju) >n(A) =5 | 
P=1434:1;1;1;0; 12:102))n(P) LES - 
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NÚMERO ORDINAL : 


Teniendo en cuenta una disposición de los elementos 
dentro del conjunto del cual forma. parte , cada uno 
determina su número ordinal como el lugar que ocupa 
en el orden establecido. Ord (x) : número ordinal de x 


+ S=(m;n;x;q) Ord(x)=3 Ord (n) =2 
DETERMINACIÓN DE CONJUNTOS 


Un conjunto se dice que esta bien definido cuando 
se puede determinar, sin ningun error , cuales son 
los elementos que lo forman. 

Un conjunto puede determinarse de dos maneras: 
I) POR EXTENSIÓN (0 EN FORMA 
TABULAR) : 


Nombrando todos y cada uno de los elementos que 
lo forman. Para escribirlo, se encierran Los 
elementos entre llaves y separados por comas: 
EJEMPLO: 
* A=fa; e; i;oju) y selee «A es el conjunto 
formado por las letras a;e;1;0 ¡us 
*B=12;4;6;8;10) 
Es evidente que el orden en el cual son listados los 
elementos del conjunto no afecta el hecho de que 
pertenezcan a el. De este modo en el conjunto. 

B = (2; 4; 6; 8; 10) = (10; 6; 8; 2; 4) 
No todos los conjuntos pueden ser determinados por 
extensión , entonces se recurre a otra forma de 
determinación. a 
Mi) POR COMPRENSIÓN (0 EN FORMA 
CONSTKUCTIVA) 


Nombrando una propiedad que cumplan todos los 
elementos del conjunto y solo ellos. 


EJEMPLO: 


El conjunto de las letras vocales esta bien definido 
porque se puede decir sin error si un elemento pertenece 
onoa él. La propiedad letras vocales la cumplen unas 
determinadas letras y solo ellas. A la propiedad que 
define un conjunto se La llama propiedad caracterfstica 
del conjunto. El conjunto del ejemplo anterior, definido 
por comprensión, se escribe: V= (x: /a: es letra vocal) 
Y se lee: «V es el conjunto de los elementos x, tal quex 
esletra vocal». El símbolo / se lee: tal que 


Esquema : 


do 


Slateh 
(se lee «tal que») ] 


EJEMPLOS: 
* El conjunto de «Las personas que viven en una 
ciudad H» se define por comprensión : 

A=(x/x = persona que vive en la ciudad H) 
Para definirlo por extensión sería necesario nombrar 
a todas las personas que viven en la ciudad H, una 
por una , lo cual , obviamente , es complicado. 

* El conjunto formado por una pera , un bolígrafo y 
un canario , se define mejor por extensión: 
B=(pera ; bolígrafo ; canario) 

Pues para definirlo por comprensión sería necesario 
buscar una propiedad que cumplan los tres 
elementos y solo ellos. A veces un conjunto con 
muchos elementos se expresa por extensión citando 
solo alguno de ellos y sustituyendo al resto por 
puntos suspensivos (llamados elipsis) indicando que 
hay más elementos y que siguen la norma de Los 
anteriores. 
EJEMPLOS: 
* El conjunto de los números pares se puede 
expresar: P=(2;4;6;8;10512;...) 
* El conjunto de los números impares menores que 
100 se podría escribir así : 

I= (1536375. 97;99) 


REPRESENTACIÓN GRÁFICA 
DE UN CONJUNTO 

Para representar conjuntos generalmente se 
utilizan los diagramas de Venn. Los elementos se 
representan por puntos y alrededor de ellos se traza 
una línea cerrada. Los elementos que estan dentro 
de la línea pertenecen al conjunto y los que están 
fuera no pertenecen al conjunto. 


EJEMPLO: 


Otra forma , aunque menos usual, de representar 
conjuntos es por medio de un diagrama lineal. 
EJEMPLO: Lo 
«A» es el conjunto de las 
les abiertas 

NA Cc 
consonantes. 
«Ly es el conjunto de las 
letras del alfabeto. A 


«V» es el conjunto de las 
vocales. 


«C» es el conjunto de las 
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CLASES DE CONJUNTOS 


CONJUNTO FIVITO : 


Un conjunto es finito (tiene fin) , sí posee una 
cantidad limitada de elementos. Es decir, el proceso 
de contar sus diferentes elementos tendra fin en 
algún instante » El conjunto V=(a ;e;i;0;u) es 
finito. 

Al cardinal de un conjunto finito se le denomina 
NÚMERO NATURAL. 


CONJUNTO INFINITO < 


Un conjunto es infinito (no tiene fin) si posee una 
cantidad ilimitada de elementos. Es decir, el proceso 
de contar sus diferentes elementos no tendra fin. 
El conjunto de los numeros pares , el de números 
naturales , el de numeros enteros, el de números 
racionales, son todos conjuntos infinitos. 
Al cardinal de un conjunto infinito se le denomina 
NÚMERO TRANSFINITO. 

RELACIONES ENTRE 

CONJUNTOS 


RELACION DE INCLUSIÓN (C) 

Un conjunto A en otro conjunto B cuando todo 
elemento de A es etemento de B. Se dice que Á es 
subconjunto de B. 

Se representa: 

*A CB, y selee: <A es subconjunto de B» o «A esta 
contenido en B» o =Á esta incluido en B=-0 =B 
contiene a A»: 

+ADB 

«B» incluye a <A» 

«B- contiene a «A» 

«B+ es Súper conjunto de «A» 
Simbolicamente , se expresa ; 

[ACB GS WWE A>x€B) 
Pararepresentar que un conjunto no es subconjunto 
de otro, se utiliza el símbolo 7H 7 D significa que 
Eno es subconjunto de D . 

NOTA : 

Los símbolos C y Y se utilizan solo entre 
conjuntos, nunca entre un elemento y un conjunto. 
*GRAFICAMENTE : B 


Se passa: a todo conjunto incluido en si mismo. 


decir: CA ¡VA Conjunto| El conjunto 


vacio $, es subconjunto de cualquier conjunto: 
EJEMPLOS : 

* El conjunto A=(x/x es un paralelogramo) es un 
subconjunto del conjunto C=(cuadrilateros), 
porque todos los paralelogramos son cuadriláteros: 
ACC- Sin embargo,CY A, porque hay 
cuadriláteros (Los trapecios , por ejemplo) que no 
son paralelogramos. 

* EL conjunto M= (x/x es una letra de la palabra 
«matfemática») está contenido en el conjunto 
E=(e;i;t;a ; m; e), porque todos los elementos 
de M pertenecen a E: MC E- Además , también es 
cierto que EC M, puesto que todos los elementos 
de E son elementos de M. Se concluye entonces que 
E=M. 

En estos casos , en los que ambos conjuntos son 
iguales , se dice que son subconjuntos impropios. 
A los subconjuntos que no cumplen esto se 
denominan subconjuntos propios. 

* El conjunto P=(1; 2; 4 ;8) no es subconjunto del 
conjunto N=(0 ; 2; 4; 6 ; 8) porque existe un ele- 
mento , 1, que pertenece a P y no pertenece a N: 
PIN: 

Y además N ZP, porque 02 M pero 08 P y 
GEN pero 6 P. 

Esta relación que se establece entre conjuntos se 
llama relación de inclusión. 

Si sólo uno de los conjuntos está incluido en el otro 
, se dice que son conjuntos comparables. 

NOTA : 

A y C son comparables. M y E, así como P y N no 
son comparables. 


IGUALDAD DE CONJUNTOS 


Dos conjuntos, A y B-, son iguales si tienen los 
mismos elementos ; es decir , si todos los elementos 
que pertenecen a A pertenecen también a B., y 
viceversa . 

Se escribe: A =B. 


Simbolicamente: | A>B+(ACBABCA) 
Es decir: A=B SIM EeA>x€BAV.EB>2EA] 
Para expresar la no igualdad utiliza el símbolo 
entre ambos. 
EJEMPLOS : 
: o A =11:3;5:7:9) y 

= 11; 6; 3; 7; 9) son iguales - PA 
E no importa. 
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9yB= (153; 9) no 
son iguales porque existe un elemento, 6, que 
pertenece a Á-y no pertenece a B: BEA y 
6£B>AZ=B. 

CONJUNTO ESPECIMES 
CONJUNTO VACÍO O CONJUNTO NUL 


conjunto queno tiene elementos. 


Es aquel 
El conjunto vacío se representa por [ ) o poró. 
EJEMPLO : 


*El conjunto M de meses que en el año 2000 tuyieron 
solo 28 días es un conjunto vacío, porque 2000 fue 


un año bisiesto, luego: M=[)oM= 
El cardinal de un conjunto vacío es cero, a: 
NOTA : 

Se considera al conjunto vacío incluido en todo 


conjunto: [$ A; VA conjunto 


CONJUNTO UNITARIO O 
CONJUNTO SINGLETÓN 


Es aquel conjunto que tienen un solo elemento . 
EJEMPLO : 

* El conjunto T de los satélites naturales de la Tie- 
rra es un conjunto unitario porque solo tiene un 
elemento : la Luna . = 3 
El cardinal de un conjunto unitario es uno, Asf, del 
conjunto T mencionado , n(7)=1 


n(M) =0 


NOTA : á 
A Los conjuntos que tienen solo'dos glementos se 
llaman binarios . e 


CONJUNTO UNIVERSAL 5 

Se llama conjunto universal , o referential , o total 
al conjunto que contiene, como subconjuntos , a 
todos los conjuntos que intervienen en el contexto 
del problema que. se esté tratando . Generalmente 
el conjunto universal se representa por la letra U. 
EJEMPLO : 

Si se está trabajando. con números , el conjunto 
universal será el conjunto de todos los números . 


CONJUNTO DE CONJUNTOS o 
FAMILIA DE CONJUNTOS : 


Es aquel conjunto en el que todos sus elementos son 
a su vez conjuntos. 

CONJUNTO POTENCIA O DE LAS 
PARTES DE UN CONJUNTO 

Dado un conjunto cualquiera A , se llama conjunto 


potencia de Á o de las partes de A al conjunto que 
tiene como elementos a todos los subconjuntos de 


A, incluidos el mismo A y el conjunto vacío . 

Se representa por P(A). 

EJEMPLO 1: 

Sea V = (a;e), Halle P(V) 

RESOLUCIÓN : 

*Para determinar P(V) hay que hallar todos Los 
subconjuntos de V : 

A=(ajC V, puesto que a € V. 
E=(e)C V, puesto que e € V. 

V=(a;ejC V, puesto que a € V y ec V. 

$ CV, puesto que no hay ningún elemento eng 
que no pertenezca a V. 

No hay más subconjuntos , pues cualquier otro 
conjunto que se elija tendrá algún elemento que no 


pertenezca a V ; por tanto, P(V) estará formado 
por esos cuatro conjuntos, ellos serán sus elementos: 


PIV)=19;A:;E;V) 
A es un elemento de P(V). Se expresa 

AE P(V), no ACP(V. 
*De igual modo : $ € P(V), E € P(V), V € P(V). 
Si,no se hubiese dado nombre a los subconjuntos , 
se podría haber escrito : P(V)= (p,1a), (e), 1a; e) 
P(V) tiene 4 elementos . Es decir: n/P(V)] = 4. 
Si un conjunto , como V, tiene dos elementos, su 
conjunto potencia tiene 4 elementos. 
EJEMPLO 2: 
Sea N=( a ; e; ¿). Halle P(N). 
RESOLUCIÓN : 
* Subconjunto impropios: R. 
*Subconjunto propio de cero elementos: Y 
* Subconjuntos propios de un elemento: 

la), le), (id. 
* Subconjuntos propios de dos elementos: 

la;el la; il, le; il. 

No hay más subconjuntos , pues de tres elementos 
sólo está N. 
* Luego ; P(R)=(4:1a):(eJ:(i):1aza)s(asi): tesi); N. 
P(N) tiene 8 elementos . Es decir: n/P(N)] = 8 
Si un conjunto, como N, tiene 3 elementos, su 
conjunto de partes tiene 8 elementos. 
EJEMPLO 3 : 
Sea R=(a ;e ;i 0). Halle P(R). 
RESOLUCIÓN : 
* Subconjunto impropios : R. 
* Subconjunto de cero elementos: 4 
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*Subconjuntos de un elemento: (a), (e), (1), lo). 
» Subconjuntos de dos elementos: 
la;a), (a; 44, ta;o), (e;1), (e;0), di; 0). 
* Subconjuntos de tres elementos: 
la; e;o), (a; i;0), dei 


la;o); (e; ij 
la; ero): la; 
R tiene 4 elementos y P(R) tiene 16 elementos. 
NÚMERO DE ELEMENTOS DE UN 
CONJUNTO POTENCIA 

Observando en los tres últimos ejemplos la relación 
entre el número de elementos del conjunto y el 
número de elementos de su conjunto potencia , se 
observa que: 

Y tiene 2 elementos y P(V) tiene 4 = 2* elementos. 


N tiene 3 elementos y P(N) tiene 8 = 2* elementos. 


R tiene 4 elementos y P(R) tiene 16 = 2* elementos. 
EN GENERAL : 


si un conjunto A tiene n elementos , el conjunto 
P(A) tendrá 2" elementos . Es decir: 


Además el número de subconjuntos propios es ; 
Qu] 


OPERACIONES CON CONJUNTOS 


I) UNIÓN DE CONJUNTOS (U) : 

Dados dos conjuntos A y B, se llama unión de A con 
Bal conjunto formado por todos los elementos que 
pertenecen a A, a B o a ambos. 

El conjunto unión de A y B se representa por AU B 
y se lee «A unión B»=: Los elementos de AUB 
pertenecen al menos a uno de los dos conjuntos. 
Simbólicamente se expresa; 


AUBSE lle AVxEcB) 
GRAFICAMENTE 3 
A B 
AUB 


a sombreada representa al conjunto AUB. 


AUB=(1;2:3:4;a;b;c) 
*La unión de los conjuntos C=(1;2;3;4) 
y D=(2;4;6),es: CUD=(1;52;3;4;6) 
Los elementos comunes a ambos conjuntos no deben 
repetirse. 
M) ISTERSECCIÓN DE CONJUNTOS (()): 
Dados dos conjuntos A y B, se llama intersección de 
A y B al conjunto formado por todos los elementos 
de A que pertenecen también a B. Es decir , al 
conjunto formado por los elementos comunes 
de A y B. 
El conjunto intersección se representa por AMB. 
y se lee «A intersección B». 
Simbólicamente se expresa: 


ANB=(xÍxXEANxEB) 
GRÁFICAMENTE: 
A B 
ANB 


La parte sombreada representa al conjunto ANB+ 
EJEMPLOS : 
* Dados los conjuntos V=1a ;e; o; u) y P=1a ;b 
;e;d;e), la intersección de ambos será : 
VNP=(a;e) 
*Dados los conjuntos R=(r ; 07m ; a) yS=(03t; ¿), 
la intersección de ambos será: RNS=1[ )=4 Es 
el conjunto vacío porque no tienen algún elemento 
en común. 
Se dice que dos conjuntos son disjuntoa cuando 
no tienen algún elemento en común. 
IN)DIFERENCIA DE CONJUNTOS : 
Dados dos conjuntos A y B, el conjunto diferencia 
entre A y B es el conjunto formado por todos los 
elementos de A que no pertenecen a B. 
Al conjunto diferencia entre A y B se le representa 
por Á— By de Joe ao A Bu. 
Simbolicamente se 
A- BbiEcAM=gB) Á 

GRAFICAMENTE : 

AR B 
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La parte sombreada representa la diferencia A-B. 
EJEMPLOS : 

* Dados los conjuntos A = (1; 5:6;7) y 
8), la diferencia A-B será: 
55; 7), ya que estos elementos 
pertenecen a Á y no pertenecen a B. 


(7 


* Dados los conjuntos A 


jej ijosju) y 
u) y 


IV) DIFERENCIA SIMETRICA DE 
CONJUNTOS(A )- ru 
Dados los conjuntos A y B, el conjunto diferencia 
simétrica entre A y B es el conjunto'formado por 
todos los elementos que pertenecengolo a/A , solo a 
B y no a ambos. A 
Al conjunto diferencia simétrica entre A y B se le 
representa por A AB, y se lee «diferencia simétrica 
de A yB-. 
Simbólicamente se expresa; 

AAB=(x/x E(AUB)Axg (AMB) 
* GRAFICAMENTE : 


A 


B 


AAB 

La parte sombreada representa la diferencia 
simétrica A AB. 

DE LOS EJEMPLOS ANTERIORES : 
* Dados los conjuntos A=11;2;3;4;:b; 6;7) 
y B=12;4;6;8), la diferencia simétrica AA B 
será: AA B=(1;3; 65; 7; 8), ya que estos 
elementos pertenecen solo A, solo B y no a ambos. 


* Dados los conjuntos A=[a;e 
B=(a;b;c;d;e), entonces : 


AAB=1i;osu;b;c; d) 
CONJUNTO COMPLEMENTARIO 
Dados los conjuntos A y B, si B es un subconjunto 
de A (BC A) , ala diferencia A -— B se la llama 
conjunto complementario de B respecto a A. 

En este caso , A - B se representa por BÍ 
Graficamente: 


o;uly 


EJEMPLO : 

A= (oca;carro, pato; piedra: gallinaJy 
si 

B=(oca;pato, gallina) 


-A—B=B% = (carro; piedra) 


Cuando el conjunto que se toma como referencia 
para hacer la diferencia es el conjunto universal se 


lama simplemente conjunto complementario. 


U-D expresa el conjunto complementario de D y se 
puede representar por D, D, D”. 
EJEMPLO : 
U =41; 2; 8; di 5;6;7;8;9) el conjunto universal 
Sea AC =10,6;7:8:9) 
A=(1:2:3:4 
Aplicando la definición de complementario como la 
diferencia respecto al conjunto universal se observa 
que: 
* El complementario del conjunto universal es el 
conjunto vacío, 
U=U—-U=ixkEVUAAE UV =p 

* El complementario del conjunto vacío es el 
universal : 4 =p =1xlxEUAXEHI=U 
* El complementario del complementario de un 
conjunto es el mismo conjunto 

(AY =U—(A')=fx/xE UNE ACj=A 
PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES 
(ÁLGEBRA DE CONJUNTOS) 
PROPIEDADES DE La UNIÓN DE CONJUNTOS 


CONMUTATIVA 3 
Dados dos conjuntos cualesquiera A y B, siempre se 
cumple que: AUB=BUA 
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ASOCIATIVA 2 

Dados tres conjuntos cualesquiera , siempre se 

cumple que: (AUB)UC=AU(BUC) 

ELEMENTO NEUTEO : 

La unión del conjunto vacío con cualquier otro 

conjunto A es igual a dicho conjunto A. 

AUP=9UA=A 

Donde ¿es el elemento neutro de la unión de 

conjuntos . 

ABSORBENTE 2 

La unión del conjunto universal con cualquier otro 

conjunto Á es igual al conjunto universal. como: 
ACU=AvU=UVA=U 

IDEMPOTENCIA : 

La unión de un conjunto cualquiera , Á , consigo 

mismo , es siempre el mismo conjunto, A. así : 


AUA=A 
PROPIEDADES DE LA 
INTERSECCIÓN DE CONJUNTOS 


CONMUTATIVA = 

Dados dos conjuntos cualesquiera A y B, siempre se 
cumple que: ANB=BNA 

ASOCIATIVA 3 

Dados tres conjuntos cualesquiera A, B y C, siempre 
se cumple que: (ANB)NC=AN(BNC) 
Gráficamente: 


(ANB)NC=AnN(BAC) 


A BA B 
ES as 


(ANBIC AN(BNO) 
y 

ELEMENTO NEUTHO : 

La intersección del conjunto universal con cualquier 

otro conjunto A es igual a dicho conjunto A .Como : 
ACU=>ANU=UNA=A 

Ues el elemento neutro de la intersección de 

conjuntos. 

¿SORBENTE : 

intersección del conjunto vacío con cualquier otro 

junto A es igual al conjunto vacío. 

ANP=9NA=Y 


IDEMPOTEN: 
La intersección de un conjunto cualquiera A consigo 


mismo es siempre el mismo conjunto A. ANA=A 

PROPIEDADES DE LA UNIÓN y LA 
INTERSECCIÓN DE CONJUNTOS 

DISTKIBUTIVA 2 

Dados tres conjuntos cualesquiera A, B y C, siempre 

se cumple que: AN(BUC)=(AN B)U(ANC) 
Esta es la propiedad distributiva de la intersección 
respecto de la unión. AU(BN C)=(AU B)N(AUC) 
Esta es la propiedad distributiva de la unión respecto 
de la intersección. 

Graficamente: 

* Distributiva de la intersección respecto de la 

unión. 


A (BUC) (A BJUA C) 


* Distributiva de la unión respecto de la 
intersección. 


AU(BNC) (AUB)IN(AUC) 


SIMPLIFICATIVAS O DE ABSORCIÓN 
Dados dos conjuntos cualesquiera A y B, siempre se 
cumple que: 

D(AUBINA=A M(ANBJUA=A 
Graficamente: 


(AUB)INA 


(AN B)UA - 


COMPLEMENTARIA 3 
Dado un conjunto cualquiera A , siempre se cumple 


EA 
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que: AUA'=4 ANA'=G NÚMERO DE ELEMENTOS 
Graficamente: DEL CONJUNTO UNIÓN 


Si A es un conjunto , el número de elementos de A 
se representa por n(A). 
EN GENERAL : 
si A y B son dos conjuntos cualesquiera : 
n(AU B)=n(A)+n(B)—n(A /) B) 


ALA=U ALAS * Sean A, B y C tres conjuntos cualesquiera que se 
LEYES DE MORGAN : representan: ñ 
'Delas propiedades anteriores se pueden deducir las y 5 
siguientes fórmulas que relacionan la unión , la Voy 
intersección y la complementación de conjuntos. COSO, 
Estas se llaman leyes de Morgan y son dos: do) 
D(AUB/=A'NB' 
Gráficamente : Utilizando como apoyo esta representación, se verá 
7] (AUBy e = == 
A Bl A B n(A)>2z0nas| 1 415 7 
0 n(B)->zonas| 2 4 617 
n(C)= zohas| [3 [se 
y AMBOS lu HAL BUC)=nMAJ+n(BJ+n(C)—n(A NB) 
(AUByes la zona sombreada A'm pres la zona más +; (ANC)-n(BNO)+n(ANB/NC) 
TD ANB/=NUE' Peas 
( + <> 
raramente: Y MA) EN(BAMO)<> DA DA DADA A 
an DD Dr Or O+ D 
A B A y *Al sumar n(A)+n(B)+n(C) se cuenta dos veces 
la zona (4), dos veces la zona (5) y dos veces la zona 
(6) y la zona (7) se cuenta tres veces. 
y AUB o n(AN B)<> zonas (4) y (7D) 
(ANBI es la zona sombreadeA? (/ B'es todo la n(AN C)<>zonas (5) y (7) 
zona sombreada n(BN C)<>zonas (6) y D) 
EJEMPLO: n(A)+n(B)+n(C)-n(AN B)-n(BN C)<> 
Sea U=12;4;6;8;10;12;14;16;18; 20) el DAD+ + De O+ O) 


conjunto universal, A =(x € l/ lx es múltiplo de 3) Al restar n(A/NMB)-n(ANC)J—n(B/NC) se 
y B=(x€U íx es múltiplo de 4). Comprobar las — elimina la vez que se habían contado de más las 
leyes de Morgan con A y B. zonas (4), (8), (6) Sin embargo, se resta tres veces 
RESOLUCIÓN : sñE 


;12;18) yB=14;8;512;16;20). 
ORO La zona (2) es ANBNC, luego se ha de sumar 


luego es necesario volverla a sumar. 


B=(2;6:10:14:18) mAnBre). 

(AU B)'=(16:12:18;4:8;16; 20))' = (2510; 14). Par tanto: 

(AU B)=12; 10;14) n(AU BUC)=n(A)+n(B)+n(C)—n(ANB)—-n(AN 
*Por tanto: (AUB)=A'NB'- C)—n(BNC)+MANBNC) 

(AU B)'=((121)'=12;4:6;8;10;14;16;18; 20). IVIERPRETACIÓN DE LAS 


AUB'=12;4;8;10;14;16;20;6; 18) ZONAS DE LOS CONJUNTOS 
=Portanto : (ANBJ=A'UB". Veamos para dos conjuntos : 


Un, y Iv) 
ME ( ) 
Interpretación Interpretación 
+ Prefieren sólo uno de ellos «Prefieren Ay B 
pin di pida pros ida dcambos 

) 

A, B 

In 

«Prefieren Ao B 

+ Les gusta Ao B 


VEAMOS PARA TRES CONJUNTOS 


11) 
A —E. A B 
YX 
A A 


Interpretación Interpretación 
» Prefieren A = Prefieren sólo A 
» Gustan de A » Gustan sólo de A 


TD 


A Pe W-», 
ES 
ln (o 


Interpretación! |. EN p Interpretación 
-Prefiren oólelunó dels » Prefieren A y B 
+ Gustan de un sólo producto. Gustan de A y B 
BA 1VL— B 


Cc 
Interpretación 
« Prefieren nólo dos de ellos 


¡+Guátan sólo de 2 productos leche son: 16 +x =18 


Interpretación 
«Prefieren sólo dos de ellos 


«Prefieren A y B pero no C 
* Gustan de A y Bperono €. Gustan sólo de 2 productos 
A vi Ba Vin) B 
S (3 
Interpretación Interpretación 
«Prefieren los 3 productos. Prefieren AoBoC 
cante BYE » Gustan de Ao Bo C 


EJEMPLO 1: 
Se ha realizado una encuesta sobre la preferencia 
en el desayuno a 30 personas , de los cuales se 
obtuvo lo siguiente : 

+= 16 de ellos les gusta solo leche en el desayuno. 

» Delos que prefieren solo café , son en cantidad 
igual a los que no prefieren ni café , ni leche , de los 
cuales son 6 . 

1) ¿Cuántas personas les gusta para el desayuno café 
con leche? 

1) ¿Cuántas personas les gusta para el desayuno 
café o leche? 

1) ¿Cuántas personas les gusta en el desayuno, 
leche? 

RESOLUCION : 

*Veamos el esquema , considerando que solo 
tenemos dos conjuntos : 


*como todas las zonas deben sumar nuestro 
universo (30), entonces: 

16+x+6+6=30 >x=3 
*Respondiendo a las preguntas : 
1) Las personas que prefieren café con leche Para el 
desayuno son: *=3 A 
11) Las personas que prefieren café o tech pan 
desayuno son : 16 +x + 6=24 É 
111) Las personas que prefieren y para bs e 
a 
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EJEMPLO 2: 


Un empresa de cosméticos ha lanzado al mercado 
dos productos A“y B. De los cuales pasado un mes 
» ha contratado una empresa encuestadora para 
determinar la preferencia sobre sus productos A yB. 
Se selecciona a 100 personas entre señoritas y 
señoras para dar su preferencia sobre los productos 
mencionados , obteniendose los siguientes 
resultados * 

+ 60 de ellos prefieren el producto A 


+ 60 de ellos gustan del producto B 
+ Ademas 20 prefieren sólo el producto A 


¿cuál de los productos tuvo más impacto en las 
damas y cuántas de ellas no prefieren ninguno de 
los productos lanzados al mercado ? 


RESOLUCION : 


*El producto que tuvo más impacto en las damas esA, 
*De las que no prefieren ninguno de estos productos 
son 30. h 
EJEMPLO 3 : 

De un grupo de 200 personas , se les há preguntado 
sobre la preferencia sobre dos. medios de 
comunicación A y B.. 180 prefieren A , 160 prefieren 
el medio B , además 120 prefieren sólo uno de ellos. 
¿Cuántos prefieren sólo A?, sabiendo que de las 200 
personas al menos uno de ellos prefiere un medio de 
comunicación . 

RESOLUCIÓN: : 

*Este último dato es importante , significa que no 
hay personas qué no les gusta ninguno de los medios 
AoB,es decir: 


(AUB) =$ >n(AUB)= 200 
[200 
B(150) 


A(130) 


Y) 


*dato: x+z= 120 
*pero:x +y+z=200 > y=80 
*de lo que se puede observar en el gráfico. 


:200, 
B(150)| 


¡A(130) 


50 (80, 70 


0 


*Los que prefieren solo A son 50 
EJEMPLO 4 : 


Se ha hecho una encuesta a un grupo de 48 jóvenes 
sobre sus preferencias respecto a tres deportes : 
fútbol , baloncesto y tenis. Los resultados han sido: 
a 24 les gusta el fútbol, a 20 el baloncesto y a 16 el 
tenis . De ellos , a 12 les gusta el fútbol y el 
baloncesto , a 9 el baloncesto y el tenis , a 11 el 
fútbol y el tenis y a 7 los tres deportes . Caleule : 
D el número de jóvenes a los que les gusta al menos 
uno de los tres deportes y el de los que no les gusta 
ninguno. 
11) El número de jóvenes a los que les gusta un sólo 
deporte. 
HI) El número de jóvenes a los que les gusta 
exactamente 2 de los deportes. 

[48] 


RESOLUCIÓN : 


*Notemos del gráfico : 
RAFABONT)=7 ; niPMB)=12 
n(BNT)=9 ; n(FNT)=11 


*Lo cual se muestra en el gráfico ; a continuación 
rellenemos las zonas que nos faltan. 


*Respondiendo a las preguntas : 
D Notar que al preguntarnos al menos uno de los 3 


68% 


. Unión interseciórn 
Conmutativa | AUB=BUA ANB=BNA 
Asociativa | AU(BUC)=(AUBJUC ANIBNC)=(ANBINC 
Elemento Neutro | AUY=YUA=A ANU=UNA=A 
P *  Absorbente | AUU=UVA=U ANPH=9NA=04 
Idempotente | AUA=A ANA=A 


deportes , puede ser que les guste un deporte o lea 

guste 2. deportes e inclusive los 3 deportes , es por 

eso que nos están pidiendo n(AU BUC)=35 , de 

los que no les gusta ninguno son 13 . 

1) A los que les gusta un solo deporte son 
8+6+3=17 

111) A. los jóvenes que les gusta exactamente 2 de 

los deportes son: 4+5+2=11 

EJEMPLO 1: 

De un grupo de 100 personas entre hombres y 

mujeres , se notó en cierto instante que 20 

hombres están bailando y 30 mujeres no bailan , 

además de las mujeres que bailan algunas bailan 

solas. Determine cuántos caballeros asistieron a 

la reunión , si de las mujeres que bailan son en 

cantidad igual a los hombres que bailan. 


RESOLUCIÓN + 
E 
ORO) Bailan 

JO | O No bailan 


*Notemos que significa cada una de las zonas ahí 
descritas: 


La zona (]) significa , Hombres que bailan. 

La zona (2) significa , Mujeres que bailan. 

E significa , Hombres que no bailan. 
gnifica, Mujeres que no bailan. 
fa 


Distributiva | AU(BNC)=(AUB)IN(AUC) | AN(BUC)=(ANBJUIANC) 
absorción |(AUB)INA=A (ANBJUA=A 
Complementaria | AUA'=U ANA'=4 
(AUB)=A'NB' (ANBI=A'UB' 


*Reemplazando los datos del problema tenemos: 
Bailan 


Bq|M 
20|x% 
x |30  Nobailan 


*como asistieron 100 personas , entonces 

20 +x +x +80 =100 +x =25 
*por lo tanto los hombres que asistieron son ; 

20+x=45 

EJEMPLO 2: 
De un aula de clase de los cuales los alumnos perte- 
necen a las carreras de física o matemáticas, se ha 
notado lo siguiente : Los varones exceden en 4 a las 
señoritas; en la carrera de matemáticas los varo- 
nes exceden en 6 a las señoritas. Sabiendo que hay 
10 señoritas que estudian física, y 22 varones en 
total. ¿Cuántos alumnos hay en el aula de clase? 
RESOLUCIÓN : 


H(22) | M(18) 


Matemáticas 
Física 


*Del dato, se tiene 22 varones en total y como ellos 
exceden en 4 a las señoritas, entonces hay 18 
señoritas, también en matemáticas los yarones 
exceden en 5 a las señoritas y como hay 10 señoritas, 
esto implica que hay 16 varones . Por lo tanto e 


número de alumnos en la clas: > E 


15+7+10+8=40 


=> 
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PROBLENISIRESUELTOS, 


PROBLEMA 1: 
Usando. “leyes lógicas : simplificar la siguiente 


mula lógica: 

Eee lero ge lap) 

AJe  Blg C)pAhg  Dipvg Elp+q 
RESOLUCIÓN: 

* Recuerde que: 


poq=(epva)la(pvog)=p0q 
* Luego: 
<(p>3)0- (q P)=(p 9) + (q > P) 
pvq)+(=qv p) 
(eva via v pala eva) (9 v e) 
¡par q) (a qv pal eva) v(an- p)] 
(en q)v a) v plal= pvlavian > PJ] 
=ll-a)v ral P)va] 
=(4>P)MP>9)= pq 


PROBLEMA 2: 
Expresar la siguiente proposición: (PA q)v (rv 8) 
en otra equivalente donde se use los conectivo; 
ty” 
Al (porq) +10) Bop >q)>(=r+.) 
q>o(r.8)  Dlpo=q)>+(=r>ws) 
PS) Fr) 
RESOLUCIÓN: 
* Teniendo en cuenta que: p +9 ="pvq 
* Se tiene: 
(paq)v(rvs)= (> pv o q)v (rv) 
o =(epvoq)>(rvas) 
“(p>rgo(ar>. 
( RPTA : “D” 
PROBLEMA 3: 

Usimplifear la siguiente proposición compuesta: 
bs iS allen) PI] se obtiene: 
Ap Big  C/V 
RESOLUCIÓN: 

+ Lo equivalente, será: 
a[=poo(e av lea er P] 
=[-p>(pr= 9) v [le a p)v(p9) >] 


DF E)J= q 


=[pv(p a-q)lv|(Ev(p50)>p|=ielv[(pva)= p] 


an 
*Pues: pv(pa=q)j=p 
=pv[(pr9)v pl=pv[(- PY 9)v p] 
=pv[V v- aq]; pues — pv p=V=py[V]=V 
RPTA : “0” 
PROBLEMA 4: 


Usando las leyes lógicas simplificar la pas 
fórmula lógica: 


[Casar lvleo a) 
AJp aq B)pvq C)=(pA9)D)=pvq EJp yq 
RESOLUCIÓN: 

* Lo equivalente, será: 
= [(»>g)a (a > p)]v(p >= 9) 
=[(> pva)a (av pr) vle rv 9) 
alle pve)n(av= p)v(>p vq) 
=[(>png)v(=p v- 9) 
=[(-Pr9)v > p]v(- a) 
=[= plv(>9q)==pv qa (p9) 


PROBLEMA 5: 
Usando las leyes Jógicas simplificar la siguiente 
fórmula lógica: (pq) a[(a >= P)v (a == r]] 
AJpaq B)=pv=q C)pv=r Digvr El=qvor 
RESOLUCIÓN: 
* Lo equivalente será: 

(pr aallea vo plvle a vo)] 
* Como: m A[m vn] = mm, se tiene: 


= (=p vo gal[(p vo av (oa y r)] 


a(u pv q) 
RPTA : “B” 

PROBLEMA 6: 
Usando. 1 leyes lógicas simplificar la siguien! ente 
fórmula lógica: 

allerñtavorjdlas =p)v e) 
AV BP Cp Dgo Er 
RESOLUCIÓN: 


* Lo equivalente, serás 
=([- pa(avr)]al> pralv(= pa=r)) 


AURAFTDITITIAN Fees) 


o ([=pr(av =—r)Ja[= pr (av =r))) 
2 (mám)j=o (Fj a V 

RPTA: “A” 
PROBLEMA 7: 
Usando las leyes lógicas simplificar la siguiente 
fórmula lógica; 
(lero velalipas) vt + «view q)n(pvg)] 
Ap  Bja Cipng Dipvg  El=p 
RESOLUCIÓN: 


* Lo equivalente, será: 
= ([p][(259)]v(» + a) v| pv(-a59) 
F 
P 


=(pa[(pa9)v(» o 9) vr =P 
* Pues: (man)v mm 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 8: 
Al simplificar la siguiente proposición compuesta: 
[poto le (ar=mlalon(a>)) 
se obtiene: 


Ap Big Cjr DIV EJR 
RESOLUCIÓN: 
* Nótese que: 


po(garr)s po (=qvr) 
por (q>r)=s pro (q er) 
a=[pa(q>r)] 
* Luego lo equivalente a la expresión dada será: 


[pe (a vo al [ru =p)ateat0-0)] 


=[po(avor)ntatatj=l Jnr=F 

, RPTA : 
PROBLEMA 9: 
Al simplificar la siguiente proposición compuesta: 
r(l(2a>- par (=p >= 9)]v(p>=9)) se 
obtiene: 
Alpng Blpvq Cis(pnrg) Di-pva 
RESOLUCIÓN: 
* Lo equivalente, será: 
[la vo parle va) ver) 
lla y rv (a rra) lvt=» va) 
alía y pda rra (ep 9) 


“gr 


PEDIA 2012 


(le SE v=q)) 
*Pues: (q V =p) Yp="p 
=> ((-prq)v > plv= q) 
mola parla q)=prq 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 10: 
Si A es un operador lógico definido por: > 
ptg=[pv((r> pa e)látanto: a za , 
Entonces pitq es equivalente a: 
AJp Bla  C)jpng DJ=p Era 
RESOLUCIÓN: 
* Dado que: 
pea=[pv ((r >p)a oferto en ») 
E 
> pta=[pv((e rv p)a p)) a F 
> pita=[pv(p))a F=p AF >pitg=p 
RPTA : 


“pr 
PROBLEMA 11: 

Si Í es un conectivo lógico definido mediante: 
pia=(pva)aí> (pe q) v(p.+ q)) en entonces 
al simplificar la siguiente fórmula lógica; 
(Lev it(prq)]i> a) alg a(» y q)) se obtienes 
Alpng  B)pvq Cp D)Jp>4g 
RESOLUCIÓN: 


*Como:p3q= (pva)r (> (p + a) v (e + a) 
*Entonces:p]q=pvq 

“Luego: ([(»va)3(pn9)]1> 9) (ar (ova) 
«[(pva)v(pra)lv= 2) ra =((pva)v= a) ra 


(ova vapor png 


v 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 12: 


Se definen los operadores Jógicos OY! 


mediante; 
Sd 


P:9= Pg 
((-9)0 P)*((>P)0(9)) seobtiene: TE / 


entonces simplifear l 
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Alp Bla Cjpaq  Dipvq EN 

RESOLUCIÓN: 

* De: PpU=porq=q>p 
pPOq==pAq 

* Luego: 

(005) (ro): [> (2er 

=(anp)*(prg)=(pr9)>(95 P) 

a (pag)v(ar p)= (> pvo 9)v(ga p) 


east] 
a 


== pv[=qv plus pv(p v-q) 
(py p)vq=Vv=quV 
> 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 13: 
siguiente — fórmula lógica: 


gr) indiqueel valor de verdad 


RESOLUCIÓN: ) 

*De: S:(r>p)e (=q>r) > 

D pes V yq es V CY 
Sa(r>V)o(F>r)>8% (V)6 (V)=V 
=>8S siempre es V, para cualquier valor de r 


us» (FALSA) 


mr es F y S es F, se tien: 

(P> p) er (aq > FISF(V) o (> 9 >F)uF 

* Entonces qu V=>FauF 

“Entonces « q = V; q es F.. 

II) r esV y p es F, se tiene: 
Se(V>F)o(=q>V) 

> 8 (E) € (V)=Fevano 


(VERDADERO) 


«o (FALSA) 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 14: 


RESOLUCIÓN: 

* Como: (p a = q) >(r >t) es F 

* Entonces: pAq es Vy r—+tes F 

* Luego: p es V; q es F; res V y tes F 

D(rot)jvors(V e FI F =(F)vF=F 

Dire pr tvr)]v (1) [(0 e 0)(F y VI VI] 
=[VMa(V)]v Y = Y 

MD) (> pri tm (F > Viv V a (V)v V mV 

RPTA : “D” 


PROBLEMA 15: 


RESOLUCIÓ. 
* Como: p > (q > r) es FP 
* Entonces: p es Vy q —r es F 


¡ * Luego: p es V; q es V y res F q e (p >8) es F 


»De donde: p > E es F y como p es V entonces Fes F. 
* Ahora: 
Dotar >)=V MF >) V a(V)a V 
Maviorou)eVv(or eu) V 
ID) t > (sbr) a F -> (sAr)= V 

RPTA : “A” 


PROBLEMA 16: 


VVV_ B)FEF 
RESOL UCIÓ 

* Como: pbq es V, Aux > y es V 

Luego: p y q tienen valores opuestos: 
ax>yaxv y es V 

* Ahora: 


Dz >+- pv q pues uno de ellos es Y m2 -» V mV 
v 


ID) pq es V 

* Pues p y —- q tienen el mismo valor 

We xn e y) > Emo (xv y) > ta (V)>t=F 
>1t=V 


RPTA : “A” 


RESOLUCIÓN: 

* Como: 10 >" 8 es falsa 

* Entonces: 10 es falso 18 es verdadera 

* Además: (p>" r) <> (8 +> 10) es verdadera 
* Luego como: g 1 es falso 

* Entonces: (p »-- r) es falso 

* De donde: p es V y r es V 

* Ahora: 

Dup>(qof) F>( )esverdadero 


ID(r>"8)>(qvi) Y >F 


F>(_) es verdadero 
TI)(w > 3) <> (p vt) 


E E 
V e Vesverdadero 


PROBLEMA 18: 


RESOLUCIÓN: 

* Como: (r vs) > [| 
; 

* Entonces: y Y g 6: 


> (pao q)] es F 
lera y (p 8) > esfalsa 


es verdadera y PA > q es falsa 
/ q es V; a es Fs r es V 


II 


RPTA : “C? 


RESOLUCIÓN: 
* Como: (pa q) >(—8 > r) es falsa 
* Entonces: (p a q)es verdadero y (8 -» r) esfalsa 
* De donde: p es V; q es V; 8 es F; r es F 
* Ahora: 
D[=r>(-a>]v[p>(-218)] 
F>  (V) vi(_ Jes verdadero 

MWMilav(e>1t)]>uprílo sar) 

llave 213 atonr) 


() a F es falso 
ID(P>4):p > 3) 
med 
VeF 
() A F esfalso 
, RPTA : “A” 
PROBLEMA 20: 


RESOLUCIÓN: 

* Como: (=p >r)> pes falsa 

* Entonces: (-- p —>r) es verdadera y p es falsa, 

* Como: 2 B->" entonces r es verdadera 
va Y, 


* Luego: 
Dis par) >[=r a(p > r)] es falsa 
LV PI CEAY 
Vos F 
1) pa [(r oe par] F 
IDlpvs=rj>r  () 
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- PROBLEMA 21: 


Si la proposición: “No es cierto que , estudiemos y 
no aprobemos” es verdadera , entonces podemos 
afirmar: 
A) Aprobamos y no estudiamos 
B) Estudiamos o aprobamos 
C) Estudiamos o no aprobamos 
D) Aprobamos o no estudiamos 
E) Estadiamos y aprobamus 
RESOLUCIÓN: 
* Sea: p: estudiemos q: aprobemos, entonces; “No 
es cierto que, estudiemos y no aprobemos'” 
ar (pa r-q) es verdadera 
* Entonces: —— p y (“> q) es verdadera 
* Entonces: qv--p es verdadera, es decir: 
“aprobamos o no estudiamos”. 

RPTA ; “D” 
PROBLEMA 22: 
Si * es un número entero y f es una expresión 
definida por f,,)=2x*+3x tal que: 

e V,si fi, es par 
6174, si f,, es impar 

Entonces al simplificar la siguiente proposición: 
AAN SA A 
Se obtiene: 
Up  Bj=p CIV 
RESOLUCIÓN: 
* Para eZ: fi=2x"4+3x fiy=(2x343)x A como 
2x+3 es impar 


el 


* Por lo que: 


DF 


par, si x es par 
impar, si x es impar 


ff sio par 
* Luego: 1714, al « esimpar 


[fi vRoJ8[£-0 5 fa] 


YyF EnAV 
v A Fs=sV 
fo 8 fo 
“Entonces: VA F=V 
(to Vf 0 [hi1 1) > [£ó Jue pvg) 
(y > V) y (=pvg) 
v v (=pvq) 
Venccanrsor (verdadero) 


RPTA: “C” 


PROBLEMA 23: 
Si 7 es un operador lógico definido mediante la 
siguiente tabla: 


Entonces al simplificar la proposición: 
[pO(+ p11q)0g], se obtiene: 

AF BJV  Cjp D)g EJpAg 
RESOLUCIÓN: 

* De: 


* Se nota que: pg == (q >p)=q Ap 
* Luego: [p0(+ p0q)0g = [p0(q a p)09 
=[(q a p)a - pl0q =[9rtpr o pJ0g 
[gn(FJO =FOqaF)=qaV =q 
RPTA: 


p" 
PROBLEMA 24: 

Si * es un operador lógico definido mediante la tabla 
adjunta tal que (s*£)*(1*8) es verdadero: 


FOF| 


Entonces la proposición: (art), es: 


de 


A) Verdadera B)Falsa C)e D)sAt 

RESOLUCIÓN: 

* Análogamente al problema anterior: 
pas la> pq p 

* Luego: 

(8 *t)* (E*9) =(t a 8)*(s rt) 
s(santlac(tara)=(s a t)n(otvs) 
sano tr(tvs)=s río t)s (a >t)0s V 
* Entonces: a tes F 
* Luego: S es V y £es F 

(star (tan sativa =t> 8 es V 


Cana HZNE RA 


* Finalmente: (8 *1) es V 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 25: 

Se define el operador lógico 4 según la siguiente 

abla de verdad: 


, pq 
. vv| F 
e "VOR v 
FYV F 

FOF| F 


Entonces al simplificar la siguiente fórmula lógica; 
(pg) [(> q v Pp) Hp > 9)] se obtiene 
Alp>g9 B)JV C)JF  Di=p Elqvp 
RESOLUCIÓN: 
* Dela tabla de verdad se nota que: 
(Hp) (pq) (a pvq)hu parque qap 
* Luego: 
(pg [O qv próttp > q)]= 

=(= paglél(= q v p)é(= pvq)] 

=(— pago gv pato pvq)] 

=(= paqlallga = p)n(= pvq)] 


or jenteanteo 0) 
mn 
=(pve=q)n(g a p) 
“(pv=ghc(pvoqg)l=manmaF 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 26: 


Bi * es un operador lógico definido mediante la 
siguente tabla de verdad: 


Palo * q 
vVv| F 
X AL F 
” FV| F 
FOF| v 


Entonces al simplificar la proposición: 
(P*g)*(q* p), se obtiene: 

[U=p5q Bjpvaq C)JpAq DJpA + q E)= pA=q 
RESOLUCIÓN: 

* De: 


* Se nota que: p*g==(pvq)== pag 


* También nótese que: p*q=g*par*re=r 
* Luego: (p* q)*(q*p)= (p*q)*(p*q) 
=(p*q)ar[- (pvq)l=pvq 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 27: 
Con' respecto al conjunto: B=(1;2;054:(0)) 'sa 
definen las siguientes proposiciones: , 
12eB IVK(0)) <B VID($) e B 
IN9)<B  VIHSB VIID(0;(0)) e B 
UD(DeB VD (():2;0)<B 
Entonces el número de proposiciones verdaderas es: 


A)J3—BJ4 C)5 DG E)7 
RESOLUCIÓN: 


* Tenga en cuenta que; x e A > (x) A 
* Para: B=(1;2;0;4;(0)) 


1) 26€ Bu. 
MpeB>($) < B 'ERDADERA) 
1M1eB>(YcB>(1) € B. (VERDADERA) 
IV) 10) e B > ((0)) € Boa... 


V) $ B, Y conjunto Bana» 
VI) ((1):250)5B pues (13 WB .. 
VII) $ € B, pero( $ 8B ... 
VIII) 0 € Ba[0) € B > ( 


:(0)) =B. 
* Entonces hay 6 verdaderas 
RPTA: “C” 

PROBLEMA 28: 
SiAes un conjunto definido por A=(a; 4; (9):[a)), 
entonces indicar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

p:pcAn[peArfajeA] 

a: [ió An) Arfaj ca] 

r: (la)) cAn[a e (aja (a) e ((a))] 
A) VVV B)VEV C)FEF. D)VVF  EJVEF 
RESOLUCIÓN: 


* De lo dado; 
Decarlecantelca) 
Va Moa Vin v 


* Luego, p es verdadera. 
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a) [inca-jinica)oirca 
AA PA 
(VaV) A VmV 
“Pues $e A, ($) EA, acA 
* Luego, q es verdadera 


1D) ((ajjcA ole e(a)r(aje tc] 


A O LA 
* Pues, (a) e A evidente 
* Luego, r es verdadero 
RPTA: 


PROBLEMA 20: 

Sean A y B dos conjuntos definidos por 
A=((B):4:10)) y B=[(4)5(4):4). Con respecto 
a los conjuntos A y B- se definen las siguientes 
afirmaciones: 


DIS(ANB)  ID((BJ)CA Ip B 


IVJA e [A;(B)) V)ADB=4 


Entonces el número de afirmaciones falsas son: 
EJ5. ¿ 


AJ1 > BJ2  CI3 
RESOLUCIÓN: 
* De lo dado: 

Dic AneBrpe AB aa 
IM) (Be A>((B)) c A 
TIM) p< Bo. 
IV) A e [A;(B)) (es claro esto) 
VIA B=((9)) + fu... 

* Entonces hay 3 falsas 


D)4 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 30: 
, 


Si A=(aeZ/a*+1a=6a*) y 


B=(a e Alexiste por lo menos un be Z tal quea=6*) 


entonces la suma de elementos del conjunto 
(ABI (BA) es: 
AJ-1> BJO CI 
RESOLUCIÓN: 
“De: a%+4a—5a*=0 > ala? - Da? -4)=0 
¡a=-1;a=2;a=-2 


DJ2. EJ-2 


> a=0;0 


* Luego: A=(-2;-1:0;1;2) 


* Ahora: B=Ía e A/3be Z:a=b*) 
* Es decir a e A/a es cuadrado perfecto > B=(0; 1) 
* Como Bc A > B-A=4, entonces: 


(A-B)U(B-A)=(A — B)u4=A —B=(-2-1:2) 
* Luego la suma es: - 2-1+2=-1 


RPTA: 
PROBLEMA 31: 
Sean A, B y C subconjuntos no vacios de un universo 
U. Determine el valor de verdad de cada una de las 
afirmaciones siguientes: 


I)Si¡ANC=BNC, entonces A =B. 

11) Si A=B, entonces ANC=B AC 

TI) SiA (AC UB), entonces Ac (BUC) 
AJVVV B)VEV  C)FFV D)FVY E)FFF 
RESOLUCIÓN: 


DSi ANC=BNC >(noimplica)A=B 

* Por ejemplo: A=(1;2;3;4), B=(2;3;4) 

a C=(3;4;6) + An C=(3;4) y BC=(3;4), es 

decir: AAC=BNC 

“Pero: Ar Boa. 

TM) Recordemos dos propiedades: 

*A=Bow+AcBABCA 

*Si: ACB>ANCCBAC, VC 

A=B>ACBABCA 

> V C conjunto: ANCEBACABACCANC 

>AnNC=BAC . (VERDADERA) 

IIMSi: ACÍAC OB) + como ASAS, se tiene A E B 

> AC(BUO), V conjunto € sum. VERDADERA) 
RPTA : “D” 


punenenenens! (FALSO) 


PROBLEMA 32: 

Sean A', B y C conjuntos no vacios dl 4 ar 

U. Si xe A-(Buc"), determine el val qt] 

verdad de cada una de las afirmaciones siguientes: 
DxeB I)xeAUB IM)=c(ANBJ-B. 


AJERV _BJEVV  O)VVV DJEVE — EJERR 
RESOLUCIÓN: 


=SixeA-(Buc”) 
>x=eAnzelBuc”) 
>xeAnnlzeBuc”) 


>xcAnvlxeBvxec”) 


CANAZIZNERESA 


—JES(073 ) 


> xeArclzeBlvolrec”) 
> xreAnzeBrzec” 
DxgB.. 
MxeA>xc Au 
HI) Como ANBCB>(ANB)-B=4 
> xe(An B)-B siginifica x e 4, lo cual esfalso, 
puesx e A(A > 4) .. (FALSA) 
RPTA: 


«p” 
PROBLEMA 33: 

Sean A y B dos subconjuntos no vacíos de un 
universo U.Si (A-B)V(B-A)=AUB, entonces 
de las siguientes afirmaciones; 
DA=A-B I)B=B-A 
IVIBCAS VNAVB)C(AOB)S 
Es (con) falsa(e): 

A) Sólo V B) Sólo IV 
DJ Ly HL. E)IVyV 
RESOLUCIÓN: 

* Recuerde que: AAB(A— B)U(B-A) 

Si: (A-B)U(B-AJAUB > AAB=AUB 

* Pero: AAB=(AUB)-(ANB)>ANB=$>AAB 
son disjuntos 


UDANB+4 


C) Sólo HI 


DA=ANBC, pues A c B” por ser A y B disjuntos 
>ASA-B ... .. (VERDADERA) 

1)De modo análogo: 
IDANB= 


IV) Como An B sondisjuntos > Bc AS 

asiz=: (VERDADERA) 
V) Recuerde quesi: ACCABCD 
=> AUBCCUD, por lo que: 
*Como ACBCABCA" >AUBCBCUAS 


> AUBCIAGB)-- ... (VERDADERA) 
A 


PROBLEMA 34: 


E son tres conjuntos del universo U que 
las sigui tes. ct 


at Bo 
RESOLUCIÓN: 


p: (BC GA C>ACB)laBoAn - 
[o (B Ad (ACB ABRA 
=[ACB>B" CAC] ABLZA 


c)3 


DJ2 


* Pues: P>39="9>WPp 

* Pero: AcB>B“ AS es verdadero 
* Luego: BA q:SixeC>xeB 
SixeCorxreBl>CCB" 


> BOC=faa.. ...(B.A.C son disjuntos) 
* Ahora: 
DBAJACB.. (FALSA) 


IDBAC=4>CaB; O puede ocurrir que: 


SAS: 


* Es decir C puede o no ser subconjunto de 
AUB-. (FALSA) 


111) C también puede o no se subconjuntos de AMB. 


IV) Como BZA—=>Az=B 


PROBLEMA 35: 
Considere los conjuntos: 


A=(4:8, E=(0:4), C=((8):0) 
determinar el valor de: verdad de las 
proposiciones: 


AMB =C=B mb LE 
A) VVY BJFVV C)FFV DJFEF E) VEF 
RESOLUCIÓN: 
1) Como: $+ (8) > BC 
* Luego: p es falsa... 


(FALSA) 
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1) AQ B=($) nC-B=[(4)) + ANB+C-B 
* Luego, q es falsa .. (FALSA) 
TI) B-C=19) +46 


* Luego, r es fals: 


PROBLEMA 36: 

SIA, B y C sort tres conjuntos definidos por: 
A=lét15:((01) :8=((2)55) 5 0=t(+)) 

Entonces al simplificar: 

[(44D)u(44 B)]-[(Du B)A A] se obtienes 


AB Blíxi  C)JA  DM6) El 

RESOLUCIÓN: 

*Como: A>D > AAD=A- D=(g; ((x))) 
AMB=(6(())) o ()=[6:=:((x))) 
DcB>DuB=B 

* Luego: 


[ey-c409) -(0 02904] = 


= [4aB]  -  [Ba4]= 
= (AB) -  (AMB)=4 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 37: 


Determine el valor de verdad de las siguientes 
afirmaciones: 


ICA-B)N(A-C)=A-(BNC) 

IN(A=C)U(B-C)=(AuB)-C 

TIA N(B-C)=(ANB)-(ANC) 
A)FVF B)FVV C)VFV  D)EFF E)VVF 
RESOLUCIÓN: 
D(a-Br(a-C)=lan BO nlan co) 
(BUON = A-(BUC). cris (FALSA) 
IN(A-C)O(B-C)= [ANC (BCO) 
=(AUBIAC =(AU B)-C. (VERDADERA) 
IMAN(B-C)= AN (BAC) =(ARBINCO 


canas Jofianmnce] 

$ 

=[(A0B)N A] [AN BACA] 

“(AN BOAT UC] =(ANB)IMANCI 


=(ANB)-(ANC).. .. (VERDADERA) 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 38: 
Si A, B y C son tres conjuntos que satisfacen las 
siguientes condiciones: 
CAB=B 
ADB=A 
(4LB) (ALC) 
(ANB)c(ANC) 
Entonces la afirmación correcta es: 
AJBGA BJCCA C)CB DJANC=B EJB<C 
RESOLUCIÓN: 
*CAB=B>Bc<CABUO=C 
*ANB=A>ACBAAUB=B 
* Luego: AcBABCCO>ACC 
* (AUB)E(AUC)>B € C...w.... (VERDADERO) 
* (ADQB)C(ANCI>AC Avui (VERDADERO) 


* Entonces: BcC E 


PROBLEMA 309: 
Sean A y B subconjuntos del universo Uy BA, 
entonces al simplificar la expresión: 
[armutavo] jara Jota” - anta? -a)] 
Se obtiene: 

AJA BB CU 
RESOLUCIÓN: 
* De: ACUABCUABCA 


[(AnaJu(Buu”)]a[(a añJa(8na)]o 
o[(4*-a)n(e*-B)=[(8)0(808)]o 
o[(A-B)a(B)]o(AU BJ 

* Pues: AC-A=AC A AC=AS =[BuB]o 
O[(A-B)uB]MANB) 

* Pues: (A—B)N B=4 

=[B]o[AJo(A" = BO(ANA?)=Bn4=4 

$ 


D)Jó EJAS 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 40: 


Si A-B=(A0B)O(AUC)” entonces a 
simplificar la siguiente operación: xl 
(ano Jue ularu a lliatrvo 


se obtiene: 


AJA BIJBWC CIC DB EJCS 
RESOLUCIÓN: 
* De: 


CAL AEIEREA 


MEs7 13 TN CICLOPEDIA 2012) 


A- BAD BI MALO (AN BIO (AC CC) 


elegancia 10-42 ACB 
$ 

*De donde: ANB“=4 

* Luego: 

(unmvorJulevtas ui omvo z 


«anrerce)|ooaoan]amvo 
3 


e 
m(puC)IN(BUC)=CA(BuC)=C, pues O c(BUC) 
RPTA : “0” 
PROBLEMA 41: 
SIA, B,D, E, MyX son subconjuntos del conjunto 
universal U tal que Ar B=X, entonces simplificar: 


[aruno” v(M Ou El una 
[EspomJolaA-B") 


seobtiene: - 
AJX UM B)XC OIMUD) C)J4 DJX ENXC-D)UM 
RESOLUCIÓN: 
* Considerando: (MA END)" = MOVES UD 
* Luego: 

EE de o (ESDAM) 
[ac unolme ve AN A 
| 


e 
[AB AMNEND) 19 a 


» Pues: A-BUAM(BO) =ANB 

"(AOBJ MODA ANEADAM)] 

=(ANB)JUlr "Y I=(AnB)Ug¿= AN B=x 
RPTA : “D” 

PROBLEMA 42: 

Si A, B, D son tres conjuntos contenidos en el 

conjunto universal, entonces al simplificar: 


[as uB)n(B uD)|- (An D)) n(D*-B) 


NA BB CIC  DJANC El 
RESOLUCIÓN: 
*De: 


([(42ua)a(2un)]- (40D) o (o*-a) 


TI A) 
O CIO) UI 


=[(ADB) AA A [ACE | 
$ 


=[ lo4=4 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 43: 
Indicar el valor de las siguientes proposiciones: 
p: Si A=(1:4:(6)) y B=(16)+((6))] entonces 
PA) O POB =( 65 (10) 
q: Si A=(1:4;(4)) entonceseln[P(A)]=9 
r: Si A=(1:(2):(1,2)) y B=((9:2:(2:D). 
entonces ((1);2) c (An B) 
A) VFF B)VVV C)VVF D)VFV E)FFF 
RESOLUCIÓN: 
* Sea: 
16)=a; ((6))=b >A=(1:6;:a) n B=(a;b) 
Pa=l0:(D:10):(0):(1:8) :(1:a):(0;a);:A) 
:(a):(0):B) > Pa O Pa=(6:(a)) 
Pa) Pare 03) 
Luego, p es VERDADERA 
* A=(1:9:(6)) > n(A)=3 > n(P(A))=2""=2*=8 
Luego, q es FALSA 
*A0B=((1:2)) >((8):2) e (An B)....w.. (FALSA) 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 44: 

Inidicar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

p: Si(ANB)cC,entonces AcC y Bcc 

q: SiAS BC, entonces Ac B 

r: SIAM B=p,entonces P(A) O P(B)+p$ * 

A) VVV. B)VEF C)FVF D)VFV E)FFV 
RESOLUCIÓN: 

1D) Si (An B)<C, entonces puede ser que: 


A B 
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*De donde AzCrBaC 

Luego, p es FALSA 

I)Si: APCBC> (re Al +>x6 BC) 
>lxcAr>xe B)>(xeB>xe A) 

* Pues: p>q=2G>V p 

>BCcA /A  Bno es correcto) 
Luego, y es FALSA 

TI) Si: ANB=4 ng AnpEB 


> P(AJ=!( ¿Aja PB)=(4; «5 B) 
* Dedonde: P(A) O P(B)=(8) + 4 
Luego, r es VERDADERA 

RPTA : “E” 


PROBLEMA 45: 


Si el conjunto B + $, entonces cual de las siguientes 
proposiciones son verdaderas: 

Pp: P(p)-$=4 

q: P(B)-(B) =p 

r: P(B)O(B)=P(B) 
Alpya B)jpyr C)jqyr  DjSólop Elp,qyr 
RESOLUCIÓN: 
DV Aconjunto: A-4=A > P(6)-$=P(9) + p 
Luego, p es FALSA 
1) Siendo: 
B+f BcB> Be P(B) 4 e P(B) > P(B)-AB) + $ 
Luego, q es VERDADERA 
111) Como: 

BeP(B) >18B) c P(B) + P(B)O(B)=P(B) 

Luego, r es VERDADERA 


PROBLEMA 406: 

Sean A y B dos conjuntos definidos ps 
Az(a;lb);(a;b))  B=(laj;b;(b;a)] 
Indicar el valor de verdad de las siguientes 

proposiciones: 
p: la) P(A) > $ e P(A) 
pila) < P(A) >$ € PA) 
r: la);b) C(ANB) 
A) VEF B)FFF C)FVV D)FVF E) VVV 
RESOLUCIÓN: 
1) Como: as A> la] c A >1a) e P(A) 
* Por lo que: ta) c P(A)>4 € P(A)= F > V =V 
Luego, p es VERDADERA 
IDA O B=((a;b)) pero (a; b) 4 AnB 


>(0;b) e PIAN B) 
Luego, q es FALSA 
Ile AnBrbeAnB>(lad; ba AnB 


Luego, r es FALSA 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 47: 
Sean A y B subconjuntos del universo U y las 
siguientes proposiciones: 

p: Si PA) P(B)>ACB 

q: Si XeP(A)>XCA 

r: P(AU B)C[P(A) O P(B)] 

s: P(AO B) c[P(A) O P(B)] 
Si M es el número de proposiciones verdaderas y N' 
el número de proposiciones falsas, entoces el valor 
de: T=M+N' 
aJ0 Br4 cj3 
RESOLUCIÓN: 
1) Si P(A) e P(B) > V e P(A)x e P(B) 

>VeeAircB>ACB 

Luego, p es VERDADERA 


T)P(A) está formado por todos los subconjuntos 
de A. 


Si XeP(A)>XCA 
Luego, q es VERDADERA 


UI) Sen x e P(AU B) + x (AU B) 4 (no implica 


add xcA vacB 
xe P(A) v x e P(B) 


DJ8 E)1 


x e P(AJU P(B) 

* Es decir: P(AU B) a P(A)U P(B) 
* Otra forma, sean A=(1;2) a B=(3,4) 
> P(A) tiene 4 elementos P(B) tiene 4 elementos 
> P(A)JU P(B) tiene 7 elementos ($ es elemento 
común en ambos) 
* Sin embargo, AuB tiene 4 elementos 
> P(AU B) tiene 16 elementos 
* Con lo cual no es posible que: 

P(AUB)c P(AJO P(B) + 
Luego, r es FALSA 
IV Size P(ANB)>xCcANB 
>:cAnxcB> xe P(A) a x € P(B) 

: ae P(A)N P(B) > P(AN B)c P(A) O P(B) 

ego, ses VERDADERA 


[CAL AGAENEREA 
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* Entonces, M=3n N=1 
* Finalmente: T=M"+NY=4 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 48: 
Sea U=R el conjunto universal, determinar el valor 
de verdad de las siguientes proposiciones: 
*D) p: Si ACU entonces (A) CU. 
11) q: Si ACU, entonces P(A) U 
1H) r: (A-B)e P(A) 
A) VVV B)FVF C)VVF D)FFV E)FFF 
RESOLUCIÓN: 
D AcU >1A) es un conjunto de conjunto y éste a 
su vez no es subconjunto de U: (A) «U 
Luego, p es FALSO 
11) Por lo mismo que el anterior: P(A) e U 
Luego, q es FALSO 
U)A-BcA>A- Be P(A) 
Luego, r es VERDADERO 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 49: 
Hallar el valor de las siguientes proposiciones: 
D Sip € P(A), entonces pe A; VA 
IDACABO=A A B - 
TIN Si (AU B)c [B* —(A— B)], entonces 1 
A) VVV B)FEF. C)FVY D)VFV E)FVF 
RESOLUCIÓN: 
D4ePlA)>$C ANA... 
1) ACABC = (AC - BC) (BC - AS 
UB" AAJ(AN BC) (BN AC I=(A- B) 
U(B-A)= AA Banacioooroo (VERDADERA) 
UD AVB)C [BO N(A-B)]a(AUB) E 
[me MAnB e ]=rá Be La" MACU B)]=(AUB) 


daros]. avmcjavas] 
3 


*Pero: (AUB)IN(AUB=4 (xnx =p) 

> AuB=4>A=4 a B=f ....oo. (VERDADERA) 
RPTA : “C” 

PROBLEMA 50: 

Si los cardinales de los conjuntos A, B y C son 

números enteros consecatiyos además: 

n[P(A)+n[P(B)]]+n[P(C)]=448 
Entonces el valor de: T+n(A)+n(B)+n(C), es: 
AJ20 — Bj21  C)22  D)23 -EJ24 


RESOLUCIÓN: 
* Sea n(A)=x >n(B)=x+1An(C)=x+2, entonces: 
n(P(A) +n(P(B) +n(P(C))=448 

> 2%4+2%*142%*2= 448 
2 (14242? )=448 > 2*=64 >x=6 
* Luego: T=3(x+1)=3x=21 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 51: 
Sean A y B dos conjuntos definidos por 
A=(4u16):(0):(1:9)) y B=(0:(1:1:9)) 
Determinar el valor de verdad de las siguientes 
afirmaciones: 

Dn(A)=3 IJACB IBCcA IV)A=B 
A) VEFV B)FEFV C)FVFF D)FFFF E) FFVF 
RESOLUCIÓN: 

* De: A=($u(8)).(6) (150) 
* Pero: xu$=x, Y conjunto x 


> A=((6):(1:6)) B=(1:(1:6)) 


IB « A.. 
IV) A + B. 


PROBLEMA 52: 


Si A, B y C son subconjuntos del univeros U, tales 
que: 
n(A)=5 


n[(An B)-C]=16 
n[C—(Au B)]=32 


n(AnC)=24 
n[(BAC)-A]=9 
[AL B)-C]=48 


nAnBnC)=5 n(U)=113 
Entonces, el valor de: T=n(A  C)+n(C -B), es: 
A)47  B)65  C)70  D)76 E)82 
RESOLUCIÓN: 


* Realizando un diagrama de Venn y ubicando los 
datos del problema, resulta lo siguiente: 


* Se pide: 
T=n(ANC)+n(C-B) > T=24+51=76 
RPTA : “D” 


EDICIONES RUBIÑOS 
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PROBLEMA 53: 


Sean A, B y C tres conjuntos finitos que cumplen 
las siguientes condiciones: 


n(A)=250 n(B)=280 

n(C)=300 n(An B)=50 
n(BnC)=70 n(C rn A)=60 
nAmBAC)=30 n(AC ABC AC")=10 


Si: n[P(AN(B-C))]=4***,, entonces el valor de x 
es: 

AJA Bj6 Cj6 
RESOLUCIÓN: 
* Ubicando los datos en un diagrama de Venn: 


D)7 E)8 


n(AS ABC ACC )=a((AU Bu C)”)=10 
* La parte sombreada representa a: AM(B-C) 
> n(An(B-C))=20 
> n[P(AD(B-C))]=2%=4** 
> Mu? y 7 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 54 : 


De un total de 100 personas, 70 prefieren tomar 
leche en el desayuno, 30 prefieren tomar café y 20 
otro líquido. ¿Cuántas personas toman café con 
leche?. 

AJ16  B)18 C)20 
RESOLUCIÓN: 


* Realicemos un diagrama de Venn: 


Dj25  E)24 


* 70 prefieren tomar leche >a+b=70 
* 30 prefieren tomar café > b+c=30 
= En total hay 100 > a+b+c=80 


* De las dos primeras: a+b+b+c=100 > b=20 


* Entonces toman café con leche: 20 
RPTA : *“C” 


PROBLEMA 55: 

De un grupo de 55 fumadores: 

26 prefieren cigarrillos Winston 
32 prefieren cigarrillos Premier 

33 prefieren cigarrillos Marlboro 
6 fuman las tres marcas anteriores, 


¿Cuántas personas del grupo prefieren dos de estas 
marcas? 


A) 10 B)12 C)15  D)20  E)26 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando: 


* 25 prefieren Winston > m+x+ y=20 
* 32 prefieren Promier>n+x+2=27 
* 83 prefieren Marlboro> p+y+2=28 
* Sumando: M+n+p+x+y+2+2+y+2=76. 
* El total es >m+n+p+x+y+2=50 
> i+y+2=25 

* Prefieren dos marcas: +y+2=25 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 56: 
En una escuela de 160 estudiantes se sabe que:60 
son mujeres; 80 estudiaban Biología; 20 son mujeres 
queno estudian Biología. ¿Cuántos hombres no 
estudian Biología? 
4)20  B)40 C) 80 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando: 


Dj10 E) 50 


Estudian | No estudian 
Biología | Biología 
Hombres | 40 50 
Mujeres | 40 20 

* Luego, los hombres que no estudian Biología son: 50 


PROBLEMA 57: 

Un total de 90 alumnos dieron 3 exámenes para 
aprobar un curso y se observa que los que aprobaron 
sólo un examen es el quíntuplo de los que aprobaron 
los 3 exámenes y los que aprobaron sólo 2 exámens 
es el triple de los que desaprobaron los 3 exámenes. 
Si el número de los que desaprobaron los 3 


DIAGIZIFRRA HE (e7s) 


exámenes es igual al número de los que aprobaron 
los 3exámenes. ¿Cuántos aprobaron el curso, si para 
aprobarlo es necesario que aprueben por lo menos 


2 exámenes? 
AJ12  B)16  C)18 DJ20  EJ30 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando convenientemente: 
E Texamen | 2examen | 3 examen 
Aprobaron Sa 3h a 
[Desaprobaron | —3b 5a b 


* Nótese que los que aprobaron 1 examen 
desaprobaron 2 exámenes y los que aprobaron 2, 
desapobraron 1. 
* Como los que desaprobaron 3 es igual a los que 
aprobaron 3 exámenes —>a=ben otal son 90 
> 184=90 +>a=5 
* Luego, los que aprobaron el curso son: 
3b+a=4a=20 
RPTA : “D” 

PROBLEMA 58: 
Considere el conjunto U' =(1;2;3;4;6) e indicar 
el valor de verdad de las siguientes proposiciones: 

D p:3xcU/x+3510 

DD) q, VU; V y cU/x+ys7 

Il) r: 3x6U/V y eU;¡x+ys10 
A) VVV' B)FFF C)VVF. D)FVF E) VFV 
RESOLUCIÓN: 
D) 3x 6U/x+3S 10, por ejemplo -=2 
Luego: p es VERDADERA 
Si: x=6cUny=66U >x+y=10 
=> noesciertoque: Vx e U; VyeU:x+ys7 
Luego: q es FALSA 
MM) VyceU;ys5>2+y <s7=S10 
> 1x=26U/V y EU: x+ys10 
Luego: r es VERDADERA 


PROBLEMA 59: 


Sea A=(x € R/3<5 x<9), determinar el valor de 
verdad de las siguientes proposiciones: 
1) pi Vx c A Aye A/x+y>b6 
e m. FIXCANVyeA ¡24 y2 12 


Dr Wee A VyeAjx+y28 
Saa _CIVEV DIEVV E) FEV 
RESOLUCIÓN: 
DVxeA:3Sx<9>65x+3<12 


> 1x+326>5>x+3>5 

> VxcArdy=3c A/x+y>5 

Luego, p es VERDADERO 

ID WyeA: 35 yS9 >3+2(5) S y + 2(5) S 9+2(5) 
> 135 2(6)+ y S 19 + 125 2(5)+ y 

> Jx=56 A/V ye A:20+y>12 

Luego, q es VERDADERO 

UD VxeA:VyeA:3Sx<9;3Sy<9 

> 6Sx+ys184x+y>8 


Luego, r es FALSO 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 60: 


Con respecto al conjunto: U=(-3;-2;-150;1;2) 


se enuncian las siguientes proposiciones: 
p:3xcU/x<1>xé=x 


x*-9 


q: VxeU; =x4+3 


E, 
ri (vxeUjx?-9+0) 0 (33 e U/Vz=x) 
Hallar el valor de verdad de las siguientes 

operaciones lógicas: 

Dr=(p>9) 

TD (p «+ q)a(ry p) 
A) VVV B)VFV C)FVV D)VVF E)FVF 
RESOLUCIÓN: 
P)3xU/x<1->x* 
(x=0€U:0<1)>0%=0 
li A e, 


1)q>(r>p) 


v > V»=v 
Luego, p es VERDADERO 


2-9 
q) VxeU:x*3>x-3%0 a TA 
Luego, q es VERDADERO 
TV xcU:x*-9+0) e (335 e UNZ=x) 
F (no cumple x= 3) V (cumple x=1)F + V =F 
Luego, r es FALSA 
* Ahora: 
Dr>(p>q)=F >(p>9)=V 
Dq>tr>p)=V>(F>V)=V 


v 
Ip <> q) nr y p)=(V e Vin (Ev V)=V 
v v 


RPTA : 


(EDICIONES HUBIÑOS 
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PROBLEMA 61: 
si A es un definido — por: 
A=(1:2:3, '0) , entonces hallar el valor de 
verdad de las siguientes proposiciones: 

p:Vxe Aj Jye Alx+2y>x? 

qiyeA¡Ixe AjVzE Arxt+y<z 

ro Vxc Aye A:Vze A/x-y=z 
ALEFF  B)FEV C)FVE D)VEF E) VVF 
RESOLUCIÓN: 
DSi: 
se tiene: 40+2y>40* > 2y>40-39 > y>380 + 
pero: Vye A: ys 40 
* Con lo cual: Vxe A, A ye A/x+2y>x? 
Luego, p es FALSA 
1) Si: z=1> reemplazando en: 1+y<z, se tiene: 
x+y<l Pero: Vxe Aj VyeA:x21Ay21 
=> x+y2 2. Con lo cual: 

IAyeA re A, Va=l:x+y<z 

Luego,q es FALSA 
TIT) La relación: x — y = x es lo mismo que +-2=y. 
Dedonde: Ye A,Wze A 


* La diferencia x — z mínima es O y la máxima es 
39, con lo cual, cualquier diferencia *— z puede ser 


conjunto 


=40 > reemplazando en: x?+2y>x? 


igual aun y e A, es decir: 
VxeA¡ IyeAlx=y=2 
Luego, r es VERDADERA 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 62: 
La negación de la siguiente proposición lógica: 
"VxeA; JyeBlx+y=2",es: 
AJIxeA/VxeB:x+y+2=0 
B)ixcA/VyeB:x+y+2=0 
C)3AxEA/Vxe B:x+y-2*0 
D)IVxeAl3yeB:x+y-z>0 
EN xc A/A yeB:x+y-2=0 
RESOLUCIÓN: 
* Se desea: 
a(vxeA, 3yeB/x+y=z)= 
=3xc Alo (3yeB/x+y=z) 
=3xeA/VyeB:0(x+y=2) 
=JxcA/VyeB:x+y*z 
=3IxcA/VyeB:x+y-2+0 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 83: 
Si A, B y M son subconjuntos del conjunto universal 
U, entonces hallar el valor de verdad de las 
siguientes proposiciones: 

DACB" + BCA",VA¡BcU 
INAAB)-M=AN(B-M),V A; BM cU 
IDA-B=A + ADB +4. VA; B cU 
A)JVFV  B)FVV C)JFFF  D)JVVF 
RESOLUCIÓN: 
1) Recuerde que: 


S:iMCN>N "CM" 

(SIACB" >BCAC)ABCAS 
>ACB"=ACB" + BCA-.... (VERDADERA) 
ID) (A0B)-M=(ANB)AM=AN(BAM") 
= AN(B-M) VA, B, M CU......... (VERDADERA) 
ID) A-B=A>ANB=A>AcB" 

> AnNB son disjuntos > An B=4 


EJVVV 


* Luego, no es cierto que: 
A-B=A > ANB+0,VA, BCU. 


(FALSA) 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 64: 


Sean Uy A dos conjuntos definidos por: 
U=(-8; 4). (6;7) A=[xeU/x<2>x>05) 
Si M=[3-x/x€ Anx e Z), entonces el n(M) es: 


A4J6 BJ10 —CJ4 DJ2 E)7 
RESOLUCIÓN: 


* Como (x<2) >(x2>5)=0 (x<2)v(x>8) 

A=(x eUlx22vx>5) 
> A=(xeU/x>2)=[2;4)0[6:7) 
>M=(3-x/xeAnxeZ) 
> M=(3-x/x € (253567) 
> M=(150;-2;-4) +n(M)=4 

RPTA : “C” 
CONJUNTOS NUMÉRICOS CONJUNTOS 
DE LOS NÚMEROS NATURALES (N) 
N=(05152;3; J 
CONJUNTOS DE LOS NÚMEROS 


CONJUNTOS DE LOS NÚMEROS 
RACIONALES (Q) 


CALA ZIENEA 


E5(eso JE “TA CICLOPEDIA 2012) 


CONJUNTOS DE LOS NÚMEROS 
IRKACIONALES (1) 
Son aquellos que tienen una representación 
decimal infinita no periódica y no pueden ser 
expresados como el cociente de 2 números enteros. 


cp VERSE AT 5 703 3 mecano 


'UNTOS DE LOS NÚMEROS 
REALES (R) 
Es la reunión de los números racionales y de los 


números irracionales. R=Q vw X 


CONJUNTOS DE LOS NÚMEROS 
COMPLEJOS (C) 

C=fa+bila e RabeRi=/1) 
PROPIEDADES Y LEYES 
*AUIBACI=AUB)IN(AUC) 
*AMBOCIHANB)JO(ANC) 

*(AUBJ=4'NB' 

*“(ANB)=A'UB" 

*AAB=(AUB)-(ADB) 

*AAB=(A-B)U(B-A) 

“RA B)J=n(A)+n(B)-n(An B) 

*A-B=ANB' 

*A'-B'=B-A 

*n|P(A)O P(B)]J=n [PLAN B)] 

*n[PIA) O P(B)]=n[P(A)] +n[P(B)]-n[PLA) o P(BJ] 
*n[PIaJO P(B]=2"4)+2"P) — grana) 
*AVIANB)=A 

* AMAUB)=A 

* AUV(A'"NB)J=AUB 
“AMA OUB)JZANB 
*AUÍI=ZA *AuU=U 
*An$=4 *ANU=A 


*AUVA=U 
“ADA=4 


(Q1) Dadas las siguientes y oraciones, ¿cuántas son 
proposiciones lógicas? 

()5+4=8 

(.) “13 es un número primo” 

(- ) ¡Buenos diás! 

(.. ) ¿Cuál es tu nombre? 


B)3 Cj1 Dj4 E)5 


: Lima es la capital del Perú. 
q: Barcelona es la capital de España. 


expresar en forma simbólica el siguiente enunciado: 
“Lima es la capital del Perú y Barcelona es la capital 
de España” 
AJjpvg 
D)pv=q 
(E) Si: p: “4 es menor que 7” q: “5 es igual a 7” 
el valor de verdad de: 
()Jpvq 
()=pnq 


Blp>3g 
El png 


C)lprng 


(Jprng 
()Jpv=q 


es: 
A) VFFV Bj VVVF C)FVVF D)VVVV E) FFFV 


(02) Sean p y g un par de proposiciones lógicas, 
entonces la proposición "p v q” ¿cuántos valores de 
verdad “falsos” tiene? 
AJ1 Bj2 013 


DJ4 E)5 


(03) Sean p y g dos proposiciones lógicas , entonces 
la proposición "pA q”, ¿cuántos valores de verdad 
“verdaderos” tiene? 

AJ5 B)2 013 


D)4 E)1 


(00) Sean p y q dos proposiciones lógicas, entonces 
la proposición “p -» q”, ¿cuántos valores de verdad 
“verdaderos” tiene? 

AJ2 B)1 C13 
(02) Sean p y q un par de proposiciones lógicas, 
entonces la proposición "p.+> q”, ¿cuántos valores 


de verdad “falsos” tiene? 
AJ1 B,3 C15 


Dj4 E)J5 


Dj4 E)2 


(03) Si p y g es un par de proposiciones lógicas , 
entonces la expresión "pA q”, ¿cuántos valores de 
verdad “falsos” tiene? 

412 B)3 014 DI5 


Dadas las proposiciones: 

p: “17 es un número primo” 

q: “Toda proposición es verdadera” 
hallar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

ClMp>z=gbap ([ png ( Jopvog 
A) VVF B)FFV C)FFF D)VFV E)VVV 


(0) Si la operación lógica: "(p > q) wr" es falsa, 
entonces los valores de verdad de r; q y p son 
respectivamente: 

A) VVF B)FVF C)VFV D)FFV E)FFF 


E)1 


(EDICIONES RUBISOS 
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(Q) Si la siguiente proposición: p (rs) es falsa. 


¿cuál(es) de las siguientes proposiciones es(son) 
verdadera(s)? 


D (rra) es falsa. 
11D) p es verdadero. 
A) Sólo 1 B) Sólo II 
D)1yIH EJIyH 
O Si (paq) es verdadero , hallar el valor de 
verdad de las siguientes proposiciones: 
Cipa=q ( )J=lpang) ( J)pog 
AJFFF B)VFF C)FFV D)VVV E)VFV 
(1) Si - p>4, es falso, hallar el valor de verdad 
de: 
( )ratqgvp) ( )p<eq ( )paítrat) 
A)FFV  B)VVV  C)VVF D)FFF  E)FVF 


(QBEL resultado de la tabla de verdad de la 
siguiente proposición: 
Prp>q) 


II) (ra) es verdadero. 


€) Sólo HI 


es: 
A)VFEF B)VFFV C)VVFF D)VVVF E) FFVV 


Si las proposición (pa q) (p >+) es falsa, 
¿cuál(es) de las proporciones es(son) verdadera(s)? 
D “p” es falsa, 11) pq es verdadera 

II) “e” es verdadera 
A) Sólo 1 B) Sólo 1 
D)HyHI—— EJlyH 
(10) Si definimos peg=pA q entonces pi: 


= pep > q) es verdadero; determine el valor de 
verdad de 


( Jeeg ( )J=po-q ( )J=peg 
A)JFVF  B)VVV C)FFF D)FEV E)VVF 


€) Sólo HI 


(1) Sila siguiente proposición: ( —p>=9)v(r=0) 
es falsa; indicar las proposiciones que son 
verdaderas. 
Apig B)p;s 
(3) Si la siguiente expresión lógica (e p vq) es 
falsa, el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

( Jpag ( Jprt=pvg) ( )pvg 


Cigir D)g;s Ejr;a 


es; 
A)FVF B)FFV C)VVV D)FFF E) VVF 


(9) Hallar los valores de verdad de las siguientes 


expresiones lógicas: 
(107% 1=49)v (7? —1=48) 


( 108*+2*=13) n(5%=25) 

( M3%4+4%=5*)>(8+2=12) 
AJVVF. B)FFV C)VVV D)FVV E)FVF 
Ed) Construir la tabla de verdad de las siguientes 
proporciones e indicar cuál(es) es(son) lógicamente 
equivalente(s): 

Deapv=g Wq>rp IWp>-q 
A)IyHM B)IyHI C)HyHI D)Todos E) Sólol 
EJ) Señalar la expresión equivalente a la 
proposición (pv — p)a(=qv p) 

AJg>p BJp>4 ClMp > q)>= p 
D) == p>(p >) ENq > p) >= p 
(8) Sean las proposiciones: 
* pps VERA =1 
* qu: IYENIY*SO 
* rayo VER, 2? 9% = (24 3)(2- 8) 
Indique el valor de verdad de: 
Poqporrvq 

AJFFV  B)FVV C)VFV D)VVV E)FFP 
(5) Si la proposición: (-— p—» q)V res falsa. 
Hallar el valor de verdad de p ; q y r en ese orden. 
AJVVF — B)FFF  C)FFY  D)FVF E)VFV 
(E) Hallar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

(3 + 2=5)v(7-2= 11) 

(4-1=3) + (2-10=-8) 

(3+7=10) n (12>6) 

138 

(P=2)0 (2 +5) 
A) VVFV_ B)VFVV C)VVVV D)VVVF E)FVVV 
É3) Si “ip” es una proposición falsa, determina el 
valor de verdad de la expresión: 

W(6=>g9v[r>(=9 Ap) >(rapnq) 


A) Verdadero  B)Falso  C) Verdadero falso 
D) Verdadero sólo si q es verdadero 
E) Falso sólo si r es falso. 


ED) El circuito: 


a 


Equivale a: 


Cancer 5682 EN ——TIIIAOCLOPEDIA 2012 
Alpvs)>(qnt) B)pat  Ciiípagivti>s C)=(pYg)>(rvp) D)-(pAq)—+(rv =p) 


D)l(p>9w = ant Elp o q)vt 


€7) Simbolizar: 


E 


Li 

Si la proposición que se obtiene es falsa. ¿Cuáles 
son los valores de p y q respectivamente? 
A) vv B) VF C)FV 
D)FF E) No se puede precisar 
(€E3) Hallar los valores de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

D(VxeR,x=x)r(1x€ R,x+1>x) 
MWWxeR ex) r(ixeZ,2+1+x-1) 
1(AxeN,x20)> (VxeQ,x+0) 
IVM3xEN,x-3<x)>(VxreR, x-1>x) 
A)FVVF B)FVVV C)VVEF D)VFFF E) VVVF 
E) Si: U=11; 2; 3; 4; 5) 
¿Cuál es el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones? 

DWxeU:x23vx<4 

IM 3x€U:x+2<8>x>6 
IV xeU:x+2=505x-1=2 
A) VVV_B) FFV C)VFF D)FVF E)FFF 
(Ed) Sea: A=11:2;3) 
Determinar el valor de verdad de las siguientes 
expresiones: 
DIXEA,VyEA/x*<y+1 
IAEA 3yEAlx*%+ y? <12 
IIDIXEA, VyEA, 37€ Ala“ y? <2z? 
IV)AXE A, YE A, VZE Alx?+ y?< 22? 
A) VFVV B)VVFV C)VVVF D)FVVV E)VVVV 
(EDDadas las proposiciones: 

Pp : Marcos es comerciante. 

q : Marcos es un prospero industrial. 

y : Marcos es ingeniero. 
Simbolizar el enunciado : 
«Si no es el caso que Marcos sea un comerciante y 


un prospero industrial, entonces es ingeniero o no 
es comerciante” 


Aj =(paq)>(rvp) Bl prq)o(rap) 


El pa= q >= rv p) 

(E 

Pp : Andrés compra pan. 

q : Andrés ingresa en la academia. 

r : Andrés se levanta temprano. 

Simbolizar: 

«Si Andrés se levanta temprano y no compra pan 
implica que no podrá ingresar a la academia , pero 
que haya comprado el pan es condición necesaria y 
suficiente para que se haya levantado temprano” 
AJA =p = pJ] Mp ++ r) 

B)l(r Ap)=>" p] nq +r) 

CH(rA= p) =>" ql n(p + r) 

D)lírh = p)=>q] Mr —= p) 

EJ[(rv — p) >" q) V(p => r) 


3) La simbolización correcta del siguiente 
enunciado es : 

Si Carlos compró el libro, entonces es propietario 
del libro. 


No es el caso, que sea propietario del libro y no 
cumpla con su estudio. Por lo tanto, Carlos no 
compró el libro o no cumple con su estudio. 


Ap =>g) MM gn 11 > [e pv or] 
Blip >g)V(=qA=r)J] + (=qv -r) 
Clip => gn (qn r)] +(= pv e r) 
D)l(q > p)A (q Ar)] >(= par r) 
El(p=> 9) M>=q Ar) >( pAr) 


Ed Si: p*a==pr-q 

Expresar ——p usando únicamente el operador (*) 
AMp*p)*p Bl(p*-p)J*p C)-(p*a) 
Dp*q EJp*(a*a) 


UNA RR RACTCANOIR GIO 


TEORIA DE CONJUNTOS 


((B) Dado el conjunto: A = (4; 3; (6); 8) y las 
proposiciones : 


*43JeA *(4cA 
*16)JEA *161cA 
* 8c4 * ¿CA 
* EA * 15:81 CA 


(EDICIONES RUBIÑNOS 


LÓGICA Y TEORÍA DE CONJUNTOS) 


Indique el número de proposiciones verdaderas: 
A7 Bj6 C)5 D)4 EJ3 


(03) Dados los tonjuntos iguales: 
Asfat+3;b+1) y B=(13:19) 


Considere a y b enteros. 


Indique, la sumg de los valores que toma a+b 

A)16 B)24 C)30 D)12 E) 27 

(5) Iridique la suma delos elementos del conjunto: 
(+ 2/xeZn-4<x<g) 

Ada B) 42 C) 22 


(03) ¿Cuántos subconjuntos propios tiene el 


D)18 E) 16 


conjunto? 

C=(2; 3:12 3; 2:12):13H) 
A) 127 B)63 C)16 D)7 E) 31 
(03) Si:n(A) =15 ;n(B) =32 y n(A-B) =8 
Calcule: n(A 4 B) + n(A' —B') 
AJ36  B)387  C)61  D)68 
((B)¿Cuántos subconjuntos tiene la potencia del 
conjunto A, tal que: A =42; (3); 2)? 
a4 Bj16  C)2"  DJ8 E) 64 
((2)De un grupo de 30 personas , 20 van al teatro, 


5 sólo van al cine, 18 van al cine o al teatro ; pero 
no a ambos sitios. ¿Cuántos van a ambos sitios? 
AJ6 BJ7 08 D)5 Ej4 


(03) Sabiendo que A tiene 128 subronjuntos en total, 
que el número de elementos de la intersección de A 
y Bes 5 y que B-A tiene 16 subconjuntos. 
Determinar el número de subconjuntos de Au B. 
A) 1024 B)612 C)256 D)2048 E) 4096 


(E) De un grupo de 62 atletas , 25 lanzan bala , 36 


lanzan jabalina y 30 lanzan disco, 3 lanzan los tres; 
10 lanzan jabalina y disco, 15 disco y bala, 7 lanzan 
bala y jabalina. ¿Cuántos no lanzan jabalina ni 
disco? 
aa 


(A operación que representa la región 
sombreada es: 


E) 59 


B)6 Cc)7 D)5 E)3 


ANAUVBJO(ANB) BMAD(AV BJ U(A-B) 
CJAM(AU B) DJAN(AUB) 
ENA'AB)O(AVB) 


(O) si los conjuntos A y B son iguales, hallar 
a x bsia y bson naturales. 
A= fa? + 2a;b*-b) 
B= (2a;15) 
AJ8E B)16 C)J9 D)12 E)J6 
(|) Dado el conjunto : P=(6; 6; 7; 8; 9) y los 
conjuntos: 
M=ixeP/x*>60nx<09) 
M=Íx e P/x esimparn6<x) 
Determinar: n(M) + n(N) 
AJ3 Bj4 Cj2 


Ms: 

=1a;b;c;b) y B=((m?+1); -1;5; (n—-3):2) 
Donde:nnme Z* y 3<mn<8. Además A y Bson 
equipotentes . Hallar la suma de valores de n-+m . 
4)6  Bj13  C)10  D)14  EJ23 


(1) Jéssica tomó helados de fresa o coco durante 


todas las mañanas en los meses de verano (enero, 
febrero y marzo) del 2004 . Si tomó helados de fresa 
63 mañanas y tomó helados de coco durante 49 
mañanas. ¿Cuántas mañanas tomó helado de los dos 
sabores? 

AJO B) 10 C) 11 D)12 E) 16 


(43) En una ciudad se determinó que el 46% de la 


población no lee la revista A , 60% no lee la revista 
B y el 58% lee A ó B pero no ambas. 

¿Cuántas personas hay en la población si 63000 
personas leen A y B? 

AJ420000 B)840000 C)350000 D)700000 EJ630000 


(LO) En una encuesta realizada a 190 personas 


sobre la preferencia de leer las revistas A y B, el 
resultado fue el siguiente: el número de personas 


D)1 EJ5 


1 
que les gusta A y B es ¿7de los hombres que sólo 


les gusta A y la mitad de las mujeres que sólo les 
gusta A. El número de hombres que sólo les gusta 


2 
B es <del número de mujeres que sólo les gusta B. 


Los que leen A son 105, los que leen B' son 70. Halle 
el número de personas que no leen ni A ni B. 
A) 30 B) 32 C)36 D)38 E) 40 


PXTTTIAN 
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(2) En una peña criolla trabajan 32 artistas. De 


estos, 16 bailan, 25 cantan y 12 cantan y bailan. El 
número de artistas que no cantan ni bailan es : 
A B)6 C)2 D)1 E) 3 


(3) si: 
A= (1; 2; (15213) 
B= (127 1d; 41; 3); 3) 
Halle usted : [(A— BJ B]V(B-A) 
AJ(153) BJ1U152) CIA D)J(U1;3)) EJB 


(L9) Dado el conjunto: A = (1542); (1; 2) 
¿Cuál de las siguientes proposiciones es verdadera? 
A)2eA BHI)EA CICA DIAEA EN2)e A 


EN Si: A=(x/x=(4m-1)*, meN,2<ms5) 
Entonces el conjunto A escrito por extensión es : 
A) (7; 11; 16; 19) B) (2; 3; 4; 6) C) (4: 9:16:25) 
D) (49; 121; 226; 361) E) 13; 4; 7; 9) 
(ED Si A, B y C son tres subconjuntos de un con- 
junto universal de 98 elementos y además: 
nI(AUB)OC']=50, n(C)=34 
Hallar :m/(A YB C)] 
AJ13 Bj14 C)165 D)16 EJ17 
(E9)E. resultado de una encuesta sobre preferencia 
de jugos de fruta de manzano, fresa y piña es el 
siguiente : 
60% gustan manzana. 
50% 
40% 
30% 
20% 
10% gustar, manzana y piña. 
5% gustan de los tres. 
¿Que porcentaje de las personas encuestadas no 
gustan alguno de los jugos de frutas mencionados? 
AJO%  B)20% C)50% D)12% EJ1O% 
(E3)Dados los conjuntos : 
A=[n*neN n0<n<20) 
B=(2n/neZ 4<n* <600) 
¿Cuántos elementos tiene A x B ? 
A)380 B)400 C)342 D)800 E)760 


(E La región sombreada de la siguiente figura 
corresponde a : 


gustan fresa. 
gustan piña. 

gustan manzana y fresa. 
gustan fresa y piña. 


A 


AJA VCIV(BAC) (AN B) 

BJIC-(AN BN NANC)-(AN BJ] 

CIMA NB)-CJu (BAC)-(ANB)] 
DINASO)AANOB) O NANC)-(AN BH 
EJ[(A- B)yC]-C 

(É3) Carlos debe almorzar pollo o pescado (o 


ambos) en su almuerzo de cada día del mes de marzo. 
Si en su almuerzo durante 20 días hubo pollo y 
durante 25 días hubo pescado, entonces, el número 
de días que almorzó pollo y pescado es: 

A)18  B)16  C)16  D)14  EJ13 

EN) En la figura lo parte sombreada está 


representada por : 
A B 


C 

ANAN BACIVICMAN BJ] 
BNADBOCIO[(A LV B)NTAN BJ) 
CANA VB UC)-AJ-C)-B 
DJ[(Ar B)-C]u[(BAC)- AJU[(A A C)- B] 
ENAUBUC)-(AN BAC) 
E?) ¿Cuántos elementos tiene el siguiente 
conjunto? 

(55759; 11; .... 583) 
A) 35 B) 40 Cj41 D)60  E)J45 
(E3) Sea A un conjunto con dos elementos y B'un 


conjunto con tres elementos, el número de elementos 
de P(A) x P(B) es: 


A) 12 B)24 C) 48 D)64 E) 32 


(EDSea A, B y C subconjuntos de un conjunto 
universal U. De las afirmaciones: 
DSi AC(BUC)y ANC=4 entonces Ac B 


(EDICIONES RULE 


IM) Si Ac B entonces AMB 
deB) 

UI) Si AHB=%fy BCC; entonces ANC=4. 
IV) Si AUBUC=U Entonces ARMBAC=4 


4) Sólo II es verdadera. 
B) Sólo 1, Il y IV son verdaderas. 
£) Sólo I es verdadera. 

D) Sólo 1 y 11 son verdaderas. 

E) Todas son verdaderas. 


(£0) Decir cuál de los siguientes enunciados es falso; 
AJACBABCA>A=B 
BJAcBABEC>ACC 

Cie AnñAeB=>xeB 

Die AnRACB>xEB 

Exe AnxeB>xcANB 

(E) Decir cuál delos siguientes enunciados es falso: 
AJA=4AB=4>A0B=4 

BJA=4 B=4>AUB=4 


=$ (B=complemento 


CIANB=4>A=pAB=4 
DJAVB=4>A=4nB=4 
ENUA=A ¿VA 


Edsi: 


A=(xeNlx*-4=01xes primo) 


B=(xe Ríx? -3:+2=0) 
Entonces AN B es ; 
AJÓ  BIBY CH) DIAM EJ (2) 


(E9) Sean los conjuntos no disjuntos A; 8, C y D 


donde se sabe que el conjunto A tiene 241 elementos, 
el conjunto B tiene 274 elementos, el conjunto C 
tiene 215 elementos y el conjunto D tiene 282 
elementos. 

Calcular el núnero de elementos que tiene la 
intersección de los 4 conjuntos si es lo mínimo 
posible, además se sabe que la unión de los 4 
conjuntos es 300. 
AJ68  B)79 


C)87 


D)119 E)112 


7 
07) E 08)A 


12)C 18)E 
17)C 18) B 
23) B 28) C 
27) B 28) 


3£80)C0 3)C 30OB 


HISTORIA-LA TEORÍA DE 
CONJUNTOS 


George Cantor (1845-1918) fue quien prácticamente formuló de manara 


individual la teoria de conjuntos a finales del siglo XIX y principios del XX. 
Su objetivo era el de formalizar las matemáticas como ya sa habla hecho con 
sl cálculo cien años antes, Cantor comenzó esta tarea por medio del análiala 
de lax bases de lar matemáticas y explicó todo basándose en los conjuntos. 
(por ejemplo, la definición de función sa hace estricumonte por medio de 
conjuntos). Este monumental trabajo logró unificar a las matemáticas y 
permitió la comprensión de nuevos conceptos. 


El problema apareció cuando na comenzaron 8 encontrar paradojas en esta 
teoria, siendo la más cólebra la paradoja de Rusmell, y más tarde varios 
matemblicos encontraron más paradojas, incluyendo al mismo Cantor, 
Russell descubrió su paradoja an 1901, y la publicó an un apéndice de mu 
Wbro «Principios de (aa matemátican». 

Cuando los matemáticos aupleron de esta paradoja, muchos se preguntaron 
sí las matemáticas en roalidad eran consistentes, y sobre 

que cualquier auponición matemática podía bazars 
inconsistente. 

La primera propuesta para solucionar sl problema de las paradojas provino 
¿de un matemático holandés llamado Brouwer, quien propuso uns redefinición 
radical de todas las matemáticas y prometió una solución al conflcto. El 
Programa de Brouwer sa basaba on lo más simple de la intuición: el aceptaba 


la Hanon, lo cuál seria la nogeción de la propiedad A. A ssta comente de 
pensamiento se la armó Intulcionismo. 

Por otro lado, David Málbert su opuso al Intulcloniamo y aunque no toleraba 
lan paradojas, no estaba dispueato a vor las matemáticas mutiladas, En 1904 
Peggiuso la ora deL prúsba, La cul rana bei de aL indepen 
del contexto y podria nar aplicada a las matemáticas sín uncontrar paradojas. 
Ruesall a uu vaz desarrolló su teoría de los Upos para uvitar las paradojas. 
El proponia que los enunciados sa acomodaran jorárquicamanto. Russall 
Publicó sus resultados en 1908 con la colaboración de Altrad North Whitehaad. 
La cuarta respuesta a la paradoja fue de Ernst Zermelo an 1908 con la 
axtomatización de la teoría de conjuntos. 


rueba de que la teoría de conjuntos no ha logrado unificar a las: 


tHigonometria y geo 

separados distintos campos como al cálculo, la topología, la teoría de 

conjuntos, la toorta de los números y la estadistica. 

El concepto de paradoja puede entenderse como uno de los siguientes: 

* Una deciaración contradictoria que parace sar cierta. 

* Aquello que exhibe uspectos o cuaidedes contradictorias o inexplicables. 

* Una declaración auencialmenta contradictoria basada an un razonamiento 

válido de suposiciones lógicas. 

Las paradojas han exlatido en las matemáticas desde sus comianzos y han 

sido fundementales para una formalización más cuidadosa de nus teoramas 

y layas, Un ejemplo muy antiguo as la paradoja de Zano, la cuál cobró 

importanela an al desarrollo del cálculo; como Versos más adelanto, las 

paradojas de la toria de conjuntos han hacho que los matemáticos 

cuestionon la conalstencia de las matemáticas y voan más allá de lo que 

hasta ahora 2a ha formulado, 

PARADOJA DE CANTOR: EL CONJUNTO DE TODOS LOS CONJUNTOS 

oz C al conjunto de todos los conjuntos, Entonces tado subconjunto de C 
así mismo un elemento de C; luego, el conjunto potencia de C es un 

¡conjunto de C; paro esto Implica que ía cardinalidad del conjumo potenela 

sem menor o igual a la cardinalidad de C. Paro antonces, según al teorema de 

Cantor, la cardinalídad de C debe ser menor a la cardinalidad del conjunto 

potencia. Asi pues, al concepto de conjunto de todos los conjuntos lleva a 

una contradicción. 


CAMI MZMERE SA 


686 5 Is NCICLOPEDIA 2012) 


OBJETIVOS : 


* Identificar y aplicar las distintas propiedades de 
las operaciones definidas en los números reales y 
operar con propiedad y exactitud en este conjunto. 


* Conocer los diferentes axiomas y teoremas sobre 
los números reales, respecto a la relación de orden 
entre ellos. 


%* Saber operar adecuadamente con intervalos. 
IVTRODUCCIÓN ; 


Gran parte del trabajo en álgebra tiene que ver con 
el sistema de números reales. 

Repacemos ahora la composición de este sistema 
numérico. 


* Los números 0; 1; 2; 3; ... usados para contar los 
elementos de un conjunto se llaman números 
naturales. El conjunto de los números naturales se 
denota N-(N =(0;1;253 : ...).) En este conjunto, 
ecuaciones como x+5=0 no tienen solución porque 
no existe un número natural x que sumado con 6 dé 
0. Es necesario ampliar el conjunto de números, 


* Así se tiene el conjunto de los números enteros 
formado por los números naturales y sus opuestos, 


se denota Z(Z=(...—3;-2;-1:0;152:8;...).) En 
este conjunto, la ecuación x+6=0, tiene como 
sulución *=-5 porque 6+(-5)=0. 


Se observa que todo número natural es un entero, 
es decir Nc Z. Ñ 

* El conjunto dp los enteros tiene dos subconjuntos 
importantes: los enteros positivos 2*=(1; 28) 
-3-2-1). 


* En los enteros, ecuaciones como 2.x=1 no tienen 
solución porque no existe un número entero x que 
multiplicado por 2 dé 1. Es necesario ampliar el 
conjunto de números . Así se tiene el conjunto de 
los números racionales, que son números que pueden 


escribirse como el cociente de dos enteros , a 
aso. 
£ El conjunto de los números racionales se denota 


y los enteros negativos 27 


con 


o-[Pelpezaezyaro). 


Algunos ejemplos de números racionales son 


*- En este conjunto, la ecuación 2.x=1 tiene como 
2 


d 1 1 
solución 4 =2 ur dl == 
E porq x E 


n 
* Como todo entero 1 se puede escribir como 7, se 


tiene que todo entero es un número racional, es decir 
ZcQ. Cualquier número racional puede 


representarse por un número decimal periódico y 
viceversa , así : 


*Pero también existen expresiones decimales que son 
infinitas no periódicas como 
0,12345678910111213... estas expresiones 
corresponden a números no racionales. 

Así mismo se puede mostrar que la ecuación x.1=2 
no tiene solución en Q. 


Luego el número +=/2 solución de x.x=2 es un 
número no racional. El número x que es la razón 
entre la circunferencia de un círculo y su diámetro 
es no racional. 


*Estos números no racionales se llaman 
irracionales, El conjunto de los números irracionales 
se denota por L. 


* Los números racionales (decimales periódicos) y 
los números irracionales (decimales no periódicos) 
forman un conjunto de números llamados los 
números reales. 


* El conjunto de los números reales se denota por 
R- 


* Luego R=QUI. 


(EDICIONES RUBIÑOS 


JM 657 y 


NÚMEROS REALES -DESIGUALDADES 


Se observa que QER;ICR y QOIH: 
* El conjunto de los números reales es, en cierto 


modo, el conjunto de todos los números que pueden 
escribirse como números decimales. 


NÚMEROS REALES (R) 
"números racionales» 


Pp Q 


números enteros 


números 
naturales 


A partir de este capítulo podemos indicar que, 
estamos iniciando el estudio del álgebra superior . 
Pues la teoría que desarrollaremos es fundamental 
para el estudio de las funciones, lo cual corresponde 
al análisis matemático y además será muy 
importante pues lo que aprendemos aquí lo usaremos 
en los cursos de matemáticas básicas de los primeros 
ciclos de las diferentes carreras de ingeniería. 


SISTEMA DE LOS NÚMEROS 
REALES (2) 
Es el conjunto denotado por R, con dos operaciones 
entre sus elementos: adición (+) y multiplicación 
(%), y una relación de orden «<» quese lee «es menor 
que», que satisface los siguientes axiomas: 


AXIOMAS DE LAS ADICIÓN 


AS LEF DE CLAUSURA 

Para todo a, be R la suma a+b es también un 
número real. 

A,: LEY DE GONMUTATIVIDAD 

Para todo a, be R la suma de cualquier par de 


números reales no depende del orden en que le 
sumen a+b=b+a, 


A, 3 LEY ASOCIATIVA 
Para todo a, b,c en R:(a+b)4+c=a+(b+c) la 


suma de tres o más números reales es independiente 
del modo en que son agrupados (asociados). 


A, 2 EXISTENCIA Y EXNICIDAD DEL 


ELEMENTO NEUTRO ADITIVO 


Existe un elemento en JR y sólo uno denotado por 


0, tal que Va e R: 
a+0=0+a=a 


A, EXISTENCIA Y UNICIDAD DEL ELEMENTO 
EN VEKSO ADITIVO 


Para cada número real «a» existe un elemento en 
R y sólo uno, denotado por (-a) tal que: 
a+(-a)=(-a)j+a=0 


AXIOMAS DE MULTIPLICACIÓN 


,* LEY DE CLAUSURA 


Para todo a, be R:abe R, la multiplicación ab 
también es un real. 


M,3 LEY CONMUTATIVA 


Para todo a, be R: ab=ba, la multiplicación de 
dos números reales no depende del orden en que son 
multiplicados. 


M,: LEY ASOCIATIVA 
Para todo  a,b,ceR:a-(be)=(ab)-c, la 
multiplicación de tres o más números reales produce 


el mismo resultado, sean agrupados de cualquier 
manera . 
m,: 


pa EXISTENCIA Y UNICIDAD DEL 
ELEMENTO NEUTRO MULTIPLICATIVO 


Existe un elemento en R y sólo uno, denotado por 
«1» distinto de cero, tal que, para todo 
aeRk:a.l=1.a=a 


M,: EXISTENCIA Y UNICIDAD DEL 
INVERSO MULTIPLICATIVO 


Para cada a+ 0 en R, existe uno sólo un elemento 
en R denotado por «a"!», tal que: a-a*=a*.a=1 


AXIOMAS DE DISTRIBUTIVIDAD 


Para todo a, b,cen R: 
D,: a-(b+c)=ab+ac 
Dj: (a+b)-c=ac+be 
AXIOMAS DE LA RELACIÓN DE 
ORDEN ás 
0,: LEY DE TRICOTOMÍA: 


Dados ae Rnbe R, entonces se cumple una y 
solamente una de las siguientes relaciones 


a<b]ó| a=5]ó[b>a 


(OU BC FTEITITION 


0,3 LEY TRANSITIVA 5 
Para todo a, b y e e R se cumple que: 


Siza<brb<e>a<ce 


LEY ADYIIVA 3 


Sia<b entonces a+c<b+e para todo ce R. El 
sentido” de una' desigualdad no cambia si ambos 
miembros se le suma un mismo número, que puede 
ser positivo, negativo o cero, 


0, : Si a<b y O<c entonces ac<be 


El sentido de la desigualdad no cambia si se 
multiplica a ambos miembros por una misma 
cantidad positiva. 
SUSTRACCIÓN DE NÚMERO 
REALES 


Para 2 números reales a , b; se define a la sustracción 
de los mismos de la forma : 


a-b=a+(-b) 


DIVISIÓN DE NÚMEROS 
REALES 


Para 2 números reales ay b(b +0), definimos la 
división de la forma: 


=a-b" 


COJUNTOS ACOTADOS 


Si A es un conjunto de números reales, de un número 
finito de elementos entonces, A tiene un elemento 
máximo y uno mínimo. Pero también este conjunto 
puede tener infinitos números reales, en este caso 
A puede ser que tenga un elemento máximo y uno 
mínimo o tal vek no existen dichos elementos. 


EJEMPLOS: 
A=(-8;2;6;20); en este conjunto el elemento 


máximo es 20 y el mínimo es -8. 
COTA SUPERIOR DE UN CONJUNTO: 


Sea R el conjunto de los números reales y LR 
diremos que el conjunto L está acotado 
superiormente (o tiene una cota superior) si existe 
un número ce R si y sólo si e es mayor o igual que 
todos los elementos de L. 

Asís 
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Se puede ver que L está acotado superiormente en 
R- 

EJEMPLO: 

* Sea: L=(1;2;3;7) 

8 e Z esunacota superior de L, pues Y we L;x< 8 
* Asi mismo podemos decir que el conjunto L está 
acotado superiormente en el conjunto Z. 


COTA INFERIOR DE UN CONSUNT 


Sea R el conjunto de los números reales y LR, 
diremos que el conjunto L está acotado 
inferiormente (o tiene una cota superior) si existe 
un número ee R, si y sólo si e es menor o igual 
que todos los elementos de L . 


CONJUNTOS ACOTADOS 3 


Sea R el conjunto de los números reales y LR. 
El conjunto L está acotado si existe un número 
ee R, tal que para todo x € L;-eS 1 Se, es decir 
el conjunto L es acotado si es acotado superior e 
inferiormente. 


EJEMPLO: 

L=([xeR/-2<x<2) y como vemos existen 
cotas tanto superiores como inferiores, El conjunto 
de cotas inferiores es (x e R/xs-2) y el conjunto 


de cotas superiores es (xe R/x>2) con lo cual 
queda establecido que el conjunto es acotado. 


SUPREMO DE UN CONJUNTO 


Sea L un subconjunto de R acotado superiormente, 


diremos que un elemento de e e R es el supremo de 
L si y sólo si e es la menor de las cotas superiores 
de L. 


Notación: c=supL 
INFIMO DE UN CONJUNTO 


Sea b un subconjunto de R acotado inferiormente , 
diremos que un elemento e e R es el ínfimo de L si 
y sólo si e es la mayor de todas las cotas inferiores 
deL. 


Notación: e=inmf L 


[ENICIONTS REUBINOS 


COSO PEN SOnEnOS REMES DESIGNAN 


s) 


AXIOMA DEL SUPREMO 


Si «A» es un conjunto de números reales «S» que 
tiene , una cota superior , entonces hay un número 
(S) llamado el supremo de «A», que es la menor de 
todas las cotas superiores de «A». 


A 
— o Á 
E . Í 
s 
El número «r» es una cota superior de A, si 


asriVacA. 


REPRESENTACIÓN GEOMÉTRICA 
DE LOS NÚMEROS REALES 


- 0 + 
x<0 x>0 


RELACIÓN DE ORDEN 


Dado un conjunto Á distinto del vacío donde se 
define RenA. 


Res una relación de orden en A si verifica las 
siguientes propiedades: 


D) (a; a)e R, Va e A (Propiedad reflexiva) 
MSila;bleRa (bja)JeR=>a=b 
(Propiedad antisimétrica) 
ID Sila;bjeRa (b;c)eR=>(a;cjeR 
(Propiedad transitiva) 


Como se ha definido en el conjunto A-la relación de 
orden , entonces se dirá que Á es ordenado, para 
ello se usarán los siguientes símbolos. 


SAS E ESTRICTOS 
<"menor que' 
2"mayor o igual que" 
<'menor o igual que" 
Se define la relación de orden en KR, para ello 
diremos que el campo-real es un campo ordenado. 


INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE 
LA RELACIÓN DE OKDEY 


Jo ESTRICTOS 


La correspondencia biunívoca que existe entre los 
números reales y los puntos sobre una recta se puede 
utilizar para dar una interpretación geométrica a 
la relación de orden <. La relación a<b establece 
que al graficar en una recta numérica horizontal, 
el número «a se encuentra a la izquierda de b. 


. + 
a b 


OBSERVACIÓN : 


Existe un último axioma llamado el axioma del 
supremo que es satisfecho por el conjunto de los 
números reales , pero que en general no se cumple 
en el conjunto de los números racionales. 


*Como se mencionó anteriormente, se puede 
establecer una correspondencia entre los números 
reales y los puntos de una recta; de acuerdo con ella 
y dados las números reales «a» y «b» diferentes, se 
tiene:a<bób<a 


Cuya representación geométrica es: 


A B B A 
——_———_ 

a b b a 

a<b b<a 


Una desigualdad es una expresión que indica que 
un número es menor que otro. 


DD) Un número «a» e KR es positivo si: a>0 


11) Un número «a» € R es negativo si: a<0 


III)Un cierto número «a» es mayor que otro «bw Si 
a>b..(b<a) 


IV) Un cierto número «a» es menor o igual que otro 
«br Si: asbo[a<b 6 a=b] 
V) Un cierto número «a» es mayor o igual que otro 
sb» Si: azbo[a>b 6 a=b] 


VI) Dada la cadena de desigualdades: a<b<e con 
ajbyceRo[a<b y b<c] 


VI1) Dada la cadena de desigualdades: a<b<.e con 
a,byceRe[a<b y(b<c 6 b=c)] 


SUBCONJENTOS NOTABLES DE LOS 
NÚMEROS REALES 

1) El axioma M, asegura la existencia del número 
uno, 1, entonces aplicando sucesivamente el axioma 
de la cerradura A, y el axioma de la asociatividad 
Ay se tiene: 

1+1=2eR 

2+1=3eR 

Y. (n-D+l=neR 


* Este conjunto así formado , denotado por Y, se 
llama el conjunto de los números naturales. Así 
NCER. 


11) El axioma A, asegura que para cada ne N existe 


CAI HZHEREA 
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un único elemento —n e N y el axioma A, asegura 
la existencia de O € R, el conjunto 

1505132; ....) 

es llamado el conjunto de los números enteros. Así 
NocZcR 

II) El axioma M, asegura que para cada ne Z, 


o e, pe] 
n+0 existe un único elemento 1! =—e R 
n 


* Entonces para todo me Z, el número denotado 
m A 

pormín, mea eR 

% Así el conjunto Q =(m/n/m,n e Z,n + 0) llamado 


los racionales están contenidos en KR y se tiene 
NoeZcOcR 


PROPIEDADES DE LOS NÚMEROS 
HEALES 


A partir de estos axiomas se demuestra todas las 
propiedades de las operaciones con números reales, 
sin embargo, aquí sólo se demostrarán algunas de 
ellas. 


TEOREMA 1: 
Sia es un número real , entonces a- 0=0 
DEMOSTRACIÓN : 


* Partamos de ax0 
ax0=a-040 mmm 


>4ax0=ax0+0x0+(-(ax0))...(Ag: inverso) 
>2ax0=a(0+0)+(-(ax0))........(1D: distributiva) 
>1x0=0x0+(-(ax0)). 
>ax0= 
TEOREMA 2 
Para todo -x e R, entonces; -a =(-1)x 
DEMOSTRACIÓN: 

* Partamos de * 


. Teorema anterior 


x(1+(0)=xx «multiplicando por x 
all 1) = Ocacanaoan..«clisitributividad 
x+(1)x=0. »conmutatividad 


x+(-x)+(-1)x =(-x)...sumando (—x) 
(x+(-2))+(-1)x 
0+CDx=-: 
> (EDx=-x 


TEOREMA 3: (Lex ve caxcerLicióx) 
Va,b,ce R; Si: a+ec=b4c>a=b 
DEMOSTRACIÓN: 
*De: a+e=b+0 
a+o+l(-e)=b+c+ (e). 
a+(e+(-c)) =b+(0+ (o) 


sumando (=c) 
(P. A sociativa) 
(Elemento neutro) 


Va e R, se cumple: -(-a)=a 
DEMOSTRACIÓN: 


* Partamos de: 0 = 0 

-a +[-(-a)]=a+(-a) a... (As) 
ELcad+a)=a +(-a)...(Mz) 

PEGA (Ley de cancelación) 
TEOREMA $5: 


Supóngase que a y b son números reales ab = 0 si 
y sóosia=06b=0 
DEMOSTRACIÓN : 
Sizab=0>a=06b=0 

Sib=0 no hay nada que demostrar pues en tal caso 


(Ay: neutro aditivo) se cumple la condición que se desea demostrar si 


b+0 entonces por M, existe b”* en R tal que 
bb? =1 de donde: 


25 Ax Leccicciioas My 


>a=albb)... M; 


Si a=0 6 b=0>ab=0 se sigue inmediatamente 


«(elemento neutro aditivo) del teorema 1. 
APLICACIÓN : 


Resolver la ecuación : x2—5x+6=0 
RESOLUCIÓN : 
* Factorizando : x*—5x+6=0 
* Tenemos : (x— 2M(x-3)=0 

Sx-2=0 6 x-3=0>x=2 6x=3 
* El conjunto solución es (2; 3) 


[EDICIONES RUBINOS 


Cesar NÚMEROS REALES-DESIGUALDADES 


TEOREMA 6: 


Siaf=bo0e=b60=>b 
DEMOSTRACIÓN : 
* Primero demostraremos: 
Si: a=bóa- b>a?=b? 
+ a+(d)=b+(b) Ó a+b=b+b 
" a-b=0 6 arb=0 
* Delo cual : (a— b)(a + b) =0 
Entonces: a?-b?=0>a*=b? 
* Segundo demostraremos: 
ai=bi>a=b6 a=-b 


>(a+bMa-b) 

>0a+b=060-b=0.... 

Se=bóa= 
TEOREMA 7: 
SiaeRyaz0>as0 
DEMOSTRACIÓN: 
*Si a +0 entonces a>0 ó a<0, luego: 
D) Si: x>0>x-x>0-x 

>14>0 

1) Si: -<0=>-x>0 

> aMea)> 0(-x) 

=> 1? > Omuccaanaa» (Def. de potenciación) 


«Todo número diferente de cero, elevado al 
cuadrado es positivo» 


APLICACIONES: 
*Si: (x-2)+0nxeR=>(x-2 >0 


"Si: (t+3)20,teR> (+3 >0 
* Yy e RÍ(y-4) >0 es verdadera 
*YyeR/((y+2) >0 es falsa: 
porque si y=-2; no se cumple. 
TEOREMA 8 : 
Si:x<b>x+z<b+z 
DEMOSTRACIÓN: 
O<b-x>x<b 
b-x=b-x+2-2 
b-x=(b+2)-(x+z) 


* De lo cual: O<(b+2)-(242) 

*Sea x<b>x+z<b+z 

TEOREMA 9: 

Sia<b y c<d>a+c<b+d 

DEMOSTRACIÓN: 
Aa<b>7a+o<b4C mmmarmenncnsa 
e<d>b+e<b+d.... 
> are<b+d 


TEOREMA 10: 


E mn 0 


Sia<b y ec<0>ac>be 


DEMOSTRACIÓN : 
a<b>a-a<b= Mmmm”. Oy 
>0<b-a => b-a>0..A; 
e<0>(b-ale<(b-ad0..... O, 

> DeCS Decmcannanaasesrereeaemssasos DD y teorema 1 
>be-ac+ac<0+ar, A 

> be+0<0+a€...... As 
abe<ac > 00 > DC cacao. Ay 


DESIGUALDADES 

Son relaciones de comparación entre dos o más 
cantidades reales de diferente valor. 
EJEMPLO : 
Si: 

La edad de Juan es : 20 años 

La edad de Pedro es: 30 años 

La edad de Luis es : 50 años 
Se tendrá las siguientes relaciones: 
1") La edad de Juan es menor que la edad de Pedro. 
2") La edad de Luis, es mayor que la edad de Pedro. 
3”) La edad de Juan es menor que la edad de Luis, 
Intuitivamente estamos comparando magnitudes 
reales de una misma especie. Las desigualdades solo 


se verifican en el campo de los números reales que 
asociado a la recta real podemos observar: 


Recta Numérica Real 
HUIR A(H)R? 
al TEEN A 
203 2 1 QA ZN 
all unidad 
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Que para cada número real le corresponde un único 
punto de la recta real y recíprocamente para cada 
punto de la recta real, le corresponde un único 
número real. 

La correspondencia biunívoca entre números reales 
y puntos de una recta real nos ayuda a dar una 
interpretación geométrica de la relación de orden 
entre los números reales. 

Para la gráfica adjunta. A 

A B 


«o9 a b «+0 


La relación [a <B] (se lee: a menor que b) significa 


que al punto A le corresponde el número real «a» y 
se encuentra a la izquierda del punto B al cual le 
corresponde el número real «b». 


DEFLVICIÓN DE DESIGUALDAD : 


Es aquella comparación que se establece entre dos 
números reales, mediante los símbolos de 
desigualdad: <, >, S, >. Luego si a y b son números 


reales, entonces: a<b, a>b, a < b y a> bse llaman 
desigualdades , y se leen : 


a<b: a menor que b» 
a>b : «a mayor que b» 
asb: «a menor o igual que b» 
a2b: «a mayor o igual que b» 


EJEMPLOS: 
...cinco es mayor que dos 


bres es menor que seis 

* La relación «mayor o igual que» (>) se define como: 
azboa>bva=b 

* La relación «menor o igual que» (5) se define como: 
asboa<bva=b 

EJEMPLOS: 
22159+2>1v2=1 
3s3S93<3v3=3 

Eg suficiente que se verifique una de las relaciones 

de orden. 


DEFINICIONES: 


1) Un número a e R se llama positivo si y sólo si 
a>0. 


11) Un número a e R se llama negativo si y sólo si 
a<0. 


UN) a>b + a-b es positivo (a-b>0) 


TV) a<b <> a-b es negativo (a-b<0) 
V)Si (a; ble R* entonces (a+b;ab)] c R* 
Vi) azb>a>bva=b 


VII) asb<e>a<bab<ec 


VIDa>bob<a 


EJEMPLOS: 
* 3<5 porque 6-3 =2 y 2es positivo. 
*-10 <- porque - 6 -(-10) = 4 y 4 es positivo. 
* 7>2 porque 7-2 = 6 y 5 es positivo. 
* -2 > -7 porque -2-(-7) = 5 y 6 es positivo. 
. + Al 

> porque 73% 73 Y je positivo, 
OBSERVACIONES : 
Sean a,b e R.. Luego: 
* La expresión simbólica «a>b» tiene el mismo 
significado que «b<a» 
EJEMPLO: 

56>2>2<5 

* La expresión simbólica «a < bh » significa que a<b 
ó as=b, es decir, cuando se verifica cualquiera de 
las expresiones: a<bv a=b, escribimos a s b 
EJEMPLO: 

Como 2<8, podemos escribir 2< 3 

Como 6=5, podemos escribir 6 < 5 
* La expresión simbólica «a > b» tiene el mismo 
significado que b< a, es decir: 

azb>a>bva=b 

* Si asbabsce, escribiremos abreviadamente 
asbsc: 
EJEMPLO: 


4<xAxsS9 entonces 4<xs9g 
* Las proposiciones a < b,a >b, a<b y azb se 
denomina desigualdades. En particular, a<b y a>b 
se llaman desigualdades estrictas, mientras que 
asb y a2b reciben el nombre de desigualdades 
no estrictas. 


? La relación de orden que hemos definido es un 
orden parcial; como se desea un orden total, 
entonces es necesario una ley denominada ley de la 
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tricotomía. 
LEY DE TRICOTOMÍA : 


VaeR; sólo se puede establecer una y sólo una de 
las tres relaciones : 


a>0va=0va<0| 
TEOREMA? 

Va; be R,setiene a>bva=bva<b 
EJEMPLOS: 


Dado los números reales: -6; 3; -3 y 4; se cumple 
que: 


S<- 3 3<4 S6<4 -3<4 
LA RECTA NUMÉRICA REAL 


Es aquella recta geométrica donde existe una 
correspondencia biunívoca (uno a uno) entre los 
puntos de la recta y el conjunto de los números 
reales. 


(-) negativos 

Se observa que la representación de los números 
irracionales en la recta numérica, determina la 
completitud, es decir, que a cada número real le 
corresponde uno y sólo un punto de la recta y cada 
punto de la recta es imagen de un número real, por 
tal razón el conjunto es continuo , €s decir, no existe 
ningún vacío entre sus elementos. 


OBSERVACIONES : 


* ;-«; son ideales infinitos no son números 
reales. E 


*Los números a la derecha de 0, son llamados 
positivos y los múmeros a la izquierda de O, son 
llamados negativos, el O no es negativo ni positivo. 


IVTERVALOS 


Sea I un subconjunto de R(Z CR). Decimos que Y 
es un intervalo, si y sólo si es el conjunto de todos 
los números reales que están comprendidos entre 
dos extremos (que pueden ser finitos o ideales). 


CLASES DE INTERVALOS : 


Si I es un intervalo, puede ser : acotado o no 
acotado. 


I) IVTERVALO ACOTADO 


Es aquel intervalo cuyos extremos son finitos . Este 
puede ser : 
1) INTERVALO ABIERTO 


El conjunto de los números x que satisfacen la 
desigualdad a<x<b se denomina intervalo 


abierto y se denota por (a;b) 6 Ja;b[. 


Por tanto :|(a; b)=([x/a < x <b) 


REPRESENTACIONES : 
x= 
a b 
xelajb>a<x<b 


- 
-% a b + 
a b 


2) INTERVALO CERRADO : 


Si a,b e R con as b, se llama intervalo cerrado y 
se denota por [a;b], al conjunto de todos los 
números reales x, tales que asx<b 
Es decir : 
[a;b]= [x/a < x s b) 
REPRESENTACIÓN: 
x 


—_— o ———— 
a b 


xela;b] > asxsb 
O también: 


3) INTERVALOS SEMIABIERTOS : 
El intervalo semiabierto por la izquierda es el 


intervalo abierto (a; b] junto con el extremo 
derecho b. 
Este intervalo se denota por (a;b]; de modo que 


(a. ;bl= (x/a < x < b) 


[AM_IZNEZMEREA 
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REPRESENTACIÓN : 


ES “a :b 
Se define el intervalo semiabierto por la derecha 
de manera similar y se denota por [a ;b) 


+00 


* Asi: [la ;b)=(x/a sx <b)| 
REPRESENTACIÓN: 


-0 a b Ho 


II) IYTERVALOS NO ACOTADOS 


Es aquel intervalo donde al menos un extremo es el 
ideal +w0 Ó -o. 
Los siguientes intervalos son no acotados. 


Alla;+w)=(xe R/x2a) 


= 00 a +0 
B)i=o;al=[x e R/x<a) 


- a +o 


C)la;+0)= ([x e R/x> aj 


0 a +0 


D)(=o;a)=(x e R/x<aj á 


-o ” a +0 

EJEMPLOS: 
* (2:7)=[xeR/2<x<7) 
e [-5;7]=[x eR/-5SxS7) 
* (6;+0)=[x e R/x > 5) 
* osil=[xeR/xs-1) 
OBSERVACIONES : 
* (-o;+0)=R 

Toda la recta numérica 
*Si a=b>[a;b]=(a) 
*sia=b>(a;b)=1)=4 

(Es el conjunto vacto) 


OPERACIONES EYTRE 
INTERVALOS 

Si los conjuntos A y B representan un intervalo de 
números reales, se realizan entre ellas las siguientes 
operaciones: 
I) UNIÓN: AU B=1x/xe A v xe B) 
II) INTERSECCIÓN: An B=[x/xeAnxe B) 
HI) DIFERENCIA: A- B=(x/xeAnx e B) 
IV) COMPLEMENTO: A'=(x/xeRnx e A) 

A” = complemento de A respecto a R 

A'=R-A 
EJEMPLO: 
Sean los conjuntos: 

A=[-46[ ; B=]0:8] ; C=[-1:+0[ 

realizar las siguientes operaciones: 
DAUB 2BAC — 3JA-C 4B' 
RESOLUCIÓN: 
DAUVB=? 
Como: A =[-4;5[ y B=]0;8] 


* Graficando : a 


7% 0.5 BES, 


>| AUB=[-48] 


;8] y C=[-8:+o] 


* Graficando : 


09) 10 8 +0 
>| BnC=]0;8] 
3) A-C=? 
Como: A=[-4:6| y C=[-1:+] - 


* Graficando: 


4) B'=? 
Como: B=]0;8] 
* Graficando: 


(ERIGONES RUIOS 
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z 8 
>|[5=F=:0JuB:+A 


CLASES DE DISIGUALDADES 
De acuerdo a su estructuración matemática, estas 
pueden ser: 
A) DESIGUALDADES ABSOLUTAS 


Son aquellas que se verifican en el campo de los 
números reales y a su vez pueden ser numéricas o 
literales. 


EJEMPLOS: 

DSUMÉRICAS: — D)LITERALES = 
*7>0 **>-2 

*9>2 *-5<(x-2 
*-¿s0 "+ y20 


5) DESIGUALDADES RELATIVAS : 
Estas desigualdades se conocen también con el 
nombre de inecuaciones y se caracterizan por que 
se verifican para un conjunto de valores 
denominados ccojunto solución y su representación 
se visualiza en la recta real.: 
EJEMPLOS: A 
1) La inecuación: 4x-3>5 
Se verifica para todo valor 
(=>2) 
* Su representación gráfica en 
la siguiente forma: 

eS 1 2 El 
1) La inecuación : x* - 25 S O se verifica para todo 
s,talque: 2-5 nx55 
* Su representación gráfica en la recta real sería de 
la siguiente forma : 


de x* mayor que dos 


la recta real sería de 


Pr +00 


5 1) 5 
* Más adelante analizaremos la solución explícita 
de los diferentes tipos de inecuaciones que se 
presentan. 

* El conjunto solución de una inecuación se expresa 
mediante intervalos. 


PROPIEDADES GEVERALES DE 
LAS DESIGUALDADES 


0, = OKDEN TRANSITIVO: 
Va,b,ceR 
Siifja<bab<coa<e 


EJEMPLOS : 
En la recta real : 

18 EJ 
-12<-2 A-2<8>-12<8 
0,: ORDEN DE LA MONOTONÍA: 

Va,b,ceR 
I)LEY ADITIVA := 


Si: 
1) LEY MULTIPLICATIVA = 


SizceR* na<b=>ac< be 
¡SizceR” na<b= ac> be) 
TEOREMAS: 


D Sia los dos miembros de una desigualdad, se suma 
o resta una misma cantidad, el signo de la 
desigualdad no se altera. 


Si: la>b>atc>bte] 


1) Si a los dos miembros de una desigualdad se 
multiplica o divide por una cantidad positiva el signo 


6 


de la desigualdad no se altera. 
Si: l)ac>be 
a>bre>0> E 
m2>? 
pe 


ID) Si a los dos miembros de una desigualdad pe 
multiplica o divide por una cantidad negativa, el 
signo de la desigualdad se invierte. 

8 Mae < be 

A 
me? 
ee 

IV) Dos desigualdades de signo contrario se pueden 
restar miembro a miembro y el signo de la 
desigualdad resultante es el mismo que hace las 
veces de minuendo, es decir: 
* Dado el sistema: 


a>bac<0> 


LM AZME MEMES sI] 


a>b 
e<d 


* Se cumple que: 


la-c>b-d ve-a<d-b) 


V) Dos o más desigualdades del mismo sentido se 
pueden,multiplicar o dividir miembro a miembro y 
el sentido de la desigualdad no se altera, siempre y 
cuando los miembros de las desigualdades sean 
cantidades. positivas. 


Va,b,c,de R* 


és 
0> daaraa.. (TI) 


* Se cumple: [ac>bd y 2,2 


VI)Dos desigualdades de signo contrario y miembros 
positivos se pueden dividir miembro a miembro; el 
signo de la desigualdad resultante es el mismo que 
el signo de la. desigualdad que hace las veces de 
dividendo. 


* Es decir: Ya,b,c,d e R* 


> sonmca(1) 
Sis 


* Se cumple: 


VII) Si a los dos miembros de una desigualdad se 
eleva a una potencia impar o se extrae raíces de 
índice impar, el sentido de la desigualdad no se 
altera. Es decir: 


*Si: Dad pe 
a>b> Y 
ID *la >?"Yb 


VIII)Si a los dos miembros de una desigualdad de 

términos negativos se eleva a un exponente par, el 

signo de la desigualdad se invierte, es decir: 
Va,be R 


DSia>b=>a* <b” 
[INSi a<b= a? >6* 
IX) Si: ae R,tal que: 


¿nez'* 


X) a,b e R y son del mismo signo, entonces: 
AE 
< 2 
a<b a b 


PEL 
a>b o a 


TEOREMAS BÁSICOS DE LA 
DESIGUALDAD 


Dados a,b,c,d e R 
1) Sia>0 y b>0, entonces a+b>0 
2) Sia>0 y b>0, entonces ab>0 


3)Sia<b y b<c,entonces a<c (propiedad 
transitiva) 


4) Sia < b,entoncesa +e<b+e 

6) Sia< b y e<d, entonces a+e <b+d 
6) Si a< b y c>0, entonces ac< be 

7) Sia <b y c<0, entonces ac> be 
8)VaeR:a* 20 

9)Va,b,c,de R'la<b a c<d>oac<bd 


10)ab>05(a>0n b>0) v (a<0Ab<0) 


11) ab<0 > (a>0Ab<0)v (a<0Ab>0) 


12)a>0 l>0 


18)a<00L<0 
a 


14) Si a y b tiene el mismo signo entonces; 


e<sr<bo lo l>l 
A) 
15) a<x<b 
at<a?<b? ¿si O<a<b 
>10<x* <maxla ¿sia<0n0<b 
bi<xt<a? ¿si a<b<0 
> 
de 


16)a+L22;VaeR' 
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1Db+¿S2 ¡vb R 
18) a? +b? > 2ab; Va,b e R 
19)a?+b* +c* 2ab+ac+be ¡Va,b,c e R 


20) Si: x5%g5.3x%, € R* 


además: 

EpXga 1 A 4H hx 2 0 
OBSERVACIONES 
atb 


<P: se denomina MEDIA ARITMÉTICA. 
ab: se denomina MEDIA GEOMÉTRICA. 


LAS MEDIAS 


En Mesopotamia ya conocían las tres medias, 
aritmética , geométrica y armónica y es donde el 
famoso matemático griego Pitágoras aprendió. 
Después Pappus en su libro de geometría incluye la 
teoría de las medias y da una construcción 
geométrica muy elegante incluyendo las tres medias, 
dicha construcción se presenta en la siguiente figura? 


OD: Es la media aritmética de los segmentos AB y 
BC 


DB: Es la media geométrica de los segmentos AB y 
BC 
DF: Es la media armónica de los segmentos AB y 
BC 


a+b > Jab > 2ab 

2_ Media a+b 

Media Geométrica Media 
¡Aritmética Armónica 


EN GENERAL : 


Dados: a, , 27 , 43 y Uy »...,6, € R*, definimos: 


aj+ay+a 


Media Aritmética: [M.A.= = 


Media Geométrica: [M.G.=1/a, x 43 x ay X:0.Xx 8, 


Media Armónica: 
n 
M.H.= 
EN 
y -E5> ds Cp 
TEOREMAS: 


* En general para cantidades cualesquiera: 


¡M.A. > M.G. > M.H. 


* Cantidades diferentes: M.A.> M.G. > M.H. 
* Cantidades iguales: M.A.= M.G.= M.H. 


+ Si: 0 <a< b entonces: ac 


* Si: 0<a<b entonces: a < E) b 
eb aba 


T a ¡VabeR' 
ab 
2 


2rtte > ase be 2 3 77+ Va,b,c e R* 


pe 


1 
SAN 
b 
3 


ls 
or >Vabod; Va,b,c,d e R* 
EN GENERAL : 


PETRA 
¡Va ER i=1;285n 
a+ BT fa+bY" 
22, ES] O0O<a<b; 


«mo» noes fracción propia positiva. 


= a 

23) 12) >(1+5) 
( a 1 

a 

AO Y 


24) Si: e | 
P 


¡beZ*na>bax>0 


MU AZMZMEME A 


Eless )| 


donde: 


EpiXgr ¡E ER AMEN 


> a, sap; Vas f 

25) Sca x,5x%p;.. 

a+ O | 
. A Pp 
26) Si a;ay;...0,;b¡3bg50.;b, € R* 
además: 

¿a 1) qe R* 

Pp q 


23 ayb, +a3b, +..+4,b, S 


¡e R'AneN 


> 


1 1 
(a? +aJ +...+a2)r (67 +02 +... +b2)u 


r 
27) (abre? Jm s 


OBSERVACIONES 
*a<bra" <br, VneN 
*0<a<bra?"<b?", VneN 


-e<-b<-a<0 
*Si: 0< 
a<b<c> PA 
cba 
0<-c<-b<-a 
*Sia<b 
a<b<e<0> AR 
cba 
0<b" <a?” 
*Sia<b<0anez' >jarmti<bir 0 
2 la < "Ib <O 
lesa... 


*Si: l< 
Ea PE 


O<...<xt<x <a? <a <l 
O<x<Vx <Yx < Vx <...<1l 
* Sea el polinomio cuadrático: 


P(x)=ax? +bx+c 
Se cumple que: 
Sk P(x)>0;Vxe R 


>la>0n4=b*-4ac<0 


( «Teorema del trinomio positivo» 


OS | 


MEDIAS POTENCIALES 3 . 


Se llama media potencial de orden k(k e R) 


de los números positivos X,,Y7 ¿Tgpeermt, A lá 
cantidad : 


ON Erre A 
í > - 


* ahora si hacemos : 
1) para m=1, se obtendrá ; 


O A 


LA MEDIA ARITMÉTICA: 
11) para m=2 , se obtendrá : 


2 2 2 2 
x, Hg Ag A eno de X, 
my=MO= [ELPIDAAS dono Y, 
n 


LA. MEDIA CUADRÁTICA : 
HI) para m=-1., ee obtendrá : 
EM 


m, 501 z 


LA MEDIA ARMÓNICA : 
11) para m=0, se obtendrá : 


my= Limm, =MG= EE 


La MEDIA GEOMÉTRICA 
OBSERVACIÓN: 


Como la media potencial m, de los números 
Positivos x Xy Xyparas=»,, es una función decreciente 
(ver funciones), es decir : 


si:a<b>m, <my 


verificándose la igualdad m,=my, si: 


X= X¿=%y 
EN PARTICULAR: 
m_, SM, Sm, SM 
=>|MH < MG < MAS MC! 
DESIGUALDAD 
DE CAUCUY-SCUWARZ 


TEOREMA 


(Desigualdad de Cauchy = Schwarz) Sean aj. Ey 
Djs «.« » b,s números reales, entonces : 


[oprtabst+0,0,7S(ajtadt +0 MOjr bir +83) 
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La igualdad ocurre siy sólo si las n-uplas 
(0,503; .. 58,) y (b,; by; ...3 b,) son colineales . 
DEMOSTRACION : 

Haciendo: 


nn n ”n a 
a-( É en[E 57):0-($ ai) 
la E 
MRE CTI 


ao 5) (m0) 


dl e] 


tor Eatoj-Eafof-2 E abajo 
=2aloj+aja )- 2 Ea A 
ie - 2a¡b;a b,+ajbj ) 


= E (ajb,-ajb) 20>A-B>0 >A>B 
ssÍcjen 


OTKO METODO : 


Definamos el polinomio cuadrático 


F(2)=(a,:-0,P +(a—by Ph. Ha,x—b, 7% ER 


Vemos que fíx)>0, para todo xe R. 
Efectuando : 


Nai=taje? - Zar + bi +Ha]=? — Zaha rd], 


Mota taleajer ale 20d rotas 10d dead] eje + 83)20 
A 


> firi=Ma? —2N9+P 20 qa 
donde: bh 
ajraja.+al=M (ab +ogby+t+0,b,J=N »aj+bir + bi=P. 
Luego Mx? —2Nx +P>0, para todo x € R, y esto 
ocurre siA<0. (A: Discriminante. ) 
Enefecto — 12? -4MP s 0 

>4N?-4MP S 0 

> N*sMP 
Reemplazando, tenemos que : 
(ab/+a3by++0,b, * S(ajrads...+ as No] +b3+.+b1). 
La igualdad ocurre cuando f(x) presenta raíces 


reales iguales. 

> (aje-b,)=0 A(a3—b,)=0 A...n (ax —b,)=0 
> ajx=b, nayr= by 2... A0,% =D, 

de donde (4, zm 2.) y (Djs Dz +=», D,) son colineales 
o proporcionales. 


EL LEMA DE TITU 


Sean A, Ay, ... , a, números reales arbitrarios y x, 
Xi» === » %, Números reales positivos, se tiene la 


desigualdad 


> [2y+a7+...+a, P 


Ea? AA 


UT 
aja 

aa 
XX, Ya EA 


DEMOSTRACIÓN : 
* Aplicando Cauchy-Schwarz : 


A E 
(A sal e Ez] 
Y hd 


> (E PC EE lajrnyranes, J2(0,+034.+0, 
. e 


De donde tenemos que : 

7 > (Ortagt ta,” 

E PX 

Como vemos, es una aplicación de la desigualdad de 


Cauchy-Schwarz y por ello algunos afirman que 
simplemente es la desigualdad de Cauchy-Schwarz 


OTRO METODO : 


(Por inducción). Veamos que la inducción se reduce 
al caso n = 2. 


3 al 
aj +4y 
ej, 
2 y Apta 


+st20 > (ajx +0jx,(x,+x3)2x,x2(07+a3+20,03) 


2 2,3,.2,2,.2 2 2 
> aj x3x1+0]17 +a2x] +apxjxg 2 0]9]x9+0x/x9420/09xx%9 
>alxi+alx? -2a,0,%,%, >0 

>(a,x,+a9x,P 20 


y a igualdad a se tiene si y sólo si ÍL 


Aplicando el resultado dos veces se tiene que : 


(arta? 4% 
AyHxg 2 


> (Qr+az+as del 
AHH 


2 2 2 
aja a 
LE ZE 
ES 


Supongamos que se a para n : 


> (a¡+ay+...a, JP 
IHR 


aj aj 
LE Ln 
E * Ea 


Veamos para n +1: 


2 2 2 2 2 
(5 O ) añ,1 > (Artayta, Paz 


Xy Ya EEE AAA 


> (Qy+ ag ta 1 


E a 
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DESIGUALDAD DE SCHÚR 4 


. Haciendo == y= 
Sia, b, e son núrperos reales positivos y n un entero a+l b+1 
positivo, entonces : É 


>» 2=—, se tiene 
e 


iva EELYFE, 
A AT TE A E TO 


matemático FRIEDRICH SCHUR ( 1856 - 1932) Ahora veamos otra condición : 
establegió en 1909 lo que se denominó la Para a, b,c > 0 y ab + bc + ca + 2abc=1 lo 


DESIGUALDAD de SCHUR : sustitución es : 
DEMOSTRACION : es, 6 09 E 
Como el primer miembro es simétrico, entonces aros hi cr iS 230, ; 
podemos asumir un orden. ii US 
Sea a2b2>c, entonces: e a ; + 1 4 90s decir, en la primera 
a e 
aha pe sustitución sólo ha sido cambiada por la inversa de 
>(a-blla-2)2(0-b)b-2);a" 20" OS 
"a-bla-2)2b%(a -B)b—2Jwfi 
a AS EJERCICIO 1 3 
col Sean x, y números reales tales quea* + y" = 1; halle 
(c-al(c-b)20, pues azc; b>c la variación de 3x + y. 
eso o- ajlc-b)20. (88) RESOLUCIÓN : 
* Sumando (¿) y Como nos piden la variación de 3x+y que es 
ara-blla-e) +ertc—aJíe-b)> bia-bN6=e)  *quivalente a escribir 8Xx=+1Xy; entonces 


escogemos los pares (31) y (x;y) para aplicar la 
=a'(a-blla=e)-W"(a—b)Mb-0)+ e*(e—ajle—b)20 desigualdad de Cauchyrcvares 


=a"(a-bjla-c)+ b"(b- al -c)+ "(e aje-b)20 En efecto, tenemos: 
La igualdad ocurre si y sólo si a =b = (Bxx+ 1x9 Ps (37417)? + y?) 
DOS SUSTITUCIONES MUY > (3x + y? s(10(1) > (3x+y)? s 10 
ÚTILES >-J10 s 3x+y s 10 


Si en las inecuaciones tenemos la condición ayz=1, => 3x+ye [ -V10;J10] 
es conocida la sustitución 
EJEROIOTO 2: 


Ele 
b e Sean m > 1;n.> 1. Demostrar que: 


que hace:que el problema, se Cénvierta en otro más mA JAY 
fácil; aunque esto no es siempre para todo problema. ( . 2 a ) simen= 2 = + 2) 


E 
a=£ 
a 


Veamos otras suetituciones que son muy útiles en , ó 

lin artes de desigualdades en: PP OLICIÓN: 

demostraciones + Consideremos los pares (Vim—1;/n=1 1(£2) y 
la ES mn, 

Euflenemos, Elas. > condiciones ¡2,942 >0'Y —cucando la desigualdad de Caicly Sres 

xyz =x +y +2 +2, nos preguntamos, ¿cuál sería — tenemos: 


la sustitución? 1 1 o (AED 
Dela condición xyz =x + y +2 +2 (a ai) imtefn=i (5 (3)) 
tenemos; efes lea 
aberab+ac+be+ra+b+eo+I=0b+00+be+ Rar b+c)+3 Lo e A 
+ U)=lab b = a 
(+1) +1)(04 Uzlab + a +b +1 +(0c + a+o+ 1)+(bc+b+ 041) pr 1,Jn=1 1) simo n2)( LL) 
o a mn 


la: re + Usla+ 110641) + (a+1)(0++(6+1)(0+1) 
Pe EN] 
cl +1 al La igualdad ocurre si y sólo si m =n. 


Sím-1+n-1) (+3) 
” 
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EJERCICIO 3 : 
Demostrar que : 
(4ayay Js (x7+2y* )(22*+y* ), para todo 
x, y Dúmeros reales . 
RESOLUCIÓN : 
* Tomamos las ternas (x;x;3y), (x;y;y) para aplicar 
la desigualdad de Cauchy-Schwarz. 
* En efecto : 

(axeroxyryxyl s (adri y May + y?) 
* Luego tenemos : 

(4xyry Ys (2 dy? Ma?4 2?) 

* La igualdad ocurre si y sólo six = y. 


TEOREMA : 


Si el producto de unos números positivos x,; %75 Xy 
junix, es igual a 1, la suma de los mismos no es 
menor que n: 


Blix gg o = 1 Hxg Hg rot > 


EJERCICIO 3 : 


Demostrar la desigualdad : [5 22 


RESOLUCIÓN : Í 


Tenemos: 
342 _ 241 Nel 1 
dat+r dar dat a? +1 


Puesto que el producto de los gumandos del último 
miembro es igual a la unidad, la'$uma de los mismos 
no es menor que dos. El signo de la igualdad tiene 
lugar sólo para x=0 . 


DESIGUALDAD DE LA MEDIA 


ARITMETICA-MEDIA GEOMETRICA 
Definiremos la Media Aritmética, Media Geométrica 
y Media Armónica de los números 
Xp Xgs « » x, reales positivos, de la siguiente 
manera: 


mare 


TEOREMA 3 


Sean .X1, Xp» «==.» %, Números reales positivos 
entonces su Media Aritmética es mayor o igual que 
su Media Geométrica (MA > MG). 

La igualdad ocurre si y sólo si x,= xy= .. 
DEMOSTRACION : 


Sea P,=(MA > MG para n números); probemos 
por inducción matemática de la siguiente manera : 


1) Probaremos que se cumple para dos números, es 
decir P, es verdadero. 


I1) Tomando la hipótesis que P,, es verdadero, 


probaremos que P,., es verdadero. 


11) Así mismo probaremos que si P,, es verdadero 
entonces P,, es verdadero. 


Cuando (1), (11) y (11) se verifican, entonces P,, con 
n>2 es verdadero. Veamos : 


1) Como x,, xy €R*, entonces /x,m/[xg e R*, 
luego (Ys; =/=2)' >0 
Efectuando: y, 9 42,30 
+ 1, +23 > 2.(x,x3 
> PEN 


La igualdad ocurre si y sólo si x¡=x3. 


Vemos que P, es verdadero. 


PA Ag 190 


gl = xy Xgust ¡Como P, es verdadero, 


U) Sea 8 entonces 


entonces :; 


A 
== NE 


Dx +xp he + ¡+8 >nNX8" =ng 
Dx+x3 +2 +1 > g(n—1) 


HEHE 


De donde: 


CALA IZMEMEA Eo) ENCICLOPEDIA 2012) 


A 


n-1 e 


Vemos que P,,_, es verdadero. 


Tl)Sean x, + %g + «««+ gy Números 
positivos, entonces : 


reales 


yg = (3 +9) + (33 +54) += + (201 + 20) 
RV + fr ++ JE) (a) 
Como P,, es verdadero, entonces : 


A A 


NE NT 
Vasa 2 2% 


sel + ls 
e d+ Js 


Pan 


A] 


De a y f tenemos que : 


Xp AX cs gn 2n?/x,%9..X2m 


HA de X; 
A > lx ¡Agus 


de donde P,, es verdadero. 


COKOLARIO : 


(Desigualdad de la Media Geométrica - Media 
Armónica) 


Sean xX, +%g,%, números reales positivos, 
entonces su Media Geométrica es mayor o igual que 
su Media Armónica(MG > MH). 

La igualdad ocurre si y sólo si 7, =Xg,==== Xp - 
DEMOSTRACION : 

2 Aplicando el teorema a los números 


A 8 Ps 

21 xa" x, "eales positivos, tenemos: 
A 
xy xgls FR > Le ¿E 1 

A EI 
de 2 1 n 
e — 4 — tt > 

%] Xg Ln Yxyx, 


n 
e lx ¡Lon 2 PL Nr 1 
— E A o —Á 
a E Xp 


Es 


y sólo six, = xy 


COLOKAKIO 3 


(Desigualdad de la Media Aritmética - Media 
Armónica) 


DEMOSTRACION : 


La demostración es inmediata, 
transitividad, se tendría, ya que + 


pues. por 


MA >MGAMG> MH => MA > MH. 


Ey + xy 


se tiene : 


DAR 
“a 4 de 
(2, +22 +o..+%,) Ea 
EJERCICIO 1 : 


Sean x, y , z números reales positivos. Demostrar 
que; 

24+24+%>9 

yx 
RESOLUCIÓN : 


Como x,y,z E R*, entonces podemos utilizar 
MA + MG. En efecto : 


La igualdad ocurre si y sólo six = y 


DESIGUALDAD DE BERNOULLI 
Y LA MEDIA POTENCIAL 


La desigualdad de Bernoulli es muy importante, 
puesto que es muy utilizada en el análisis 
matemático y en otras ramas de la matemática, 


La notable familia suiza Bernoulli realizó grandes 
aportaciones a las matemáticas y a las ciencias. En 
tres generaciones produjo no menos de nueve 
miembros de la familia que lograron preeminencia 
en matemáticas o en física (cuatro de ellos 
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recibieron distinciones de la Academia de Ciencias 
de París), los que a su vez produjeron un enjambre 
de descendientes que dejaron huella gn muchos 
campos del conocimiento. 

Jacques Bernoulli nació el 27 de diciembre de 1654 
y murió el 16 de agosto de 1705; fue el quinto hijo de 
una gran familia. También se le encuentra como 
Jacob, por la traducción de su nombre al alemán, y 
como James, por su traducción al inglés. Estudió 
teología; pero la abandonó en favor de las ciencias. 
De manera autodidacta aprendió el nuevo cálculo 
de Newton y Leibniz y fue profesor de matemáticas 
en Basilea desde 1687 hasta su muerte. Escribió 
sobre series infinitas, estudió muchas curvas 
especiales, inventó las coordenadas polares y 
presentó los números de Bernoulli que aparecen en 
la expansión en serie de potencias de la función 
tan(x) y que son útiles para escribir el desarrollo 
en series infinitas de las funciones trigonométricas 
e hiperbólicas. 

En su primer artículo sobre series infinitas, en 1689, 
presentó la “desigualdad de Bernoulli” 


TEOREMA : 

Si x>-—1 y n entero positivo, entonces : 
(1+x)" >1+nx. 

DEMOSTRACIÓN : 

La demostración la haremos por inducción: 


* Sin=1:1 4+x>1+x, es verdadera . 
* Supongamos que se cumpla para m= k, es decir: 
(1+x)* > 1-+hx (hipótesis inductiva). 
Veremos que se cumple para n=k+1. 
Multiplicando por (1+x) en la desigualdad anterior 

(ra (+ 2) 2 (1 Hha) (14 x) 

(142) > 14+(k+1)x+kx? > 1+(k+D)x 

d 


Desigualdad de Bernoulli y la Media Potencial 
dedonde: (14 x)**! > 1+(k+D)x 


> |(14x)” > l+nx| 


TEOREM 


Six >-—1 y O<a<1, entonces : 
(1+x)<li+ax 


DEMOSTRACIÓN : 
Si x =-1, la desigualdad se verifica trivialmente. 


Veamos para 2 >-1. Sea «a racional, 
a=,m,nezZz'con 1<m<n 
a 


Como 1 +x > 0, tenemos : 


(14 xP =(1 saJn du +x)"= la +)” 


= ECONO %)o.(1+ 2). L-1..-1 


m . 
ACORDE 


m+(n—m), 
_ml+x)j4n—m _ n4mx 


=14+%x=140x 
n n 


de donde se tiene : 

(14 xJ" <I+0x,0€Q,0<a<l 
Ahora veremos'para a: € Q..(Q'conjunto de los 
números irracionales.) 


Sea(9x)hen=(91 92» Us r="="» GR»==) una sucesión 
de números racionales tal que: 
a=Lím q, y 0<qgy<1. 
h=+00 


Ln efecto (14 x)% < 14y0 50 >—1:k=1,2,8,00u 


luego : 4 
(142) = Lim(1+x) < Lim(14 q4x)=1+0x. 


Para completar la prueba, veamos que 
0<a<1yxz=0,se tiene (14 x)J" <i+ax; 
tomemos un número racional q tal quea<g<1 y 


como(1 +>r-[u +x) 


se cumple, entonces 


(2 Ja S 14 E aipuesO< E <1 


a 
> (14x)" <|1+S2] <1+qx2x; osea 
q gq 
>(14+2) <I+ax 
Luego la desigualdad ocurre si y sólo si +=0 . 
TEOREMA 3 
Six >-—1 y (a< 0 Va>1)), se tiene : 
(1+x) >1I+ax 
DEMOSTRACIÓN : 


Sil+ax<0, la desigualdad es evidente, pues el 
primer miembro es no negativo. 
Si 1 + ax >0, es decir ax >-—1, consideremos dos 


[EV 77777 OR >> EXT 


Casos: 
* Sea y > 1, entonces : 


de és 
(1 +ax)e < 14 xor=1+% 
a 


de donde : 
1+ax <(1+ 2)" S (141) >1+ax. 


* Sead<./0, tomemos un entero n positivo tal que 


a 
na 3 
23 » luego : 
2 a 
1 <I [——| 
(1+a)n + =)» 


+ (14 x)a > 


>142g 

1 Le 
n 

La igualdad sólo es posible si x =0. 


MEDIA POTENCIAL 


Dados xy, %:g, ... »%, NÚmeros reales positivos, el 
húmero : 


es la media potencial de grado «: de log números 
Xy» Xg ==. » Xp En particular : 


*n. esla media aritmética, 


1 
+27] 


esla media cuadrática, 


e] 


esla media armónica. 


Si Xp,Xg X.Y, números reales positivos y 
a<0<8, entonces M, <MG< Ma 
DEMOSTRACIÓN : 

Como MG< MA, entonces : 


a DAA 
depa; < Eh 


1 
De a< 0 < f, tenemos a 0 entonces elevando a 


== 


a Es 
la pol e 


(ap > (S LEE a 


7 
CUE pia] ms 
y 7 


de donde M, < MG 
Así mismo : 


elevando a la potencia 


p 
z By e ay 
la | +x: E ld 
(d=7.28.x2 y sestrnt 
n 
1 
Bal 8 Y5 
EJ AD ed 
po Apia] =Ma 
n 


dedonde MG < Mp. 


TEOREMA : 
Si xy» Xp» «e, %,, 5On números reales positivos y 
a< A, setiene : M, < Mp 
La igualdad ocurre si y sólo si x¿=x2= 
DEMOSTRACIÓN : 


El teorema demuestra cuando a y f tienen 
diferentes signos. Ahora veamos cuando tienen el 


mismo signo. Supongamos que O<a<PB y 


1 
AARD e 


haciendo M,, 2 =9» 
p 1 8 
[= Le IS 
PA O Ea nl +) 
M. q a 
Tomando : 
d,= a] ar [sz ds (E 
> le q la 
k a 
Bl £l8 
a He td,e 
obtenemos “¿7 


7h $ 


(EDICIONES RUBINOS 


NÚMEROS REALES DESIGUALDADES) 


Pero; x 


Jeletl te 


[Ertt+e, 


d,+dy+..+d, 

be Ae al E 7 
n 

d,+dy+...+d, =n 


Haciendo d, =14+R,3d3 =1+Rg5.5d,, =14 Ro 
entonces ky+kg+ ...+ h,=0. Como £> 1, pues 


a>PB setiene: 


z 
al =(1+2,0 >142 


a 


A 
as? =(1+k)a > 1+Lh, 


k; 


A 
al =(L+ Je >14+8%, 0) 
EA 


po oS 8 8 b 
OP hz + (Ry +k3+.-+R,,) 
a y 
. 8 sl 
Data mm tao > 
2.8 A 
pr a o e 
. 
1 
2. 8 2Ys 
METEO O 
E 
Mp 
de donde 


2109 Mp>99M,>M, 


La igualdad My =M,, se cumple si y sólo si 


=0, luego 
d¡=d)=... 1, y por consiguiente 

x/=%2= 
Falta demostrar el caso a<8<0, 


pero de 


a<f<a <O, se tiene o<É< as cenital 


anterior. -. M, <Ma 
EJERCICIO 1 : 


Demuestre que sig3+ 594 e*= 2187, siendo a, b, 
e números reales positivos, entonces 
a+b+0<27 


RESOLUCIÓN : 
Como My < My, entonces: 
Y 
a+b+e (a c+b%40* 2 
3 3 
y ar+b +eJ) E abit? 

27 v 3 
plarb+ca) <a? +bi +0) 
pla+rb+e? <3?x38"=3? 
Sa+bre<a? 

Por lo tanto a + b+ e< 27 
La igualdad ocurre si y sólo si a =b = 
DESIGUALDAD DE 
REORDENAMIENTOS 


TEOREMA (Teorema de Abel) 2 


Sean (Xy, Xgreer Ln Jo(Y yo Yg reo» Yo), dos n-uplas de 
números reales y denotamos 
Cj= Y1+ Ya + +Y 5 (R=1,2, ...1), 
entonces : 
Eo AI AE Y n= ly — 3 JO HI — 9 O Al E JC + O 
DEMOSTRACIÓN : 
Efectuando el segundo miembro de 

(%, —Eg)ey+H(%3 —A3)03 + (y 1 — E JC 1 + 
E +H(0g —C1)X%g + 0 + (Cp — Cp 1% 
YC 1 + Yo genmees + In 


TEOREMA (Desigualdad de Abel) 2 
Sea: 
App X grano Y 291293 209 2 Yn 20 números 


ke 
8% =2*icon 
sl 


reales y  denotemos 


M=mMÉX (81, 82». 8.) Y Mm=mín 181, 82y=» 8.) 
entonces My, < Xx /Y +X2Y3 += + %nYn < My ¡> 
DEMOSTRACIÓN : 


[CAN AZNLIEME ZA Soc) 


Como: y, > Y2 > »-- > Yn > 0,, entonces aplicando el 
teorema de Abel tenemos : 


a a 
Yan = N: ia) 85 Ym+2 
i=l =l 


n ” 
E Mr —Y1)m= mo ly 9141) MY] 
Fl Es 


0 


dedonde 21%: > My 
dl 


Similarmente: 
DA 
i=l 


A E 
< Y l—911)M = MY (y; — 941) = Myx 
a = 


(91 —9141)855 Yn+1 =0 
i=l 


de donde 27%9% < My, > my, < Y x19; < My 


sl il 
EJERCICIO 1 : 


Sean %1,0y yu.» , y D, > bz >. > b,, > 0 números 
reales positivos tales que : 
y 4Ug su. y > dy -b 3. by 5 Vh E (152; ..51) + 


Demostrar que 4, +0 3+...+4, >bj + bg +... + Boa 


RESOLUCIÓN : 
Aplicando el teorema de Abel : 


O E 


AS 


Mati esta mina 'k=1,2,...M mediante 


TEOREMA : 


(Desigualdad de Reordenamientos) 

Sean (4,,43,»4,) y (6,»b2,...b,,) dos sucesiones 
crecientes de números reales y sea (B;y,Bj2»=o Djn) 
una permutación de (By,Bz,...b,) , entonces: 
Gjb,,...Azbz +... + 04D, >0b;2 + OgD;3 + -.» + Gp Dino 
Si(a,,42,.,,) es creciente y (bj»bgrb,) es 
decreciente, entonces : 

Gb, +43b3 +... +G aba > bb; +03b,3+-+8pD, y 
DEMOSTRACIÓN : 


Veamos el caso : 
2,< a << Ay dy < by < ao < Da 
Aplicando el tcorema de Abel : 


at Ent = Eculo— B,,) 


e laa +by) to 


(+) (+) 
(00 [Eo -Eo]+0, [Lo -Eo,]>0. 
PINO DO el RI? 
(+) (+) 
pe cada k = 1,2, ... ,n, tenemos que 


Y» <Poryo que B, <b7<...<B,, 


ja 
La segunda parte del teorema se prueba 
similarmente. 

EJERCICIO : 
O 
n+p p+m m+n 


Demostrar que: +25 

para todo m, n, p números reales positivos . 
RESOLUCIÓN : 

Esta desigualdad lo podemos demostrar por el 
Lema de Titu y aplicando MA > MG , pero veamos 
aplicando reordenamientos. 

En efecto, por la simetría del primer miembro de la 
desigualdad, podemos asumir un orden, como 


m <n <,p, entonces m+n <m+p <n+p y 


2 A 
n4+p m+p" m+n 
Luego: 
m n Pp n Pp 


nep po a 


+ 
n+p" p+m ES 


(EDICIONES RURINOS 


PE7O7 MEN scrrnos ES mESIC DES) 


m n Pp > P m n 
R+4p p+m min n+p pim min 
sumando miembro a miembro, tenemos; 


m n PO] rip, pm min y 


2| 
n+p pim min) n+p p+m min 

n 3 

— A 2 

o tm E 2 


COLORARIO 3 

Para toda permutación: 

(67,07, )de(c7,,2,-,0, ), se tiene 
al+al+..+a > ad, +03.03 4. +0,» 


COLORBARIO: —- 


Para toda permutación id de 


(tt, 03,..014, ), se tiene as Hem. 
TEOBEMA 3 

(Desigualdad de Chebyshev) ; 
Sean a,<a¿<..<a, y b,<b¿ SSB, 


entonces : . 


ob, +0b,+.-+0,b, aprte es A 
A 


Si una de las sucesiones esiefeciente y la otra, 
decreciente, el sentido de la desigualdad cambia 


Ojby + gba + +0 O 


” = n n 
DEMOSTRACIÓN : 


Veamos el caso cuando las dos sucesiones son 
crecientes. Ef efecto, por la desigualdad de 
reordenamientos, tenemos : 

£b,+07b7 +... +0,b, =0/b, +03b3 +. +0, Do» 
05, +07, +...+4,b,, > 4/b, +03b3 +. +0)b]> 
Ajb, +037b3 +... +4 pb, > 0 7b3 +0gb, +. +0 b3, 


016, +03by +.+0,b, >0/b, +03b] + +0) Do 15 
Sumando miembro a miembro, tenemos : 

nap, +ajby+—+0,b,)>(0,+03+—+0, Mb, +Bp ++ b,) 
El otro caso se prueba de manera similar. 


EJERCICIO : 


Demostrar que : 
ma po (min+pP 
PARED AER 
xy z Maty+z) 


Para todo m,n,p, x, y, z números reales positivos 


con MANR>p Y Z>Y>xX- 
RESOLUCIÓN : 


2 2 2 
mx xp 
x y z 


> " E z pea) 


e Ed A al 


E es oa demostrar : 
mé nt, pt puts (men+p 
x= z 3 MAx+y+2) 


Pero por el lema de Titu : 


m4n. 
Multiplicando por (m2), tenemos : 


[E ¿E A 
zx z 3 Mxa+y+2) 


FUNCIONES CÓNCAVAS Y 
CONVEXAS 


Una función es convexa en un intervalo si la rectas 
tangentes a la función en ese intervalo están por 
debajo de la función. Una función es cóncava en un 
intervalo si la rectas tangentes a la función de ese 
intervalo están por encima. 

La denominación de convexidad y concavidad 
depende del punto de vista que se adopte para 
considerar que es una concavidad, esto es si se mira 
a la función «desde arriba» o «desde abajo». Por ello, 
algunos textos denominan convexas a las funciones 
que se curvan «hacia abajo», al contrario de la 
definición que se acaba de dar en los anteriores 


AM AZIZIERE TA 


708) 


NCICLOPEDIA 2012) 


párrafos: Por ello, es frecuente que en ocasiones se 
adopten las denominaciones convexa hacia 
arriba y concava hacia abajo para evitar las 
ambigúedades. - 

Las técnicas del análisis diferencial permiten 
determinar si una función es creciente, decreciente, 
concava o convexa a través del estudio de las 


derivadas sucesivas de la función. 


DESIGUALDAD CON 
FUNCIONES CONVEXAS 


Las funciones convexas cumplen un rol muy 
importante en la matemática, especialmente en la 
línea de optimización, ya que en estos tiempos se 
están estudiando modelos matemáticos en 
ingeniería, economía, éte. 


Estudiaremos estas funciones para obtener una 

desigualdad muy importante llamada la desigualdad 

de Jensen. 

FUNCIÓN CONVEXA : 

Sea funa función real de variable real, definida sobre 

[a;b] Rf es llamada una función convexa sobre 

[a;b]si y sólo si para cada x, y ea;b]y para todo 

0sts1,se tiene 
Fltzx+(1-t)y)Stf(x)+(1-1t)f (y) 


A continuación utilizaremos el concepto de primera 
y segunda derivada . 


TEOREMA : 


Si f'es una función real definida sóbre [a,b] < R y 
f'"(x)> O (segunda derivada mayor que cero ) para 
todo x e (a;b), entonces f es una función convexa 
sobre [ab]. , 
DEMOSTRACIÓN : 
Debemos probar que para todo x e [a;b], y paratodo 
£e[0;1], se cumple : 
Ftx+(1-1£)y) sif(x)+(1—8)f(y) 

Supongamos que £ y y son constantes; definimos 

Elx) =4f(x)+(1-8)f(y)-f(tx+(1-1)y) 
Derivando con respecto a x : 


E lx)=1f (x2)-1f'(tx+(1-4)y) 
á f(x) (tx +(1-t)y)) 


Como f"(x)>0,Vxe[a;b], entonces f” es 
erzciente en [a;b], de donde tenemos que : 
g(x)20 si x2y; A 
8(x)s0 si xsy 
el mínimo de la función es g(y), evaluando en 
tenemos g(y) = 0. Luego : 


8(x)> 8(y), Vx ela;b] 
de donde: 
£(x)20;Vxe[a;b] 
Reemplazando : 
tf(x)+(1-1)f(y)- f(tx+(1-t)y)2 0 
> fltr+(1-E)y)s F(x)+(1-8)F(9), 
¿Vx e[a;b]; vt e[0;1) 
EJEMPLO : 


La función f(a)=e", con x número real, es convexa. 


pues f"(x)=e* >0, para todo x número real. 
TEOREMA : 


Si f es convexa sobre 


;b], entonces para cada 
x+ 1 

xy ela;b] se tiene: dE <3lf)+(9)) 

DEMOSTRACIÓN : 

Es suficiente tomar É + en la definición. 

DEFINICIÓN : 


Una función f real definida sobre [a;b] Res 
llamada función cóncava sobre[a;b]| si y sólo si 
para cada x, y e [a;b]y para todo O s£s 15e tiene 


f(tx+(1-t)y)>tf(x)+(1-1)f(y) 
e 


NÚMEROS REALES-DESIGUALDADES ) 


TEOREMA (DESIGUALDAD DE JENSEN) 


Si f es convexa sobre [ab], entonces para cada £,, 


Egrunsst,, € [O;1]con 24 =1y para cada XX gm X, 
ela;5] se tiene: 
F(byx, +taxp +1, SA Lx) At lt 


DEMOSTRACIÓN : 
Demostraremos por inducción. Para n = 2 es el 
teorema anterior. Supongamos que se cumpla para 
(n- 1), veamos para n. 
*Como: 

E gr los + 

Í Í, 

a 
Entonces : 
MxyHirtttax)= rule a+ 2er ]r.s,) 


sur E + fe a]p £.fi=,)f comveza 


O AS A 
UI A E) 
de donde se tiene : 


ARA TEMES EE] 
En particular, si 2, =+83 ==... 
O E | 
Similarmente si f es cóncava entonces : 

TUtx¡ +laXg + +15.) 24 (5) 42829) + + En K(30) 
TEOREMA : 


Sif es una función real definida sobre [a;b] R, y 
f"(x)<0 para todo x e (a;b), entonces f es una 
función cóncava sobre [a;b]. 

EJERCICIO : 


Si Fp Tp «» > T, son números reales positivos. 
Demostrar que : 
1 


Le Y 


n 
RF Fgumcaat +1 


Hara 


ler, 1+rg 14 Fa 


RESOLUCIÓN : 


Por la forma de cada fracción del primer miembro, 
definimos la función: z 


iz) 2 1+e7 
Veamos que es convexa. Derivando, tenemos: 


¡rer* 


er 


1 
na 1 Ls 0:vz>0 
+e 


Por lo tanto f es convexa. Luego, podemos aplicar 
la Desigualdad de Jensen 


NA 
SS EN 


1 A 1 1 
al + Auro + 
RAZA a I+er! Pal 
he > 


haciendo e*! =1;i=1,2,...m , tenemos : 


n 1 1 
hot 
afrjrz r, +1 177 


1+rg Tera 
ESPACIO METRICO 


La geometría del espacio tridimensional en el que 
estamos sumergidos nos resulta muy natural. 
Conceptos tales como distancia, longitud, ángulo, 
perpendicularidad son de uso cotidiano. En 
matemáticas frecuentemente podemos agrupar 
ciertos objetos en espacios abstractos y definir entre 
ellos relaciones semejantes a las existentes entre 
los puntos del espacio ordinario. El paralelismo que 
se establece así entre los espacios abstractos y el 
espacio euclideano nos permite visualizar y lograr 
un entendimiento més profundo de estos objetos. 
En algunas aplicaciones el planteo más simple que 
puede usarse es el de espacio métrico. 

Un espacio métrico es un conjunto de puntos en los 
que está definido la noción de distancia entre puntos. 
Podemos usar la función distancia o métrica para 
definir los conceptos fundamentales del análisis, 
tales como convergencia, continuidad y compacidad. 
Una de las operaciones principales del análisis es el 
paso al límite. Esta operación descansa sobre el 
hecho de que en la recta numérica está definida la 
distancia entre dos puntos. 

Es impresionante ver que muchos resultados 
principales del análisis no tienen nada que ver con 
la naturaleza algebraica del conjunto de los números 
reales, es decir, sólo se apoya en las propiedades de 
distancia y con ello llegamos al conceptovde Espacio 
Métrico, que es uno de los conceptos más 
importantes de la matemática moderna. 


DEFIVICIÓN : 


Un espacio métrico es un par (X ;d) compuesto de 
un conjunto (espacio) X == y de elementos (puntos) 


[CAM AZNZREMESA TE ZIO )| 


y de una distancia, es decir una función: 
d:XxX>R 

)> a(=:y) 

no negativa, que verifica las tres condiciones 

siguientes: 

Ddlx:y)=0x=). 

2) d(x; y)=d(y;x).... (axioma de simetría) 

8) d(x;z)< díx;y) + díy; z)...(axioma triangular 

Muchas veces lo denotaremos simplemente como X 


al espacio métrico (X;d), por comodidad en la 
notación. 
Mencionaremos algunos ejemplos que desempeñan 
un papel importante en el análisis. 
1) Sea X 9 un conjunto arbitrario con : 
¿E=y 
d(x; 

(ES AA 
(X ; d) es un espacio métrico llamado de puntos 
aislados. 


2) El conjunto de los números reales con la distancia 
d(x;y)=|*=y] 

forma el espacio métrico (R';d). 

Veamos que cumple los axiomas correspondientes. 

» PRUEBA : 

Dalx:y)=0<|e-y= 
e. 
xy 

2) dls: y) = je y= [y xj=dte; y) 


desigualdad : 
JE (AS J $ Or JE (AA 
k=1 k=1 k=1 


Si tomamos y,-Y,=4, y Z,-Y=b, >%x,=0,+D,; 
entonces tiene la forma : 


z = z 
MS É a+ Y 07 
k=1 k=1 h=1 


Esta desigualdad se deduce de la desigualdad de 
Cauchy-Schwarz : 


(En) 


En efecto: A E a 
Y (a,+b,)*= Y aj+2 Y a,b, + Y di 
1) ha has (5 


0d . 
¿dla ¿JE En) 
dedi 


londe : 


E (ay+b [Y az [E bi 
k=1 k=1 k=1 


4) Considerando el mismo conjunto R”, pero 
definiendo la distancia 


dix; 


s pc x FO? 


k=l 


” 
=3 ly al 

da 
'También es un espacio métrico (R”, d,). 


5) Considerando nuevamente R”, y definiendo una 
nueva distancia : 
dela; 9)=máx|ya xa] 


8) díxix)=|jo— aj fo —y)+(y 2) <jx y] +jy ajedíx:y)+d(y; 2) También es un espacio métrico (R*;dz). 


dedonde: — díw; 2)<díx; y)+d(y:2) 


3) El conjunto : 
La nl 22430) /%y ¿Egyuny En E r) 


1 


con la distancia ales = El 


es el espacio 2, e 

Para verificar que es espacio métrico, veamos que 
se cumple el axioma triangular 3, ya que 1 y 2 son 
directos. 

Bean: 
O al O il (e 0) 
Entonces para que se cumpla : 


dlerz)< dí y)+d(y;z) se tiene que cumplir la 
de 


6) Ly= id tal que x, € R para 
todo ke N tal que [a xj <oo y con distancia 


d=(x:9)= | $ (1x1? 
ve 


La función dx; y) así definida tiene sentido para, 
x.y € L, ya que la serie y EP converge 
siempre que Ex <oy Ex <o, esto ocurre 
pues (x, +y,)S 2(x + y%)- 


Al mismo tiempo vemos que Si + 


(ao Ag e o o) (9 Yare) La tarobién 


(EDICIONES RPTIÑOS 


TEC7OO PES _súnenos REALES-DESIGUALDADES ) 


(2 AY y Ag TFY queno Xp HY pro») E La 
7) El conjunto R”, con la distancia 
E n o 
arto xl” ) 


donde p es un número fijo arbitrario mayor que 
1(p>1). representa el espacio métrico (R”; d,). 


Para comprobar que es espacio métrico, veamos que 
cumple los tres axiomas. 

1 y 2 son obvias, veamos el axioma triangular 3, es 
decir, se debe cumplir 


(En xa r) s (En Er sr)” (Em e ar)" 
Haciendo : 


Tx — YH = Op Y Yn — A =D > 24 — X= 0 4D, 
tenemos : 


(Ejorrar]” Epa)" + Epar)" 


A continuación estudiaremos esta desigualdad, 
llamada desigualdad de Minkonski; previamente 
veremos la desigualdad de Hólder. 


DESIGUALDAD DE HOLDER 
Sean XjoX gr e.» Ens) y Y go0=>» Y, Números reales 


positivos y a, b>0 tal que Er haa , entonces: 
= 


so ” yla pa yio 

¿sus(Est) (Ex) 

a i=1 
PRUEBA: 


Supongamos que E =p =1 , usando el hecho 


i=I 


que X,Y La , entonces ; 


1 
Exmsiix + n= Pr 


A ñ 
Ahora supongamos que 2,2$=M y 20=N. 
S E 


. x fs A 
Sen i= Tas VIS entonces : 


Se tiene que 2, xy, <1, entonces tenemos : 


a s1> Y xy, sM'“.N 
ym ni Es pa 
Reemplazando : 
Y <( 
d=1 
En particular si a=5=2, tenemos la desigualdad de 
Cauchy-Schwarz. 


DESIGUALDAD DE MIVNKONSKET 
SCAN yy (ya 2 7 7 By» Bu sis y 6, números positivos 
y p>1, entonces : 


(Escena) <( Er)" + (En) 


PRUEBA: 

Como : 
(a,+b,P=(a,+b,Ma,+b,J*=a,(0,+b,"+b,(a,+b,P* 
entonces : 


$ tayrby "=$ aloyro, JP + Y bla pro) 
k=1 k=1 k=1 


aplicando la desigualdad de Hólder en cada término 


q 


del segundo miembro, sabiendo que p>1 y 7 


z a Me da 
Y a(a,+b, JP! <[ Y cas») [ E (oyroJyo-») 
E) 1 


E 
a S o vd 
É bala, +b, JP" <( y 1) [ y tosraJyo») 
PR Len E] 

además g(p-1)=p y reemplazando : 


” ”. MP 
Error <[ Ear)”. Esarrtor) 
k=1 h=L k=1 


q 


dEsr] (Emer]" 


= Ear, s(Eurmor]” (( 


[Enanos (Es) e Eno] 
(Esrar)” (É [Eso] « Eo)” 
TEOREMA 


Dados los puntos A, B, C del plano, se tiene que 
ABS AC+CB, la igualdad ocurre si Ce AB. 


[ODE FTZITITIN (EXTD!: 
EJERCICIO : 
Demostrar que : 
V2la+bro|s Ja?+b7+ Jot+c?+ fat+ e? 
para todo x, y, z números reales. 
RESOLUCIÓN : 


Escribiendo adecuadamente el punto : 
(u+b+e'; a+b+c)=(a;b)+(b;c)+(c;a) 
Pero: 
d(a+b+ca+b+c)=d((a;b) + (b;c) +(ca)) 
<d(a;b)+d(b;c)+d(c;a), 
dedonde: 


Vlleryras late ly lt. 


MÉTODO DE LA SUMA DE 
CUADRADOS 
El polinomio f(a y, 4 ,, «.. , a,,) es homogéneo si todos 


sus términos tienen el mismo grado absoluto. 
Mencionaremos algunos ejemplos: 


D fía,,a7)=a3+a3+3a,07, es homogéneo de 
segundo grado. 
TI) fía,,az,a,)=aj +aZa,+a,azas,es homogéneo 
de tercer grado. 
Sea el polinomio homogéneo fa ,,G y, ....a.,), entonces 


faz,Gy,...,09)2 0 para todo 4, Uy, 
significa que la función puede expresarse como una 


a, reales, 


suma f(a,,03,...,0,)=p]+ pi+.o+ pi, donde p, 
es una función real. 
Veamos la desigualdad A>B, 
donde A, B son expresiones de variables a,b,e para 
explicar la idea central. Sí queremos demostrar A 
A>B+ entonces veremos la diferencia 
A-B=fía,b,c)=S,(b=0)*+Sy(c - a)*+S, (ab? 
Si S,»Sp»S, > entonces 

fía,b,e)=S,(0=c)*+Sy(c -aJ”+S,(a—bJ? 20; 
esto significa que A>Bes una desigualdad 
verdadera. 
TEOREMA: 
Sia, b, e, S,, Sy, S, satisfacen las condiciones 
D) S,¿+S), 20; S¿+S, 20; S¿+S, 20, y 
ID) (as bs ev azb>c)yS,>0, 
entonces; 

S¿(b-c*+S¿(c—a)?+S,(a—b)? >0 


PRUEBA: 
Sín pérdida de generalidad supongamos que 
asbse, luego 

Sa (b-cJ*+S,(c—aJi+ S.(a—b)* 
=8,(b -c*+Sy(c—b+b-a)*+S, (ab? 
=8, (6-0) "+8, (ob +(0-aJ"+2(0—bJ(b—a)1+S¿ (ab 
=8, (bc +Sp lo —-bP+8,(0-a)*+ 2(c—b)(b—a)5,+S,(a DP" 


ES Sada Ma—bP+2(0—bIb—a)S, >0 
A 


La igualdad cala y aála al 
(S.+S)Mb—c)?=0 (Sy +S, Ma —bJ?=0 
A2(c—b)(b-a)S,=0 
de donde se deduce que: 
(a=b=e) v (a=b A Sa 


TEOREMA: 
Si a, b,c, S,,S»S, ton números reales que satisfacen 
las condiciones; 
(asbsevaz2b2>c),S, >0,8, >0,S,+28) > 0, 
S¿+25) > 0,entonces 

Sa(b-c)?+8,(c-aJi+S,(a—b)J? >0 
PRUEBA: 
Sin pérdida de generalidad supongamos que 
asSbse,entonces : 

S, 20,5,20, S,+25, > 0,5,+25, > 0 
1) Si S, > 0, entonces siempre es verdadero. 
11) Si S,<0, entonces 

Sa(b-cF+ Sy(e-a*+8,(a-bP 
=85,(b-c*+S,(0-b+b—a*+8,(a-b? 
=(S, +8, Mc —b"+(Sy+S. Mb a)*+28,(c -bMb a) 
2(S,+S, Mob +(8,+5,0-a+S, [(c-bF+b-a 7] 
=(8, +28, J(c -b)J'+(S+ 25, M6-aJ* > 0 
Analice cuándo se da la igualdad. 
TEOREDIA: 
Sia, b,c, S,,S,»S, son números reales que satisfacen 
las condiciones: 
(a<bseva>b>c),S, >0,S, >0yb*S,+0c*S, >0, 
entonces: 
S.(b-c)*+Sy(c-a.+S, (ab)? >0 

PRUEBA: 
Sin pérdida de generalidad supongamos que 
asbse, y de S, >0,5,>0 y b?*S,+0?S, > 0, 
entonces: .s 
8,16 -cPrSylo a+, ta br (60 Hb ar [5 (5) +5] 
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b-a 


AAA AS E A 


A EE ales y 20 
Analice Aa se da la igualdad. 


TEOREMA: * 
Sia, b,e, S,»S,+S, son números reales que satisfacen 
las condiciones 
D)S,¿+S, 20 v S,¿+S, 20 v S,+8, 20, y 
1) S¿Sp+S)S+S,S, > 0, 
entonces 

S,(b-c)?+Sy (e -aJ.+S¿(a-bJ? >0 
PRUEBA: 
Sin pérdida de generalidad supongamos que 
Sy+S, > 0 . Haciendo u=b-— a ; v=e — b,tenemos 
Sa(b=cP+Sylc— a+ S.(a-bP 
=S,(0—c +8, (c—b+b-aJ'+S, (ab? 
=S, (bc) *+8ylo—b"+S,(b a" +25, (c—bMb—a)+S, (ab)? 
=(S, +8 Mo -bP'+(S, +5, J(b- aJ*+ 28, (0 -bJ(b a) 
(S,+ Sy Jo*+(S,+S,Ju*+ 2Syu.0 

sa y [(S5+58,+5,S, 

rss. (us 3 e ») EXA 1 20, 


DESIGUALDADES SIMETRICAS Y 


CICLICAS 
Sean y 7» «.., a, números reales, los coeficientes 
a . €, ¿delo polinomio 


Hla)=(x+0/)(x+a7)u(xka,)= Y ceja 
k=0 


se denominan funciones polinomiales simétricas 
elementales de €,» A»... , 4, es decir ; 


ey=1 
e¡=4,+a7%...+a,= Y a; 
i=1 


E 3; 


C954/03+0/03+...+ 4, /0,= 
a Isi<jsm 


€,=8/G3...8,, 


EJEMPLO: 
Si H(=)=(x+0)(x+bMx+0)=x*+(ab+c)x* +(ab+ 
ac+bc)x+abe, entonces 

ey=1 

e =a+b+e 

€, = ab + ac + be 


e, = abc. 
En base a estos polinomios simétricos elementales, 
daremos una definición. 
DEFINICIÓN: 
Dados los polinomios simétricos elementales 
CpoC ,».s, definimos 


I(n—E)! 


1 
A 
(o) 


EJEMPLO: 
Py=0y=1 

1. _Gj+09+... +0, 
TO, 


€; R=0,1,2,... 1 


2 
A EN 


TEOREMA: (Desigualdad de Newton) 


Amp es +a103+.«+8,_10,). 


Sean aj, Uj, «.. , a, números reales positivos y 
Ec (11,2, ..., (n—1)) entonces, se cumple que : 

Proa Pasa S Pé. 
La igualdad ocurre si y sólo si a,= 
NOTA: 


Antes de la demostración del teorema, veamos un 
resultado muy importante que usaremos en la 
demostración de la desigualdad de Newton. 


Sea: 
Hla)J=(x+a,Mx+09).(x+03)= Y 0 *= Y (Jar 
o sol 


Derivando tenemos: 
H(a)= E tn m5 Jr a 
Definimos : 
PE A 
a MS El A 1 


Si los valores reales a, k=1,2, ... , n son elementos 
del intervalo /a; AI], entonces el polinomio Híx) 


tiene n raíces reales en /a;/f£] y por el teorema de 
Rolle , entonces H'(x) tiene (n-1) raíces reales en 
[a; fB] y denotemos como -Y y Ygs"sY, y; luego 
El 
Q0)=H (e) =(4 y Mort y) olx + ya 1) 

Igualando coeficientes de Q(x), obtenemos: 

Pi (81,03,=0=»00)=Pr(Y1,Y29=="» Yn-1) 
para todo R=0, 1, 2, ..., (m-1) . 


CAM_IAZHZREMEA. 


TEA 


PRUEBA; (de la desigualdad de Newton.) 
Consideremos la hipótesis inductiva T,,; 
Py 1(0/,Gg70=r0,¿)-Pyo1(0,,0 3,000, )S Pj(Qy90g,00, 07), 
donde j=2,3, ..., (n—2). 
Para j=1 y n=2, tenemos: 
2 
Po P¿ SP] > 1.0075 (212) 
> 4ajazsaj+a3+2a,0) 
>(a,-az?* 20 
Como vemos se cumple para n=2. 
Para ¡=1 y n=3. 
Po(a,,43,05). Pe(a,,07,03)5 Pf (a,,07,43) 
1 (Srteztas ] 
3(2) y 
> 3(a,ay+a,0,+a703)S aj +aj+a3+2(a,03+ 


(1). 75(0/07+0/03+0703)S 
+a/03+430,) 

Saj+aj+aj > a/a7+a,03+0303 

ésta es una desigualdad verdadera. 

Para j=2 y n=3. 


P,(a,,43,43).Ps(a1,07,03)s P¿(a,,a7,45) 
. 
ES (fttates) ca,0,05)5 ES pa +43 2) 


Si a,aza,=0, se cumple trivialmente. 
Si azaza, +0, entonces dividiendo por (a, azay)", 
tenemos : 


2 
IN PO E MO 
3lajaz ayas aya) Sla, a a 
2 
JR) 
Uy 0703 0507 QA 07 ls 


ll SNS) a 
> 3] hi 2 + mE: .. 
2,) Lay) Lay) * aja * a/az  a3ay 


Ahora veamos pára =n-1, es decir probaremos que 


P,_s(0,,07 7-28, ).P,(4,,03 ,..234)S PE ¡(21,03 300,87) 


2 RN 
a, Eten A leves pe 


ATEO 2.) 

nj 

donde los símbolos 2, y a, se omiten. 

Si a,0;... a,=0, se verifica la desigualdad. 


Si ajaz...a, +0, entonces dividiendo por 


(a,a7..a, )*se tiene ; 


pa TS 
E) 1sjchon 804 (nj287 
y esta desigualdad es equivalente a: 


O O bl 
aa, ""0,) La'az'”"0,, aaa, 


Teniendo en cuenta la nota anterior, la desigualdad 
es verdadera y con esto se completa la prueba. 


TEOREMA: (Desigualdad de Mac Laurin) 
Si 2, 2, ... ,a, son números reales positivos, 
entonces 

PAPI AA 2 (PO 
La igualdad ocurre si y sólo si a,= 
PRUEBA : Como 4, Ay» ««. , 4, >0, entonces 
podemos aplicar la desigualdad de Newton para 
1<k<n, en efecto: 


h-A 
Peor ep 


j=0 
=Pox Pix PP PREPA PR, 
=(Pyx Pa MP, x Po P¿x PL ml Pa po Pro 
p 


SPExPExPE Par =1 Pp 


4 hs 
>PRPE, Ur sI PREPARA Pot, s PEA 


ES Fr ae 

SPA s po 

La igualdad ocurre si y sólo si se cumple ; 
a,=4,=...=4,. 

EJERCICIO : 

Sean a, b, c, d números reales positivos, pruebe que 

(abractad+bcrbd+cd) > (aber abd+acdrbcd 


RESOLUCIÓN : 
Utilizando la desigualdad de Mac Laurin: 
PM >PMoPÍ>Pi 


(ON e] 


: A 
[Gabe + abd + acd+bed) 
() 

pt 
e 
e (abracradrberbdrca? > tado rabd+aodracdrbad” 


e Ztabracrad+berbdrcd” 27 (abe+abd+acd +bed? 


(EDICIONES ROTINOS 


MET MET romeros KE<MLES- DESIGUALDADES) 


PERE CIEIO, 7 


Dados a, b, e, a números reales posibivs, pruebe 

que 

ELA 1)o8(2,2, al 
a be +a 

RESOLUCIÓN : 


Multiplicando por fabed)* tenemos la desigualdad 
equivalente: 


tabcdr(L+ A 


si labod)* (A 


S iii 


rro? S Pyx Pas (Ps)? 


esta desigualdad es verdadera, pues es la desigualdad 
de Newton. 


POLIVOMIOS SIMÉTRICOS Y 
CÍCLICOS 


Para mayor comprensión consideremos un 
polinomio P(x, y, z) de variables x, y, z; luego, para 
definir introducimos dos notaciones muy 
importantes como: 

yz J 


z 


DEFINICIÓN : 
Y Plx,y,2)= Plx,y,2) + P(y,2,2)+ Plz,x, y) 
ele 


Y Plx,y,2)=P(x,y,2)+ Plxsz,y)+ P(y,2.x%) 
eS Ply,x,2)+Plx,x,y)+Plz,y,x) 
EJEMPLO : 
Exty=atyryirrata 
e 


Exty=atyralrr yr y ira a y 
sim 


Er yr 

se 
E) 
sim 


Daya =xyz+ yzx +2xy =3ayz 
ele 


HD 19yz= xYZ+AZY + YAZA YN A ZA A yx = Gx z 
aim 


A continuación enunciaremos el teorema de 
Muirhead para tres variables para mayor 
entendimiento. 


TEOREMA (TEOREMA DE MUIRHEAD) 
Sean a,, 4,» 2 :b,,b,.b, números reales no negativos 
tales que 
4,243 >43:b, >b, >b3;0, 2b,; 
4,+07>b,+b3;0, +09 +03 =b,+b,+by 
Sean x;, y, z números reales no negativos, entonces 


y xa yo zos > e a ya gls 
sim sim 
EJERCICIO : 
Pruebe para todo a, b, e números reales positivos 
la desigualdad : 
a b e 23 


bre are ás 2 


RESOLUCIÓN : 

La desigualdad a demostrar es equivalente a : 

2 [ala + c)(a + b)+b(b+c)(a+b)+c(b+c)(a+c)] 
23(b+c)(a + c)(a+b) 

efectuando : 

2 (a(a*+(b+cja+beJ+b(b*+(a+c)b+ac)+o(c*+(a+b)e+ab)] 
23 [(b+cMa* +(b+c)a +bc)] 

ella ro re”) 210? (b4c)+b*a+c)+c* (a +b))+6abe 

23 [a*(b+c)+bMa+c)+c* (a +b)+2abc] 

2 di+e*) a+) 40 i ac) +o*a+b) 


e Yu' 2H a* 
de 


Para enunciar en forma general el teorema de 
Muirhead, es necesaria la siguiente definición. 


DEFINICIÓN: 


Sean :0=(0 1,300) P=( Bio Baro Bn) 
elementos en R”, de componentes no negativas; 
diremos quea> f> si y sólo si: 

Da, 2432.20 Y B12 Po 2-2 Bn» 

Da +03+.+0y 2 B+ Port Pys h=1,2,....(n 1) 
TI) a +03+. +0, =P y+P yt Ba 

TEOREMA (Gesersizano DE MURIEL) 

Si a > f 2» %mo=:*, Números reales no negativos, 
entonces : + 


2d A E Ear. afec, 


La igualdad ocurre si y sólo si a=f 6 


x/¡=x)=. 


CAME MZRE RRA 


Lo ELIO) > a ETT) 


EJERCICIO : 
Sean Xy » Xy, Xg> %, Números reales positivos, pruebe 
que “ : 

Fa st a lr ta 


Hara lx + xr lr + 9 fx 34 - 
RESOLUCIÓN : 


Como E 37= 2 x3-(x2232%)., entonces tenemos 6 
sim sim 

permutaciones para (x,»Y yx) y para x ¡3 [xxs 

tenemos 2 permutaciones para x,x, y 2 

permutaciones para [xx , en total 4; luego, la 

desigualdad se puede escribir equivalentemente 

como : 


Oj) [5,5 [xs +02, 5% +92 [2,23] 
NA | 
> 2 Enrrlzaza, 

como a=(3,0,0,0) y f=(1,1,1/2,1/2) entonces 


esta última desigualdad es verdadera. 
La igualdad ocurre si y sólo si x,=x,= 


EJERCICIO 1 : 
Sean x, y, z números reales positivos. Demostrar 


ISO za 
que: + LE > 352 
y x 
RESOLUCIÓN : 
al yt at 
Utilizando MA > MG, a los Múberos "+ E 


En efecto : 


z 
La igualdad ocurre si y sólo si x= y 


=z 
EJERCICIO 2 : 


Sabiendo que m, n, p, q son números reales positivos 
con mnpq = 1, Demostrar que : 


mirnt+pi+gt+mn+mp+mq + np+nq + pd >10 
RESOLUCIÓN : 
Utilizando MA > MG se tiene: 


miendipi 4 +mn+mp+mqg + np+nq + pg > "mapa 
10 2imapa)l 


mi+nt+p?+g?+mn+mp+mg + np+ng + pq >10x'Y1 
=>m an 4pi4+qH4ma+mp+mq + np+nq + pg>10 

La igualdad ocurre si y sólo sim =n=p=q=1. 
EJERCICIO 3 : 

Sea x un número real no sulo, y un número real, 


Demostrar que : *?+y? > +53, 


RESOLUCIÓN : 
Agrupando convenientemente : 


2 LY AA 1 3) 
S AR +4 
1 2 va 
a =(»+3 eE 
ya 


2 >2 
dx 


> > 3 
4 


AE añ 
En Sa >V3. 
e»+3) +» 22) +3 > 43. 


say 42 > 15 
ro , 
La igualdad ocurre si y sólo si y==52 
y 


EJERCICIO 4 : 
Sean p, q, r números reales, tales que no son nulos 
simultáneamente, halle el valor máximo de: 


- 1P+39+9r] 
SE 
RESOLUCIÓN : 
Sean las termas (p, q, 1) y (1,3,9), entonces 
(px1+gqx34+rx 97 s(p?+qg tr? a+ 3% 9?) 
op +39 +9 s 9p*+g+r?) 
e Vía+3b +90 s 91 lp*+ qt r?) 

|[p+3q+: 
como fíp, q, r)>0 entonces O < fp, q r) Ss J91. 
>El máximo valor de f es /97, y esto bcurre si y 
sólo si (p, gor) = (1,3,9)- 
EJERCICIO 5: 


Sean a, b números reales, halle la variación de: 
f(0)=aSeng + bCos0 
RESOLUCIÓN : 


[EDICIONES _RUBINOS 
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DADES) 


Sean los pares (a, b), (Sen6, Cos0). Utilizando 
Cauchy-Schwarz tenemos: 

(aSend + bCo90)? S (a? + b? (Seng*4+Cos0?) 
>(aSeng + bCo080)* <(a? + b*)(1) 

> (aSeng + 60090)? <a? +b? 

da? +b* 5aSeno + bCos0s Ja?+ 6? 

=> dla? +67 f(0)< la? 6? 


EJERCICIO 6 : 


Sean m,n, p números reales tal que m+2n +3p=14, 
halle la variación de m*+n*+p?. 


RESOLUCIÓN : 
Escogemos las ternas (1,2,3) y (m, n, p) para 
utilizar la desigualdad de Cauchy-Schwarz. 
En efecto 

(1xm+2xn+3x pP s(42%4+8* (m*+n*4p*) 

14 s14(m? + n* +p*) 

ol4sm*+ n*4p? 

>m4nt+p?214 

La igualdad ocurre si y sólo si (m,m,p) = (1,2,8). 
EJERCICIO 7 : 


Sifía, y, 2J==*+y*+27, con a, y, z números reales 


positivos yx+y+z= Y3 , entonces el mínimo valor 
defes: 

RESOLUCIÓN : 

Comox, y, z > O y tenemos que buscar una relación 


entre x+y+z A 274 y?+ 27, entonces aplicamos la 
Media Potencial, veamos: 


A ETA 
27 3 
¿el 1 


serra lc y? 


1 
por lo tanto el mínimo de f es gy ocurre si y sólo 
Ys » 


ERES 
Y 3 


EJERCICIO 8 : 
Sean p, q, r reales no negativos, demostrar que : 

pi+q%+r* > 5(p+g+r)-12. 
RESOLUCIÓN : 


Como en la desigualdad aparecen suma y suma de 
quintas, entonces podemos aplicar la desigualdad 


de Bernoulli o la media potencial; veamos utilizando 
la desigualdad de Bernoulli: 


(1+aJ > 1450; a>—1. 
Haciendo 1 +a =x => a =x—1, entonces 
m'>14+5(m—1) 
<= m* > 56m —4;m > 0; similarmente 
n >5n—4 
Pp >5p-4 
sumando miembro a miembro y efectuando tenemos 
mó+ n* p? > 5m+5n+5p —12. 
=>m*+n% p' > 5(m +n + p)-12 
La igualdad ocurre si y sólo six=y=z=1. 
EJERCICIO 9: 
Demostrar que para todo a,b,c números reales 
positivos 
are bte 


1/2 12 112 
o e MES 
a+b+e a+b+e atb+e 


RESOLUCIÓN : 
Tomamos las ternas 


ab. 42 ate 12 bre Ma 
¿EA (32) (a) ae 


aplicando Cauchy-Schwarz: 
ate bre 


. 
atá vo ( a ( a ) 
[ess id E leo IS 


atb, aro, bre 2 pta yo 
+ 
(E a+b+e O E 


E 
a+b+o 
aye 


Al lr E 
a+b+e. a+b+e a+bre 


La igualdad ocurre si y sólo si a= b=e 
EJERCICIO 10 : 
Demostrar que: 


IO ) 
RAP m+p min 
para todo m, n, p números reales positivos. 
RESOLUCIÓN : 
Como : 


A 
«l ARAS 


n+p mip m+ 


: 
men+ps2 (Pa 


PEJteen emepemon) 


nt 
(min+py? samp PA a) 


cancelando m +n +p > 0 


men+p<3( 


Ma a 
EJERCICIO TT? 


mtrs apt: ) (a+b+eJ? 1 
n+p m4+p m+n > tabrac) + (ba +beJa(ca+eb) 
_ (arb+e? 
—2lab+bc+ac) * A 
1 a+b+c) 
basta demostrar que Zlabibora) E 
Como : 


Sean x, y, z 2 1tales quel ptes 

Demostrar que ; Es 
“Jxrykz>2 Vx 1+ 

RESOLUCIÓN : 

Para aplicar Cauchy-Schwarz, tomamos las ternas 


27) y (Uz, y, /=) 


de" Jy 
en efecto tenemos que : 
. 
Er ) 
(E El > a de xt) 
xo y 
A o) s(1-Ler 21 Llegas) 
«(s- (Pepa Deere 
(3-2) (x+y+z)=(u+y+z) 
Entonces (Vx=1+/y=1+ /z 1) sary+z. 
A a 7 io 


La igualdad ocurre si y sólo si x= yu. 


EJERCICIO 12 : 
En E m0, > Ed Demostrar que: 
a al al 
LE as 214 7 > gy r agota, 
G7 “Ag Sh BL 
RESOLUCIÓN : 
Aplicando el Lema de Pit, 
CNC e a ES (014 ph +t 8, +40)? 
ay Ay+03+..+0, +0, 
=0,+0,+..+0, 
La igualdad ocurre si y sólo ñi a, = 4, = mm = 0): 
EJERCICIO 13 : 
Desigualdad de Nesbit) «Demostrar que : 
o CA b E, 23 
b+c a+c a+b 2 
todo a, b, e números reales positivos. 
'ESOLUCIÓN : 
La b e Ez a? + b? + e? 
+ec a+b ab+ac ba+bc ca+cb 


y 


at+bi4e? ab + ac + be 
a+ biret+ 2labr+actbc)2 Sab+ ac +be) 
(a+bre)? 3 
Lab+bc+ca) 
La igualdad ocurre si y sólo sí a =b 
EJERCICIO 14 : 
Demostrar que : 


Para todo aaa , números reales positivos tales 
quexyz=1 y a >1 

RESOLUCIÓN : 

Por la simetría , podemos asumir el orden 
x> y >2, entonces : 


2+e>y+z o Ls A 
24 xy z 


1 


ryan 
y 


1 1 


< < a 
AY AZ Az 


De donde 


AS y además 
ES ES y+z 


E 
Utilizando Chebyshev :; 
ES II E 5) 
yan za xy 8 yan + ey 


Pero sabemos que : 

-1 1 -1 
EAN 7 
A 

E y 28 
Y+zZ ZAR AY 2 
A 
YyAZ ZO + y 2 
EJERCICIO 15 : 


Demostrar que: 
3 3 s 
y ze 


AS 


> 


> 


+ 2 
n4+p4q m+p+g min+gq eno E 


para todo m, n, p, q reales positivos con 


(EDICIONES RUDIS 
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mn+np+ng+qgm=1, 

RESOLUCIÓN : 

Por la simetría del primer miembro de la 
desigualdad , supongamos sin pérdida de generalidad 
que m>n>p>q, y haciendo : 


n+p+g 
5 mi p+g 
Ce=sm+n+q 
d=m+n+p 
>a<bzesaní USES 
“ted 
Luego , aplicando Chebyshev, tenemos : 
AS 
a be d 
1 . 
23m ++ po+g dE +2 23) 
>Lim* en? rear ment pri i+ 
=16 »teta 


como a+b+c+d=3(m+n+p+q), entonces 


Eh Se 
me e 


Sa 


min + +d a E EP 


A Al 
a be di 


¿e nt pq ll denota pal 


> tp ql 306 


m4 nt pt ql) 
Nos falta acotar m*+n* + p*+q*y como tenemos 
la relación mn +np +pq+qm=1, entonces tomamos 
las cuarternas (m,n,p,q) y (n,p.q,m) para aplicar 
Cauchy-Schwarz; en efecto ; 
atrapo mi l> mn np+pq+qmP 
emp gl 2 
eoment+po+gt>1 
a 
m 

iia 

EJERCICIO 16 : 


Demostrar que para todo a, 5, e números reales 
positivos 
3 


nn Po ¿Pin+p 


NO 3 
RESOLUCIÓN : 

El lado izquierdo de la desigualdad se puede escribir 
COMO. py nt ye 

MA +nip+np? > Prpmipm” 
luego, aplicando el Lema de Titu, tenemos: 


mi+mnin? 


m+min+mn? 


7 a E " Fo 
miminima n+ntpinpi p+pim+pm? 
(mirnte pt? 
mon+pimnimin)+npín+ p)+pm(p+m) 

manta manta? 
imin+plimi+nd4pi) min+p 
entonces: 
m a z p mintip? 
mimo on t+npip? pr+pmimi min+p 


Pero: 
mi+n+p? > ma+mp+np 


> 2m* n*+p*) > 2(mn + mp + np) 
> 3(m?+ n%4 p?)2m*+n*+p*+2(mn+mp+np) 


S3mi+n?+p?)>(m+n+pP 


min+p? _min+p 
m+n+p 3 
De donde: 
m ni Pp mintn 
E a+ 7? 
memnn at+np+p?  pi+pmtim 3 


La igualdad ocurre si y sólo si m =n =p. 
EJERCICIO 17 : 
Demostrar que dados X> Xi pueos Lo Éyo Ey poeaoz E, 


números reales positivos con Ya =1, 
1 
Entonces : 
aa ar < bx, + E7%g hd 


RESOLUCIÓN : 


Sabemos que f(x)=e*,x€R, es convexa y 


además : 
. 


ea to, 
Entonces : 
aran < e M1 y ptas y y tn 


= et Drsritalosg talon 
aplicando la Desigualdad de Jensen : 
¿lazy stglazg ral $ en mm pea... Pc 
= 4%] +lgXg A+ 
EJERCICIO 18 : 
Utilizando la desigualdad de Jensen, demostrar que 
ETE AA 


E 22 Rlxy Ag ao 


siendo X,, Yyp....%, números reales positivos. 


RESOLUCIÓN: 

* Como: a;be R =>(a-b) e R»..«(Ley de Clausura) 

* Luego por la ley de tricotomía 
a-b>0va-b=0va-b<0 


>Pa>bv a=b y a<b 


PROBLEMA 2: 


RESOLUCIÓN: 

* Primero (a<b>a+c<b+c), así: 
> (a -b)+(0)<0 
>(a-b)+(c0-c)<0 
>(a+c)-(b+c)<0 
> (a+c)<(b+c) 

*Luego: (a+c<b+c=>a<b), así: * 

(a+c)<(b+c)>(a+c)-(b+c)<0 
>a+e-b-e<0O>a-b<0 
>a<b 

PROBLEMA 


* De: AA 
pro 2 
Como (a—b)> JO 
rima b)+(b-e)>0 
>a-c>0>a>c 
PROBLEMA 4: 


la—b)>0 y como c>0 


-B (o 20. rddefinición 


=> ac be > Oamosonal distribución) 


>ac>be 


RESOLUCIÓN: 
*Como1=1x1=1*>0,y, a.a'=1>0 
* Entonces a y a” tienen el mismo signo. 
PROBLEMA 6: 


Ss 

RESOLUCIÓN: 

* Sabemos que si: ab>0=> (ab)*>0 
>ab!>0 


*ycomoa <b 
> (ab )a<(a*b*)b 
(a a)b*<a (bb) 
216 <a*.1>b!<a* 

PROBLEMA 


Jer” 
RESOLUCIÓN: 
* Restamos 2x a ambos miembros ; 

6x-1-2x=2x4+8-(21)>3x-1=8 
* Sumando 1 a cada miembro : 
8x-141=84+1>3=9 
* Dividiendo ambos miembros entre el número 3 
Ed 


>» E=ior=3 


PROBLEMA $8: 
Sisa-ex, demostrar ques: 000 
RESOLUCIÓN: 

* Apliquemos ((p => q) > (q > p)) o reducción 


al absurdo. 
aeR,az0>a*+0 


* Suponiendo que: 

a?=0 
>a*=ax0 
>axa=ax0 
>4=0... ... (cancelación). 
> De donde se llegó a un absurdo, con dosjalaa queda 
demostrado que si : asRrar0za? X 


(Eprcronta HUDINOS 
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RESOLU CIÓN: 
*De:a*xb>a-bx0 
* Entonces: (a - b)* > 0 
* Desarrollando, se obtiene : 
a*-2ab +b*>0 6 a*-ab +b?> ab ........(1) 

* Además: a +D>O cocnrsmanocisees. (del dato) 
* Multiplicando los dos miembros de (1) por (a+b), 
se tendría: 

(a? —ab + b* )(a+b)> ab(a+b) 

> a+ b*> a*b4 ab? 
PROBLEMA 10: 


RESOL LUCIÓN: 
* Dado que: q + b; se cumple que: (a—b)* > 0 


* Desarrollando : a* - Lab + b* > 0 
* Sumando a ambos miembros 4ab : 
a? - 2ab + b%+ 4ab > 0 + 4ab 
> (a+b)J?> Lab Pa 
* Dividiendo ambos miembros por 2(a-+b)>0; 
(a+b" _ tab _ 24D, 2ab 
2la+b) 2Lla+b) 2 ab 
pot 


PROBLEMA 11: E e: 


RESOLUCIÓN: 
+ Partamos de: 
(WVa-J5Y 20; (Ja=JeY 20 y (V5- JoY 20 
+ Se obtendra: 


a+b>2/ab » 

a+c>2/ac ei 
b+e>2Jbo miembro” 
(a +b)a +c)(b+c)> 8 /a*b%0? 

> (a+ b)(a+e)(b+c) 2 Babe 


PROBLEMA 12: 


RESOL UCI ÓN: q 
1) VERDADERA : dado que: 
afb=a+b-3 
bia=b+a-3 
* Entonces : a Hb = b $ a...... (es conmutativa) 
VERDADERA : ya que siendo “e” el elemento 
neutro de la operación, se tendrá que: 
atte =a = eta 
ate-3=a>e=3 
NOTA: 
“Para que la operación tenga elemento neutro, la 
operación debe ser conmutativa”. 
111) FALSO : ya que siendo a”' el inverso de “a” se 
tendrá que : 


41=6-4=2 


RESOL TER 
* Graficamos los intervalos en la recta numérica : 
A B 
z > 
TES 3 5 +0 


1D) AuBesel conjunto formado por la UNIÓN, cuyos 
elementos pertenecen a Á o a B, o a ambos. 


* Del gráfico: 
[AU B=J- 4561 

1) ANB es el conjunto formado por la 

INTERSECCIÓN cuyos elementos pertenecen a 

ambos conjuntos. Asf: 

[AN B=[-3; 38] 


TINA - B es el conjunto formado por elementos que 
pertenecen a Á pero no pertenecen a B. 


Caza 


MERA 
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* En la figura: [A-B=]- 4-31 
TV)B - A es el conjunto formado por elementos que 
pertenecen a B.pero no pertenecen a Á. 


*Luego: [B-A=J3;51| 
PROBLEMA 14 : 


Partiendo de la desigualdad a*-2ab + 6'>0 donde 
a y b son reales no negativos, podemos demostrar 
que: 


AJa-b>0 Bja+bzab 
0Ja+b<2/a6 DE ab 
RESOLUCIÓN: 


*De: a*-2ab + b*20 
* Sumamos 4ab a cada miembro 
a? + 2ab +b* >4ab 


> (a+b)* > 4ab 
* Pero como ab > 0 condición del problema: 
> a+b22Jab 
* Finalmente : £+D 2 >/a5 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 15: 
Indicar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: . 
P:Sia,b,c e R, entonces: 
añ+ bó4 0? ab + ac + be 
me -Sia, be R' yazb, entonces a + b > 2/05 
r:Sib>a > 0, entonces a </ab: 


AJEVF.  BJVFF C)EEF 
RESOLUCIÓN: 


p) VERDADERA: ya que: 
* De la relación: (a. — bJ?>0 
* Seobtiene: a? +b* > 2ab 
* Análogamente: a? +0* > 2ac/(+) 
b* 40? > 2b0 
* Sumando: 2(a? +b* +c?)2 2Lab+ ac+ be) 
> ald+b* 4ec?>ab+ac+be 
q) VERDADERA : ya que : 
Bia,beR* a azb, entonces: 
Ja, JbeR? nia b0 
>(Va-J5) >0>a-2/ab+b>0 
>a+b>2/ab 


DJVVV 


r) VERDADERA: dado que: 

Sib>a>0>b>a2na>0 
>ab>a*>0> Jab>a>0 
>a<Vab 


PROBLEMA 18: 


Sia,b,c yd son números reales tales que a<b<e<d, 
entonces necesariamente: 


RPTA: “D” 


Ad=b>e-a Bid=b<c-a Cid-e>b-a 
D)d-b>d-e ElJd-b>b-a 3 
RESOLUCIÓN: 


* Empecemos colocando los números a, b, e y d en 
la recta numérica, teniendo en cuenta a<b<ec<d y, 
luego indiquemos las diferencias que aparecen en 
las alternativas ; así: 

d-b 


c-a 
* Deello podemos ver quenecesariamenteo-a<b-a 
además; d-b>d-e 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 17: 
Sea -1 <b <a < 0, donde a y b son números reales, 
De las siguientes proposiciones: 


Dat>b* ma>b ma<b 
son ciertas: 

Aly Hr BJ y MIL Cy Hr 
D)T,H y UL E)Sólo 11 
RESOLUCIÓN: 


* Como a y b son números negativos y a>b, se tiene 
que: 

IJFALSA: 

Los números negativos al ser elevados al cuadrado 
se vuelven positivos y cambian el sentido de la 
relación. 


1) VERDADERA: 


Un número negativo elevado al cuadrado es positivo, 

mientras que elevado al cubo es negativo. 

TI) FALSA: 

Ambos términos son negativos; pero para que a” 

sea menor que B*, “a” debe ser menor que “b”., 
RPTA: “E” 


TROBLÉMA 1B4L 
Sia,bieeR* y Ms 


ROS REALES-DE: 


(abF_, 607, tear 
(bejica)* (abltca) * labibe) 


ab_ be, ca 
++ 2328 
RESOLUCIÓN: Starts 
* Six, y, ze R', entonces pór MA 2MG, se 
AA € ento! 5 po * Como E 


¿Y * Entonces: nS3 > NMpg=3 
yx ( il 3 a AE RPTA: “E” 
2 IAS t9 6) PROBLEMA 20: 
* Análogamente: Y+%>9 ; H4%>9 nes 
z y * z 
* Sumando las 3 desigualdades: 
y,z 


ia Pote 
yo9Ooz 


Data 302 tiza Er ad 
* Do; SHDHCS Yago y volumen = abe 
* Haciendo: x=b +0, y=c+a, x=a +b A a: 
a+b+2e bre+?a ctarb y * Como arbre= 9 $2 Yave > ($) 2 abe 
a+b b+e c+a 4 gy 2 Y 512 
Lo La 2b 4 S a[2 
+ 1 1 < > ( ) 2 volumen >0 > Va = ) —— 
1 CO At ro ls A Y 3 3 27 
; RPTA: “D” 


A 
* Luego: m3 E Mn == - 


RESOLUCIÓN: 
* De: (a-b? >0 

> a?-ab+b? > ab 
de De Ss MEET 
RESOLUCIÓN: a 
* Sea x, y, ze R', luego de MA2 MG, se tendrá > a%+b* zabía+b) 


PROBLEMA 19: lA 


2ab;(a+b>0) 


: * Multiplicando por (3) : 
Arya 7) S(a*+b*)>3(a+b)ab 
E A, PRE 
3 5d IT => y IE 
+ +a aya ELA > qañ+o)aarop A ES pd 
EN a E ado far bY_farbyY_a+b? 
—+— +28 
y my o los 
* ya, b, e e R*; consideremos: PROBLEMA 22: 


x=abeR';y=bceR';z=caeR* 
* Reemplazando: 


CAREER 


RESOLUCIÓN: 
ID) VERDADERA : ya que (MA > MG) 


11) VERDADERA: ya que: 
Mtz 22 VMeR" 


1 


(3x4 o) LL 

Xi y a e 
JII)FALSA: porque según la condición de existencia 
del triángulo: 


b-c<a<b+e 
* Se pido: a* - (b + c)* como b+e>a>0 > 
= a? - (b + c)* es negativo de 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 23: 


RESOL UCI ÓN 


* Recordando : Sad Ne :a?+b* > 2ab 
* Luego: 04 


pea, +b"+e* + d* > 2(ab + cd) 


e los datos 2 > 2(ab + cd) > ab+ceds1 
máx (ab + ed) = 1 


RPTA; “B” 


RESOLUCIÓ. Ñ 
* Dela relación : (ax)? > 0 
* Se obtiene: a* +x* > 2ax 
> Análogamente : 
B* + y? > 2by 0! +2? >2z 


* Sumando miembro a miembro : 


Aybar yo 2?> Lar + by+c2) 
07 0 
> 2> 2(ax + by+ cz) 
> M<1> Mmar =0 


RPTA: “D” 


PROBLEMA 25: 


RESOL VOL 'ÓN: 
* Sia > O entonces: art22 


LA a 


sl 
Y152 


A 1 
*Si a < 0, entonces: a+ s2 


a 
*sia=0> 
¡ ar+1 


» E lo anterior, A 


a 1 
A L 
Sa A A a 
AAA 


2 +1 2 
* Como: 


an ns La 29> liga =8 


a+1 2 2 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 26: 


RESOLUCIÓN: 
* De: 
1+2+3: 


(EDICIONES RUBIÑOS 


*De > E en de (cer 
2 


2 
A tira Intz % A 
E spero [a +07) [10% 
232K > Pdo na +b"<10* > acallar 
RPTA: “B” 1 1 1 ñ 
3 2 23 5d 27 Ys 
PROBLEMA 27: (2 E La ¡2E sl yn ) 


21045 <10V5 => J2 <YE ..uoaooo (absurdo) 


* Esto significa que: A=4 > n(4)= 0 
00 RPTA: “A” 


RESOLUCIÓN: PROBLEMA 29: 


* Se sabe que, por identidades de Lagrange: 
(a+ )6% y?) m (ab +ayf +(ay- bx)? 

* Considerando a, b, x, ye R*: 

(ay-bxP" >0=>(ab+ayY? +(ay-bxJ > (ab+ xy) 

> (atra 04 y) >(ab+ xy)? 


LÍA E 
sl fi 22 (ab 123) pies O 
A EN A a 220% 
2 2 
+2ab+xy)+b* + y vd 3 +23 >2,/3x3 
A (aro Hay ep? i 
AE PELAR E 


A E e 
¿riego añ EAN Como son positivos podemos multiplicar 


(1+x¡ 242303423)... (14%, )2 2” [xjxyxg «xn (mi) 
vda? AAA do rd A 
Y sun 
dr SEAS > (1452 4x9 (3439 Jun +2.) 2 2"0fm1 
> 82213 > Smnín =2/13 * Luego menor valor será: 9, /nf 
PROBLEMA 28: RPTA: “E” 


PROBLEMA 30: 


RESOLUCIÓN: 


RESOLUCIÓN: z 
* Partimos de ; 
* Aplicaremos el siguiente teorema Va, be R*. T 1 % 
ze 0 EEx “ 
. aman ya (aran EY+K KE? E*-K 
pl A A a 
K E+1 K?* K-1 
*Comoa,beNCcR': » Tabulando : 


1 1 
at+ot)a (at+ot)s K=2 LL <-f 
2<3>( 3 = ION 4 2 


[AM AZIENENESA E 726 353 
Er 


z 
Supremo: 2- E 
PROBLEMA 31: 


RESOLUCIÓN: 
* Se tiene: A=I UI UVI¿WL¿ o OL p7 


> A=<-1; A 


Uni ES 
* Luego: Cada uno de los intervalos contiene al cero: 
ANZ=(L,0Z)0(1402)...(10Z) 
> Anz=10)u10)...w40) 
> ANZ=Í0) 2. 
S dy 
PROBLEMA 32: 


y como a; b; ce Z*,esta 
1, luego el menor valor 


o RPTA: “C” 


'RESOL VOI ÓN: 
* De los dado se obtiene: 


10 


*Luego de (1) + (1): 


AA, 2 
P= (1 DY De ano ro12ot 


> P264 Va,b,c,e R'/a+b+c=1 
* Además P=64>a=b=0=1 

RPTA: “A” 
PROBLEMA 34: 


RESOLUCIÓN: 
* Haciendo 1 = abc, se obtiene: 


I4ab , L+bo | Tras 
abe+a abe+b abce+e 
I+ab 1+b0 I+ac 


a(be+1) blac+1)  clab+1) 
NOTA: 


E E € 
2%, HH + gs 


(EDICIONES RUBIÑOS [sico REZA AÚMEROS REALES DESIGUALDADES 


- 7 EN => MA(a;b;c)= MH(a;b; e); esto solo se cumple 
se a 56. sia=b=e 
¡MR | =1 
a)" 
Diab? UAEbeT Ívor “entonces lo pedido será: E+2 +2 =38 
a(be+1) blac+I) clab+1) ON 


RPTA: “B” 


PROBLEMA 35: 


Determinár 


RESOL Hon ÓN: : 


RESOLUCIÓN. 
* Partamos de que si: ne R* >V/n+1>Jn E 
a+b+ 4 2 
A NN Lal 2 2Uab? > a+ 252 8ab 
- +14 dm JT + multiplicando miembro a miembro, result: 
> Vn+siodn <> 2(/n+1- dm) <-7z (a+2b)(5+2c)(c+2a)> 27abc 


pero. la igualdad se cumple, cuando a=b=c 
* entonces lo pedido será: 


(a-a) (a-a) (a-a) = 


* Luego evaluamos: 
n=1: 2(42-1)<1 
n=2: 2(43-/2)< 1/42 
n=3: as OS 


RPTA: “D” 


n=2025: a Me a 
* Sumando miembro a miembro se/óbtiene: 
LW 
2(V2025 De 2 
> 245-1)<5 >) 
>288<S83S8>88  ' 
* Entonces el mínimo valor entero de “S”, será: 89 


Ñ RPTA: “E” — * reemplazando en la e dada, se obtiene: 
PROBLEMA 36: e, ax 


e laz + yz + xy 
ay 


= A +y +21) 
xyz/xz+ yz + xy 


=2M 


* pero ya sabemos que: a?+b*+c? >ab+bc+ac 


RESOLUCIÓN: — a — E A A 
"De (aro+o)[Z+7+2)= 9 E 
Aa art y 2 > aya (a+ y +2) com 1) 


a be *pero xy y 2? > ay az+ yz 


(ALGERRA 


(zas 651 TT IN CICLOPEDIA 2012) 


aa 2 Lay +202+92)2 3 (xy +22 +32) 
>(x+y+z) 23(xy+22+ 92) 
>(x+y+2)2[3(29+12+ 92) 
* reemplazando en (1) y en la original: 
Ay rl 2 lB aya faz + yz 4 xy 
Alt ytat 
> a o 


=el mayor valor de M es : 6/3 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 39: 
Sean a, b, e, k, L, 1 números reales positivos tal que: 


>: [a+E(5+D(e+m)>P (abe +YElm) 


Determine el mayor valor de P 
US BJ3. C)2 
RESOLUCIÓN: 


Utilizando la propiedad MA > MG: 
eomteger ito, Va?bttrem 
> abm+ate+kbe > 3 Va "bi FRE mcrnrecaol 1) 


ermetin +k£e Vat 
> atmikbm+h£e > 3Vabeh* Lim? 


* Sumando (1) + (11) se tiene: 
abm+alorkberalm+kbm+k£e > ¿a "bT* hem 


DJ9 EJ6 


(IE) 


+aboki¿m” 
Sumando a ambos lados dela desigualdad 
(abe+kém) 
abe+k£m+abm+afc+kbe+alm+kbm+k£e 2 abe+k£m 
ala rem+Slabort Em? 


* Factorizando Adecuadamente: 


(a+k)0+£)c+m) > (Yabe+Yk£m JP 
* Extrayendo raíz cúbica: 
Na+k)0+£ (crm) > (Yabe +Vke£m) 


* Luego: 
Va+k)0+LMc+m) 
21 
labe+/kem 
>El mayor valor de P es 1. 
NOTA: 


¡pando convenientemente 


E=abc+k£m+abm+ate+kbctalm+kbmtk£e 
> Ex(abo+ato+kbc+k£c)+(k£m+abm+almikbm) 
> Ezclab+al+kb+k£ m(kCrab+al+kb) 
> E=(abral+kb+k£)M(c+m) 
> E=(c+m)lab+kbl+lac+reD=(c+m)bla+kl 
+£la+kI) 
> E=(c+m)la+kMb+£) 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 40: 


Sia; ¡bi cez”, “halle el A 


a e 
3 BJ2 CIS Da a >. 
RESOLUCIÓN: 
* Utilizando la propiedad MA > MG: 
once ps 
¡4uen CORO aaRO 
a bb e 


51818) 


* Simplificando y elevando al exponente (a+b-+e) 
e tiene: 


a 5 e 
JO - eme 
a b) Le 


lan m1 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 41: 
Demostrar que: 
r2y> y 3 
para todo a, b números reales positivos , 
RESOLUCIÓN: 


Observamos que 1*+2y = 1*+y+y, luego aplicamos 
MA > MG a los numeros ax”, y, y. En efecto 
tenemos: 


>xt+2y> 3ay)"!? 
La igualdad ocurre si y sólo sia? = y. 
PROBLEMA 42 : 


Halle el menor valor de : 


(EDICIONES _HUTISOS 


739 [E] s21:n0S REALES-DESIGUALDADES) 


RESOLUCIÓN RESOLUCIÓN: 

Vemos quez fr rte beis. D 
ata 4 2 + + 32+ )r1x2x...xx < 2 
Ja “Ja Ja Ja Ja E 

entonces aplicamos MA>MG a los números 1:32 
1 
at; a lamentos 
Ma Ya 
1, 
a a 
entonces : 

Ya Ea Ya, Ya 
gas 1-2 1-=2 
yo AR 
Be PRECIP 

a a 


4 
Por lo tanto, el mínimo de em es 6 y ocurre si 


y sólo sia= 1. 
PROBLEMA 43 : 
Demostrar que : 
E pa ¡3+1 +1 
Fía)=1+, e <x+l. 
RESOLUCIÓN 


El término general de la suma del prime? miembro 


¡R+1 
es (7 y vemos que : 


Ez, 7 


PROBLEMA 45 : 

Sean m, mi, p números reales do ph 
min+p =3, halle el máximo vale PERE 
fm,n, p) = Um Pp) + UP 4EnO + Up En 


RESOLUCIÓN: 

Como fím, n, p) es una expresión simétrica para 
m,n,p entonces el máximo ocurre cuando 
m=n=pycomom+n+p=3 

m= 1 
>4%m =3n = 3p =3 
n +2p =p +2m=m + 2n=3 


Luego aplicando MA 2 MG, de la siguiente 
manera: 


pue An < 
itfaciores 1 factores 


al 1 (Smo+ln + 2p)+8' 
Uta +2p) = Nim + 2p)e3 eS ) 


+n + 2p+8 


mn + LN E] . mn +37) s q ; ¡milarmente 
a + TE 1 (Dip +2m+8 
E Unip 42m 5 at) 
A 1 (Sp+m +2n+3 
1 1 1 [pim +2n) sl AA AA 
male les E 
) 1,1 Elo E Sumando miembro a miembro tenemos : 
US A Ed 2x > ETT A a O O] 
CN 1 
=x+| 7 A 
AMARE ONO 5) tE - =) Fin p)S q 5x0=885 
> fisj=xr1- Lex PERE 


PROBLEMA 44 : 
Demostrar que : 


” Ya 
EE <P ejendo re entero positivo. 


PROBLEMA 46 : 


Sean p, q, r números reales positivos. que 
(=- 6 2) + => stos +) 
gx or ¡pre 


Can TERA 


730 )| 
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RESOLUCIÓN: 
Observar que : 


apt NS A +2) 
q $ Tp: q Tp is 


Utilizando MA > MG, tenemos que : 


de donde tenemos que: 


a(5+2 as Jro (e pe A 
- ») 


e el 


PQ, T_PRqHr 
Sr > ;similarmente 
ga r p Vpqr 

P¿T¿2 pratr. 

r qa Pp 3ípgr 


Sumando miembro a miembro tenemos : 


PIT ¿PT ¿27 2(0+9+7) sumando 2 en 
ar ip rap Ypqr 
ambos miembros : 

PUE, PIP, 9, E, 2(p+9+r) 
A a L>2 
rt a CIN Tpar 
dedonde: 7 

2(p+g+r) 


66 +2)(1+7) 22+ lar 


La igualdad ocurre si y sólo si p =q =r. 
PROBLEMA 47: 


¡e para a, a, a, b'números reales no negativos, 
¿1 entero, positivo, se cumple ES 


17 
blab)? sa" -t” 
RESOLUCIÓN : 
Hay dos casos: 
(i) Sia = b, se cumple la igualdad. 
(62) Si ar YA 


nía)? ESToS” 


=+0>b 


En 
n(ab) 2 <a abra tan 
Aplicando MA > MG: 


PAS. 
A ITA O] 


n 
Tan 
= 2 xb 


1.573 ma 


=(ab) Y 


Por lo tanto de (1) y (di) tenemos : 
cl 
atra Pb. db" > nm(ab) 2 


PROBLEMA 48 : 


Sean m, n, p lados de un CN 
pa que: 


a 


RESOLUCIÓN: 
Haciendo : 


x= men-p; y=[n+p=m;z=[p+m=n, 


men+p=3 ym 12, 


a 


entonces q? + y2+ 2%= 


yet 


, de donde se deduce que: 
Dextytr yaa? 


mn+mp+np = z 


Entonces : 
A a 
E E 
Sarral + ex)*) 2 36372 =86 llaga? 
Haciendo xy = a ;xz =b; yz =c, tenemos : 
(a+b+c)l(9+a*+b*+0?)>36V/abe 
Pero aplicando MA > MG, tenemos que 
A 7) 


9 sumandos 
e a? po S ES 
>? +0 +0? +92 12 Wl(abc)J? 
>? +b?+0?+9>12 Vabemmm(1i) 
Multiplicando miembro a miembro (4) y (ii) 3 
(a+b+c)(a?+b*+c?+9) > (3 Vabe (12V/abc) 
, =36/abe, 


de donde obtenemos: 
(a +b+c)(a? +67 0*+9)> 36 /abe 
La igualdad ocurre si y sólo si p=g=r=l 


(EDICIONES _HUBINOS 


DESTGTALDADES) 


(02) De las siguientes proposiciones: 


*8>2 () *-4>7( ) 
A *3<3 () 

Indicar cuántas'son verdaderas, 

AJI  BJ2 C)J3  DJ4  E)ninguna 


(03) Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda: 

*/3<2() *r<3s( ) O) 
A)VVV  B)VVF  C)VFV  D)VFF  E)FFV 
(E) Indique el valor de verdad en: 
*SiaeR=>a<0va=0va>0( ) 
*Si:a>3>a-3>0( ) 

“Si b<6=>b-4>2( ) 

A)VVF  B)FVE C)VRF  D)FVY E)VFV 
(€) De las siguientes proposiciones: 

* Lal < 1-6 0) 

*L2o+bll3+ ol () 

s(-2>-2 () 

Mn>-r  () 


Indicar cuántas son falsas: 
4)1 B)2 C)3 D)4 E) NA. 


(03) Aplica las propiedades “Aditiva de la 


Desigualdad”, “Multiplicativa de la Desigualdad”, 
y determina en cada caso todos los valores reales 
que pueda tomar la variable “x” (resolver las 
inecuaciones) 


AJx+5>12 * E) 2x-1<16 
AS AS 

B)x-6> 18 F)3x+2> 14 
act 

C)2x < 12 
da 

D)3x < 18 H)-4x <- 16 


Has 


A 


(09) Utilizando las propiedades de desigualdades, 
señalar la alternativa incorrecta: 
AJSix<8rny>8=>x<y 


60 


BJSix<y >x+6<y+5  () 
OJSi:x<IOny<-43x+y<6 ( ) 
D)Sisx<2 => 7% <14 0) 
EJSi:x <6 =>-4x <-24 0) 


(OD Cuáles de las siguientes proposiciones son 


correctas? 
Dvae R:a?*z0 0) 


Msia>0o=L<0 () 


E 1 1 

:8> =es 
1D Si:8>5> air 0) 
A) Sólo 1 B)Sólo C)1,H y MH 
D)Iy Hi EJNA. 


(03) Si: x< 0 y 2>0, entonces x — z, dará un 
resultado: 

A) Siempre positivo 

C) Un número entero 

E) No es posible precisar 


(0) Si: a> 0 yb <-1,se deduce que: “ab+ba” es: 


A) Siempre positivo. B) Siempre negativo 
€) Puede sercero  D) Puede ser positivo o negativo 
E) No podemos afirmar nada. 


(1d) Qué valor debe admitir “a” para que la 
siguiente expresión no exista? 

(a- 2) 
AJ=1 BJZ CJ4  DJ8 


(O) De las siguientes proposiciones: 
6e-1 20 E 
A O A 
*o<J2 () "(29 <V5() 


Indicar cuántas son verdaderas 
42 BJ3 C)4 D)1 


(2) Señalar la afirmación incorrecta 
DNV6 + 3U56=V8 () 

1 1 
Dm EE () 
MD I=NMT NT (0) > 
A) Sólo I B) Sólo HC) Sólo HI D)Iy II E)I y HI 
(13) Se dan las siguientes proposiciones: 


B) Un número natural 
D) Un número racional 


E) ninguno 


E) NA. 


3 7.5 3 
3 Lo El 
7 OS 4 
¿Cuál es verdadera? 
A) Ninguna B) Todas C) Sólo 1 
D) Sólo Il E) Sólo III 


(ALA rEA 73217 TT ENCICLOPEDIA 2012) 
(1) Completa: ErYA > J3 (8) 
305 A [3 E Fr + 18 > 38 (Ye 
nol m(3) E mo E 
10 M3)Oz RALES 9 6+1P< a 9) 
A)<,=,> B)>,=,< C)>,<, = 
D)=,<, > EJNA. (03) Si: 12>7, indicar cuales de los siguiente 


(3) Escriba “V” o “F” según corresponda: 


2. 1) 


3_yl 
12 an 
A) 22 


éd 1 
B)-15<-2=2 
d 2 3 


Eee 
ol 


y 
a , 
IEEE 0 


(LO) A qué propiedad de la desigualdad de números 
reales se refiere la siguiente expresión: 
a<3a3<b >a<b 


A) Tricotomía C) Transitiva 
D) Asociativa 


B) Conexa 
E) N.A. 


(()) Utilizar los símbolos > y < para expresar una 


comparación correcta entre el primero y segundo 
número de cada uno de los pares siguientes: 


“Tí eT 

as [0] 2 NA ON 
27 sí 

B)-2 z 04 ls 
OM-221] -22 BN 101% 
A 1 1 

Ye Ye 

a ME O) 
1 1 

6 12 Da 
Eva [] 4 »(3) 8 


(2) Indicar que enunciados son ciertos y cuáles 
son falsas: 


A) 10 -(-2) > (2)? -2* (0) 
By 24-27 -17<-1 (1 (4) 1) 
CÉ+2<r+2 0) 


DIYVS > 12 (0) 


enunciados, son ciertos: 

A) Sumamos 4 a los dos miembros 12 +4>7+4 

B) Sumanos -2 a los dos miembros 12- 2 > 7-2 

C) Multiplicamos por 6 a los dos miembros 
5x12 > 5x7 

D) Multiplicamos por -2 a los dos miembros 
(-2)x12 > (-2)x7 

E) Mulfiplicamos por-3 a los dos 
(5S)x12 < (-3)x7 


miembros 


(€-2 Indicar si los enunciados siguientes son ciertos 


o falsos y corregir los enunciados que se consideren 
falsos. 


14>5 9<18 

6<1 7) 2<10 0) 
14+6>5+1 9+2<18+10 

40>18 17>11 

6<8 8<9 
ws?) moss"? 

9<24 13>6 

5>3 8>4 
9-5<24-3 e 138x8>6x4 () 


(03) Indicar cuál de las proposiciones es falsa: 


1) Cero es mayor que cualquier número negativo. 


mb) 
11) Todo número negativo es menor que un número 
positivo. w() 
III) Cero es mayor que cualquier número positivo. 
“lb ) 
A) Sólo I B) Sólo II C) Sólo HIT 
D)IyH EJU y 1 
(Zo) De las siguientes proposiciones: 
(2 eo ( 1 *B>-2 (1) 
*18<18 f ) *656<5 ( ) 
Indicar cuántas son verdaderas. 
AJ1 BJ2 c)3 DJ4 —— Elninguna 


(2) Indicar verdadero (V) o falso (F), según 
corresponda: 
ES) 


p 225 
*27> UN () a) 


(EDICIONES HUTIROS 


PEC733 JEEL_somenos REALES PESIGUALDADES 


A) VFV  B)VFF C) VVF D) FFV E)NA. 

(03) Indique el valor de verdad en: 
Sira>4>.a-4>0 ( ) 
Siib<7=>b-7<0 ( ) 
Si:b<8>b-4<4 LN 

A) Vvv B)VFF C)FVV  D)FFV EJN.A. 


(09) Utilizando las propiedades de desigualdades, 
señalar la alternativa incorrecta: 


A)JSix<8ny>8>x<y LA 


BJSiix<y >x+5<y+5 0) 
OJSizx<10Ay<-4> x+y<6( ) 
D)JSi:x<2 > 7x<14 () 
E) Si:x<6 >-4x <-24 () 


A E 
pl La 
(10) Cuál es mayor 3 Na? 


(0D En cada uno de los siguientes casos gráfica 


los intervalos que se mencionan y escribe su notación 
formal. 


A)<2;7>. 


ES 


E)<-3;2> 


F)<-435> ma. 


(02) Hemos dibujado la representación gráfica de 


diversos intervalos. Escribe la notación formal para 
cada una de ellas. 
A) 


D) Rpta. 
ya mm 
-5 7 
Rulo ——= 


(03) Si A=13;6] y B=<4;7] ¿Aqué esigual AUB? 


AJ3;7]  BM2:7>  C)2:7]  D)157] EM3;7> 
(OB si B=12:7> y A=13,10> ¿A qué es 
igual AMB? 


A) <3:7> B)3;7> C)[237> D)<237> E) <157> 


(03) Si 0=[—6;3); A=<—4;3] ¿A qué es igual 
C-A? 

A) <654> BJEGi4] CI18) DIEG74> EJNA. 
(03) Si A=[—2;0] y B=[ —1;5] ¿A qué es igual 
AUB? 

A) <2,6] B)[-2,5] 
D)<2,5> EJNA. 
(O) Si: M=[—3; 1/2] y B=[—1:2] ¿A qué es igual 
B-M? 


CM-2,6> 


A) <0,5;1> B)<0,5;2] C) [0,5;2> 
D)<12;2> E) NA. 

(03) Si: <-4:3> y B =<—1:8] entonces: A- Bes 
AMSAI  B)<-á1> CI EAsd> 

D) <-4;-1> E) NA. 

(09) Si: C=I—6;-1] ¿D=[—3;3] ¿A qué es igual 
cnp? 

AI[3;-U B)[E3;8uy C) <3;-1> 

D) E3;-1> E)NA. 


(0) Teniendo los conjuntos: 
A=(x eR/1<x<8) 
=(xeR/-5<x<56) 
C=lxeR/-7<x<2) 
Determinar el intervalo que indica la intersección 


deA, By C. 
A) [758] B) <132> 0) 11:2> 
D)J-732> E) NA. 


(Q) Dados los intervalos : A= <—3;12] y B=16:8> 
hallar B- 4 
A) 18:12] 

D)<-2:6> 


B)<-3:5>  C)0 


E) <—«o3> 


(2) Dados los intervalos A=/3;00/ y B=<=00;7/ 
hallar AMB 


CAL GER (734 )6H TIN CICLO PEDIA 201) 
AJ12:71 BJ11:7 C)13:7> Hallar 
D) <157> E) <3:7> A) A-B= B) B-A= 


(3) si: Xx e<3:10> calcular el máximo valor 
enterode«X» " 

AJ7 BJ8 C19 DJ6 EJ5 

(E) Si: X e<5;12> calcular el mínimo valor 
entero de «Ko + 

AJ6 B)3 Cj8 Dj11 Ej12 

(3) si: Xx e<3:8> calcular el mínimo valor 
entero de "4X — 3" 

AJO "BA cu2 D)J13 EJl14 

(L0) Calcular la suma de los números enteros «X 
tal que [3;8] 


A) 31 B) 32 C)33 D)34 — EJNA 

O Calcular la suma de los números enteros «X» 
tal qué [-4;6] 

AJ9 B) 10 C)11  DJ12  EJ13 


(3) Si X e<3;5> entonces: (x+6) pertenece al 


intervalo 
A) <7;11> B) <5;10> 
D)<8;11> E) NA. 


(O) Si «X: es un número entero y además (38> 
calcular (X+3) 


C) <9;11> 


AJGHI> — BI(6:11>  C)(3:10] 

D) [4:11> E) 16;11> 

ENsiX e 11:65], entonces 4x2 e [a;b] Halle A+B 
A) 17 B) 18 C)19 


D)20 E)22 


¡REANDOMICINARIA: 


(()) Dados los siguientes pares de intervalos. 
Calcular la unión, intersección y las diferencias 


(A-B); (B-A) 


AJA= <2;6> B)A=<3;10>  C)A=<-3;20> 
B=<4;8> > 5512] B=<-1:0> 
D)A=<-4:5> EJA=<-9:0> F) A=<-10;-2> 
B=[-157> B=<-3:4> B= [-8,0> 


(72) Dados los intervalos A=/7;2> y B=<-5;7] 


Hallar ANB 
A) <6;7] B) [-6;7> 
D)[-5;2> E) [-5;2] 


(03) Dados los intervalos: A=<—65;10] y B=<7;12] 


C) <7;9 


(03) Dados los intervalos A=/3;00> y B=<=0:7> 
Hallar ANB 


A) <6;7] 
D) [-5;2> 


B) [-6:7> 
E) 5:2] 


(03) Si X € <3;7], entonces (2v-2) pertenece a: 


C) <7:9] 


(08) Si X e [ —3;1>, entonces (1-2x) pertenece a; 


A) <-1:71 B) <-1:7> 0) 1-7;-1> 
D) E) NA. 


(7) Si xe<-—1;2] y a<4—3x<b, el valor de 


(a+b) es: 
44 B)3 C+5 D)6 


(03) A partir de los siguientes intervalos: 
A=<0;2); B= [153] 
Hallar el intervalo: A—(A MB) 


EJ5 


(09) Conociendo los intervalos: 


A=[-2;2); B=<3;0); C=[-—1:4] 
Calcular el intervalo equivalente a: 
AMAUB)JNC Rpta. 
B)(AUB)JUC Rpta. 
C)(ANB)JUC Rpta. 


(1) Si x € [2;7] entonces 3x — 2 e [a;b] 


(O) Si la intersección de los intervalos: 


—=63-1[ 0]2:111 
- 8,4] 
es: lajb['U Jezd] , calcular «a+b+c+d» 
AM B)2 CJ3 Dj4 EJ6 


Dado: x > 0; y > 0;x: > y az + 0; la desigualdad 
que no siempre es verdadera es: 


Ajx+z > y+z Blx-2>y-z Cjaz > yz 


nh>% Ejxz? > ya? 
z 


zt 
(03) Siendo: x,yeR/x>0>, ¿Cuál de las 
siguientes relaciones no es verdadera? 
AMy - xMx-y)<0 mo3> 0 Clx*-xy<0 


Dixi+y? > 0 Ejxy<0 


(EDICIONES _RUTINOS 


—— 0 ME 


OS REALES DE ADES) 


(09 Si x e [2:4] entonces el menor valor que toma 
o 

la fracción Hz e 

A)7/6  B)6l4  C)7/4  D)J6/6  EJNo existe mínimo 


(03) Resolver la inecuación: 
- 2ar1,36-2 241,2 


+ 
5 
e indicar un valor entero admisible para «x» 
AJ2 BS Cr10 D)-13 E)-19 
(Q0) Resolver: (++6)(0+3) 2 (x+2)(0+1) +3 
Alxe-2i+ol  Bjxel-wo;-3]  Ojxel2:rol 
Djxe]-o;-2]  Ejxe [3:+01 
((2) Luego de resolver la inecuación: 
= -x<3(x-91) 
indicar el menor valor entero de x 
A)J77 B)76 C)J80 D)79 E)78 
22,2 2 
(03) Resolver: a ó 
A)[-60;00] B)] - 60;o[ C)] — 05-601 
D)]-60;01  EJp 
(09) Resolver: 
Pra É 
T >1, sia =1-y6 
AJx>1+/6 B)x>1-J6 C)x<1+J5 
D)x<1-J5 EJ$ 


(10) Indique la suma de todoslos valores enteros 
que satisface el sistema: 


13 22-325 
6 29-b6x>-26 

AJ25  BJ30 CJ3g  DJ22 Em 

(O) Inéicar verdadero (V) o falso (F), según 

corresponda: 


()Si-6<x<8 > 25 <x*<64 
()8i:-7<x <-4 > 0<x'<49 
() Si: 6<x<5 => O<x*<38 
AJFFF. — B)FVV  C)VVV 
b bx 

(E) Resolver: 2-22 

b a a 
Siendo 0 <a <b 
A] -o;-1] 
D)l1; +1 


D)FFV E)FVF 


B)]-«o;-2] 
E)Ja;+o[ 


C)JE10+ of 


(13) Determinar el máximo valor que toma la 
expresión: 2 
si (ajb)R' 

AJ2/3 BJ3/4 D)1/6 


CJ3/2 EJ6 


Al resolver la inecuación: 
A A 


el número de valores enteros positivos que verifican 
es: 

aJá BJ3 cJ2 DA E) Muchos 
(3) Hallar la suma de todos los valores enteros 


que satisfacen el sistema: 


2 x-1._7 
A 
3 x+3 9 
AJ60 B)60 C)76 D)J84 EJ100 


(LO) Resolver: 3x + 452x +10 <6x +8 
A)R  B)12/3:6] C)2/3:6] DIH E)12/8:61 
(12) Resolver el sistema: 
2(2x-3)<6x- : 
16%-8 
2 


y dar como respuesta la suma de todos los valores 
enteros de «x» 


Bx-5< 


AJ-11 B)-12 CJ-13 Dj-14 E)-15 
(5) Sia eRya +0, calcule Ud. el mínimo valor de: 
al+25 

a 
4J8 B)9 co Da1 EJ12 


(OD Si: (x+1)(x+3)<1x+2)1 


indicar el conjunto solución de «x» 
AJ-1:-3] BM1521 C)2:3] DJ -158]  EJR 


EN Si: x= 1981 (1+2+3+ .... + 1982) 


y =1982 (142.43 + .uon.+ 1981) 
entonces 
Ajx <y -1 


Djx > y 


Bjx<y -2 Ch <y-3 


Ejx =y 5 


(02) Sean los intervalos: 
M=[-6;13[ AN =]-3;5[ 


CA ENEE 


JMB7s6 


si MAN está representado por Jm+1; n-2[, 
calcular: m+n 


A)3 BI Cjo D)3 + EJ6 
(02) Resolver: 
2-3 6-x_4o-1 x+16 
ATAR 6 
Ajx>5/6, B)x<p/6 Cjx>5 D)x>6 E)x<65 


(03) Resolver: 


7(3-2x) + 2(2x-15) < 2(6x-7) - 3(2x-11) 
Ajxel2+o[  Blxel-w;-21  C)xel0;+o[ 
D)xe]-2+w[ Ejx€]-w;2[ 
(1 Indicar verdadero (V) o falso (F) según 


corresponda: 
() Si: —2<x<3 > 0x*<9 


() Si:-3<x<4 > 9<x?16 
() Si:xeR>x?>0 
AJVVV  B)VEF.  C)VFV 
(03) ¿Cuál de las expresiones es correcta? 


D)FVF E)FFF 


AJjazbyb2a>a=b BJa>b> a-b>0 
C)ja 2 b>a=bva>b Djas+ b>a>bva<b 
E) Todas 


(1) Determine el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 
()Sixs0>x?20 


()Six>0=>x+1>2 
x 


()Si2srsó>ol2l>1 
25 


AJVVF B)VFV  C)JFVV D)VVV E)FFV 


(09) Si: A =1-2:8] 


B= <5; 10> 
hallar: A-(AnN B) 
A) <6; 8] B)[-2;10> 0) EZ; 6] 
D) <b; 8> E) <-2; 6> 


(E) Sabiendo que x € <-3; 4>, hallar el intervalo 


2+6 
ote e ] 


de variación de: 5 


dl 


Drpo:3] el 
(ODDetermine n(A), si: 


EN] (real 2) 


AJO BI2 03 DA EJ6 
(03) Sea a, beR*; además L+1=1 
ab 


Proporcione el menor valor de ab. 


AJ5 Bj4 Cj3 D)2 E)1 
Odsi xe <-1; 3>, halle el intervalo de variación 
EAS 
Ss 
ad) 


E ¿BA 
DJ. a io) Bl ll 
(02) Sea a>1>b. Indicar el valor de verdad de las 
siguientes proposiciones: 


A) VFV_B)VFF C)FFV 
(03)Dado (a; b;c)  R* 


D)FFV E) VVF 


=> (a+ D(b+D(c+1) 
Señale el menor valor de: 222%_2224 
vabe 
AJ1 Bj2 Cj3 D)4 EJ5 


(09) Proporcione el numero de valores enteros de 
sac», que verifica la desigualdad: 


MS 
4 “3x2 
Aa BJ3 C)2 D)1 E) Ninguno 
(WM six>2, el menor valor de «Ze»: 
4 
k= 
AT 
es: 
a)2 Bj4 CJ6 DJ8 E) 10 


(0) Sabiendo que: x € <2; 4>,y € <-3;-1>,señale 
el mayor valor entero de 1- xy 
AJ8 BJ9 Cj10 DM 


(12 Sean los intervalos: 
A =J-3; 2); B =[-L 51 


E) 12 


(EDICIONES HUTINOS 
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Calcular la suma del mayor valor entero de AU B 
con el menor valor entero de AN B. 
AJ1 B)2 . Cj3 Dj4 EJ8 
(83) Indique el valor de verdad de: 
( )Sixe<-31>> x +2e<-1;3> 
(JSime<-24>=> Le 231 
- 2 za 2 

Sire<- 1-1 
( )Sixe AT, 
AJVVV_ B)VVF C)VFF O E)FFV 


(Q) Indicar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

( )Sib>a>0>a<J/ab 

( )Sia;beR*rnazb>a+b>2/ab 


( ¡Siasber*> 2582 — 


h-2>> rr 


1,1 

a b 
A)FFV B)FVV C)VVF D)VVV E)VFF 
(13) Sean los conjuntos: 
A=1x/6<3x< 12) 
B=(x/-1sx-238) 
C=12x/xeAnzxeB) 
Proporcionar n(C) 
A BJ2 0)3 DJ4 E)5- 


(9) Calcular la suma de valores enteros de «oz» que 
verifican la desigualdad: 
1+x<3x-1S9+x 

AJ11 B) 12 C) 13 Dj14 E) 165 
(O Si: a > 0 7 b > 0, indique el valor de verdad 
de: 
()l1el 
()b(b- a)>0, 

a 
O É-.r< 

a 


AJFFV  B)JVVV C)VFV. D)VFF EJFVV 

(43) Si x<0<y, indicar verdadero (V) o falso (F) 
en las proposiciones: 

( )xz< yz VWzeR 


(y i<l 
Y 

(sy 

AJVFF B)FVV C)FVF D)FFF  EJVVF 


(19) Cuál de los siguientes intervalos representa 

la extensión del conjunto: 
=lxER/(-2+1)8<-0o;1>) 

A) 1-0; 0] B) [0; +w0[  C)1; 31 

D) ]-0w; Ol E) J0; +01 

€0) Sea el conjunto: S=(reQ/r=0nr?s2) 


¿cuál(es) de las siguientes proposiciones es(son) 
verdadera(s)? 


nes 
4 

1) J2€S 

1) 


Lesy des 


CERA GICANO!A 


(() si a>0 , b<0, señalar el valor veritativo de 
las siguientes proposiciones: 
(y 21 B+1 a 


A)VFF  B)VVF  C)FVV  D)VFV  E)FFV 
(02) Indicar verdadero (V) o falso (F) en las 
siguientes proposiciones: 

( )YVaeR:a?>0 

( )Sib<0< a> bla-b)>0 


( Jo %<a?  ( )ab>ab-a? 


( xeR:x+L>2 
> 


A) FFV B) FFF C)VVF D)VFV  E)VFF 
(03) Si: b < a < 0, resolver: 

a ae 

b a ba 


A)jx>1 B)x<1 C)jxe0 D)xeR Ejxs1 


(O Sabiendo que: aca y == e<4;9 >) 


señale la cantidad de enteros de “A”. 
AJ1 B)2 C)3 D)4 E)J5 


(03) Si xe[-6;-3[, hallar el intervalo de 


variación de E+£, 
+2 


a)0:2] 2)].:3] o] »rjz:2] elas 


CAMS IEIENE TA 


(08) Resolver: E- 123% HL. 9,5 
n 2 %4n 
1 1 1 
al 3 mlge+a) Cl+e:3) Dl 


(02) Dado los siguientes conjuntos: 
AslxeR/x-252x+1<3x-1) 


n-(=er/(275) 1-95) 


Colser/(52)e (<-5;2> 0,1) 


2 
determine el conjunto: D=(ANB)|C 
A)<-1,1> B)<-11:3>  C)[3;11] 
D)<-11;11] EJR* 


(03) Si a, bee R" y a*+b*+c?=12, el mayor 
valor de abe es: 

4)6 B)7 C)8 DJ9 
(7) De los siguientes enunciados: 
1D) Si a<0 a b<0, entonces : 

aba 3 
a a 
1)Sia>0 A b>0, entonces : 


fa? +b*  2ab z 
2 


a+b 
JU)Va, b, ce R: 


añr+b?+e?> ab+ac+be 
son ciertos: 
A)IyH B)1y HI C)H y UL D) 1,1 y UL E) Sólo 1 


(DD si a, b, e, de R, además; 
at+b?=inc+d?=1 
determine el menor valor de 4 en: 


*. ac+bdsa2 
AJ3 B)2 C)-1 D)1 EJ6 


(O) Indique el máximo valor de “4” que satisface 
la siguiente desigualdad: 


E) 10 


E AE 


Si: x,y,z.we R'* 
Anl6  BjeJ3  C)2/6  DJ6J/2  EJ3J6 


(13) Sabiendo que e<-7;-2> y el campo de 
variación de x* + 12x + 3 es [m;n>, 


+0) (13) Si x > -3, acerca de: 


D)-20 


E) 30 


A)21 B) 16 C)-25 


2 
a 74d 83, 


ÉS +3 


podemos afirmar: 
A)Hs3 B)Hs2 C)H>9 D)H210 E)Hs1 


(O) Si (x,y,2,w0)c R*, el mayor valor de K que 
cumple: 
(yr codo lo Dr 
y zw 
es: 

A) 12 B) 16 C)J8 


(E) Sea x,w,z e R, además: 


+22 4+22+1152(3x+ 40)-161w0* - 
Calcular: x + z +10 


D)4 E) 32 


AJI  B)225 C)16  D)176  EJ276 
(0) Calcular la suma de valores enteros de “e” 
en: 7-2 6346 _9x+12 

E 6 
AJO BJ1 C)2 D)-2 E) 


(2) Calcular el mayor valor entero que verifica: 
(x+I)(x+2(x+3)23*+6x* +8x-7 


A) -5 B)4 C)-3 D)3 EJ4 
(3) Si a,b,e,de R', además: 

Ja? +0? /b*? + a? > 2tab+ 0d) 
podemos afirmar: 
AJásI B)as5 C)az-1 D)á=-5 EjñeR 


(0) Si: 9x* + 4y* + 262* = 6xy + 16xz + 10yz 


calcular: Er yy, 2 ER 
y 
1 2 3 
A B)J3 C) 3 Dz EJd 


Ed sea ab,eeR'rat+bi+o*=1. En la 
desigualdad: 


dE ar 
(a+b+c)| E 2m 


pe 


entonces: 


A)m22 B)ms1 C)jm>3 Dims= E)jm>-1 


139 ME AOS ERAS DESIGIALDADES 


* Demostrar en los siguientes casos : 


(0) va,be Ra? +6? >ab 


atra farbY 
(O vi.ber» E (3) 
CE, 
(O veber o (hera). 
2 
(HE ocaso 


(03) Demostrar que: 
(ab+xy)(ax+by)> 4abxy 
(7) Demostrar que si:a?+b%=1 
a a?+y?=1 > ax+by<i 
(02) Demostrar que: a*b+ab* <at+b* 
(7) Demostrar que: 
Gabe<bc(b+e)+ca(a+e)+ab(b+a) 
(09) Demostrar que: (11)? >" 


Ovapero 2% (2) 
2 
(Dva,beR>a'b* qe 


Dhasrbrerafa +6 rctrd*)>(a? 18% rct+a?) 


> ER Le 1_a+b+ e 
(BD va,b,ceR" > a 


Olesa] ml] 


(B) va,b,c no negativos, si a+b+e=1 


sb se 


>05ab+be+ac=abes 
(9) va,b no negativos, sia +b =1 
aer] +(2+ 1] > 
a 7077 
O<asb, Entonces : 
247 
A Y a py 


(5 Demostrar que: 
at+bi+ot >arberbiacietab 
(E) Demostrar que: Va + be R*, se cumple: 
(aa) ¿A 
2 2 
E EE A 1 


do e E 
2 n+1 HR ni 


ED Sia > 0yb > 0, entonces ab > 0 

E) sia<byb<c, entonces a <e 

ES) Si a < b, entonces a +o<b+o 

Ed Sia<bye<d,entoncesa +e <b+d 
(E3)Sia < bye > 0, entonces ac < be 
ÉNSia <byc<0, entonces ac > be 
EdvaeR:a?>0 

ES) va,b,e,de R'/a<bn e<d>ac<bd 
E) ab>0< (a>01b>0)v (a<0nb<0) 


Ed ab<0>(a>0Ab<0) v (a<0Ab>0) 
(3) a>0ol>0 

a 
(E) a<ool<0o 

a 


Ed Si: aeRyaz0>a* +0 


(E) Supóngase que a y bsonnúmeros reales 
ab=0 si y sólosia=06b=0 


PRIDIERA PRACTICA, 
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OBJETIVOS : 


* Reconocer las ínecuaciones. 

* Clasificar las inecuaciones atendiendo a su grado 
y el número de incógnitas. 

* Relacionar las inecuaciones de primer grado con 
una incógnita con las gráficas de funciones afines. 
* Resolver inecuaciones de primer con una 
incógnita. 

* Relacionar las inecuaciones de segundo grado con 
una incógnita con las gráficas de las funciones 
cuadrática. 

» Resolver inecuaciones de segundo grado con una 
incógnita. 

* Conocer y utilizar diversos métodos de resolución 
de inecuaciones. 

* Saber resolver sistemas de inecuaciones con 1 y 2 
incógnitas. 

* Traducir al lenguaje algebraico problemas 
expresados en lenguaje cotidiano, interpretando 
críticamente los resultados de las soluciones 
obtenidas. 

* Resolver sistemas de inecuaciones. Interpretar 
gráficamente las soluciones y expresar las 
soluciones en forma de intervalo. 


INTRODUCCIÓN : 


Al igual que las desigualdades las inecuaciones son de 
suma importancia ya que se aplican en diferentes ramas 
de la ciencia es más un estudiante que desea seguir 
estudios superiores no debería estar ajeno a este tema 
por su importancia en cursos de matemática superior 
como cálculo diferencial eintegral en donde se trabajan 
con funciones y para conocer el dominio y rango de una 
función hay que conocer los diferentes métodos de 
solución de una inecuación. Además de ello con 
inecuaciones se puede calcular el máximo y mínimo de 
una función, tema central y de su suma importancia en 
las diversas ramas de la ciencia. Antes de empezar el 
capítulo , repacemos lo estudiado en desigualdades. 
DESIGUALDAD 3 

Esla relación que existe entre cantidades que poseen 
diferente valor. 

EJEMPLO: 


* Si poseemos los siguientes pares: 8 y 7; 2 y 6. 


* Podemos por simple inspección afirmar: 

* 8.es mayor que 7. 

* 2. es menor que 6. 
*Esta relación entre los números se representa 
mediante los signos de relación. 

> : Mayor que ... 

< : Menor que ... 

>: Mayor o igual que ... 

<: Menor o igual que ... 
CLASES DE DESIGUALDADES 


INTERVALO ABIERTO : 


No considera los extremos (2; 6) 
INTEVALO CERRADO : 
Si considera los extremos /2 ; 6] 
INTERVALO SEMIABIERTO : 
Uno de los extremos es considerado [2;6)v(2;6] 
INTERVALO NO ACOTADO 3 
Uno de los extremos tiende al infinito. 
x>a > (aj+o) ; x<a >(-0a) 


«za >[a;+0) ; sas (=o3a] 


IVECUACIÓN 


Es aquella relación de orden que se establece entre 
dos expresiones matemáticas de por lo menos una 
variable y que se satisface para un determinado 
conjunto de valores, y si no se satisface para ningún 
valor se dice que la inecuación es incompatible. 
Alas 9525.) 2 B(x5 y; 250.) 
donde A, B son expresiones matemáticas. 
EJEMPLOS: 
*do+7> -6x +27 


"Jx=5S1 


(EDICIONES ROMANOS 


EN 7a 


INECDACIONES ) 


FORMA GENERAL DE UNA IVNECUACIÓ! 
Sea F(x) una expresión matemática de variable x, 
se tiene una de las siguientes 

[Fíz)>0 

F(x)> 0 
Es aquel valor, (o valores) de la incógnita (o 
incógnitas) que verifica la inecuación. 
EJEMPLOS: 


*En la inecuación: 2x + 3 > x + 5 una solución 
particular es x = 5, pues 2(5) + 3 > 5 +6 es cierto 
* También en la inecuación x + y>2, para x=1e 
y = 1 la inecuación se verifica , pues 1 + 1>2 es 
cierto, luego (1; 1) es una solución particular . 

CONJUNTO SOLUCIÓN DE UNA INECUACIÓN 


Es aquel conjunto denotado por C.S. que agrupa s 
todas las soluciones particulares (si existen) de una 
inecuación. Si la inecuación no tiene solución, 
entonces diremos que el C.S. es el conjunto vacío. 


RESOLVER UNA IVECUACIÓN 


Resolver una inecuación consiste en hallar su 
conjunto solución; para ello se utilizan los teoremas 
de desigualdades estudiadas anteriormente. 


EJEMPLO: 
Resolver : 4x + 13 > 2x + 21 . 
RESOLUCIÓN : 


* Las inecuaciones se resuelven usando el mismo 
procedimiento que en las ecuaciones, es decir, se 
despejan las variables transponiendo los términos . 
Así, logramos inecuaciones equivalentes. 


4x —2x >21 — 13 
2>2>8>x>4 


— e 4) +o 
* Entonces: C.S. = (4; +00) 


IVECUACIONES POLIVOMIALES 
DE UNA VARIABLE 


Una inecuación polinomial de una variable tiene la 
forma : 
[Pte)= apa" +a 2 +00 4...+0, 720 
27 +0;(ap; 01; 0g5..30,) CR 
Luego la inecuación polinomial tiene la forma: 
[P.,>0 5 P., <0 
[Pis 20 5 Fi, 50 


EJEMPLOS : 


P, =6x+720 
P,, = 74 -x3+1>0 


P,, =3-x+250 
INECUACIÓN LINEAL : 


Plx)=0x+b20] 


Forma general: ;az0 


* Es decir: ax+b>0 vax+b<0 
ax+b>0 y ax+b<0 
Donde a+ 0 1 (a; bj R 


* La resolución depende principalmente del primer 
coeficiente. 
Sea: ax+b>0 


>2ax +b+(-b)>0+(-b) 
>4aux > -b 


D Si: a>ojx>- 2305 


msi: a<ojs<->0s.2( -») 
a 


EJEMPLO 1: 


Resolver: ax+b>0; a, be R* 
RESOLUCIÓN: 


* Resolver una inecuación de este tipo es similar a 
resolver una ecuación de primer grado, solo hay que 
tener en cuenta las propiedades generales de las 
desigualdades , en efecto: 


* Transponiendo b al segundo miembro: ax >- b 
b 
* Dado queae R”, es decir: a > 0 > ES 
* Graficando en la recta real: 
+o 


* Vemos que: qe 


EJEMPLO 2 : 

Resolver: 6x2 +3 <0 
RESOLUCIÓN : 3 
6x+3<0 > 5x<-3 AS 


es=l 


CAMA IZMERESA 
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EJEMPLO 3 : 

Resolver : 3x2 6x-3 Piclas Y 
an 3 12 

RESOLUCIÓN: 


* Siendo el MCM(2; 3; 12) = 12; un número 
positivo, el signo de la desigualdad no se altera al 
efectuar las operaciones indicadas. 


6(3x-2)- 4(5x-3) <x-1 

>18x - 12- 20x +12<x-1 

>-2x<x-1>-3x<-1 
* Multiplicando por (-1), obtenemos : 


x>1> 2>5 >.e(z +00) 
EJEMPLO 4 : 


o 


Resolver : 4 


2 Y 
> 

in 
RESOLUCIÓN: 


3 5 
5 


3 4 
> (2-2)- Pr ¿> Gr?! > x>16 


> C.S=(16; +0) 
EJEMPLO 5 : 


Resolver : 
(+ 14 (1)? + (2 2)* <3(% + 1)1x- 1) 
RESOLUCIÓN: 
* Efectuando las operaciones indicadas obtenemos: 
4412 +1 xd + 4 sóx- 
* Simplificando: 

B*-dx+6< 30 -3>4Ax <-9 


* Multiplicando por (-1): dx 29 => x 22 


> E 
>xre de ) 4 
o. 


EJEMPLO 6 : 


Resolver: 12% <E <2 241) 
RESOLUCIÓN : E 
* La inecuación es equivalente a: 
1935 Óx413 63413 Lera) 
2 3 3 
——_ == 


A) Por 6: 72- 9x < 10x + 26 
=> 72-26<10x+9x => "> 35 


B) Por 15: 26x + 65 < 54 + 27x 


> 27-250 >65-54 > >> 
* De (4) y (B): 
-0 46 11 ne) 


EJEMPLO 7 : 
Resolver el sistema : 
2x-3 3x-1 


ARO 


4 2 
6x-3 _8x-1 
¡3 

RESOLUCIÓN: 
* Resolviendo cada inecuación: 
* De (1): MCM (4; 2; 1) =4 
> 2x-3-2(8x-1) 24 >2x-3-6x +2 24 
>Ax 25 == 
* De (11): MCM (3; 4; 1) = 12 
> 4(6x — 3) - 3(8x- 1) s -12 
> 20x - 12-24x + 3 s -12 


> dx sar 3 2 02 
* En la recta real: 


s-1 


iS A ESO) 
d 


* Como no hay intersección sl las soluciones 
de(D) y (II) > xc4$ 
PUNTOS CRÍTICOS 

En un polinomio no constante los puntos críticos 
son las raíces o ceros de dicho polinomio: 
EJEMPLO: 
Py =x-2 
x = 2 es un punto crítico ; pues Py, = 0 

CRITERIO DE LOS PUNTOS 

CRÍTICOS 


Es utilizado para analizar la variación de los signos 
de los factores lineales (de coeficientes reales) en 
una multiplicación indicada, 


(EDICIONES RUBIÑOS 


Da MELO 


INECUACIONES ) 


EJEMPLO 1: 
Sea Pía) = (2 -,3)(x- 7) 
* Donde los puntos críticos son 3 y 7. 
Ubiquemos estos valores en la recta real. 
Ox EN 
= 3 5 + 


* Los puntos críticos particionan a la recta R en 3 
zonas (intervalos); 


D E (0033) +<3 +13 <00x-7<-4<0 
luego (2 3)(x - 7) > 0 

IM) x€(3:7)+3<x<7+0<x-3<4Ax—-7<0, 
luego (x - 8)(x- 7) <0 

MD Si x6 (7:00) +>1>7+x-3>4Ax-7>0, 


luego (2 - 3)(x- 7) > 0 
* Gráficamente: P(x) = (x— 3)M(x- 7) 


o 3 7 +0 
veamos que P(x) es positivo en dos intervalos y es 
negativo en un intervalo. 

* Si se trata de resolver : 
Plx) = (x-3)(x-7) > 0 
>05, )u(z50) 
EJEMPLO 2 : 
Sea Plx) = (x- 2)(x + 3) 


” Los puntos críticos son 2 y -9, ubiquémoslos en 
la recta real. 


ANN 


00 3 02 +o 
+ Los puntos críticos particionan a la recta Ren 3 
zonas (intervalos) , analicemos las variaciones. 


* Si se trata de resolver P(x)<0 


po 3 02 
» Tendríamos que el C.S. = -3; 2] 
INECUACIONES CUADRÁTICAS 


Son todas aquellas inecuaciones que al reducirse 
adopta la forma canónica. 


[P(x)=ax*+bx+c20| 


* Es decir : 


axt+bx+c>0 y axi+bx+e<0 
axr+br+c>0 y axt+bx+0s0 


* Donde x, es la incógnita y; a, b,c e R/axz0 
RESOLUCIÓN GENERAL : 
La resolución depende exclusivamente del 
coeficiente principal y de la discriminante 
(a =0b* - 4ac) del polinomio P Luego se tiene 3 
Casos. 
PEIDIER CASO (A=0)3 
Cuando A = 0; el polinomio P,,, =ax* +bx +c;4 0; 
es un trinomio cuadrado perfecto. 
EJEMPLO 1: 
"(2-1 20 > 08. = R, pues Vx e R, cumple 
al ser reemplazada en la inecuación. 
*x 1-40 4 4>0 > (x-2)* > 0, notamos que se 
verifica Va e R, excepto cuando x= 2. 
20.5. =R-(2) 

2-6 +9<0 <> (x-3)* <0, obviamente la 
inecuación tiene el símbolo que hace que esta 
inecuación sea no verificable para algún valor real. 

>0S. =$ 
* (6 s0 > (.-65)* =0 > Tenemos que la 
única solución es x = 5. >C,S, = (5) 
OBSERVACIÓN: 
La inecuación (2ax + b)*<0 presenta solución 
única. 
EJEMPLO 2 : 
Resolver: 4x*- 12x +9 > 0 


RESOLUCIÓN : 
* El polinomio es: P(x) = 4x* — 12x + 9 
* Hallemos su discriminante 
A=144-4(4)(5) = 0 
> P,, = 40? - 12x + 9 es un T.C.P 
* Luego: P,, =(2x-3)* 20 > (2:-3)* 20 
* Como se observará esto es cierto Va: e R 
R =(=03+0) 


> C, 


OTKA FORMA : 
x* + dx + 7 > 0 ; completando cuadrados: 


d+ 4+3>0 
> (1+2)1+3>0 


CAM IZMZHERZ AA 
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* Se observa que (x + 2)? + 3 siempre es positivo 
VxeR > C.S. 5 (-00;+00) 
SEGUNDO CASO (4>0) 3 
Aquí el polinomio P(x) = ax? + bx +-c es 
factorizable sobre ¡R. Es decir: 

- Pl) =a(x-x Mex, 
donde x,,'xz son las raíces. 


Luego para resolverlos P(x)20 aplicamos el 
criterio de los puntos críticos. 
MÉTODO DE LOS PUNTOS CKÍTICOS : 
El método de los puntos críticos se utiliza en una 
inecuación cuadrática si y solo si 4>0. 
Procedimiento: 
1) El primer coeficiente (a > 0) en caso contrario 
multiplicar por (1). 
11) Factorizar el polinomio cuadrático : 
P(x) = ax* + bx + e llevándolo a la forma. 
Pla) = a(x—x Max) 
TD) Luego se calcula los puntos críticos (x, ; x7) 
para ubicarlos en la recta numérica real (x, < 27) 


IV) Después de ubicar en la recta numérica real 
tenemos: 


A Z, 3 
OBSERVACIÓN: 
Es indispensable que el primer coeficiente de cada 
factor lineal sea positivo , por ello se colocan entre 
los puntos críticos los signos (+) y (-) 
alternadamente de derecha a izquierda; es decir, 
comenzando de la derecha del mayor punto crítico 
con el signo (+) . 
V) Si tenemos : 
P(x) =a* Hbx+c>0(a>0A A>0) 
Pla) =ax*+bx+e>0(a>0n A>0) 
El conjunto solución estará formado por los 
intervalos donde aparezca el signo (+) 
En forma análoga: 


P(x)=ax*+bx+c<0(a>0A A>0) 

Plx) =ax+bx+c<0(a>0A» A>0) 

El conjunto solución estará formado por el intervalo 
donde aparece el signo (-). 

EJEMPLO 1: 

Resolver: 4? —5x+4>0 


RESOLUCIÓN : 

* Factorizando por  aspa simple, se tiene 
fx — 4) (x — 1)>0. Los puntos críticos serán: 1; 4 
(que son valores que anulan cada factor), 

* Reemplazamos en la recta numérica. 


E - 1 
—o 1 4 +o 

* Empezamos de derecha a izquierda con el signo 

“+”, pues los coeficientes de “x” son positivos, 

además tomamos la parte positiva, pues el símbolo 


en la inecuación es ">". 
* Luego: C.S. = (-0;1]u[4;+00) 
EJEMPLO 2 : 
Resolver: 2 +x-6 >0 
RESOLUCIÓN : 
a+ x—620 > (2+3Mx+2)>0 
* Luego los puntos críticos son : -3 ; =2 
WN 
= = _ 
> C.S.=(-00;-3]u[2; +00) 
EJEMPLO 3: 
Resolver: a*+x-1<0 
RESOLUCIÓN : 


El 


* 4> 0; pero no es factoriable por aspa simple; pero 
nos interesa los puntos críticos, entonces podemos 


calcularlo así: 
A+x-1=0 > pea 


1-45 


x= 3o%z 


MEN 


2 
* Luego ubicando en la recta numérica real 


—— MBA + 


= 
0 146 -1+l5 os! 
2 2 
2 O 
> es.A( O 


TEKCER CASO (4<0)2 


Aquí emplearemos el teorema del trinomio positivo 
sea; 


2 (62 
Ey =atrerre=a [+ (6400) 


*Si: Bgdac<0Ona>0 E 


(EDICIONES RUINOS 


[EZ il 


INECUACIONES ) 


* Entonces: Px)>0; Vx e R 

EJEMPLO 1 : 

Resolver: 2-7 +1>0 

RESOLUCIÓN : 

* Se observa (A=(-1J* —4(1)(1)<0), 

luego :3?-x+1>00 4x7 -4x+4>0 
o(2x-1)+3>0 

* Pero: (2x1)? +3>0 

* Se observa que se verifica Vx e R > C.S.=R 

EJEMPLO 2 : 


Resolver : 34% +x+1<0 
RESOLUCIÓN : 
* Se observa que 4=1% — 4(3(1)<0 
* Luego completando cuadrados en : 
Mer 1<O 
. 


> (5259 (145)-(145] (5) arco 


> [Vix+ 2 east <0 
2/3 12 


15 1 
> (V8=+ 243) + L<o 
(+) 
* Luego hemos llegado a una contradicción 
> C.S.=$ 


TEOREMA DEL TRINOMIO 
POSITIVO 


Siel polinomio Píx) =ax* +bx+e ;1a;b;cjoR 
tiene discriminante (4) negativo y a>0, 
entonces: ax? +bx+e>0; VreR 


» 
* Es decir :[P(x)>0;VreR > a>0rn 4<0 


EJEMPLOS : 
*+2+3>0>5Su C.S.=R 

pues 4A= 2* — 4(3) = -8 < 0, y su coeficiente 
principal es positivo. 

ed +4r+7<0>SuC.S.=4$ 

Pues A= 4* — 4(7) < 0 y coeficiente principal 
positivo 
>0<+4x+7<0=>0<0. 
>0.5.=8 


¡Absurdo! 


OTHA FORMA : 
a+ 4x+7=2 + 4x4 4+3<0 
Cadxard 


(=+2 +3<0 > C.S.=4 
+6cero E 


NOTA : 
Un teorema análogo será el siguiente: 


ard+bx+c20, VreR asb;ceR; ar0 
2 a>0 7 4s0 


TEOREMA DEL TRIVOMI 
NEGATIVO 


Si el polinomio : 
P(x) =ax* + bx +0; la; b;e hc R 
tiene discriminante (A <0 ) y a < 0 entonces: 
P(x)=0x +bx+0<0;VxeR 
EJEMPLO : 
Resolver :— 41? +x-1<0 
RESOLUCIÓN : 
*El primer coeficiente 
(4<0) n A= 1- 4(-4)M-1)<0 
* entonces - 4 +x-1<0, VreR 
>C.S. = (—o;+0) 
INECUACIONES DE GRADO 
SUPERIOR 


FORMA GENERAL : 


[P)=0"+a 2 +a 4... +a, 040, 0) 


Donde los coeficientes del polinomio son números 
reales con a+ 0; ne Z* 

* Para determinar el conjunto solución de esta 
inecuación emplearemos el método de los puntos 
críticos. 

* Six, Xp Lzno x, son las raíces reales del 
polinomio, entonces 


Plx)=ap(x—x¡Me—x= Mex)... (xx. J30 
donde a, debe ser positivo, si es negativo se le 
multiplica por menos uno. 

MÉTODOS DE LOS PUNTOS CRÍTICOS : 
1) Es conveniente garantizar que a, > 0 fay: 


coeficiente principal) en caso contario multiplicar 
por (-1); encontrando así una inecuación 


[CAM IZIZMEMEAA. 


—_JTEA(7x0 ENCICLOPEDIA 2013) 


equivalente a la anterior 
II) Factorizar el polinomio en el campo real para 
hallar los puntos críticos del polinomio; si el 
polinomio presenta factores cuadráticos que son 
positivos o negativos Vx e R; se debe realizar la 
cancelación respectiva, teniendo cuidado con el 
sentido de la desigualdad. 

III) Se Nevan los puntos críticos en forma ordenada 
ala recta numérica y se analiza (abiertos y cerrados) 
TV) Cada zona determinada por dos puntos de corte 
consecutivos ,se señalan alternadamente de derecha 
a izquierda con signos (+) y (-). Se inicia siempre 
con el signo más (+). 

V)Si la expresión es mayor que cero se tomarán las 
zonas positivas y si es menor que cero se tomarán 
las zonas negativas. 


¡ P0)>0 
" P(u)20 
a Plx)<0 
Si; 
Píx)s 0. 
NOTA : 
Este método también sirve para resolver 


) Elegimos las zonas (+) 


) Elegimos las zonas (-) 


inecuaciones  fraccionarias (con ciertas 
restricciones). 
PROPIEDADES : 


VajbeR; neN 
D a?.b>0 > b20 y a=0 
Ma?*”.b<0 > b<0 n azr0 
MDa**!.b>0 > abz0 
IV a?"*.b<0 > ab<0 
* Entonces: Vx, a e R 
DSi(x-a">0 > (x-a)>0; neN 
2)Si(x-aJ"[s0 > (x-a)s0; neN 
EJEMPLO 1: 
Resolver: "347 +x-5> 3x*- 10% +1 
RESOLUCIÓN: 
* Despejando: x*- 6x* + 11x-6 >0 conmerasco (1) 
* Factorizando por divisores binómicos : 

(- 1D)(-2)(x-3) > 0 

* Los puntos críticos son: 41; 2; 3) 
* Graficando en la recta real y analizando : 


3D ISS 


* Los puntos críticos van abiertos si: 
Píx) < 0; P(x) > 0 

* En caso contrario van cerrados ; 
Píx)>0; P(x)< 0 

* Como (1) es una expresión mayor que cero , se 

toman las zonas positivas. 

* Entonces; C.S.=]1:2[u Jg;oo[ 

EJEMPLO 2 : 

Resolver: x%— 4x>0 

RESOLUCIÓN : 

* Factorizando : 

x(a* -4)20 > x(x+2)(x-2)20 
* Ahora determinamos las raíces del polinomio a 


los que se le denomina puntos críticos, para ello 
igualamos a cero cada factor : 


x=0 y x+2=0 y x-2=0 
* de donde los puntos críticos serán 
x,=0 y %,=-2 y x=2 
* Luego se ubican estos puntos en la recta 
numérica real : 


== - 
oo -2 0 2 + 
* Entonces : C.S. =[-2;0]u[2;0) 
EJEMPLO 3 : 


Resolver : (-x+1)(x—2)(x—3Mx-4)s 0 
RESOLUCIÓN: 


* Como el coeficiente principal del polinomio es 
negativo multiplicamos ambos miembros por menos 
uno, ya sabemos que el sentido de la desigualdad 


debe cambiar. (x — 1)(% - 2)(x—3)(x-4)>0 
* Los puntos críticos son: 1; 27354. 


o 1 2 0 3 4 + 
* Delo cual el C.S. = (=<;1]u[2;3]u[4;+w) 
EJEMPLO 4 : 
Resolver: (x — 4J% (a: —8)* (x + 3)(x 5) <0 
RESOLUCIÓN : 


* Como vemos que :(x— 4)% y (x- 8)* son siempre 
positivos, entonces simplificando tenemos :(x — 6) 
(x + 3) < O, donde resolviendo 


(EDICIONES RUBINOS 


747 


INECUACIONES ) 


* Aparentemente el conjunto solución sería (-3;6) 
* Por si reemplazamos los puntos críticos en la 
inecuación original vemos que 4 no formia parte de 
la solución , entonces: C.S. = (-3;5) (4) 
EJEMPLO 5 : 
Resolver: (a: 1) (a: + 2)(x— 3)(x2— 13)% < 0 
RESOLUCIÓN : 
* Simplificado se obtiene: (2: +2) (x- 3) <0 
* Los puntos críticos son : -2; 3. 
DA, 

29% 2 3 pr 

* Notemos que el C. S.=(-2;3), pero el factor 


(x-1)*, cancelado, tiene a x = 1, que es un valor que 
anula el factor y que reemplazando en la inecuación 
original tendríamos el absurdo (0<0), esto quiere 
decir que x = 1 es un valor no solución. 

> C.S.=(-23)-11) 
* Lo mismo pasa con x = 13, pero como no está en 
el C.S. no le afecta. 


CONJUNTO DE VALORES 
ADMISIBLES 


El conjunto de valores admisibles de una expresión 

matemática es aquel conjunto denotado por C.VA. 

que agrupa a todos los valore(s) de Ja varinble(s) 

que garantizan la existencia de la expresión 

matemática , es decir , valores:de la variable que 

permiten que la expresión esté bien definida . 

El C.VA se va a considerar respecto a R, salvo 

indicación contraria. 

EXPRESIONES POLIVOMIALES : 

Plx)=apx"+0" + ayx"*+..+0,5 0920; ne Z* 

> CVA=C 

EXPRESIONES FRACCIONARIAS : 

Como la división por cero no está definida, entonces 

el denominador no puede ser cero. 

así: f(x) a > C0VA.=(x e R/Q(x) 20) 
7 

EXPRESIONES IRRACIONALES 3 


Estas expresiones están definidas sobre los reales 
R, de modo que: r/ffa) ER. 
* Cuando nespar a neZ' nnz2 a f(x)20 


* Cuando n es impar 
AneZ'an>3nf(x)e (-0;+0) 


EJEMPLOS : 
ye 
FT + el C.VA. está dado por todos 


aquellos valores reales para x, tal que 2 - 10. Es 
1 


decir: C-V.A. (. erixr 3) - 2-3 


*en G(x)=/x-2 , el C. UA. está dado por todos 
aquellos valores reales para x, tal que el radicando 
es no negativo: 2-2 > 0. 


Es decir : C.V.A.=fx € R/x 22) 
IVECUACIÓN FRACCIONARIA 


Son aquellas inecuaciones que se reducen a la 
siguiente forma general + 


If) =P6>0 ; [0íx)]>1 


CIN 
donde P y Q son polinomios “/Q(x)]: “Grado de 
Qe)” 

RESOLUCIÓN : 

* Como Q(x)+0 => QÍ,>0 

* Multiplicando a ambos lados de la inecuación 
Plx) 


=Fla)= 


siguiente: gp) > 0 Por QC 
Pl 
* se tiene: > exo 


* con lo cual el sentido de la desigualdad no se altera. 
*Luego, simplificando se tiene : 

Q(x). P(x) > 0. Esto último sería una inecuación 
polinomial , siempre que Q(x) 20 

*En resumen una inecución fraccionaria de la forma: 


Pl 
o con Qíx)+0 


será equivalente a una inecuación polinomial . 
RESOLUCIÓN GENERAL : 


PIO > Pl) QRO A Qt)z0 
Q() 
» Sábemos que el resultado'de dividir sigrios enel 
mismo que el de multiplicar signos ; por ello , 
utilizaremos el método de los puntos críticos que 
ha sido estudiado en las inecuaciones polinomiales. 
EJEMPLO 1 : 
a 

a —Bx-4 ZO 

x—6 
RESOLUCIÓN : 


+ Factorizando : EDAD ¿y 
x-5 


Resolver : 


Cam AZIZMERE A 


EZTR| 


E > NCICLOPEDIA 2012) 


> P.C: (4;-155), graficando : 


- 3 a - 


—o -1 +0 


OBSERVACIÓN: 

Se iguala a cero los factores del denominador y 

despuég se restringen estos puntos críticos es decir 

van a ir-abiertos. 

* En -1 y 4 van cerrados por "< "; en 6 abierto por 

ser del denominador, tomando las zonas negativas. 
C.S,=]-;-1]u[4;5| 


EJEMPLO 2 : 


2 
x 8142 
Reso! : ————s0 
Yes a —6x+b5 
RESOLUCIÓN: 
* Factorizando el numerador y denominador se 
A (o 2)(x 1) 
tiene: === 8 
TS 
*Los valores admisibles serán todos los e R, 
excepto 5 y 1. 
* Es decir : C.MA. = R- (6; 1) 
-2 
+ Procedemos a simplificar : == 530 
* Graficando : . 
MA + 
o 2 5 + 
> C.S.=[2;5) 


* Notar que en 6 es abierto por el C.WA. 
EJEMPLO $3 :; 


x+1_x=1 
Resolver : ss — 
De x*-1. +1 


RESOLUCIÓN: 


* Garantizar la definición de las expresiones con : 
*+ 0-1) 


* Luego: 

x+1 x-1 de d 

ii 

* Graficando : 
ME + MN + 
o l 0 1 +0 


* Entonces: C.S.=(-w0*-1)U[0;1) 
ECUACIÓN IRKACIONAL 
Son aquellas ecuaciones de la forma: [P(x)= 0] 


donde P es una expresión algebraica irracional. 
RESOLUCIÓN: 


*Primeramente se determina el C.V.A., luego la 
ecuación original se reduce a otra equivalente más 
simple y la:solución o soluciones de esta última 
ecuación se analizan si está o no considerado en el 
C.VA. 


EJEMPLO : 
Resolver : /2x4+13=Jx+ 3 4+Vx+6 
RESOLUCIÓN : 


* Cálculo del C.V.A : 
2x+13>20 n x+3>20n x+62>0 


> aL na2-38 n 2-6 


> 22-38 >C.V.A.=[-3;+0) 
* Elevando al cuadrado miembro a miembro : 
2x+13=x4+3+x+6+2/x+3/x+6 

> ara Mx+6)=2> 2? +9x+18=4 
> 1 +90+14=0> (14+2)(3+7)=0 
2 1=-2 v x=-7 

* Pero + ar e[-3;+00) 

+ El único valor que se acepta es 21 =-2 

* Entonces: C.S. = (-2) 


IVECUACIÓNES IRRACIONALES 


Son aquellas inecuaciones cuyas incógnitas se 
encuentran efectadas por radicales o exponentes 
fraccionarios. 


EJEMPLOS : 
5),.2 
Y 2 
AR A 
"2 Ja=xe 


* De otro lado como las inecuaciones solo se 
verifican en el campo de los números reales, se 
cumple el siguiente principio fundamental. 


PRINCIPIO FUNDAMENTAL 3 


En toda inecuación irracional de índice par , las 
cantidades subradicales deben ser mayores o 
iguales a cero y esto nos determina el universo 
dentro del cual se resuelve la inecuación dada 
(C.VA.) 

RESOLUCIÓN: 


1) Hallar la existencia (C.V.A) de la expresión 
irracional F(x). 


11) Se transforma la inecuación , elevando a ambos 
miembros a un exponente que elimine el radical - Si 


23 


(EDICIONES RETOS JE 7a9 EJ INECUACIONES ) 
el índice del radical es par, ambos miembros de la RESOLUCIÓN : 
inecuación deben ser positivos obteniendo el — * Eliminamos los radicales por ser de índice impar, 
conjunto de posibles soluciones Sp, (solución (y 4 


particular). 
HI) El conjunto solución se obtiene intersectando 
el CVA con Sp. 


PROPIEDADES : 
VasbeR; ñeN 
D*Ya-b>0 > (a=0) v [a>0 a b>0) 

1) *Ya.b<0 > a>0 A b<0 
an *Ya.b>0 > a.b>0 
1M?"Ya.b<0 > a.b<0 
V) x,yeR: Jx<y; si y sólo si 

(x20 4 y>0 2. xsy*) 
VI)Wy<0; [Vxz=y > x>0]| 


VIDVy20; |Vx>y > x20 A =>y? 


VII Vx,yeR; neN; x+*jy20 > x20 5 y20 


Además podemos aplicar la siguiente propiedad ; 


Cuando una expresión */fíx) se encuentra 
multiplicando a otras expresiones matemáticas en 
un sólo miembro y se tiene cero en el otro miembro, 
entonces: 


* Si n es par, se simplifica toda la expresión por 
ser positiva. 

* Si n es impar , se reemplaza */ffx) por el 
radicando 

fx) ; es decir se elimina el símbolo radical. 
OBSERVACIÓN: 


Si los radicales son de índice IMPAR no existe 
restricción respecto a sus radicandos los que 
pueden ser positivos o negativos o cero. 
EJEMPLO 1: 


Resolver: J5-x>3 


RESOLUCIÓN : 


* Restricción: 5-x>0 > xs5 
> C.V.A.=(—o;5] 
*, Elevando al cuadrado : 

5-123> 25 4> Sp=(-o;4] 
* Luego: C.S.= Sp C.V.A. = (-0;-4] 
EJEMPLO 2 : 


liver: Vx-3xYx-4<0 


* Entonces : C.S, = [3; 4] 

EJEMPLO 3: 

Resolver : Jx-3+J/8-x>0 

RESOLUCIÓN : 

+ El conjunto solución a esta inecuación está 

determinado por la intersección de los universos de 

cada radical , es decir : 
C.S.=C.V.A.=(x-3)20 MN (8B-x)20 
> C8S.=x23 n 8>x> C.S.=[3;8] 

EJEMPLO 4 : 


Resolver: Jx+3+JVx-255 
RESOLUCIÓN : 
*C.VA.: 


x+3>20 n x-220> x23 n1x22 


> C.V.A.=[2;+0) 

* Pasando un radical al segundo miembro : 
Jx+3<5-Jx-2 

* Elevando el cuadrado los dos miembros de la 

inecuación : 

1+3<25-10/x-2+x-2> 10/x-2< 20 

>vVx-2<2 
* Elevando al cuadrado : 
x-2<4 >x1<6> Sp=(-0;6] 
Luego: 
C.S. =C.V.A. n Sp =[2+0) 0 (=a;6] 
=> C.S.=[2;6] 
OBSERVACIÓN: 


Algunas inecuaciones irracionales de índice par se 
transforman en sistemas, como las que mostramos 
a continuación : 


AJSi: 2x/f(x) < 2x/8(2) , entonces : 


. 


AAA 1] 

A 
fe) < gl) . (1D) 
B)Si: 22/f(x)< 2/g(z) , entonces : 


fíx=)>0 
A 
fx) < Blz) . 


750) a NCICLOPEDIA 2012) 


Ea EAMZMEME 
C)8i: 2/f(x) >*x/g(x) , entonces : 
EDO. tcaracasioriconcaraons (1) 


D) Si: 2e/f(x) >*x/g(x) , entonces : 


f)>0 -. a 
A 
(0) > B(%) «a. ses (1) 
EJEMPLO 5: 
Resolver: ,|1 La di6=x 
E 
RESOLUCIÓN : 


* En este caso lo equivalente , será : 
16-x>0 
e 
e 
*De(D): 16-x>20> x<16=>xe(-0;16)...(a) 
* De (11) : 


16-2216-x > 
E 


* Factorizando el numerador : 


(DAD 
E RÓS 


> 1>1> xel1;0)... 
* De (a) y (B) :C.S. =[1; 16] 
EJEMPLO 6 : 


Resuelva: /x—-3+Y9=x =x-10 
RESOLUCIÓN : 


*CVA: x-3>0 19-520 

232x231 9>x 

> 3sx<9 => C.V.A.=[3;9] 

* Veamos el signo de (x: - 10) 

Por el C.VA.: 

3<x<9 > 3-10<x-10<9-10 

> -7<x-10<-1 > (x-10)e R” 

% Luego , se observa que (x -— 10) es negativo. 

Entonces : [5=3 UO=x > z-10 

a 

* Siempre se verifica , que una expresión positiva , 

será mayor que otra expresión que sea negativa. 
C.S. = COVA. = [3; 9] 


INECUACIONES EXPONENCIALES 


Son aquellas inecuaciones cuya incógnita se 
encuentra en el exponente y sus criterios de solución 
son: 

1) En toda desigualdad, si las bases son iguales y 
mayor que la unidad, al comparar los exponentes, 
el signo de la desigualdad no se invierte, es decir: 


MECA Ad ra 
CES 2 
| ara? =>  P6)>Qw 
LARES Pt) >06) 
[3] ar<a? == Pt)<Qw 
Le] ere<aw =>  P6<Qw 
EJEMPLO : 
Resolver: ¿2-3 _ 952 > pg 


RESOLUCIÓN : 

* Expresando la inecuación convenientemente, se 
tendría: 6%3 2 99 > ¿23 22 

* como , la base es mayor que la unidad, se cumple 


paso 2x-32>-23+4> 4027 


xx >3xe y 
> E ) 


o 0 +0 


4 
11) En toda desigualdad si las bases son iguales y 
su valor está comprendido entre cero y uno 
(0 < base < 1) al comparar los exponentes el signo 
de la desigualdad se invierte, es decir: 


EJEMPLO: 


go,5y* < =Yo,6p* 


RESOLUCIÓN : 


Resolver : 


los radicales a 
m6 
fraccionarios , se tiene: (9,5)=8 < (0,6)8%8 


* Transformando exponentes 
=6 


(EDICIONES REINOS 


lisa 781 


INECDACIONES ) 


* Como la base está comprendida entre cero y la 
unidad , al comparar los exponentes, el signo de la 
desigualdad varía , es decir : y 


+6 x=-6 
=-6 *x+6 

* Como el segundo miembro debe ser cero : 
+6 _ 2-6 


a >20 

x6  x4+6 

* Efectuando las operaciones indicadas , se obtiene: 
x 


TA 
(<+6)(x—6) 
* Puntos críticos : (-6; 0; 6) 
* Graficando en la recta real : 


—o 4 0 6 
* Luego: xe(-6;0]u(6;0w) 
SISTEMAS DE IVNECUACIONES 


Se denomina asi al conjunto de desigualdades que 
se satisfacen para un mismo conjunto solución. 


REGLAS PARA SU SOLUCIÓN : 
* Se resuelve cada inecuación por separado 
encontrando soluciones para cada una de ellas. 


*Se realiza la intersección de tales soluciones, el 
resultado es el C.S. del sistema. 


Sea el sistema : 
P(x)>0 . st (1) 
Palo) <O munra america (1) 


E RA A 177) 


Sean S, ; S,; S, las soluciones de (1),(11) ¿(1H) 
respectivamente , entonces : 


EJEMPLO 


Resolver : 
2-4x 
6 


1) 


3x+8 
4 
RESOLUCIÓN : 


* De(l): 2-4x>-6x-18 

> 2:>-20> 2 >-L0 cueiacinn 
* De (11) : 3x +8 > 4x—4 

> -x> 122 <12 coomincccnen 


A A 111) 


== 8y 


* El conjunto solución será: C.S. =S, N Sy 


0525 


== 0 12 + 
> C.S.=x.e]-10;12| 
EJEMPLO 2 : 
Resolver :3x—1<x+7<2x+5 
RESOLUCIÓN: 
* El sistema equivalente será : 
Be 1S ART cecocinan O) 
AFTSLLA O cnrnccarncmarnaransnosos (IE) 


*De(l): 2x<8 > x<4 > S,=(-0;4] 
*De (MM: -<-2 > x>2>8,=(2+0) 
* Luego: 
C.S.=8,0S¿ > C.S.=(=034] n (2;+0) 
=> C.S.=(2:4] 
EJEMPLO 3: 


Si “x” e “y” son cantidades enteras positivas, 
calcular “x* + y?”, al resolver el sistema : 


Bx—3y>2 man A 1) 
2x+y<11 E) 
A 7777) 


RESOLUCIÓN : 
* Multiplicando la inecuación (1) por 2 y la 
inecuación (11) por 6 , obtenemos : 
AS A 
ra Oe (8) 
* Restando miembro a miembro (a) y (8) : 


10x — 6y- 10x—6y > 4-66 


1ly>-51 > Su 
=>-1ly y 11 


* Dado que: 3 < y < a cm > [y =4] 
* Reemplazando y = 4, enel sistema: 


6x—3y>2 x>2,8 
—= CA 
2e+y<11 x<3,5 


* Aquí observamos que: x =3 
* Luego: 4 +y =3*+4* =25 
RESOLUCIONES GRÁFICAS : 
Analizaremos el caso de un sistema de inecuaciones 


O a a O A AA A A ÓN 


CAM_EZIZIERELZA 


en dos variables. 
Generalmente la solución se expresará en forma 
gráfica , pues lbs valores de x e y que satisfacen el 
sistema forman un conjunto de pares ordenados 
(a ; b) cuya gráfica es una región . 
A continuación se mostrará los procedimientos más 
adecuados para hallar la solución del sistema a 
través de algunos ejemplos representativos. 
EJEMPLO 1 : 
Resolver : 

x+y22 .. 

2x-ys4 .. 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando: x +y=2. 

Y 


(frontera) 


Región solución de (1) 
>La región sombreada 
2 representa la solución 
de la inecuación (1). 


2 x 


=>La región sombreada representa la solución de 
la inecuación (1). 
* Luego de (11) : 2x- y = 4 ........ (frontera) 

Y, e 


“> La región sombreada 
representa la solución 


soluci 
ción de (12 de la inecuación (11). 


>La región sombreada representa la solución de 
la inecuación (1). 
* Intersectando , resulta : 

, Y 


Conjunto de pun! 
que cumplen la 
inecuación (1) y (11) 


Región solución 


EJEMPLO 2 : 

Resolver : 
ARNET a 
A 4 


RESOLUCIÓN : 


PE(752 MET a NOCICLOPEDIA 2012) 
Y 


aty=4 


x+y=1 


Y 


EJEMPLO 3: 
Resol 
sulvss e e 
x+y23 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 
Y 
ye Región solución 


rá+y=9 


— 
Xx 
at+y=3 


EJEMPLO 4 : 


¿Cuántos puntos de coordenadas enteras tiene el 
conjunto solución del sistema? 


y2x? 
r+ys2 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando adecuadamente. 


* Entonces el sistema tiene ocho soluciones enteras, 


(EDICIONES RODISOS 


[re IEA 


ENECUACIONES) 


PROBLEMA 1: 


¿Cuál es el menor número real que satisface a la 
siguiente inecuación? 


IE MEE) 
E 
33 35 7 9 
AJ1 B) 7 O DG Di 
RESOLUCIÓN: 


*Multiplicamos todo por : MCM(3;4) = 12, resulta: 
5 5(1= 2 
12(+ ES ) > 12( > 


> 12x- 20 > 16-16x 
> 12x + 16x > 16 + 20 


> 27285320 
27 


* Graficando el C. S, en la recta numérica : 


—— JO. 


== o 1352 + 
27 
* Del conjunto solución (C.S.) sombreado , el menor 
número real es 35/27. . 
RPTA: “'C” 
PROBLEMA 2 : 
Hallar el menor número racional m que para 
cualquier x e[2:4], satisface la desigualdad : 
x+ 


—Ssm 
Na x-05 
42 6 YE 
pa A NA 
AG Big Org DI-7 E) 
RESOLUCIÓN : 


*De:2<x<8 
>2-5sSx-5<4-5> -3<x-5s-1 


1 1 
* Invirtiendo : -1< ea 
8 
* Multiplicando por 8: -8< == 


se 
3 


ES 


* Sumando 1: 1-8<14+——— 
x-5 3 


PROBLEMA 3: 
Hallar todos los valores de “a” para que la 
inecuación x% + (x + a)" + 2x<1 tenga solución 
única. 
AM2-31  BM3;-1) 
RESOLUCIÓN : 
*Efectuando en el primer miembro y, transponiendo 
términos , se tiene : 
2x* + (La + 2)x +a*-1<0 

* Para que exista solución única, el primer miembro 
debe ser trinomio cuadrado perfecto; entonces, la 
discriminante A=0, luego: 

(2a+2)? -8(a?-1)=0> -4a?+80+12=0 
> a*-2a-3=0> (a-3Ma+1)=0 

>a=3 v a=-1 


CH2) —DM40)  El4 


* No olvidar que el primer coeficiente debe ser 
positivo. 

RPTA: “B” 
PROBLEMA 4 : 


Halle los valores de a de tal manera que la 


inecuación +" — ax + 4 > 0 se verifique para todo 
valor real de %. 
AJR  BJg4  CI(252]  DK4:4) EN) 
RESOLUCIÓN : 


* Veamos que el coeficiente principal es 1 > O y para 
que el trinomio sea siempre positivo se debe cumplir: 
4=a? -4(4)<0 
* dedonde: 
a*-16<0 
> (a + 4)(a-4)<0 


A AE 
4 


* Entonces: a € (-4;4) 


PROBLEMA 5: 


solución sea xeR- 
AM2:0) +B)R CIÓ D, 
RESOLUCIÓN : 
» Por trinomio negativo Vre R : 
m<0 a (-2m)? -4m(2m+1)<0 
m<0 »n dm*-8m*-4m<0 


(AA AIRE 


Ms EZED is! ENCICLOPEDIA 2012) 


> 4m*+4m>0 he dd >0 
=> m+1<0 + ; 
* De donde: m'<-1 
* Entonces : m € (-00;-1) 

RPTA: “D" 
PROBLEMA 6 : 
Hallar el menor de los números M que cumple la 
siguiente condición : Ve R;4x—x*-125M 
4)8 BJO Cc)7 D)-8 E)-16 
RESOLUCIÓN : 

4x-x*-125M > x?-4x+M+122>0 
* Como se verifica Yx e R y el primer coeficiente 
es positivo (1 > 0) 
> El discriminante debe ser menor o igual a cero. 
* Luego tenemos: 4=16-4(M+12)< 0 
>M23 


o 5) +o 


* el menor valor de M es -8. 
RPTA: “D" 
OTRO MÉTODO : 
dx-x*-123M> x?-4dx+M+1220 
> 1*-4r+4+M+820 
> (x-2 +M+8>0 


* El menor valor de M es -S, ya que para dicho 
valor, se obtiene (x - 2)* > 0 lo cual es verdadero 
VxeR- 

PROBLEMA 7: 

Resolver las siguientes inecuaciones = s 
OA dar 0 bx-6)>0 


5 ADA 
(0 a 

20 

y e LEA 

PAL (2 +6) 

RESOLUCIÓN: 

A) Simplificando (x* + x + 1)”, pues : 

+ x +1 es positivo , nos quedaría : 

(x*- 4)(1 — x)(x*- 6x - 6)>0, pero podemos 

factorizar y nos queda : 


(e + 2)(x-2)(1-xMx-6)(x +1) >0 


- 
2 2 1 LY 6 


= 
+o 
* Luego el C.S. =(=0;-2)u(-1;1) u (2; 6) 


B) Simplificando se obtiene : 
x+1<0 A 14-352 


>x<-10nx+-352 


> C.S.=(=0 :-1)-1-8) 
C) Factorizando se obtiene : 


A +0 
(0 3)Mx— 2)(x +8)(x + 4) 


* Cancelamos (x — 1)%; Vx + 1 
* Para el trinomio: 3x* +x +2 


(4<0 A 3>0) > 3x*+x+2>0; VreR 
* Luego se tiene la inecuación equivalente ; 


(x-3)(x+2)(x+3)Mx-4)>0 
> re (—o;-3)U(-2:3)0(4;+0) 
> 0.8: =(—eo;-8) 0 (-2;3)0(4;10) 
D) Cálculo del universo (C.WA.): 


41+2>0 21>-5 


* Luego: U =(- 540) 
* La inecuación es equivalente a : 


a (+0) (00— 65)(2x — 8) 
(2% +6) 
Por puntos críticos : 


5 
P.C.=-b; =3' 45 


ey ay 


+) 5-2 4 5 sal 


<0 nx*-1 


ES 5y=(-6:-S)u (40) a+ 
> s,=(-5:-5)u(410) 


* Luego : Q.S. =S, NU =(4;5) 
PROBLEMA 8 : 
Para qué valores de “ 


C) 3 
RESOLUCIÓ. E 
*De lo dado se obtiene : 1% —x(2 + a) +4>0 
* Luego por el trinomio positivo : 

(2 +a)*-4(1)1(4) <0 


DJ 21 
RESOLUCIÓN 
* Transponiendo términos : 


> (a +6la-2)<0 Pee Pa 
- Dd A+l 31 
x-3 
Ae -6 2 ds > ey? 


* Entonces: «a.e(-6;2) * Puntos críticos : —1; 1/8; 3 


* Luego : 
[xeR/-o<x<-IufxeR/1/3<x<8) 

* Pero, por condición, x < 1/3. 

* Entonces la solución es ; 


[xeR/1/3<x<3) 
1 RPTA: “B” 
PROBLEMA 12 : 


RESOLUCIÓN : 


* Reduciendo en el primer miembro : 
x*-dx+(3-h)20, VxeR 
* Por teorema del trinomio positivo : 
450 > (4 -4(3-k)s0 

> RS-1>Kmax =-1 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 10 :; a E 


RESOLUCIÓN : 
* De la inecuación se tiene : 


Arde 
xa +dx 120 


rs L<0 > 
* Sumando y restando 2x7” : 


Y] ¡pa 


RESOLUCIÓN: 


. xí+2x%+41-2x%+4x-2 y 
% Calculando el discriminante del polinomio: e 
A=[(a+b)P día? -0*)1) CENA 


> A=2ab-3(a*+b?) + 4<0 


x 
o 2) (22-217 12) 
<0  >0 Ea (+? - J2x+1-J2) A 
z 


* Por teorema Trinomio Positivo: 


(a? +0*)x?-(a+b)x+1>0; Vxe Rola? +b*)>0,4<0 q 
> 0S.=p4 DU VADY LT 


RPTA:“B”— 3, 0 E o 
PROBLEMA 11 xy x, son raíces de 424 J2x+1-J/2 


x¡=-1,6 ; x2=0,1 
=> Xsoluciones enteras positivas. 


RPTA: “C” 


CAL AIZIEREA 


EA ME RIN CICLOPEDIA 2012) 


PROBLEMA 13 : 
¡ón : (a 1)3* +(1-a)x-1 
- *-1 
se verifica para e R-(1). Encuentre en qué 
intervalo oscila “a”. 
A) (252) Bl4  CM2;3) 
RESOLUCIÓN : 
* Factorizando el numerador : 
DO +04) > 
(:-1) 
*CVA:R-ÍD 
* Reduciendo: x?+ax+1>0; Vr e R-(D) 
* Por teorema del trinomio positivo : 
4<0:a?-4<0 > (a+2)(a-2)<0 
> ac(-2;2) 


Si la inecuaci >0 


DIR" 


EJR 


LU) 


PROBLEMA 14 : 

AIF 
Axl 1 0-1 
presenta como conjunto solución al intervalo: 


La inecuación : 


(a; b)U(b;-+00) 
Indique:a +b 
AA -BJ1 cJo D)2 EJ2 
RESOLUCIÓN : 


* Reduciendo en el primer miembro : 
2v?-25-3_ 3 
=> 

1 Y 
ey 2x(s-) q 
Da + +1) 

* CVA : R-11) (conjunto de valores admisibles 

para x) 

* Transformando : 2y(x%+x%+1)>0 


> 2r>0 
* Necesariamente ¿x> 0 
* Intersectando : 
—w0 0 1 +o 
*C.S.=(051)0(1:+0) 
*Se pide: a +b=1 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 15 : 


An BJ2 
RESOLUCIÓN : 
* Reduciendo en el primer miembro : 


A 


> + z + 1 J<o nara; 7 
x-4 x-7 


x(2x-11) 
(x-4Mx-7) 


CJ D)J3 EJ4 


<0nxr4; 7 


* Transformando a una polinomial : 
x(2:—11)(—4)—7)<0 n +4; 7 
*Resolviendo por puntos eríticos : 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 16 : 
¿Para qué valores de x se verifica la inecuación? 


% B)-1<x<65 
DJO<x<4 


AJ1l2<x <7 
C)3/2<x <4 


RESOLUCIÓN : 
3(:+7)-11 > 


* Dando forma : 1< 
x+7 


2 


1 
* Invirtiendo : E 1 
de 11 
* Multiplicando por (11) + <xX+7<11 


* Restando 7 : Zen<á > «e( 34) 


RPTA: “C” 

PROBLEMA 17 : 
Sise tiene :(0:0)=(2x+1 Seta 
calcule: a+ b ye 
aJ9 By7 08 DJ10 Eo 
RESOLUCIÓN : 
* Dela inecuación : 

5 ASS OLA 1 

SE A 


4 x+1 2 4 


(EnIcIoxESs_ROBINOS 


ELÍA INECUACIONES) 


E o a II) Al cuadrado: x+6<x? > x?-x-6>0 
RE > (1-8 M(212)>0 > 2-3>0>3 x>3 
> 3<2x+1<7 > (a;b)=(8:7) *De (My (1): x>3 > xe(3+0) 
* Entonces: a +b= 10 RPTA: “D” 
RPTA: “D” PROBLEMA 21: 
PROBLEMA 18 : Resolver :2x -1>Vx*- 34 +3 ] 
Resolver : a% +96x—144<6x +7%* AM=130]  Blg CIR Diijz+wo) EMM 
AN 44)-[8) BJR  C)4 DM3) ENO RESOLUCION : 
RESOLUCIÓN : * La inecuación será equivalente 
* Transponiendo : -38x+3>0 Es 77) 
z ist ps 14450 2x-1>0 777) 
(*-16)(x?-6x+9)<0 (23-17 >2* 33043 cocos (MI) 
AN *De(1): x e R,ya que A<0 (teorema del trinomio) 
D(x+4)Mx-4)<0 nr 343 1 
AE “De (11): 225» (a) 
RPTA: * De (III): 3x*-x-2>0 
PROBLEMA 19 : > (8x+21(x-1)>0 
Determinar el menor número entero y tal que: 2 
ri ES seo; 5)0 (10) e 77) 
ABR 10 3 
Are 4 "De (a) a (8) (intersectando): x (17400) 
AJ1 BJ0 030 D)2 0, EJA RPTA: “D" 
RESOLUCIÓN O PROBLEMA 22 : 
" iendo : E 2—1>0 . 
Transponiendo + 3 PENE a 
+ AN se Na 2(x 4) . 
(+42) Alfara) BN2rso)  CN254) 


RESOLUCIÓN : 
* Simplificando se obtiene ; 
A) x-2>0 +» x>2 


2 
* Puntos críticos : los 


B) xr4 
+o 
2 
* Entonces ;a (4; > =»0 > 16 (-050)0 (4:00) 
je 
Rin SA nera: «o» *De (BAC), se obtendrá : 
E €. S. =(4;+0) 
PROBLEMA 20 : , ENE 


PROBLEMA 23 : A 
si T es el a solución de 1 


RESOLUCIÓN : 
DCOVA.:x+6>0 1 x>0>x>0 


-0J(3;8] D)(3:+2) 


CA AGIZIENE A 


[E5s EN ATARACICLOPEDIA 2012) 


RESOLUCIÓN : 
* Lo equivalente será : 
s-1>0 0 VI > Ji 1 
ax>l1n(x-1D>(x-1)? 
2>x>1A 1>x-1>x>1pnx3<2 
> 1<g<2 + T=(1,2) 

RPTA: “B” 
PROBLEMA 24 : 
Resolver en Z: «74 9x8 >x-12 
indicando el número de elementos del conjunto 
solución + 
47 B)5 
RESOLUCIÓN : 
* Calculando CVA: —x* +9x-8>0 

(«-8Mx-1)50 — C.V.A.=[1;8] 

* Sit 1<x58 entonces: -115x-12<-4<0 
* Luego : 


C)8 DJ4 E)J9 


9:-8>x-12 siempre se cumple 
30 


> CS =CVA = [1; 8] 
*En Z: CS = (1; 2; 3; 4; 6; 6; 7; 8) 


PROBLEMA 25: . 
Si S es el conjunto solución de la siguiente 


inecuación: Y/x+20 -/1 -* 22, entonces el 
conjunto S, es: a 
A)[1:0) B)[0,68; 1] —C)|-20,18; 0,68] 


Dl=o;-20,18] E) [-20; 0,68] 
RESOLUCIÓN : 

* El sistema equivalente será : 
x+202011-x200 3420 -JI=x 24 
3220035 LA Íx +20 24 + /1=% 
2-20Sx<1Ax4+20216+8/1-x+1-x 

> -205x<1A3+2x 28/1-x 

> -20Sx<1A84+2x 20 (34 2x)* 2 64(1-x) 


po 20sxs1Ax 2 nda? +76:-0620 


> sxs 1A(xS-19,68 y x > 0,68) 


> 0,68<x<1 
* Entonces : 5 = /0,68; 1] 


PROBLEMA 26 : 
Si M es un cojunto definido por M = [we R/Jx+1 
+ x= 1< J/3z ) entonces el conjunto M es: 
AJR' B)[1: 43) Oil2; 23) 
D)1:348) E)(0;1) 

RESOLUCIÓN : 

* Lo equivalente, será : 
x+120Ax-12048x 2003 +14x-1+2 2% -1<3x 
S(x>2-1 nel 20) 22% -1<x 

alxz a 4x?-1)<a? 


ararnat<l 
3 


Sr2 ln rcidi> 150 < 318 


3 


* Entonces: M= 


PROBLEMA 27 : 
Si x es un entero positivo que verifica la relación: 


do.sy7 > fo.c4 2 


Con relación a estos valores de “x” podemos afirmar 
que; 

A) Hay infinitas soluciones. 

B) El mayor valor de x es 11. 

C) Solamente cumplen los enteros impares menores 
que 25. 

D) La suma de todas las soluciones es 21. 

E) El menor valor de x es 15. 


RESOLUCIÓN : 
*Transformando los decimales , resulta : 


=8 .-2 EN dz 2) 
5" (5) 40 8) 16 (3 40 
= >= >| >= 
5 25 4 4 
* Luego como las bases gon mayores que 1, 
x-3 
=> 
16 20 
> 6x-16<4x-8 
>1<73x e (1; 2; 3; 4; 5; 6) 
* Luego analizando alternativas 
s RPTI 
PROBLEMA 28 : 


La suma de los enteros que pecan 
simultáneamente las inecuaciones 


entonces: — 


pp” 


(EDICIONES ROBINOS MERC 759 ME INECUACIONES) 
A)-21 — B)-36 C)-18 DJ 18 Ej25 Alx>y B)x>0,y>0 CJ <0,y<0 
RESOLUCIÓN : LY Elx +y>0 
* De la primera inecuación : ARSCROCIONE , 

deb * Haciendo el estudio de la desigualdad : 


<x+3> 4x-5<7x4+21 


> -26<3x > x>-8,6 
* De la Segunda inecuación : 


Ss 2052 3x+8>8x-20 


> 28>5x + x<6,6 
* Como se deben cumplir ambas condiciones: 
-8,6<x<6,6 
> =1(-8;-7;...5430) 
* Luego, la suma de los enteros que verifican 
simultáneamente ambas inecuaciones es: 
(8)(9) , 5(6) 


A 
2 2 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 29 : 


La suma de los enteros que simultáneamente 
cumplen las inecuaciones : 


0547 > 4247 A PATO 
AJ30— B)39 C)Já2 D)49 E) 60 
RESOLUCIÓN : k 
* Dela PE inecuación , resulta; 
AR 
> 1>8 con 0 (02) 
* De la segunda inecu: se obtiene ; 
a? -2x-76<0 
>(x-1$-76<0 
>(x-18 <76 
76 <x—1< 76 
31-76 <x <1+ 176 
>-7,72<x<9,72 .. (B) 
* De (a) y (B): 3... <x<9,72 
* Pero como x € Z, entonces : 
x € (4; 5; 6; 7; 8; 9) 
*Sepide:4+5+6+7+8+9=39 
RPTA: 


PROBLEMA 30 : 


. JUE 2 
La desigualdad : id Pe 3 ER , Se satisface 
cuando : 


AS ¡x*0,y*0 
xy x+ 
ENS 3x*0,y*0 
ay 


> (x+yP >2xy; x+0,y+0,xy>0,x+y>0 

2x4 y>0, Vx ye REAO) amooo (1) 

* Asu vez realizamos el estudio en las condiciones 

siguientes : 

PY 
xy  x+y 
> (x+ y)? <2xy 

21? 4 y? + 2xy < 2xy 

Sa y<0, 0x4 y< O ay >O comccacoo (1) 
> 1 es absurdo 


* De (1) y (11) concluimos que la desigualdad se 
satisface si x > 0; y > 0. 


5x0, x+y<0, ay>0 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 31 : 
Los 6/7 de un número entero disminuido en 6 es 
menor que -1. Si a los 2/3 del mismo ní 
aumentamos 10, resulta al menos 14, ¿Cuál « 
número? . 


AJ5 BJ6 C)7 D) A E)9 
RESOLUCIÓN: 
* Sea ““x” el número pedido : 
* Los 5/7 de x disminuido en 6 es menor que -1 : 
5 
7 6<A 
a (1) 


* Si a los 2/3 de x le aumentamos 10, resulta al 
menos 14 : 


GAr10214 


* De(Dy (1): 6<x<7 
* Entonces qa= 6 

RPTA: “B” 
PROBLEMA 32 : 
Seis veces la cantidad de lapiceros que 48 Carlos 
disminuida en 13 no puede ser mayor que 17; si al 
triple de dicha cantidad le aumentamos - 17 
resultaría al menos 30 lapiceros. ¿Cuántos lapiceros 


CUL ATIEREAA 


tiene Carlos? 
AJ1 B)3 
RESOLUCIÓN: 


* Representemos por x a la cantidad de lapiceros de 
Carlos. 


* “No puede ser mayor que 17” significa que puede 
ser MENOR o igual que 17, luego : 
6x-13S17 
SB o. (47) 


* *.. resultarían al menos 30...” significa que dicha 
cantidad puede ser 30 6 más: 


3x+17>30 


0113 DJ5 


22-42 
3 


* De(Dy (ID): 4,2...sxsb5 
* Entonces: =5 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 33 : 
Un atleta va a participar en una maratón y desea 
saber que distancia es la que va recorrer para poder 
programar sus entrenamientos. Le informan que 
cuando haya recorrido 12 em, le falta recorrer 
menos de los 3/5 de la longitud total; y si recorre 
16 em la distancia que le falta recorrer es mayor a 
1/5 de la longitud total. Hallar la longitud, sabiendo 
que esta es el mayor entero posible. — - 
4)19 B)22 C)38 D)29 
RESOLUCIÓN : 


+ Sea L longitud total , luego : 
L-12<fL=>L>30 


E) 28 


> L-16>FL=> L> 20 >L € (20; 30) 


* Como L es entero, entonces : L = 29 


RPTA: “D” 


PROBLEMA 34 : 

Una playa de estacionamiento tiene capacidad para 
60 autos; pero sólo hay cierto número de autos 
estacionados en ella. Si el número de autos se 
redujera a la sexta parte; se ocuparía menos de la 
décima parte de la capacidad del estacionamiento; 
pero si se trata de duplicar el número de autos; más 
de ocho autos no podrían ser estacionados por falta 
de espacio. 

¿Cuántos autos hay en el estacionamiento? 
A)28 B)30 0) 35 D)37 
RESOLUCIÓN : 

* Sea x el número de autos, del enunciado: 


EJ40 


2x>60+8+>x>34 
*De (D y (1): 34<x<36 n xeN > 


RPTA: *C” 


PROBLEMA 35 : 


A un joven trabajador, le dieron para vender una 
cierta cantidad de periódicos de los que vendió 35 y 
le quedaron más de la mitad. Luego le devuelven 3, 
y vende después 18 con lo que restan menos de 22 
periódicos. ¿Cuántos periódicos tuvo inicialmente? 
A)69 B)70 C)71 D)72 E) 73 
RESOLUCIÓN : 

* Sea x: N” de periódicos; (x e NV) 

* Vendió 35 y le quedadron más de la mitad: 


+-85>3 > 1>7 


* Le devuelven 3, vende 18 ; con lo que restan menos 
de 22: 
(x-35)+3-18<22 > x<72 


* Luego: x>70 A x<72 


>70<x<72>x=71 
RPTA: 


PROBLEMA 36 : 
Hay “n” números enteros que satisfacen 
simultáneamente las condiciones siguientes: 

T) Está comprendido entre 4 y 4. 

11) Multiplicando por 2 da menos que 7 pero más 
que -=7. 

111) Elevado al cuadrado da más que 1. 
4n=2 B)Jn=4 Cin =1 


>n(S) =5 


D)n=5 


PROBLEMA 37 : 


Si x e y son variables enteras que satisfacen las 
condiciones : 


Hx—3y> Zominaro sn (1) 
Ley <A maca seso (1) 
y>3 e a 10 


Entonces, el valor de T= x.y es: 
46 B) 12 C)15 


RESOLUCIÓN : 

11 
*De (1) + 311): 6x>2 +: 3(3)3%> E 
2 De (11) - (HI) : 2x<11-3>x<4 


D) 20 EJ8 


(EDICIONES HUBINOS 


E EE 


INECUACIONES) 


* Luego : Eer<4or=3 
*En (1D): 2(3)+ y <11> y<5 ú 
*En(M):3<y<5>y=4 
* Entonces: T=3 x 4= 12 

RPTA: “B” 
PROBLEMA 38 : 
Resolver el sistema en Z* : 


eindicar el valor de T'= x.y.z 
AJ6 BJ 10 C)12 DJ 15 
RESOLUCIÓN : 


5 
*De(1)=(11); 4y>10>y>>5 


E) 24 


*Luego: $ <3<4 AYEZ'> y=8 
*En (1): 2x + 6z > 14 

*En (1); 2x +62 < 16 

* En (1) : 7<2 


* Entonces : 2x+62=165 A,2=1 
>x=b5A2=1 
* Luego: T'= (5) (3) (1) = 15 
RPTA: 
PROBLEMA 89 : 


Si U, Ne T son variables enteras que satisfacen las 
siguientes condiciones : 

(U-N+I<4 .. 

U+N+1>8 


C)6 
RESOLUCIÓN : 

*De(2)- (1): 2N>4 >N>2 

* Como :¿N<I<b5 >2<N<I<5 


acomoN,TeZ >N=3A1=4 
*En(1): U-3+4<4=>U<3 
*En (2): U+3+4>8 >U>1 
* ComoUeZ »U=2 

* Luego : T = (2) (3) (4) = 24 


PROBLEMA 40 : 


Si M es un conjunto definido por 


M=1(x:y)eZ eN=Nx+2y<5Ax-3y<4), 
entonces el cardinal del conjunto M es: 
D)6 


43 BJ4 
RESOLUCIÓN : 


* De las inecuaciones : 
2ys5b-x an x-4s3y 
>22x-8S6y A 6yS15-3x 


C)5 EJ7 


>2x-8516-8:3x< 8, 
Como: eN —» xe(1;2; 8; 4) 

* Si > 1-4S3y A 2ySb-1 
23-Ilsy A ys2>y=1 y y=2 
23(l:1)eM A (152) M 


*Si[=2] + 2-4s8y a 2y55-2 


je =1 


> hey A ys >y=1>(21)eM 
*Si > 3-4S3y A 2ys5-3 


[a=3) 


>-¿Sy A ysi> y=1 


*Si le=4]>4-4S3y A 2y56-4 
2 0Sy A r< 2yeN 


* Luego: M= ((1:1); (152); (2:1); (8;1)) 
>n(M) =4 

RPTA; “B” 
PROBLEMA 41: 
SI'S es un conjunto definido por + 
S= EA pS 
entonces el número de elementos 
4)2 PAI 08 
RESOLUCIÓN : 
* De las inecuaciones se obtiene : 
YSA4-x A 2-4 yo 2x-4s4—x > 


> 32583255 > x e (1:2) 
*si > AL-4Sy A ys4-1 


a =1) 


>-2<yA y<3> ye (1;2;3) 
> (1;1),(152),(158)e S 

* Si 2>2U2)-4<y an ys4-2 
>0syn ys2>yel1;2) 

> (2;1), (252) € S 


l=2 


CAL AEIEREAA 


Maze 


*Luego: S =((1:1), (152), (1:8), (2:1), (2:2)) 
>n(S) =5 

> RPTA: “D” 
PROBLEMA 42 : 
Si A es un conjunto definido por — 
A=((x;y)eNxN1y+3S2x A 3x<12-y), 
entonces el cardinal del conjunto A es: 
47 BJ6 Cy4 D)3 
RESOLUCIÓN : 
* De las inecuaciones ; 
3(y+3)S6x A 6x<2(12- y) 
>8(y+3)S2(12-y) > ys3n 


como ye N => ye (1; 2; 3) 


E)2 


*Sily=1| + 1+8352x A 3xS12-1 


> 2sxnzs > 20(28) 
> (21)EcA a (331)EA 
*Si 


y=2] 22435 2x 1 3x Ss 12-2 


> Ese A as Ureta) 
> (3;2)€ A 


*si 


y=3/33+352x » Bs 12-83 


ISA x1s3 >x=3 

> (3:83) e A 

* Luego: A = ((2:1), (3;1), (32), (3:3)) 
>n(A) =4 


RPTA: “C” 


$ enteras y positivas que 
condiciones: 


Entonces el valor de T'= x.y.z es: 


AJ6 B)10 C)12 E) 80 


RESOLUCIÓN : 

* De 2(11) : dí + 2y+2z < 28 

*De (1) : 6x-3y+22>7 

*Restando: 5y — x < 21 está sumada con x + 3y < 15 


D) 40 


sesulta : 8y <36= y <Í 

*Como: y>3>y=4 

* Luego : 5(4)-x <21 4 x + 3(4) < 15 
23x>-1A x<38>-1<x<3 
>x=1.x3=2 


*8Si lx =1]> 5(1)- 8(4)+ 22>7 
A 2(1)+4+2<14 

22>7 1 2<8 >zZEN 

»Si > 5(2)-3(4)+22>7 A 
A 2(2)+4+2<14 


> 2>5 nz<6>z=5b 


* Luego : T'= xyz = (2) (4) (5) = 40 
RPTA; 


PROBLEMA 44 : 

La suma del número de hijos de Javier y César es 
menor que 6 y César tiene más hijos que Eduardo 
(¡Todos tienen hijos!). Si Javier tuviera un hijo 
menos, tendría aún más hijos que Eduardo, entonces 
el número total de hijos es: 
u3 B)J4 c5 
RESOLUCIÓN : 

* Sean x, y, z los números de hijos de Javier, César y 
Eduardo, respectivamente; donde x, y, z e ly (todos 
tienen hijos). De acuerdo al enunciado del problema, 
se tiene : 


Do EJ8 


«(1D 

1049) 

0141) 

* De (11) + (ID): x+y-1>22>x+y>2z+1 
como x+y<6> 22+1<6 


> 2<f >32=1v2=2 


* Si 


z=1) > y<4a y>1 


>y=2v y=3 
* Conlo cual: (y=24 x<6-2 A x>2) y 


(y=3nx<6-31x>2) 
> [y=2 1 2<x<4 v y=3 n 2<x<3) 
aly=2 1. x=3) v[y=3AxeN)]=>y=21x=3 


* Si 


z=2 > y<3ny>2>yeN 


(EDICIONES _ROBIVOS 


JE 7ez 


* Luego: x=3 Ay=2 n2=1 
* El número total de hijos es: + + y +2 =6 


RPTA: 


PROBLEMA 45 : 

Entre 3 criadores de conejos ocurre el siguiente 
diálogo: “El número de mis conejos es mayor que el 
doble de.los tuyos; pero el cuádruple de los tuyos es 
mayor que'siete veces los de mi cuñado; mañana 
mataré 4 de los míos y los restantes serán menores 
que el doble de los que tiene mi cuñado”. ¿Cuántos 
conejos tiene mi cuñado? Cada uno tiene al menos 
un conejo. 

B)2 


RESOLUCIÓN: 


"Sean x, y, z los números de mis conejos, tus conejos 
y los de mi cuñado respectivamente, entonces: 
x> 2y 


c3 DJ4 EJ6 


4y>7z 
x>d 
* De (11) 
* De (MID) : Z 
E 7 7 
Luego: qe 4)< ES A (79) 


> (r-4)<x > «2 
* Es decir: 4er > 2:=6:6:7:8;9 


* Silx=05/: T<la<ayoo 
* Dedonde: 2=1 A y=2 


:En(o): T<la<ayoo 


* Si lx=7|: En (a): EP] 
4 2 
Aela<ra ¿<z<2 
LA 


* De la misma forma, para los demás valores de “x”, 
zez* 
>2=1 
RPTA: “A” 


INECUACIONES) 
PROBLEMA 46 : 
SA es un conjunto definido por An | 
A= ((x3y) € 2x2 0y sauces el sistema (3) 
A+ysa E 
e) La a A 

le =J24 y Y | 

Entonces, el cardinal del conjunto A es: a] 
4)0 B)1 ¡CASIO ARA 


RESOLUCIÓN : 

* En el sistema , restando: y?+y<0 
> y(y+1)s0>-1sys0 

* Como yeZ > y=-I y y=0 


* Si b=-1. reemplazando se obtiene : 


258032383 2=3 
"Pero xeZ > ref 
*si 


[y =0|, reemplazando , resulta ; 


SS 
*Como:xeZ > x=2vx=-2 
* Los pares son : (250); (-2:0) 
* Luego : A = ((2:0), (-2;0)) 
>n(A) =2 
RPTA: “C" 


PROBLEMA 47 : 
> 


* Tenga en cuenta que : 
x2<0ox=0 
“(DM en(D): x*4+(x-a) +2051 
> 2? -2a-1)x+a*-1S0 
* Tendrá solución única si el primer miembro es un 
cuadrado perfecto, para lo cual: A, =0 
> 4a-1)*-4(2)(a* -1)=0 
> (a-1)[2(a+ 1)-(a-1)] 
>(a-1)M(a+3)=0 > a=1va=-3 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 48 : 


y es 


[ON REF ZITITIS ES ECTD los! AN CICLOPEDIA 2013 
entonces el número de elementos del conjunto A es:  —>Hay4 pares de M. 

AJ5 BJ6 0)7 D)8 E)9 (E 1, 

RESOLUCIÓN : Si le=2]: 2956 n -5<8y 


* De las inecuaciones : 
y>xdx-6 a y<x-3 
a —r6<y<x-3 
* De dónde: 22-x-6<x-3 
x*-2x-3<0=>(x+1)M(x-8)<0 
2>-1<x<3>x=0;1;2 
*[x=0): En (1): -6<y<-3 


> y=-5;-4, los pares (x; y) que se obtienen con 
esto serán: (0; 5), (0; — 4) 


*lx=1|: En (1): -6<y<-2 
Los pares (x; y) serán:(1;-— 5), (1; - 4), (1; - 3) 


(1) 


*[5=2]: En(): -4<y<-1 
Los pares son; (2; - 8), (2; — 2) 
* Finalmente : 
A =[(0;- 6),(0; - 4),(1; - 6),(1;- 4),(1; — 3), 
(25-3),(2; - 2)] 

=>n(A) =7 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 49 : 
Si Mes un conjunto definido por; ñ 
M /2y+x?+4x52 patos) 
Er Hess vr de imenos del conjunto M 


e a E A 
RESOLUCIÓN : 
% De las inecuaciones: 
2ys-x der 2 o ?46x+3<3y 
> 217+12x+6<6y A 6ys-3x* -12x%+6 
> 20? +12%+b <-81? - 1246 
61? +24x <0 > x(6x +24) < 0 


Eje 


a Hen< 0 re(45-3;-2-1) 


: 2y<s2,-6<3y 
><) A ySs1> ye(-1;0;1) 
— Hay 3 pares de M. 

*si le=3]+ 2y<51-6<3y 


> =2<ynysi> ye(-1;0;1; 2) 


=-E<y A y<38> ye(-1;0;1;2;8] 
> Hay 6 pares más de M. 

*Si le=1]: 2y<5 n -2<3y 
>-Feyaysi => ye(0;152) 


> Hay 3 pares más de M. 
* En total, hay 16 pares en M. 
> n(M) = 15 

RPTA: “A” 
PROBLEMA 50 : 
Determinar el número de soluciones enteras del 
siguiente sistema ; 


y <a 42204 Ducosascnarsoroso (1) 


y-14x<0 

B3y-x20 
A)12 B)9 C)8 
RESOLUCIÓN : 


ysdxny>t 


* De (11) y (1D) : 3 


sta llx20>x20 

* De (1) y (UD): y<-x2+2x+6 A y=5 

> or t+ 24 6> 3x*-5x-16<0 
65-205 65 + 205 

IE 

* Como x>20 > xe(0;1;2;8) 

* Silx=0): ys0 A y20=>y=0 

(0; 0) es una solución. 

* Si 

| =1): 


3,22 


y<cnysdnya zo yelo :3:4) y=0 
(151), (1:2), (153), (154) son otras más. 

* si[e=2l: y<b a ys8n yz 

> ye(1:2;3:4) 

* con esto, hay 4 pares solución más. 

* Sile=3]: y<2 n ys12 a y21 

> y =1> (3;1) es una solución. 

* Entonces hay 10 soluciones en total. 

RPTA: “E” 


(EDICIONES HUBINOS TEC7es INECUACIONES) 
PROBLEMA 51 : Y 
Al representar gráficamente el siguiente sistema: 
. 1 
2? + y? -6yS=7 El 
5 a = A. A 0| 
qe x-3<0 se obtiene una región cerrada, Ea 


entonces la mayor distancia que existe entre un 
punto de la región y el origen de coordenadas es : 


AJJE = BJ3- C)4  DWIT ENZO 
RESOLUCIÓN: 

2? +(y-3 <2 

Re 
* Graficando : 


RESOLUCIÓN : 


* De: [x= y<1, se obtiene : 
x-y20 A x-ys-1>x2y An y2x-1 
> x-1<ySx; y su gráfica es: 


=d 


* El punto con mayor distancia al origen es Q. Esta 
distancia será: 
RPTA: 


DIRIGIDA 


ERAGTICA) 


(O) Resolver : 23+85x+4 
Alx>1  Bjxs1 Cjr21 D)x<1  EJO 


(PRIMERA 


(02) Hallar el conjunto solución de : 6x 1050 


* Por la ley de egsenos : Ajxe[-250)  Bjre(=a;2]  Cjx=e(=0;0] 
D)ze(-0;-2] EJO 
2_g2 2 
a? =32+J2" — 2(3)(V2) cos 135" (O)Halar el conjunto solución de : ¿821 


> -9+2-20012)|-G) 17 AJx>9 B)x e (0; 9] Cjx<9 
2 D)x e [24; +0) EJO 


> x=V17 (CDHallar el conjunto solución de: 2+%< 11 
RPTA: “D” . ES 
AJx230 B)x=>30 C)j*<30 Djx<30 EjO 
(03) Hallar el conjunto solución de : 
2Lx+D+3(:-1)<4x+6 
A)jx27 B)xs7 C)x>7 D)x<7 EJO 


[OVA ET EI TITIN 


(00) El número de estampillas que tiene una 
persona aumentada en 8 , resulta menor que el doble 
del número de estampillas, disminuida en 3. Dar un 
número. 

AJ6 Cro 
(7) Hallar un número entero cuyo duplo 


dismintido en'3 es mayor que dicho número 
aumentado en 5. 
AJ7 BJ9 C)6 DJ5 E)J4 


(03) La tercera parte de un número, aumentado en 


3 no excede a su mitad disminuida en 10. Dar un 
número. 
A4J79 BJ60 C)75 D)J50 EJ40 


(09) Hallar el conjunto solución de: x>6;x<11 


B)7 DJ5 EJ2 


AJxe(6; 11) B)x >11 C)xs6 

D)xe(6; 11] EJo 

(1) Hallar el conjunto solución de: 
3x-1525+7 
7e-3>53+7 

AJxe[5; 8) B)xe[5; 8] 

DJS EJR 

(O) Hallar el conjunto solución de : 

3(=-1)52x+5:3265 

Ajxe[5;8)  B)xe(5; 8) 

DJD EJN 

(1) Resolver y dar el conjunto solución : 
x-20>10 
x+20<30 

AJxe[257]  B)x e[10;20] C)xe[20; 30] 

DJ EJO , 

(Hallar el cgnjunto solución de : 526; 457 


Ajx221 B)x.< (10; 21) C)xs 10 
D)xe[10; 21] EJQ. 


(13) Hallar el conjunto solución : 


x2+3 
—— 57 > 8 
2 


C)xe(5; 8] 


C)x e[6: 8] 


1 
4 


AJ=e(13;29) B)xe[3;29] C)x=e(13: 29] 
DD EJQ 

(L3) Resolver: 8x3 >10x+7 

AJl5: +0) 


Bl(=o:-8] C)[5; 5] 


(To) De los siguientes enunciados, ¿cuántos son 
verdaderos? 


Dóx=225=>x25 1322356 


UNE >3=3 52-16 TV)=x<-1>x 21 
AJO BJ C)2 DJ3 EJ4 


(E) Si: b<a<0; donde:a;beR, de las 

siguientes proposiciones: 

Da? >b? uni> 
E ba 

Son ciertas: 

A4A)1yH B)H y Hr da D) Sólo HI E) Todos 


Ja? >b* 


(E3) Resolver: 2 4 E os- pq 


x-6 

AJx e[6; +00) po E C)x e (0; 6) 
D)xe(=0; 6] EjxeD 
(19) Resolver : 2:>6 

3x >-12 

615 16 

4% <-28 
AN7;+0o) B)(-0;7) Cl=0; 7] 
D)(-6; +:0) E)[6; +0) 
EN) Resolver: 6x +35 5x+1<7x+9 
Ajxe(=o;-2]  B)xe(4;+0)  C)xeg 
D)xe[-4;-2)  EjJxwe(4;-2] 
Ed) Resolver: 4% 2-1 

E 

Ax<í Bx>L Cje<z Djx>z ElseR 


E) si: 221€ [-5; 9). Aqueintervalo pertenece: 


3-6x 
4)(22; 13] B)[-22; 13) C)[-19;7) 
D)(-19;7] EJ[-5; 9) 


(E3) ¿Cuántos números enteros permiten que en 
la fracción 


+5 
=3 el numerador sea menor que el 


5x 
denominador, si: *€[2; 7]? 

aAJ1 BJ3 C)J5 DJ EJ2 
(ED iCuántos valores de “%e” enteros no negativos, 


ed y +2 
hacen que en la siguiente fracción: 777. el 


(EDICIONES RUBIFOS Pies Y 767 INECLACIONES) 
denominador sea menor que el numerador? A)-3sx<3 B)J-6<xs3  C)J-o<xs-6 
AJO B)J3 cu D)2 EJ Dix=3 Ejx=-46 


E3) El triplede la cantidad de manzanas 


disminuido en uno que compró Fernando, es menor 
que dicha cantidad aumentada en 3. ¿Cuántas 
manzanas compró Fernando? 
4)2 Ba 0) 


Dj4 EJ6 


AND OMIG 


(ODDado: +>0, y>0,x>y,z*0 desigualdad 
que no siempre es correcta es: 


Ajx+z>y+z B)x-2>y-z C)xz> yz 
DA>Ñ E)xa* > yz 

(9) Si: x<y<0, entonces es falso: 
Alx*<xy<0 BjaP>xy>y?  Cjxa*<y*<0 


D)x* > xy peroxy>0  Elx*>y?* por y? <0 


(7) La suma de los valores enteros de “x” que 
satisfacen al siguietne sistema de inecuaciones: 


12-65 ,3v-8, ct) 


2 5 


es: 
AJ5 cy14 
(€ La suma de los valores enteros positivos de 
“e” que satisfacen a la siguiente inecuación: 
E a 
dar > dar] es 
AJ1 B)2 013 
(7) La suma de los valores enteros de “x” que 


satisfacen al sighiente sistema : 
6x-1>0 


B)J9 D)20 EJ27 


D)6 E) 10 


8Bx—53 > Omrcmasiocsrsrerseren (7) 
es: 
AJ1 B)J7 CJ6 


(0) Resolver: -13< 2x-1<5 


D)10 EJ15 


(02) El conjunto de valores de “a” que hace que el 
sistema de ecuaciones : 


tenga sólo soluciones positivas, consta de los “a” 
tales que : 


8 18 Es E 

AJB<a<1 Br <a<E ya 
26 91 19 62 

DI <a EI <a 


(03) El intervalo para el cual se verifica la 
desigualdad : 


8<3x-1<14 
AJb<x<w B)3<xsb C)-o<xsb 
Djl2<x<w  Ejlb<x<o 


(09) ¿Cuántos números enteros y positivos 
menores que 6 satisfacen a la siguiente inecuación? 


Dd ed. e 
AA 
5 
AJ1 BJ2 C)3 DJ EJ6 


(1D) ¿Para cuántos valores enteros de “2” menores 


de 7 se cumple que en la siguiente fracción, el 
numerador es mayor que el denominador? 


bx-1 
x+7 
C)5 


D)2 


EJNinguno 


a:<Z B)x>4  Cjx<11 Dx> 
(03) A! resolver la inecuación : 
e E 
1%, T ñ 
3723 tip tenemos: 

3 5 
Aja<-3 BlE>s=E Cjx> -5 EAS 


(03) Los valores de + que satisfacen las 
inecuaciones: 


CALGEIEREA TES AN CICLOPEDIA 2012 

2M+1>r=é 700 2-x> 1-x son: Aja  Bla+b  Cja-b  DJb EJb 

AE>1  Bie>-b  Cir>2  DI-5<=<1 A Scantosintervalos: A=J0:+0[ 5 B=]250[ 

(2) Si *%x” es entero. ¿Qué valor no puede tomar mine: AMB 

A al, aL A)JO;2[ B)J6;+o1 C)J0;51 
3 5 Di2:+ol E)J2:51 

AL BJ cJo D)6 ENA (13) Resolver: 3(x+5) — 216 -x) > 6(1-x) 

Drain: 1 O 

y determinar el valor entero que lo verifica (LO) Resolver : 

A)-8 B)-2 0)3 D)2 En 


(08) Hallar el mayor número entero que cumple 


con: (x-— 4)Mx +5) < (x-3)Mx-2) 
42 B)3 C)4 D)J6 


(2) Luego de resolver : £E+41 3 $-2 
Determine el complemento da oa solución 
A)[13/83;+0) — B)(-031/3) C)(13/3;+:) 
D)(-<o;13) E)[13;4+00) 


(03) Resolver : 


E)6 


AJjxef) 
D)xe R-16) 


B)xeR 
E)xe R*-16) 


C)xe16) 


(09) Hallar los valores de “%x” que satisfacen a la 
limitación siguiente : -6< +4 <-1 
AJxe<4;5> B)x e <5,5:8> 
D)xe<-1;3> EJxe<-10; -5> 
(LO) Calcular el máximo valor de “x” que verifica 
la siguiente inecuación: 
(+2) — (243)? > 2c+19 
BJ4 05 D)-6 
3-4x 
4 


C)jx>65 D)x>4 


Cjxe<-4:0> 


a) 5 E)-9 


(O) Resolver : 4 9<hx+ 


9 9 

<d Bjx<= EJx>= 

AJx ) a 3 ) a: = 
EA 


(ES) Escolver: FG HG SE 


Indique el mayor valor entero que la verifica. 
aJ0 BJ5 C)3 D)J6 E) No existe 


($3) Resolver : a(x-b) - bíx-a) < a*-b*; a<b 


a 


Señalando el menor valor que puede tener 


a(x+b) + b(x-a) 2a*-b*;a <b<0 


“e” 


D)2 


Señale el mayor valor que toma 
Aja+b  BJb  Cja 


(12) Resolver: —1< tp s7 


Y determinar el mayor valor entero que lo verifica. 


EJa-b 


A)-3 B)-2 0)3 D)2 En 
(3) Resolver el siguiente sistema : 
3x-4<5x+2 5-0 +8 
AJI<x0 B)-3<xs1 C)-3<x<-I 
D)x<-3  Ejx<1 
(E) Hallar la suma de todos los valores enteros 
que satisface el sistema: 22417 
3 x+3 9 

A) 50 B) 60 C)76 D)84 E) 100 

x 

—+a 
EN) Resolver: a 37 

a+l 
Si: a =1-/5 
AJx>14+/5 B)x>1-45E  C)x<14+J5 
D)x<1-J5 EjJxe$ 


Ajxeó B)xeR 
D)xeR-18) — Elxe(0;+o)-(8) 
(02) ¿Cuántos enteros positivos no verifican la 


inecuación? 3x-3> 2(x+1) 
AJn B)2 C)3 D)6 


C)x e (5) 


Elinfinito 


[EDICIONES _RUBISOS PA 709 E 


INECUACIONES) 


(7) Resolver : (2+6)(x-1) > (x+8)(x+2) 

Indique su conjunto solución: 

Ajxed . BjxeR 

D)x e R-(-6,6) Exe (-6,6) 

(7) Resolver a e-3), pa a (3), a 
4 4 

Siendo: D <a <'b 

471 

D) (20037) 


C)x e -6,6] 


B)(7;+0) 
EJ-7;+0) 


C)l7:+2) 


H(8r-7)<==-4) 


(03) Resolver : 


A)I7;x) Bl(8;w) C)9;0) D)(7;0) EM8;9) 


RIGIDA: 


MERCER NE RAQTCA 


(O) Resolver el sistema : 
*-11x+24<0 
a -9x+20>0 
dar como respuesta el número de valores enteros 


que verifican 
AJ BJ2 CJ3 D)4 


(02) Resolver : 30 +7r<a +20+3. 


E)J5 


Obteniéndose como solución (a;b) 

Indique: -e 

AJ3/6 B)-1 CI3 D) 3/5 EJ-1/2 
(E) Si al resolver la inecuación ; 3x*-2x ¿3x2 
Se obtiene como conjunto solución xe [a;b], indique 
a+b/3 

AJ2 Br Ccr2 D)1 

(O Resolver : 3: 3 +5 > 2 +2r0-1 
Indique su conjunto solución ; 

Ajx e[2:8] B) x € (-0052) 0 (3;+0) 
Cjx e (-0052] 013;+0) D)x e (253) 

Ejx e (3;+0) 

(03) Resolver: 31% — 6x+8 > 2x0 "+24 

e indique el complemento del conjunto solución 
AJJ3-/2;3+J2] B)ES-V2;-3+/2] 
0)13+42;3+ 2/2] DA3-J2:3 +12] 
EN -J2: 42) 


EJO 


(7) Resolver : 3 5x+3<20 142 

e indique el complemento del conjunto solución: 
Almos2- V3] 0 12+43;+0] 
B)12-V3;2+x/3] 

Cr -0:2-J3)u(2+/3;+00) 
D(=a;0)-(2+43:2-J3) 

EN(2-/3;2+J3) 

(02) Resolver: 2x(x—8) > x(x-4) -1 


indique su conjunto solución: 
AjxeR-(] Blxe(-030)-[15-1) CjueR 


Dixe(0;0) Elx e(-0;0) 
Resolver : 
2-6) +/5-x >5(3-x)+ JB=x -4 
A)x e [3;5) B)x € (3:5) C)x e (3:5] 
D)xe(3+o)  Elxe$ 


(09) Resolver : 


3(2-x)+/3-x < 2(3-x)-6+/3-x 
Ajxe(=o8]  Bjwe[3:6]  Cj=e[3:+o) 
D)xe$ EJNA. 
(Determine el menor valor de “k” en: 
8x+3-4P <h;VxeR 
AJS BJ3 C)7 D)2 EJ9 
(O) si el conjunto solución de : x*- 2x*-8.<0 
Es: <a; b> ; hallar “a+b” 
AJ-2 B)J2 CI4 D)4 
(D) Resolver: (x* + 9) (x*-1) < 0 
AjxeR B)xebi1] C)xeR-(-1,1) 
D)xe[-3:1] Elxe[18] 
(13) Resolver el sistema (en Z) : 
=x.<-2 
x>0 
x<5 
AMIY — BMS;4) CHOI) DMG5) EMO) 
(12) Cuántos enteros no verificarán la inecuación: 


x(x+2) > 2(x+1) +3 
AJn BJ4 CJ5 D) infinitos EJo 


(6) Resuelva : 8+9,((3:—1)(2-2) = 35? 7% 


EJO 


(CARATIATITAN REzZO AS CICLOPEDIA 2012) 
y de como respuesta la suma de soluciones x*-8r-950 
*<a 


AJ7 


(1) Resuelva: l2w-2/22-4=J/x+ 3-3 


AMET) BM2:11) CHI)  DMIS) — EM1S) 
O Halle la suma de valores enteros del conjunto 


7 28 3 21 
A 


AJ70 BJ78 C)J68 D)665 E)72 
(E3) Indique el menor valor entero que verifica: 
% _r-2 

PE PA 

2-2 x+4 x+1 
AJA B)-8 CJ8 D)7 EJ3 
(1) Halle el valor de a y b en la siguiente 
, o a?-2 
inccuación + (¿prop 0 O<a<b 
además :a*>2 y C.S. = [2;3) 0 (4;+00) 
AJ2 B)2A CBA DJ 48 JAR 
ED) Resuelve: JxP=3x+2>2-x 
AR BJD C)[2;+0)  D)(=o;2)  E)[1;2] 


(O) Resolver: (3-2) s 4 


Aja e [-6;2] B)x e [-3;4] C)x e 12) 
D)x e [-2;6] Elx e R 
((B)resolver: x"- 6x+1<0 
AJx e (-5-/21;-5+/21) B)xeR 
or) e 2] Djxe4 
2 AMS 

Resolver: 34 +x +8 20 

Ajx e (1-/2;1+/2) BjxeR  Cjxef 


Dix e R=[1-V231+V2]  EJx e R-(2) 

(02 Resolver : 6x*-—2x + 10<9 

AjxeR B)x e (1-/3;144/3) 
CjxeR=(1-/G:14+ 43)  D)xc$ 

(03) Sea el sistema de inecuaciones : 


si su conjunto solución es unitario indique el valor 
de “a” 


AJ8 BJ8,5 C)J9 D)-1 EJ7 


(02) Indicar verdadero (V) o falso (F) en las 
proposiciones siguientes: 

( )Six-1>21>x22 

( )Si2-x<0=>2<x 

()8si AS 0>x>0 


A) VVF B)VVV C)VFF D)FVF E)FVV 
(09) Indique el valor de verdad: 
Aaa! ricos 

( )Sidaxza>wsl 3. va<0 


( pon AR 
A)VFF B)VFV C)VVF D)FFF E)FFV 


OB) Resolver: 2 + GE ELA 


Señale el menor entero «x» que verifica la 
inecuación. 
AJ1 BJ2 


C)3 E)J65 


24* 12 
.36| Lo; 121 
D) es 12 »] y cal 
3x-1,1-2% 
(OB Resolver: | 5 3 
lex 


A)11;2] B)[0;1] C) 


51] DIAS il 


(OD)Resolwer: ALA 


del al le 
D[3:5 2 )u2] 


(EDICIONES RUBISOS 771 JE ENPCDACIONES) 
¡Resolver en «ce»: 
a<180m m[-118) oli) 
¡ab PL s2j0<0:b>0 3 3 
a 


A)<-2; ab] 


peo] e] 
Dl a la: Zab 


2,5 
- si oletre?, 
B)<-—«w; 2ab] al Zab +2) 


(OB) Resolver: 23? + xs 16-x% +a* 


A) [3; 6] B) [-5; 3] 0) 13; + of 
D)-wo;-81 9 [3; 4001 E) oo; 6] 


(()) Señale el menor valor entero «w» al resolver: 
(e-1 )(x+2) -(2+2)(2-3) >0 


AF2  Br1 Ci Dx EJ2 
(0) Siia<3<b 

resolver: (x — a)(x-b) < xa 

A) <a+1; b> B)<a;b+1>  C)<b;a> 
D)<-b;-a> E) <b+1;a> 

(0) Ses: A = (3x-1/ x(x+6)516) 
Calcular n(A) 

428  B)29 C)30  D)3I  E)32 


() El menor número entero «m» que satisface la 
desigualdad: -2x? + 4x-5< 2m; Vxe Res: ' 
A)2 B)1 191) DA EJ2. 


(CHhallor el intervalo de «msi sé cumple: 
6x? SMErA > 3, ¡VER 
+1 


AM-J2; 121 BM-J8; J3J'CH-J6; 16] 
D)<-/2;/3 > E) [1; +0 > 

(G) Indicar el valor veritativo en las 
proposiciones: 

(JSi(*-S*30=>xeR 
()Si(e+4*s0=>x=-4 
()Si(x-1<0=>xEb 

A) VVF B)FVV C)FFV D)VVV E) VFF 

O. Al resolver: a%- 6x + 2 20 


se obtiene como conjunto solución: xe R- <m; n>. 
Indicar: m+n. 
Ae B)-1 


Di4 EJ6 


32-64 


A 


3x(x-2)s 2347 


E A 


2_ 
(E) Rd x*-ba+r4<0 
2?*-5x3+6>0 


A) <-1 2> B) <3; 6> C) <6;6> 
D) <1;2> 1,<3; 4> E) <1;2> y <3;6> 


(13) A qué intervalo pertenece «k» para que la 

inecuación: 2% + (R-1)x + h=2 =0 de raíces r y e. 

verifique: p2g 49? >-6 

A) 1154] B) <154> C) EL D) (21541 E) (454) 

(DA resolver: 162 8/2x41<0 

se obtiene C.S=<a; b>. Calcular: b— arl 

A1 B)2 C)3 Dj4 E)6 

Ed) Sea la inecuación en «x» de primer grado: 
(2a+b)Jx*+(a*+b4+1)x*+(2a-1)x+(a+b)"20 

Indicar el conjunto solución, 


A El; +0> 
D) <- 00; 1] 


C) <-0;2] 


(ODA resolver: (x= 2)(x + 3)(2- 6) >0 
indicar la verdad (V) o falsedad (V) en: 

(. ) El menor entero del CS es -2 

() Un intervalo del C.S es <6; +w > 


( ) La suma de valores enteros negativos es -3 
A) VVF B)VFV C)FFV D)VVV E)FVV 


(02) Indicar el valor veritativo de las proposiciones 
siguientes: 

()Six20>x20 

()Si(x-D 20 =>xEeR 
()Si(x-2)<27>x<5 

A)FFF B)FFV C)FVV DJVVF  EJVVV 
(OB) Resolver la inecuación: (x=? + 2)(% 3) >0 
Indicar un intervalo solución. 


A) <-1;2> B) <2; 3> 
D)<-1;+w> E) <-1; 0] 


(E) Resolver: 22" + 347 + 3x+1<0 


C) <-0;2> 


Cancer rza ETE 
AJ<240> B)<-o;2> C) y a A 
1 noO B) 1 Cj2 D)J3 EJ4 

2 (2) A : (1) Si 4 es el conjunto solución de: 

(5? -5x44) 31-10? 927 
(BA resolver: ESO PET PCBETO 
vor de verdad: entonces la suma de los elementos enteros del 

E a conjunto A es: 
(-) Elinayor eñtero del CSesd. a RAE 
(_ ) El número de valores enteros positivos es 3. 
( M2)cC.s (E) Determinar el conjunto solución de: 
A) VVV B)FVV C)VVF D)VFV E)FFV 2ax+3b 7 
2bx + 3a 
(09) Al resolver: En pea. Ose obtiene a<b<g 
E a ie) ol 
como C.S = <-w; a]. Calcular ; Ya Se) (3 a 
4 B)1 C)2 DJ2 E)3 

E ; DN E5+0) E)<0340> 


x 
(ODResolver: 3 >* 


Dar el complemento del conjunto solución. 
A) 1-12] 013; +o[ B) [-2; —1I 10; +0> 


C) <-w;-2> D)1-<w; 8] E) [2; +0> 
243 2-1 
Oro: 
AJ<-1;+0> B)<-1; 1> C)<3; 6> 
D)<-22> E)<-3; 3> 
(DEecolver: 2D URI 
- +6 
NELU B) <-6; 2] C) 12; + > 
D)FL:+w0> E) <-w;1> 
(1)) Resolver: 
(+30) (54 261% 
(+ 2b)? 
si: 2b > 3a 


A) <-00;-3a> B) <-2b; 400 > C) <-0;-3a>-(-2b) 
D) <3a; + 00> E) <2bj+0> 


(DD Si - a < Y, resolver: 


(ral? + 041) 
x*-1 


20 


Señalar el complemento del conjunto solución. 
A)j<a;+w0> B)<l;+0> C)<-w;a] 
D)<-a; Y E) <1; al 


(2) Indicar el producto de las soluciones enteras, 


al resolver: (27 - 8x)'-2(x* -8x) - 63< 0 
aJO B)63 C)3 DJ66 EJ81 


(13) Si S=R-la; b] es el conjunto solución de la 
inecuación: *(x-2)*(x-8) >0 entonces el valor de 


(19) Si el conjunto solución de la inecuación es 
[mn] en: x*+6x7+9x*+11x+6<0 indicar: mn 


A -1 B)-2 0)-3 D)4 E)-5 
(1) Resolver la inecuación: 

Beba aba 3<O 
Indicar el mayor valor entero. 
AJ2 Br1 Cjo D)1 E)2 
(13) Resolver: 3 2 >? 
A) <-12; 12> B) ES 3>  C) <-12;-3> 
D) <3; 12> E) <-12; +0 > 


(19) Señale el conjunto solución de la inecuación: 
al4x-6<7 
2 —.-6 
A)<-=w; -2>0/103> B)<-o; -1>U<1 +0> 
C)<-0; OJU<3; +0> D)<-o;-2>u<136> 
E) <-o;-2>U<l+0> 


ED) Después de resolver: le sy st 


aa? >3x? 
se obtuvo C.S = [a+1; b-2]. Calcular ab. 
AJ20 18 C)6  D)21  EJ24 


(7) Resolver el sistema : 
r+x-250 


*-1650 


(EDICIONES RUBIÑOS 


— 773 TEE 


INECLACIÓNES 


e indicar un intervalo solución 


A) -4x 2] B)[2;w) C)(-:0;-2] 
D)R* " EN(A10;8] ; 
(03) Indicar la suma de los valores enteros de “%e” 
2x+7>0 
sj 14-3:>0 
5x+1>0 
AJO Ba cr2 D) 13 EJ14 


((3) El conjunto de valores de “1” que hacen que 
el sistema de ecuaciones : 

2+7y=n 

Bx + 5y =13 
tengan soluciones positivas es; 


E)(218;0) 


(O) Kesolver para valores enteros el sistema : 


6x - 3y>2 
2 +y<l1l 
y>3 = 
indicar: 7 + 1 ( 
Ayo B)7 CJ26 D)37. + EJ6 


((3)Hace dos años Luis pesaba 1"kg menos. Si 
entonces el cociente entre su peso y su edad era 6/3 
y ahora el cociente está entre 1 y 6/5'Lqué edad tiene 
Luis? 

42 Bj3 


(Q9Se compran igual cantidad de camisas de 2 


colores; al venderse la cuarta parte quedan menos 
de 118 por vender. Si se vendiera la sexta parte 
quedarian más de 129 por vender, ¿cuántas camisas 
se compraron? 


CJ4 D)8 EJ9 


AJIGS B)154 C)160 D) 156 E)148 
(75) Cuántos números enteros satisfacen: 
5x-6>3x-14 
free <x+2 
AJ3 Bj4 CJ6 D)J6 EJ7 
(03) Resolver: 34-11 +6<0 
2 -x-10>0 
40161253) B)[112;3) C)1712;4) 


D)(9/2:11) —— EX/258] 


(0) Resolver : => Ze) < 112% 
o ROA 


AJ140 B)-102 C)80 D) 100 EJ8 
(OD)Indicar el gráfico correspondiente a la solución 
del sistema : b >x? 

ee 


> A 
AL A 


O Sean los conjuntos: 
Az ((xiy) /15x s 2) 
Ba ((x;y) /15 y $2) 


(O) Resolver gráficamente el sistema : 


la] s y 
3 
B % 
Xx 


graficar : AXB 


ES 


C) Tu 


y<l-x 
a Y 


Can a ZTEREA 


a Y D dl 
Xx Xx 
(13) Resolver gráficamente el sistema : 


. x+ys2 
y20 


a Y BY 


Xx 
¡A DD Y 
== X 


(D)) Resolver gráficamente el sistema : 
yellx (1); ysx (MM) ; y>0 (1D) 


> 


E 


a Y F- 
Xx A 

e Y DI 
e xXx 


(13) Dados los conjuntos : 
A=((=:9)€ RU-1S == 1) 
B=((x:9)€R*1<ys1) 


hallar AxB 
A) Y, B) Y 
X x 
h 
A . Y; D) Y; 


(10) Indique la suma de los valores enterós 
positivos que satisfacen el sistema: 
7,2152 
9 x+3 3 
4J19 B) 28 C) 86 
(1) Resolver e sistema : 
4+x+1>0 
*+1<0 
AIR BJ CHUY DJ(0) ER, 
(E) Resolver el sistema para valores enteros: 


D) 48 EJ60 


x+y+z>8 
x-y+z<d 
z-y>0 
z<65 
indicar : yz 
AJ6 B)12 C)24 D) 36 
(1) Resolver el sistema en los enteros : 
2x - 6y>30 
a + Sy < -22 
y>-8 


EJ48 


indicar : xy 

AJ17 BJ16 Cy14 

(EN) Resolver el sistema: 
+1 


D) 18 E)12 


AM-3) DM2) EM 


Br(8:w) CIR 


(O) Graficar : AXB 
Si: A=((=9)/(x]s 1) 
B=((+:9)/0<y<1) 


¡NES RHOVIÑNOS 


INECUACIONES) 


(02) Hallar los valores enteros que satisfacen: 


E q <3(2-2)>3(8-5s) 


e indicar su suma 


AJO BJ10 CJ8 D)7 EJ6 
(03) Resolver el sistema: 
> (2 +1)(4?+2+1)>0 
[x= 0 
AJO  BJR' C)I-o31J — D)lt:of[  EJR 
(7) Resolver el sistema : 34? + 2x > 0 
A) 
AJO<x<2/3 B)x<- 2/3 C)x>2/6 
D)x<0 EJ6 
(03) Resolver: 
x *x 
6 (E-2|<3[ 2-2 
(5-3) (5-3) 
3(x-3)>1+2x 


AJx<2 B)x>2 C)x>0 D)JR  Ejx<-2 


(() Sia >b>0 y + >0 determine el intervalo al 


que pertenece «c» sabiendo que; “2 
EE wr 
b4x 
a a 
Aca B)5<0<1 C)ja<e<b 
D)b<c<a E)2<e<E 


(03) El conjunto solución de: 
(2? —a+6l(0? -x-6)>- VU + 4) SO 
es: 


AJE2:3]u(-4) 


D)[1;4] 
(O Resolver: (%— El CE 
(tx + 2)(x 5 


Si la solución es S=(R-<a;b))u (1). 
Dar el valor de: T=b-a 
44 B)J6 C)6 


(O Resolver: 14220 
2x-15 


B)[-2;3] 
E)[-4;-2] 


C)[2:3]uin 


D)7 EJ8 


3>U<65;+0> B)<-3;6> C)<-05>-(3) 
D)<-033>U<6j+0> E)<-=035>0(8) 

(O Resolver: 222. 

+2 142 

B)<-2;+0> 

E)<-13+0> 


A)<-2;1> C)<-0;-2> 
D)< 25+0> 
(02) Al resolver la inecuación: 

(2-3 

(4 
se obtuvo como conjunto solución 
C.S=<- 27 W43JU < 4; +0 > 

si: 0<c < b <a, calcule el mínimo valor de 
T=a+b+e 
A3 B)4 C)5 D)J6 E)9 
OQ Si:6x-x* e [m;n]Vx e [0;8], resolver la 


inecuación: 4/2 (mm n)x mn 


x*-2nx4+n? 
A) 1216; 91 B) [9; 34] C) 19; 26] D) 19; 16] E) [-16; 26] 


sO 


1 (03) Al resolver la inecuación siguiente, se obtiene 


a xe<-om>-[p;g) 
2x2-1,8x-1_ ¿2-7 109418 
x+1 x+2 x-1 (1+D(x+2) 


Determine : m'+n*+p? 


8 


3 4 6 
57 2: C)57 D)55 E)J6 


(0) Al resolver la inecuación en «av» 
x*+2(20-38)x + 36m<0 

setiene C.S=]a? + 4; A? 4 9| «Calcular: a+ B4m 

AJ3 B)-2 C)4 D)6 EJ6 

(O Si: a+b+c =6, además (a;bje)cR”, 

determine el mínimo valor entero positivo que 

verifica la inecuación en «x». 


Babex* +9x- 2abe < 27x* +abex-18 


AJI B)2 C)3 D)4 


(O) Cuántos enteros positivos no vetifican la 


EJ6 


2a0-6x _x?-3042 
2x7-5x42 x-3x48 
B)1 C)J2 D)J3 


inecuación 
A) Ninguno E) Más de 3 


e Resolver las inecuaciones cuadráticas en «x» 


LAIA IEEE E 7768 153 


(6,2) 4az+1>0 
a 


' añx?+4ax+3<0 
y dar como respuesta la intersección de los 
conjuntos solución, además a>0 . 


A)]-a;-3a| B)]3a;4a[ 
D)pbajal 2]254 


(b) Resuelva la inecuación en «x». 


(+1) 44? bx +1 


C) la;a+1[ 


midantzina O 
sin>2 
A EU 
A) i=n; A | 
C)i=n;n+2H  D)]2;+o[ E)]1- n;0| 


(O) Dadas las proposiciones: 
p:[3x eN /2+2=6]a[vxeNn :2?> 1] 
q:[VaeZ;-a<0]v[3reZ/-x=xw] 
r:ldxER/J=x € R 
indique el valor de verdad de sus negaciones 
A)VFF B)FVF  C)VFV D) VVF E) FFV. 
(63) Determine el intervalo en el cual debe estar 
comprendido el valor de «rt» para que la inecuación: 


3(2n+1Dx*— 2(4n+6)x+6n+9 
6x* -6x45 
se verifique para todo valor de «x» 
AJO B)<-2;8> C)<0;4> D)<-w;7> E)R 


(9) Dado el conjunto: 


M= (men/- AL E caen) 
an 
esigual a: 


A) -1511 B)]- 221 CJ; 21 DIA; 3/1 EJ]-1;21 


<n+2 


7 


(E) Resolver la inecuación en «a»: 
(2m + 1)2% —- 2? > mx+m;vmeR' 

AJjxe[-1;+0[ B)xelli+o[ C)jxeo 

D) x € [O;+of 


E) 1-00; Of 


la inecuación polinomial en variable 


y 40724 (bc aciu+be< 0 


si b>a>c>0 
AJO B)R* C)R D)J0;a+b[ E)]-o;01 


(1) si a<o<fP- a, al resolver: 


se obtiene para «x». 
0]: “2 22.0 
| 


ED Si: 2, ,1= anti V nez* 


además: Xx¡ES Aygi Ag1>5 Xy € SO gy 5 ego 


resuelva: (% — Mx — a5)(x% — y) vano (% — A 00) <0 
donde: x e [x,5x9] 
A) [xy %3]  B)lxy5 xgl  C)]as;; 059] 


D) la ¿15 443 [Ways 0 44l EJ [x130 2 lolas: 21 


CLAVES DE LA PRIMERA PRACTICA 
02) BB 03) D 0%) C 05)B 


18) 10 E 
18) E 19) B 


[EDICIONES _RUBINOS 


VALOR ABSOLUTO ) 


OBJETIVOS: 
* Interpretár geométricamente el concepto de valor absoluto 
de un número real empleando la definición. 


* Resolver ecuaciones e inecuaciones con valor absoluto, 
aplicando las propiedades y la definición de valor absoluto. 


* Interpretar situaciones concretas mediante desigualdades. 
INTRODUCCIÓN : 


Elvalor absoluto nos permite relacionarlas distancias entre 
dos puntos sobre la recta real con el concepto de vecindades 
alrededor de un punto , teoría que se aplicará más adelante 
en la definición del límite de una función real de una 
variable real. De modo que será muy importante conocer 
y saber aplicar los diversos teoremas Sobre ecuaciones e 
inecuaciones con valor absoluto. 


VALOR ABSOLUTO MAGNITUD 
El valor absoluto de un número real “x”, ge define 
como aquel número real no negativo que se denota 
por |x|: donde Y 


EJEMPLOS: 
* 16|=6, sólo se borran las barras, pues 6 
positivo. 3 
»|-8|=-(-8)2 8; al borrar las barras se cambia 
de signo, de -8 a 8, pues -8 es negativo. 
* |s|=3 puesto que 3>0 
* 14|=-(4) =4 ; puesto que 4 < 0 
"lat + a]=x? +1 porque x?+1>0 ; VxeR 
*lat+ari=x?+2+1 Porque 
a+ x+1>0; VreR 
*16|=5 
=-5|=-(-5)=5 
*/0|=0 
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* Delos ejemplos anteriores , se concluye que el valor 
absoluto de un número real cualquiera, será siempre 
positivo o cero, además: 

*VxeR;lxl20 

*lxj=0 5 x=0 


* | x|=|- x/.... “si dos números reales se diferencian 
sólo en el signo, sus valores absolutos son iguales”. 
OBSEVACIÓN: 
Sea x=-a,reemplazando en la definición, se 
tiene: 
fa  ; si(u—ajes positivo 6 cero 
|1-a|= e AR 5 
(ua) ; si(u—a)esnegativo 


+» |/2-1|=/2-1; pues /2es mayor que 1 
+|1-/3|=/3-—1; pues 1 es menor que /3 


1 
3x—1,8i 22 
Lx *23 


3x—1,si3x-120 _ 
(3x1), si 3x-1<0 a «el 
INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DEL 
VALOR ABSOLUTO: 


El valor absoluto de “x” es la distancia del punto 
*x” de la recta real al origen, es decir al punto cero, 
asimismo la distancia entre dos puntos cualesquiera 
a y b viene a ser el valor absoluto:| a—B| o también 
|b-a|. 


dl 151 
—o -= () sE +o 
+8 
- - —_— 
—o a b +o 
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HH =4 14]=4 
A AA 
a AA AAA 
o . - 0 4. +o 


1413 461 =5 
a 
1001234 +0 


=o 4-3 -2 


Foo 


1) El valor absoluto de un número real nunca es 
negativo, es decir: 


[ll > 0; Vx e R| 


2) Si dos números reales se diferencian sólo en el 
signo sus valores absolutos son iguales, es decir : 


[als [0]; V ve R 

3) El cuadrado del valor absoluto de un número real 

es igual al cuadrado de dicho número real. 
[xPP=x*=|x% |; vxeR] 

EJEMPLOS: 

5? =(5)'=25 —*|-3 =(-3)=9 

4) El valor absoluto de un número real es cero, Bólo 

en el caso que dicho número real sea cero. Así: 

lx]=0 > x=0 

5) El valor absoluto del producto de dos números 

reales es igual al producto de sus respectivos valores 

absolutos, es deci 


ON 


Dlzle=:VHER] » 


[+|2-x ;VxeR 


8) Vx? =|x|; vw xe R] 
9) DESIGUALDAD TRIANGULAR: 


El valor absoluto de la suma de dos números reales 
“a y b” es menor o igual que 
la suma de los valores absolutos de “a” y 


[x+y]s[zl+ly]o x, y e R 
=|x y 20 
ilizesls!stels]e: =y 


[r+y[<[=[+]y] > x.y <0 
* También : 
*|lx-915|x|+]9] 
*lo+y+z|s|]x]+]9]+]2| 
*||+1-1911</==y] 
*Si: lx |+Jy|=|]x-y|>xy<0 
10) Si los valores absolutos de dos números reales , 


son iguales , entonces, o se trata del mismo número 
o de números opuestos. 


[x=]=[y| o r=y6x=-3y 
ECUACIÓNES CON VALOR ABSOLUTO 
Vienen a ser igualdades condicionales, los cuales 
frecuentemente se presentan en las siguientes 
formas : 

*lx|=0 0 x=0 
*lxo]=y >[y20 » (2=y v x=-9)] 
*|x|=]y] o(+=y a x=-y) 
"oa? 
AA 
TEOREMA: 

la|=55[520 n (a=b y a=-b)] 
OBSERVACIÓN: 
* Este teorema establece que el universo U (es decir. 
el campo de valores admisibles) de la ecuación 
|a|=b está determinado por la condición b>0, 
la cual debe ser resuelta previamente, una vez 
hallado este universo U se pasa a resolver las dos 
ecuaciones a=b y a=-b, finalmente se comprueba 
si estas soluciones se hallan dentro del universo U, 
* Para resolver este tipo de ecuaciones es necesario 
aplicar la siguiente propiedad del valor absoluto. 


PROPIEDAD: 


El valor absoluto de un número real *x” es igual a 
un número real “a”, sj y sólo si se verifican las dos 
condiciones siguientes: 

1%) Condición previa : El número real a ”es mayor 
6 igual que cero”, 

2%) El número real “%” es igual al número “a”, ó 
el número real “” es igual al número “Ta” 


* En símbolos : 
1) Condición previa : a>0 


[x|=a > 
1) x=a 6 x=-a 
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EJEMPLOS: 
1) Resolver : |x|=2 
RESOLUCIÓN: - 
* Se observa que, de acuerdo con la propiedad 
enunciada, a =2, es mayor que cero, luego si cumple 
la condición previa , también se cumple la segunda 
condición ; es decir : 

x=26x=-2 
* Entonces: C.S.= (-2; 2) 
2) Resolver : |2x+3|=7 
RESOLUCIÓN: 
* En este caso también se cumple que : 
a =7> 0, entonces el universo U (condición previa) 


es todo R, dentro del cual se resuelve la ecuación, 


así: 
2r+3=7 v 2r+3=-— 


>1=2 v x=b5 
* Entonces : C.S.= (2; - 6) 
3) Resolver: |6x-3|=-8 
RESOLUCIÓN: 
* En este caso a = -8, menor que cero, con lo cual 
es evidente que no cumple la condición previa: 
* En consecuencia la segunda condición de la 
propiedad no se cumple, y por lo tanto, la ecuación 
no tiene solución. Ny 


>C.S.=4 
4) Resolver: |3x—2|==x-4 
RESOLUCIÓN: » 


D) En este caso : a =x—4> 0,que debe ser mayor o 
igual que cero , entonces :4—4>0 > x24 
* Por lo tanto, la solución debe pertenecer al 
intervalo [4 ;-+00) 
1) Aplicando la segunda condición : 

Blx-2=x-4 v 3x-2=-(x-4) 

>x=-1 v x=16 
* De estos dos valores de la variable, escogemos los 
que pertenecen al intervalo de la condición previa. 


condición previa 
200 15 R 


En la gráfica se observa que: 
—18 [4;0o[, por lo tanto -1 no es solución. 


1,6 € [4; [ ,por lo tanto 1,5 no es solución. 
* Luego : la ecuación tiene solución vacía. Es decir: 


+ Observar que: x. 


C.S.=4 
5) Resolver: |x-1|=-. 
RESOLUCIÓN: 


*De:x-1|=-3x>0 > -3x20 
[5-1=-3:x 6 x-1=-(3x)] 

e xs0y[£=16 x-1=3:] 

<= x<0y[x=1/4 ó x=-1/2] 
* El conjunto solución es C.S.= Eooln(2;1) 
'» luego la ecuación tiene una sola solución 
x=-1/2 
6) Resolver : |x-2|=3x-9 
RESOLUCIÓN: 
* De la ecuación modular dada, se obtendrá: 
3x-920 2 [x-2=3x-9 y x-2=-(3x-9)) 
3x29 a (7=2x% v x-2=-31+9) 


230 Ez v 2 
2 4 


si verifica: r>3y «E no 


7) Resolver : |3—1]=|x +6] 


RESOLUCIÓN: 
* Este modelo se resuelve aplicando 
[=]=13] e (==) v (e 


* Así: 
3x-1=x%+5 y 3x-1=-(x+5) 
> =3vx=-1 
* Como no existe condición previa, los dos valores 
obtenidos pertenecen al conjunto solución. 


C.S.=(-1;3) 
8) Resolver la ecuación : |? —4x|=|2x-8]| 
RESOLUCIÓN: 
* La ecuación equivalente será : 
x?-4x=2x-8 61? -4x=-(21-8) 
ox -61+8=06x*-2x-8=0 
> (-1Mx-2)=06(2-4(x+2)=0 
> (-=46x=2)ó(1=46x=-2) 
* Entonces: C.S.=(4; 2-2) 
9) Resolver: x*—5|x|+6=0 
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RESOLUCIÓN: RESOLUCIÓN: 
[l-ojalso=o l epi | 
x =3 ES |[x-2|=0 => x=2 
|[x+2|=0 => x=-2 
x =2 


lel23 v |7]=2 
r=iBvx=42 
> C.S.=(8;-3; 2;-2) 
10) Resolver: |x* -—x|=0 
RESOLUCIÓN: 
lx*-x|=0 o x*-x=0 
o x(x-1)=0 
x=0v x-1=0 
ox=0vx=1 
> C.S.=(0;1) 
11) Resolver : Y x € R;|1-3x|=|x-2| 
RESOLUCIÓN: 
|1-3x|=|x-2|>1-3x3=x-2v 1-3x% =-(x-2) 
> I=4x v l-Br=-x+2 


Pi a 
PAR 


=> 0.S.= (8/4 ;-1/2) y 
12) Resolver : V x € R;|lxl-3|=|3-2]x]| 
RESOLUCIÓN: 
|[x|-8=3-2|x] v |x|-3=-3+2|x| 
> 8)x|=6 y O=|x|> |x|=2 v [x|=0 
> =2v x=-2 v x=0->C/S.=(2-2:0) 
13) Resolver : 

(27 4] 3% -6|=8 


RESOLUCIÓ. 


dG +|326|=8 
O |x-2|+3|2-2|=85 4|x-2|=8 
e |r-2|=20 1=4 y x=0 
> C.S.=(4:0) 
OBSERVACIÓN: 


Cuando se presenta diversos valores absolutos, 
podemos aplicar el método del seccionamiento, asf: 


EJEMPLO: 
Resuelva: |x-2]+|x+2]+|x-5|=13 
. 


[x-6|=0>x=65 
* Luego, se tiene 3 puntos críticos : B C.=2; - 2; 6 


los cuales los representaremos sobre la recta 
numérica real. 


OyayOyo 

—o 2 2 5 +0 

* Ahora se analiza cada sección ; 

D)l6;+0):x-24+x42+x-5=18 > 3x=18 
2 x=6 > Sy =16) 

1)[26):x-24x+246-x=13 > x=8 

Poro 84 [2:6) > Sy =4 


DD -[-2;2):2-x+x+24+5-2=18 >-x2=4 
> x=A4A > Sí) =$ 
TV) 03-2): 2-x+(-a-2)+6-x=13 


>Hr=8 > E 


8 
> Sum = E Al 
8 
SCS. = Sy) Sun Y Sun Y Suv) = f6:- 53 


IVECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO 


Viene a ser desigualdades relativas, las cuales 
frecuentemente se presentan en las siguientes 
formas: 


*x[<y > [y>0 a (-y<x<y)] 
*lxl>y > [y20 a (x> y va<-9)] 
*|x[<]y] o |xP<ly" o *<y? 
*|x+y]21%]+191 


* La solución de inecuaciones con valor absoluto se 
basa en los siguientes teoremas: 


D|x|<b > b>0 A -b<x<b 
ID|x|sb<« b>0 A -bsxsb 
MD|x|>b > x=>b y x<-b 
IV|x]=2b > x2b v xs-—b 


EJEMPLOS : 
*lxl<b o -5<x<6 > C.S.=(-656) 
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*lz[>7 > 2>7 v 2<-7 

S 0S.=(=0;-7)0(7;+0) 
*lx+3[<9 > T9<x+859 5 
e -12<x56 > C.S.-[-12;6] 
*a+2[2551-226 v x-25-6 
ox27 vx<3 

> C.5S.=(-o0;-81u[7;+0) 
OBSERVACIÓN: 


* Para eliminar un valor absoluto generalmente este 
debe elevarse al cuadrado, así tenemos lo siguiente: 


[=|=|y] e =*2 y? 


[Hlslx e => 


V x;a e R; secumple 


y Ri G+a6=I<d 


|=|s]a] > (+aMr-a)so 


m 

|x[>J0] o (+0)(:-a)>0 
* Dados a, b e R 
Das|b| > (a+bMa-b)s0 6 
2)a<|b| > (a+bla—-b)<0 ) 
3)Ja>|b| > (a+bMa-b)20 
EJEMPLO 1: 
Resolver: |x-2/|<|x-1| 
RESOLUCIÓN: 
* Elevando al cuadrado: 

Je-2Ps]x-1P o (-2 s(-D? 
ox -drdsx?-20+1 


2 352x p Psr> 0s=[Í:+) 
EJEMPLO 2: 
Resolver : |2x—3|s 1 
RESOLUCIÓN: 

[2x-3|<1 > [120 a -152x-3<1] 

> [120 A 13x<2] 

> 1sx<2 
* El conjunto solución: C.S.=[1;2] 
EJEMPLO 3: 


Resolver : 
VxeR:|3x-1|<4 


RESOLUCIÓN: 
|[8x-1|<4 > -4<3x-1<4 

> -4+1<8x-141<4+15-3<3x<5 

>-1<x<5/305 x € (-1,5/8) 
EJEMPLO 4: 
Resolver : |3x+7|<-—<dx 
RESOLUCIÓN : 
|3x+7]|s-4x [4:20 -(4x)<3x+75-4x] 
S[xs0 a (£253x+7 a 33+7s-4x)] 
S[*<0 , (257 a*s-1)] 
+ x<-1,el conjunto solución es C. S, 
EJEMPLO 5 : 
Resolver: |9-2*|>7 
RESOLUCIÓN : 

l9-a?fl27 o 9-2? 27 v 9-x*s-7 
22% y l6sx? 
e /22|x| v 4s]x] 
E |x]s/2 v |x|24 
> -V2sxsV2 v (2246 xs-4) 
> re (=o;-4Ju[-/2;/2]u[4,+0) 


= (-0;1] 


EJEMPLO 6 : 
Resolver : | +1|-|3x+7|>0 
RESOLUCIÓN: 


|x+1|-|3%+7|20 
o |2+1|2/3%+7| 
o ((=+D+(3+7)((:+D-(3x+7))>0 
> (4x+8)(-2x-6)20 
> (4x+8M2x+6)<0 
o xe[-3;-2] 
EJEMPLO 7: 
Resolver : Vx e R:|x?-2%-—83|<3 
RESOLUCIÓN: 
*De:|x*-2:-3|<3 
> 3<k-2-38<3 
> d-2-3>-3 n Y-2-3<3 
> P-2-3>-38 nr y-21-3-3<0 
>Y-24>0 » 7-2-6<0 
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> xlx —2)>0n2-2x+1-1-6<0 


(Di 
(a) a (o) 


> E (oj0)u (230) n a e (1-V7;14 47) 
> xe(-0;0)0 (2:00) mx e (1-V7;1+ 47) 


2 1170 2 3 1+7 


* Entonces : €.S.=(1-J70)0(2:1417) 
EJEMPLO 8 : 
Resolver : |x—1|*-6|x-—1|-14s0 
RESOLUCIÓN: 
* Factorizando por aspa simple : 
(=-21+2)(l2-11-7)s 0 
* Pero: |x-1|20 > |[x-1|+222 > |x-1|+2 
es positivo Y e R, luego se anula, entonces ; 
|x-1-750>|x-157 
> -75x-157>-65x58 
> C.S.=[-6;8] 
EJEMPLO 9 : 
Resolver : |? — 3x-6|<|x+6| 
RESOLUCIÓN : 
*De: (2? - 3-6) < (x + 6)” 
ala? - 3x6). (x + 6)" <0 
* Descomponjendo em factores , se tiene : 
A 2x) (x= 43-12) <0 
> x(x-2) (x= -6) (x+2)<0 
*Luego : 6 ]-2:0[4]2:6[ 


EJEMPLO 10: 


rimero: — 420> x24 
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* Pero de(I) : 
x24>x-22>2>0 


> |x-2|=x-2 
* Reemplazando en (a) : 
x*s(0-2)(x-4) => sx? -6x48 


>6x<8 > a 


* Intersectando (1) y (11) : 


= 
>C.8.=9 
EJEMPLO 11: 
Resolver: |x+6|>2x-3 
RESOLUCIÓN: 

2+6>2%-3 y x+6<-(2x-8) 


>2>x vx+6<-2043 
>r<9 vx<-1 
—o 7 9 pen 


* Entonces: €. S. =x € (-«o;-1) 
EJEMPLO 12: 

Resolver : |2x—1|<|x| 
RESOLUCIÓN: 
|2%-1)<|x| 
> 4x-dri<x? o 3x*- 

> (3x-D(x-D<0 


o (2:-D'<x* 
4x+1<0 


—o 1 1 +00 
3 
* Entonces : re(d:)=0s. 
EJEMPLO 13: 
Resolver : |8x +9|+|7x—4|< 10 => 
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RESOLUCIÓN: 
* Aplicando la desigualdad triangular : 


|[(6x+9)+(2x-4)|s|8x +9|+|7x4|<10 
* Por la propiedad transitiva : 
|15x+6|s 10 
* Simphificando-: [34 +1|s 2 
>-253+122 
>-1<x <1193x0|-1:7] 
EJEMPLO 14: 


Resolver : [++ 5-4». 
x-4 

RESOLUCIÓN : 

* Dándole forma : 


1 
d+ [22 
(e m3 


* Por lo tanto : we R-(4) 


PROBLEMA 1: 


Sobre una recta numérica, la distancia entre un 

¡úmero entero y su opuesto es igual a citada 
entre dicho número y 12. Las suma de sos dos 
valores del número es: 


] B-16Cr6 
RESOLUCIÓN: A 
* 1ER.CASO: Sia >0 
= , + , = 
E a 12 


a+|-a|=12-a 
> 2 =12-a> a, =4 
*2DO. CASO : sia<0 


+ 
a < 12 


[-a|-a=12+a 
>4-a=12+a> a3=-12 
* Entonces : a, + a, =-8 


PROBLEMA 2: 
$0, <x O <<, simplifique [32 


Als pEE% 


a BJ3 CJ4 DJS Ea 
RESOLUCIÓN: 
*De: retos 
E be -6<-1 
0O<x<4 e 
OS 3 EH B<7 
* Piden: ; 
epa pin sl, ira 000, =+3 
2 2 2 
AHD A+8_8_, 
2 2 
RPTA. 


PROBLEMA 3: 
Demostrar que si Va, be R, entonces : 
la+b|s|a|+|b AO se 
RESOLUCIÓ. 
* Sabemos que : 
abslab|;VaeR an VbeR 
+2 2abs 2]a||b| 
> a*+b?+20b<a*+b*+2]a||b| 


(aro s (la|+1517 

> |a+b|s|a|+|b] 
OTRO MÉTODO : 

Dasla|ybs|b| > a+b<|a|+]b] 
1)-asja|y-bs|b| > -(a+b)s|a|+|b| 

* De donde : [a +b|s|a|+|b| 

PROBLEMA 4 : 

Hallar el conjunto solución en la ine ció ú 

E sz a Je +2 (e eS 

RESOLUCIÓN: 

* Factorizando , se tendría : 

|x+21(*+1D(++D(<-D=0 

* Igualando cada factor a cero : 

D|x+2|=0> x=-2 

Mx*+1=0 => x=ivx=-i 

1) x+1=0=>x=-1 

IV)x-1=0> x=1 

* Como x € R;i A—i no son parte de la solución: 
>2C.S.=(2;1:-1) 
PROBLEMA 5: 
Resolver [x= 
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RESOLUCIÓN: 
* Para este caso , se cumple la propiedad : 
l=[S[ó[o ==5 6 ==-85] 
* Para nuestro caso : 
Eb 
—(x-8)... 


Aer 3= 


=>1*-2=0>x(x-2)=0 
>[x=0] v[x=2] 


*De (1): 
2?-2-3=-x+3>:2=6 
[x= 6] v[x =-J6 


> C.S.= (0; 2; /6; -—/6) 
PROBLEMA 6: 


lajo1+farT y-1- Var 
Bla fast y 1 2/a+1 
Iza y=1= Viza. ER 
Le lTka y 1 Jiza 
RESOLUCIÓN: 


* De la ecuación se desprende que : 
x?-2x=-a 


x*-20=a y 
Slr-Di=1+a v (-D*=1-a 
o x-1=iVI+a y a=l=iVI-a 
Sx=liJl+a v x==1iVl-a 


* Entonces dos de las soluciones son : 


, 
14 JT+a ; 1-JiZa 

PROBLEMA 7: 
2] conjunto solución en la inecuación : 


Es | 2x1|=x+2 


RESOLUCIÓN: 


D) Universo de solución: x+2>0 > x>-2 
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—o -2 


> xe[-2;0) 
11) Con lo cual: 
D-1=x+2 v 2-1=-x%-2 


rele 


* Entonces : 0h 3 


PROBLEMA 8: 

Resolver: |]+=3]-2|=3. qe 

RESOLUCIÓN: 

* Haciendo: |x—3|=4. 
donde a > 0 ; se tendría : 

a-2|=3>a-2=3 v a-2=-83 

ss (No) 


(a) 


la=5)| v la=-1|... 


*En (a), dado que: a > 0 

x-3|=-5>x-3=5 v x-3=65 
>x=8 v x=-2 

* Entonces : C.S, = (8; -2) 

PROBLEMA 9: 

Resolver: (x-3)” -8|x-3|+16=0 

RESOLUCIÓN: 

* Lo equivalente será : 

|x=- 8 -8|x-3]+16=0 

+ ((=-3|-5)(I=-3|-8)=0 

> |x-3|=8 v [2-3|=38 

> [*-3=5 v x-3=-5] 6 [x-3=3 v x-3=-3] 

> [x=8 v x=-2] ó [x=6 v x=0] 


* Luego el conjunto solución resulta : 
C.S. = (-2; 0; 6; 8) 

PROBLEMA 10: 

Halle “A”, si 
A=(xeR/|x*+8|= [202] 

AM) BME3Y CIi2) DI 

RESOLUCIÓN : 

+ Para hallar/A!, debemos resoltert 


[eraa=laerr 
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* Considerando luego sólo las soluciones reales 
* Veamos : 
432042 v 2%43=-2-2 
x 204 1=0 v x420+5=0 
(x-D'=0 v (+ 17+4=0 
x=1 v Xsolución real 
* Entofices : A = (1) 
RPTA:""D” 


PROBLEMA 11: 


RESOLUCIÓN: 

* Lo equivalente será: 

[<a n9a tra =6)v las: t<on9a?+x?-4=5) 
vlx*29 135 1-9+:*-4=5) 

* Reduciendo resulta: 

(*<anx*=4)v (asa? <onc=5) v (xt 29nx* an 
ax ep) v [1sx?<0) v lx? =9) 
is s9 
>3Isis2v2<x<3 

* Entonces: M=[-3; —2] U (2; 


* Factorizando : 
2)=-3|*+7|x-8|-16=0 
21x-3| =3 

[==3| a 

(2|x-3|-3)((2-3]+6)=0 

pnl ada tol ota ha 
1) *0 


* Entonces :2|x—3|-3=0 => [=-8]-2 


3 3 
=8= bw -3==2 
>".-3 E 3 


* La suma de soluciones * 
RPTA:'B” 


PROBLEMA 13: 


RESOLUCIÓ. 
* Lo equivalente será : 
[*<0A2-x== «+2 (01 <2.2-x=x+2) 
víx22 n x-2=x+2) 
* Reduciendo resulta : 

íx<0) v fx=0) v [res oxso 
* Entonces : T=(=0;0] 


RPTA:*“D” 
PROBLEMA 14 : 


Uta (-b; b 
RESOLUCIÓN: 


* Lo equivalente : 
fx<-ana—-x+b=x-a-bjv 
vilasx<ana-x+b=x+a-blv 
víxzans-a+b=x+a-b) 
>(x<-ana+b=-a-b)v 
Falso 
vhasx<ane=blv 
víxzapn-a+b=a-b) 
Falso 


[rep vix=b)v(xeg > x=b 
* Entonces: M = C.S. = (b) 


PROBLEMA 15: 


RESOLUCI de E 


* Dado que : [a|<[b] > (a +b)a-b)<0 
* Para la inecuación dada, se tendría : 
(3x-2 + 2x-1) (3x-2-2x+1)<0 


(6x-3M=-D<0 $] y 
*=1 


CA EINER 786 6 AN CICLOPEDIA 2012 
* De la recta real : 
CL ia 
_ LO A ON E 
x= 
= 3 
o z +9 + Enlarectareal: 
Ma ala LON 
5 —o +00 


PROBLEMA 16: 


*Dado que: [a|>bo>a<-bva>b 
* La inecuación dada se transforma en : 
Pa< la 1) ya?- x0>x% —l 
* Resolviendo cada una de las inecuaciones: 
Di-x<x+1 
>*.*%-1<0 


po fx 
(x+D(=-D<0 al v 


* Vemos que: a e (4; 
Mox-x>x-1 
>l:-D'>0> xe RL 
* De (a) o (B): C.S. =R-(1) 
PROBLEMA 17: . 


* De acuerdo a las propiedades establecidas como: 
6>0; entonces: 5<3x-2<5 
* Sumando “2” a todos los miembros: 
>5+2<3x-2+2<5+2 
23 <3x <7 
* Dividiendo entre 3/2 


» 
asia E) 
¿E 


3 


*Como: [Ja] >]b] > (a +b)a - b) > 0] 

* En la inecuación dada se tendría: 
(2x+5 + 5x2) (23+5-5x + 2)20 
> (7:43) (-3x+7)>0 

* Cambiando el signo de +; 


773. 
PROBLEMA 19: 
Resolver: || +1jea|<s. 
RESOLUCIÓN: 
* Como: 


* Vemos que : «e[-5,2] 


|x+1|+2>0, Vre R 
[x+1/+258>|x+1|<6 
* Al cuadrado: (x + 1)*-6* <0 
* Por diferencia de cuadrados : 


(0 + 1+6)(0 +1 -6)< 0 
(2 + 7)(x — 6) s 0 > xe[-7;5] 


PROBLEMA 20: 


ES 
RESOLUCIÓN: 
* Como: |x=|+1>0 » |2r|+3>0 
(=|-2)((+1+2) (<-D(+1 
so 
(2|-3M2J+3) +39 
* Por puntos críticos: 


o _8 37 1 3 + 
2 


* Luego el conjunto solución será: 


Fe 


AJ[o;3). BJlO:3 

RESOLUCIÓN : 

* El denominador es positivo y. por tanto 2 
|x|+2%2]+((x-11+1) 

* De donde: 2: 2|x|| 2] 


(EDICIONES _RUBINOS 


HS 


VALOR ABSOLUTO 


* Lo que significa que : x>0 
* Para x>0, la inecuación anterior se convierte en: 
22|:-1| : 
> -2sx-1s2>-1sx58 

* Pero , como >0. La solución de la ecuación 
propuesta es: 0<xS 3. 

do O RPTA:B” 
PROBLEMA 22: 


RESOLUCIÓN: 
* Desde que ./2— y existe, debemos tener 2—x > 0 
*Así: 3 —x 21. Luego la inecuación propuesta se 


> (3-12 >2-2> 1*-6%+7>0 
* Relación que es válida Vx e R 
* Así, el conjunto solución es: 


PROBLEMA 23: 


RESOL VOI ÓN : 


* Desde que Vx existe, debe ser -x20, y 
ej 


consecuentemente —x + > O:Asfmismo, dex 2 0 


resulta x-6<0. Con estas conclusiones la 
inecuación propuesta se convierte en: 


(02 hd 
9 -81 81 
> yr Henson e|- Y: | 


y RPTA:“C” 
PROBLEMA 24: 


RESOLUCIÓN : 
* Lo equivalente será : 

|x?+]x|-3|s8 >-3<2+|]x|-358 
2er j20 0 2*+]x/-650 


> leo » (9) ((+]-2) 50 


2|r[20 1 [x|-230>xeR A -25752 


* Luego : x e [-2;2] 
RPTA:"B” 
PROBLEMA 25: 


RESOL UCIÓN: 


*Simplificando el primer: o de la desigualdad 
mes 


27 +2 
x+1 


* Se supone que x+*-1, en caso contrario la 
fracción se vuelve indeterminada. 


* De (1) se deduce que : 
ERA 
x+1 


uecaressenerarores (1) 


22 caninas 
l 


742042 


s-2 
+1 


> * Realizando operaciones en ambas desigualdades 


220 v (+2 <0 
* La solución corresponde únicamente a la primera 
restricción porque en el campo de los números 
reales, el cuadrado de cualquier número siempre es 
positivo. 
* Por lo tanto, la solución general será R-(-1); 
que equivale a: 
(=0;-1) U(-1;+:0) 
RPTA:“C” 


PROBLEMA 26 : 


RESOL UCIÓN: 
* Elevando al cuadrado y transponiendo (en “A” ): 
(:-4P-4<0 > x(x-8)<0 


A= (125 3; 4; 63 6; 7) coomraramerecioraeeresos (1) 
*DeB: |x-2|24 


Cax.ez. 


EMEZA 


PENCZSS ME 


Elevando al cuadrado y transponiendo : 
(«-2 4? >0>(x—6)(x + 2)20 


- ANB=16;7) > n(ANB)=2 
RPTA:“B” 
PROBLEMA 27: 
“el conjunto solución de : 
gn 1 1 
MA [+11 a] 
AJÍOzo) B)[0;D 0 (1:+2) 
Oleo;)U (1:40) DMEL1) 
RESOLUCIÓN: 
* Multiplicando en aspa : 
fx-1[s]x+1] a r+t1 
>ale-1 sjx+1P =(x - D?< (+ y? 
SA m2 ls 42 A > 2 S Lx 
205<4xr >0< xn sti 
> [Conjunto solución =[0;1) 0 (1:+) 
RPTA:“B” 


PROBLEMA 28: 
js Números x que satisfacen la desigualdad 
z [+2 +21- 4<0 se “encuentran, en el 


55) les 13) Olco:-48) DA: 43) 
RESOLUCIÓN: 
* Cambio de variable za 21? +1; a > 1 
* Reemplazando : 
a?-3a- 4s0>ra- 4Ma+1)<0raz1 


o 


0 -1 OI 3 2 +0 
> acl1;4) 
* Luego: 1< x%+1<4 

205 x2<3> x e (43:43) 


a RPTA:"D” 


PROBLEMA 29: 


Dado el conjunto : 
[2x3 |]x+1) 4 
A (ser aa isalo 
Halle el menor valor de m,si x< m5 Vre A — 
AJ3 BJ C)2 DJ4 EJo 
RESOLUCIÓN: 


«ne 27 3ll=+11]. Lale 
G-2 e 


>"w-2>0>x>2 


4lx—2| 
> (2x—-3)(x + 1)< 4x; pues x > 2 
o2?-b5-3s0 


o (21+D(--3)s0 
ny) 
>x-35S0 >2<x<3 


* Entonces el menor valor de “m” 


PROBLEMA 30: 
Halle el menor valor de : 


y lle? +21+]=10] 


¡er 
aJ2 BA oz TAE 
RESOLUCIÓN: 
* Sabemos que: |<? +2|=2*+2 
l- 10| =10 
* Luego: 


ER 


m=-Mele *+2|+|-101_x*+2-4|x|+10. 
dal = : . 


mal A 


molsl-2)'+8 
3 


l-4]x]+4+8 


3 


* Ahora el menor valor de esta expresión se tendrá 
si: ([x|-2)” =0, entonces: 
0+8_8 


Ma 


CATA 31: 


(EDICIONES RUBIXOS 


MEC769 ME VALOHK ABSOLUTO) 


Entonces la suma de los elementos enteros del 

conjunto B es: 

AJO B)1: 

RESOLUCIÓN: 

* De la inecuación : 
3-2+3>0, VeeR 

le-3] . 1 
> Ts [+2] 


2x*1p|x-3|.[3+12%?-20+3 


C12 DJ3 


EJ4 


era |s*-2%-3|27?-23+8 

Sir 10 lx?-20-320* 2043 y 
vaxt-20-35-0*+2%-3) 

> 211-323 v 22? -4xs0) 

=> xe-l an [xl(x-2)s0) 

>xw*-1,10sx52>0Sx5s2 


* De donde : B = 0; 2] 
Los enteros de B son : 0; 1; 2 cuya suma es: 3 


PROBLEMA 32: 
SIA es un conjunto definido por : 


E 3er 1 
A 


entonces el conjunto Á es: 
Al=a;7) m(5;7) 


DJ mor3)u (a) elsa) 
RESOLUCIÓN: 
* De la inecuación, como |x+1|+|x-3|>0 
Vx e R , ee tiene: 

3|x+1/<2(x+1|+|x-3)) 
> |x+1[<2|x-3| > |2x-6|>|x+1| 
(25 -0Y <(x+1D (270 -(x+ 1" >0 
>(87-0(+-7)>03%<7 va>7 


O Ju (sa) 


=>x*e (as lesa) 
RPTA:*C” 
PROBLEMA 33: 
Si se cumple: |? +]=-5]]=49-4 
donde: x, y € R- Halle (x + y) 
DAA ALO) 4 AZ E)-6 


RESOLUCIÓN: 
* Lo equivalente será ; y? +|x-—5|=4y-4 
* Pues: 
[x-5|+y? 20 
> |x-5|=-(y-2)” > (y-2) =0 > y=2 
> lx-51=0>x=5 
* Entonces: a +y=7 


RPTA:D"” 


PROBLEMA 34: 
Resuelva EE ecuación * ul 


Pesa 
—=(le|+99)! a po e 
AJ(101/3) — BJ(1Y C)L00) —DJ$ — Elt2 
RESOLUCIÓN: 


* En la ecuación pasando los términos del segundo 
miembro al primero y asociando convenientemente 
se tiene + 


[(a:¡+200)* - (+99) ]+[(+]+08)' -(>]+97)"]+ 
tom+[(e] +2) -(]+1)]=0 

“Ahora diferencia de cuadrados en cada corchete 

(2 x]+1004+99)+(2]x|+98+97)+...+(2]x|+2+1)=0 

* Volvemos asociar convenientemente: 

(2|5|+2/0]+2]|x|+...+2|x|)++(100+99498+..+24+1)=0 

A 


+ 50(2|x))+ 
> 100|x|=- 


100(100+1) _y 
2 


1000100 
2 


eje|=-5; 
o 
hay solución), entonces: C. S. = $ 


esto es incorrecto pues | +|2>0 (no 


RPTA:"D” 

PROBLEMA 34: 
Si ((%o» Y0)) es el conjunto solución RES 
(=+y) +(2-y) =64 LO 
x*43y?= -10l2l, E] 


Ñ 
Entonces el valor de 7= Xp —Yg ee: 

48 BJ6 04 D)2 
RESOLUCIÓN: 

* De (1): 2x* + 6xy* = 64 > x(a* + 3y") = 32 
* De (II) :Siy >0 > x* + 3y* =-16 


CAL GET ZOO MEAN CICLOPEDIA 2012) 
21(-16)= 32 >x =-2 RESOLUCIÓN: 
* Luego : * De las inecuaciones : 
(62)? + 3y' =-16 > y2a0nd+ys A ar fasy? 
> 3y=-12> y =-4> yeR >y201.y9 5-2? ?<y? 
*Si 


y<0>x? + 3y?=16 
> 1(16)=32> x =2 
* Luego: 
24 3y?= 16> y*=4>y 
*Porloque: x=2 4 Y)= 
Yo =4 


-2, (pues y < 0) 


q RPTA:“C” 


PROBLEMA 36: 
E y e Re talque PEC d+ 3), 


07 Dr EJM4 


IS B)J8 
RESOLUCIÓN: 


* En el dato : 
[2%] +]2y]"+2-2]8x]-2/2y]=0 
*Sea |3x|=a y | 2y|=5b, luego : 
at+b*4+2-2a-2b=0 A” 
* Formando trinomio cuadrado perfecto : 
aé-2a+1+b*-2b+1=0 
>(a-1*+(b-1)%=0 
* Ahora en los reales esta igualdad sólo es posible 
si: a+1=0 y b-1=0>a=1 y b=1 
* Ahora reponiendo x ; y se tiene : 
[8x|=1 9, ]2y|=1 
> Al dy 2ly]=1 


CI 


4) lo1=4 
A, Y que piden : 
Mr =9+4> 13 


E 


>| 


win 


PROBLEMA 37: 

Si A esun conjunto definido por : 

LA= (dezxz/t+y? <16,]x|< 9) 
Entonces el número ¡entos del conjunto Á es 
AJO Bp1S DJ AR EJ20. 


>y20n%? 54-11? <8 
>|x]<2/2>-2/2<x<2/2 
Es x=0>y<éray>0 
>y20Ay54 > ye 10; 1; 2; 3; 4) 
con esto, hay 6 pares de A. 
*Sia=1v a=-1>y si6Ay* 21 
>1<yYS15 A y>0>1<ySV15 
> yel1;2:3) 
con esto, hay 2 x 3 = 6 pares de A. 
*Siix=2vx=-2>2y Ss 12, y 24 
>4<y <12n y>20>2< ys 2/3 
> y e12;3) 
Con esto, hay 2x2=4 pares de A. 
* Luego, en total hay 16 pares =n(A) = 16 
RPTA:*C” 


PROBLEMA 38: 

Sea: un conjunto definido por : 

F=((+;y) € RxR/|y-1]>2+x) entonces la 
Pe que mejor representa la gráfica del conjunto 
ES 


RESOLUCIÓN: 


* De la inecuación : 
(y21Ay-122+x)v(y<1n1-y22+x) 


l(y21ny2x +3) v(y<lInys-x-1) 
*La graficade: y >1 Ay>x +38: 


[EDICIONES _HUBIÑOS 791 VALOR AESOLUTO 
*Lagráficade:y <1 ny s-2-1es: Y 
y == 
x 
x=2, Y 
* CASO 3: 
La unión de lan dos regiones anteriores representa PS 0AY ED AN 
Alcoi tamy: eAx2y 
x -y MA 
PROBLEMA 39: Lal o DA parao O luego 


caso no genera solución. 
* Finalmente, la unión de los casos 1 y 2 será: 


Un conf 


PROBLEMA 40: 


* Como : 202733 qu el: 
*CASO1: 


*>0ry>0 La AElindranto) 1 
Sitrlamnzy RESOLUCIÓN: 3 
e hd * Las inecuaciones se pueden acomodar asf: 
2x2 A x2 y, cuya gráfica es : E 
y>[-1)' - 
y<-lx-1+1 


*CASO2: 
SON y <0 caseranicnors» (3? cuadrante) 


=> x<-2 A x2y, cuya gráfica es: * Nótese que en la región sombreada (que representa 


CA AZIENEA 


REzoz ME TERACICIOFEDIA 2012) 


al sistema) no existe ningún par (x;y) e ZxZ 

*Estoes:B=f 

* Luego :n(B) =0 s 
RPTA: 


PROBLEMA 41: 
Pd adjunta sem st 'úna región 


Y] bl 


Entonces, el sistema de inecuaciones que mejor 
define dicha región es: 


y y sx ys y 2? 
All=l=ys2  Brlx|l+y22  Cilx]+ys2 
ley <1 a+ y21 Aryzl 
RESOLUCIÓN: 

* De la figura : Y, 


(5142 — 


* La región sombreda es la representación del 
sistema de inecuaciones: 
MA 
ys-[x]+2 
“lt y >1 
RPTA:““C” 
PROBLEMA 42; 
14203 ]=5 
RESOLUCIÓN: 


* Igualando cada valor absoluto a cero para 
determinar los valores críticos. 


[x-1]=0 =>x=1 


|[22+8|=0 => =-5 
* Ubicándolos en la recta numérica ; 


Ar 


* Se tiene 3 zonas, trabajando en cada zona se tiene: 


3 
o E 


-|20+3|+]x-1|=6> -21-3+x-1=5 


X= 9D essooom(€s solución) 


3 
mM) As [-3s1] , entonces : 
|[20+3|+]x-1|]=6>2+3+x2-1=6>3=3 
(es solución) 
ID Ay xe(1;0):|2x+3|-|x-1|=5 
24304 1=6 


>*=1 


* Como: 16 (130) > 
este intervalo 

* De (1) y (1D) : C.S. (-9; 1) 
PROBLEMA 43: 


Resolver: ]23=8|2|x=1/+]2=2] 


[ =1]no es solución, para 


Alco;11U[2:+0) B)(=0038) CJR-f4) 
D)(=050) EJ4;7) 
RESOLUCIÓN: 


* Recordar: [a+b|<|a|+|b|; Va,be R 
* Pero por dato : |2x—3|> |*—1]+|x-2] 
* Por lo tanto : |2x—3|>|x—1|+]x-2]| 
* Necesariamente : |22—3|=|x-1|+]x-2] 
* Además si : |a|+|b|=|a+b| > ab>0 
* En el problema : 

|x-1|+]x-2]=|(=-D+(x-2)| 
“Entonces : (x— 1)(x—2) > 0 

> x € (o; 1Ju[2; +00) 
RPTA:“A” 

PROBLEMA 44: 
Demostrar,:| a—b|<|a|+|5] 
RESOLUCIÓN: 
* Setiene:a—b=a + (-b) 
* Tomando valor absoluto en cada miembro: 
a+(5)]s|a|+]-b| 


(EDICIONES _HUBIÑOS [pan 793 15305] 


* Por transitividad :|a—b|<|a|+|5] 


RESOLUCIÓN: 


|a+b+e|s|a|+|b+e|...(Desigualdad triangular) 
>aja+b+c|s|a|+|b+c|s|a]+|b|+|c| 


* Por transitividad : |a+b+c|s|a|+|b]+|c]| 
PROBLEMA 4 


RESOLUCIÓN: 

* Por Ley Asociativa: 
la]=]a+(b-b)+(c-c)|=|a-b-c+(b+c)| 

* Por desigualdad triangular: 
Ja]=|a-b-c+(b+c)|s]a-b-c|+|b+e| 

* Pero: |b+c|s|b|+|e| 

A O EE lol 

* Sumando =([5|+|c/) a cada miembro 21, 1) 

lol-(bl+leDsla=b=e) 20 
>|a|-1b]-Je]<Ja=070/9* 
PROBLEMA 47: 4) 


RESOLUCIÓN: 


* Del primer dato: 
1.2 1.2 
Oe 

» js:s10= Psn+0516 

INDIE Ue e O 
16" x+6' 19 16  x4+6 19 
3 3 9 
ASA 

“E 
131143 10 


16 x+6 19 


A 
LY 


VALOR ABSOLUTO) 


1 
* Tomando valor absoluto ; Es == = 
RPTA:“E” 


RESOLUCIÓN: 
* Primero : 
2-|x]>0>-2<x< 2... 
* Luego : 0 
1<x+3<6 > |x+3|=x+8 
Je? 
E O a AS 
(+3 +x-2D(]x]-2) OB 
a*-1 (e+DG-D 


Ss 
MEA ETE 
Como: |x|-2<0 
* Entonces : 2-120>% 21 vessarssorassoro (11) 
Cs. S,OSy 


ce 


> xel1;2) 


(OD El resultado de: |--4| + |-6|—|-2] ess 


AJ11 B)8 C)-10 D) 10 EJ8 

El resultado de: 4-9 +flr es: 

(Qu restado de: |-11-L41+ 13), 

5 1 7 1 1 
A Br CA Da" Da 
(03) Calcule: 21-9/+3|-4 

Eot+id 
A)1,4  B)1,2 C)1,8 D) 18 EJNA. 


(2 Halle la suma de soluciones de la ecuación 


jar 9 =7 


Au3 B)=3 C)7 D)J6 EJ8 


(03) Halla el producto de soluciones de"la ecuación 

lx +2] = 
AJ7  BJ8 Cr12 
(7) El resultado de: 


Pe 


(02) Simplificar: 


12+|-2|+ (2 |-6|— 


D) 12 E) NA. 


3|-2))+ (3 —|-2/* 


Simplificar: 


Ls+ 123 |-3/| + (5 4-6)? - |-2] pe 


(0) Resolver: |» —4|= 
B) (2; 6) 
E) NA. 


M1; 7 C) 11;-7) 


D) (2;-6) 


(0D El resultado de; 


(O) Resolver: |5(+ —6)/=80 

A) 11; 14) B) (-2;8) 

D) (05-12) EJ 11:10) 

(BD) Calcular el resultado de efectuar: 
[-2/-6]+[16/= 21 

A8 B)7 cJ6 D)9 

(13) Señale el resultado de eféctuar las operaciones 

indicadas en la expresión: 


Laa, 
C)8 


“C) 10;12) 


E) 10 


AJ6 B)7 E) 10 
, n ta, JS 
(L) Indicar el valor de: R= 5-4 Ey 


(3) Siendo: a > 6, calcular: Ja — 2|— Ja + 2] 


(0) Sabiendo que b > 2, reducir la expresión: 
[b+7|+|6 —2|+|-3| 


—2=10 


(L2)Para qué valores de x», la relación | 
es cierta? 


FET [ivi 2 E ENCICLOPEDIA 2012 


(3) señale la suma de los valores que hacen que 


la ecuación se verifique: |x + 4/+2=18 


(19) Efectuar: 


E = |-5,0)+8:2/H1200|-|- 99] 


a. 
a baluer Ea] 


TAREA ANDO WARIA 


(O) Resolver: |2x— 
(02) Completa las siguientes tablas, hallando el 
valor de «y» para cada valor de «x» dado: 
A) y=14+ |x +2] 
«[o|1|2]3]4]-1|-2]-3|-4 
y | 
[=[o[1|2]3[4]-1[-2]-8]-4 

y Y | 
(03) Resolver: |9(x — 8)|= 27 
A) (2; 11) B) 14; 10) C) (6; 11) 
D) (3; 7) E) (- 65; 11) 
(OBResolver: |-b(x+7)|=40 
A) 14) B) (1:16) €) (-1:16) 
D) UU; 17) E) (2; 12) 
(03) Halle la suma de soluciones de la ecuación: 

[9 —6|=12 
A) 13:4) B) (2; -6) C) 12; 6) 
D) (22; 6) E) NA. 
-9 
(Q0) Resolver: ER =5 
A) (12; 36) B) (82; -24) C) (66;-20) 
D) (40; -12+ E) (44-26) 
12 

(02) Resolver: E =20 
A) (148; - 172) B) (132;-160) C)(-148; ves] 
D) 10; 120) E) 1182; 168) 


«ñal! 


(EDICIONES HUBINOS 


joss MEETS ¡is 


VALOR ALSOLUTO) 


-(03) «Es es la mayor de las raíces de |2x—6|=8 y 
«Mo es la menor: Por tanto «SK-2M» es: 


(1) «Zw es la raíz negativa de la ecuación: 


|8x— 2|= 10. Entonces el número (3-2)? es: 


(0D) Las raíces de la ecuación 42 —3]|son «Mo y «No 


(O) Calcular: Va + Ya? + Uat + 35 


Si x<0 
B)2x 


Ajdz 
(calcular: 

E AS 
AJO B)2/2-12 C)12 D)-12 E)-2/2 
(E) Resolver la ecuación: |x - 4|=7 


Hallar la mayor solución. 


Cj8x Dj: EJo 


EJ4O | 


A B)J2 0)3 Dj22 

(E) Resolver: |3x: +6|= 9 - 
Hallar una solución: AS 
A 
(03) Resolver: le-21=10- ” 

Hallar una solución. * 

AJO B)12 Cj1 Dj2 EJ3 
(OD) Resolver: lat +2h=9 

Hallar una solutión. 

AJI  BJ2  C)-3  DJ4  EJ2J2 
(OBResolver: l6x? -x«-11=-3 

AJ BJ2 CM3;2) DM1;3) EJ 
(OB)Resolver: lx —3|=5 

Señalar la suma de soluciones. 

AJB BJ6 0x4 D)2 EJ 


O huir lo-.o1-0 
Señalar la mayor solución. 


AI-3 Bj3 C)9 D»9 EJo 
(OResolver: lx* -372* + 36|=0 


Señalar la suma de soluciones negativas. 
AJ5 B3 CH1 D+7 Ej-4 


(Desolver: la2+11=5 
Señalar la menor solución. 
AJ Bp1 c2 Dj2 


(Desolver: 37—6l+2=7 


Indique la suma de sus raíces. 
AHI BS CJ DA 


(Bhesolver: [2 -7|=0=6 
Ajx e 12) Bjx e 14) 
Dixe(2:4)  ElxeR 

1 
(DResolver: ¡¿3¡>0 
AJR B)R-13) C)R-(-3) D)R-10) EJ[S;-8] 
(E3)Resolver: lx + 6|s 10% 


Aldo) mL ro) 0 L:+0) 


EJO 


E)-2 


Cjxe O 


Dl; +00) EJO; +00) 


(UD) Resolver: 
AJO  BJR 


(DResolver: 
Aja € [6; +00) 
Djx e 16) 


(DHResolver: 
A)(-6;6) 
D)[-6; +00) 


(DDResolver: 


AjxeR 


D)x e[-5; +00) 


EN Resolver: 


l20+ 6124 
CJR*  DJR  EJ[O;+o0) 
l6=x1<0 

BlxeUD 

Elx e (-6;6) 
a 
Ejes 
B)(-6; 6] 
E) (0; 6] 


CjxeR 


CJ -6; 6] 


l-6l>-5 

B)x e[6; +00) 
Ex € (0; 5] 
2a? —3l 25% 


C)x e[-656] 


Dar como respuesta el menor valor entero positivo 


que verifica. 
BJ6 


44 
EDResolver: 


CJ6 
(2-3x)=3x-2 


D)7 EJ3 


(OVA EFPITITIN 


TES(Z96 E RAS CICLOPEDIA 2012 


=) 


na me Cield DixeR mes 


Indicar la suma de soluciones de Ja ecuación: 
lx-2]=2x-12. Indique el número de sus raíces. 
AJ8 Bp12 CJ4 Dj10 EJ8 
EB)Resolver: |.2 - ¿| 4-2x 
Indique el número de sus raíces. 

BJ  BJ2  CJ32  DJa  ElNinguna 
(E) Resolver: |x — 21=13-2al 

Indique el producto de sus raíces. 

Az mE oz D)2 — EJNA. 
EB)Resolver: 2? -lx|-42=0 

Indique la mayor raíz. 

AJ9 BET CF9  DJ7 EM 


EN) Resolver: [42 — 6|< 2 

Indique:el número de valores enteros. que verifican. 
AJL BJ2 C)3 Dj4 EJ5 

E?) Resolver: lx —3|< 6x 

Are[-d: +0) Bix e(0;+0) ose[l: +00) 


3.1 1 
Dre 352) Elx e(0; A] 


EB)Resolver:|2? — 9]>7 
Dar como respuesta la suma de los valores que 
verifican. 

AL BJo 0)3 D)J4 


ED)Resolver: 165 -3:1> 2x: +6 


Dar como respuesta el mayor valor entero negativo 
que verifica, 
AI Br2 CH Djs 


ED)Resolver: 4x1 <43 + 221 
> 
Dar como respúesta el menor valor entero positivo 
que verifica. 4 
AJ1 B)2 


EJ 4co 


E)-6 


EJ5 


C)3 DA 


(ODResolver : |x|=2 


AJ2 B)-2 CN2  DJ'A"y"B" 
((9HResolver : [2x-1]=0 
ps 


E)"A"6"B" 


1 4 1 
AJ1 BIZ 0% D)2 E) q 
(03) Resolver : [x|s O 
AL BJ9  CIH151)  DJ2 CIO 


(E) Resolver : |2x-2|=4 
a(%:-2) Bl-%:2 
E 
(7) Resolver ; Ja? -a| = 1 e indique el número de 


soluciones enteras de la ecuación. 
BJ C)2 


AJO 
(09) Resolver : |»=3|= 2-1 
AM4/8) BM2)  CH-2:4/8) 
(02 Resolver : as — 2] + Jar *-3 

A)4 Br0) 013) DNA) EJ (6) 


(03) Resolver : |8x - 6|=|2x+7|y calcular la suma 
de los valores absolutos de las soluciones. 


Ol-Yes4) 


D)3 EJ4 


D)(3;5) E)(8;9) 


AJ62/5 B)61/6 C)62/7 D) 57/62 E)62167 
(0D) Resolver : |2x — 8|-|x - 4/+|G:x - 24|=14 
AM(8;2) BM2;6) CM6;8) DM2;-2)  EnM-6:6) 


O Hallar: ANB 

A= (we R/|x-8|s 6) 

B=(x e R/|x+8|2 6) 
A)(2;8] B)[258] C)[258) D)(-038] E)(2:8) 
(O) Resolver : [3 - 2x] 5 |x+ 4| 
AN Ys7) BN-Ya;7) 
D-Ygs1) E)(-05-8) 
(|) Resolver: 20 =20+ 
AJ(8; 6) B)(-1/5; 3) C)-2/7:2) D)(1/6;-3). ENO;3) 
(13) Resolver : |» —3|-2.<8 


CJ -Y:7] 


A)(-6;6) B)(-9;-9) C)(3;-3) 
D)(2;-2) EM -7:13) 

(Q) Resolver : |x—3[? +6<6|x-3] po 
A)(-6;6) B)(5;6) C)(0; 
DJ(-8;8) ENosiJol6:6] 


(EDICIONES _NUBIÑOS 


—— 


VALOR ABSOLUTO) 


(6) Resolver: 24? +7|x|-4<0 


ANIGVa) .  BIE22) C)(-3:3) 
D) (4:4) EJ(-8;8) 

(O Resolver : |x* -3|s 6 

Aja € [3;+0) B)x e (-0o;3] Cjx e (-3;3) 
D)xe[-8:3] * EjxweR-[8;3] 


(O Determine el número dé soluciones de la 
ecuación [[x|-1|=2003 

AJ B)J6 C)2 D)4 EJ3 
(1) Resuelva : [7% 6] <|6x —1/+|x - dy de como 
respuesta la suma de soluciones enteras 


AJ3 B)4 C)6 D)J9 EJ7 
(1) Dado: 
Ar(xez/la?-32+ 6150) 
B=(xeR/la+1l+lx-21< 6) 
Halle n(An B) 
AJ3 BJ6 Cj4 D)6 


EJ10 


Ed Al resolver : |3-x|s 10x(1- a) í 


se obtuvo como CS. iS 2] 


ei a+b 


BJ4 » 0 EJ5 


TAREA lnaMia al 


(OD) Resolver: [35 + 4 <6 


señalar la menor solución entera. 


AS 


a+ A 
(() Resolver : [—3|> 2señalar una solución. 


BJA4 CH D)-2 EJ1 


AN-0;1] B)[130) C) 13:00) 
D)(3;0) E)(1;0)-13) 

(03) Resolver : (lx]-2)(/x]-2)<0 

AJ(-2;-1) B)(1:2) C)(3:4) 
D)(5;8) E)(-2;-1)0 (1; 2) 


0 


(Odesolver : E > 


A)l(-o;-7)u (70)  BM-3:3) 044) 
D)(-8:8) EJ(-9:9) 
(03) Resolver : |2x-3|<x+7 

AN 9:10) Br(-9,:10) 
D)(-8;9) E)(-10;10) 

(00) Resolver: |x—65|+ 2]x-7]+3|x-8|<x-9 
AJ$ Bjx>9 C)(=w;4) D)(-7:7) EJ(-9;9) 


((2 Calcular los valores de 4 'que no satisfacen la 
inecuación y dar como respuesta el cardinal de dicho 


IAE) 


conjunto. «Jeje El E 
2%+2 <1ej 
AJ1 B)2 Cjo D)2 EJ3 


(03) Halle el conjunto solución de la inecuación : 
dis 
AMELO] B)l-158) C)12:8] D) [-1501 12581 E) [0;2] 
Demostrar que : 
Va,b e R — la] - || s ja 6] 
O Demostrar que : 
Va, b € R > [aj -|b|s a] -|b]| s [a —b] < Ja] +|0| : 
O Demostrar que : 
va,b y ce R > |a|-|b|-[e]<|a-b-e] 
(E) Demostrar que : 
[ab] 
Va,b y ce R-(0) + Fa]* E + sla+b+c| 
(E) Demostrar que : 
va,b,cdeR > al +b%+0%+d'< 4Jabod] 


(E) Demostrar que : 
Va,b, c,d e R > |a-d|s|a-—b|+|b-e|+|e—dl 


(13) Sean a, b, e las longitudes de los lados de un 


triángulo , demostrar 50 2 
Pa 1 
c+a| 16 


o 
la+b bre? 
va,b y ce R> (Ja|+/2))(a]+]e))((2]+le))> V8|abe] 


(LO) Demostrar que : 


LA AZIZIEREIA ras MET CICIOPEDIA 2012) 


SEGUNDA RE AGIENDA (GDA, 


(OB) Indicar verdadero (V) o falso (F) en las 
proposiciones: 

(Idz-1:3>3x21 

()Via2:i>xeR 

()Nx:3>x20 
A) VFV B)VVV C)VFF D)FVV E)FFV 
((9A resolver: Ja =1< 2 


dar el valor de verdad: 

(_) El mayor entero del C.S. es 3. 

(_ ) El producto de los valores enteros del C.S es 8. 
( JELCS. =[1; 4> 

A)FVV B)VVF C)VFV D)FFV E)VFF 


(03) Resolver: /a%+ 32+12x >0 


Proporcionar un intervalo del conjunto solución. 
A) [3; +00> B)<-w;2]  C)J[0:+00> 
D) <- o -8] E) [2; 8] 


(OP Resolver: Jx 74 + /=379>0 


Proporcionar el número de valores enteros del 
conjunto solución. 
A)2  B)J3  Cj4 DJS EJ6' 


(03) EL C:S. de la inecuación: YZ=x <x 


es: Ja;+ of. Calcular a”. 
aJ1 BJ4 C)9 


O heces: roca 
EL 195 
aJ[-5:2) Bl a2> 
D)<-3;2> EN -2;4] 
(02) Resolver: 2% -1-3 ¿9 
.* 


1 
Indicar el mayor valor entero. 
AJ3 Bj4  C)5  D)6  EJ7 


(03) Si M es el conjunto solución de la inecuación: 


FSPER 
[x?-x-2 7 
A 


entonces M es: 
AJR (2) B)<-132]  CM152)  DM2) EJ$ 
Es 


D)8 0 EZ 


C)<7 +0> 


(ODE conjunto solución de la inecuación: 


Vx+3sx+1 
A) 5;-1 B) El; +0> Cll; +0> 
D) <-o;-3] E) <-w;1] 


(10) Dar el valor veritativo en las proposiciones: 
( )5i la[>0=C.S. =R 
()Si lal=5>0.8. = (+6) 
( )Si lxa[<0=>C.S. =]-«;0[ 
A) VVV_B)VVF C)VFF D)FFV E)FVV 
(DResolver la ecuación: [5x]=6-x 


Proporcionar el número de soluciones. 


AJ1 Bj2 Cj3 DjJ4 EJ6 
(DHresolver: lx — 3|-5]=0 

Indicar la menor solución. 

8J16  BJ8 C)2  DF2  EJ5 


(EBResolwer: 4? - 2x + 3|x-11=9 


Dar la suma de sus soluciones. 
a4 Bj2 C42 DjJ6 


(A resolver: y? — 9|<14 


se obtiene que € <n; m>. Señalar: n-m. 
A-6  Bp+8  Cj5 DJ2  EJ6 


(G3) Calcular la suma de los valores enteros que 
satisfacen: |y? ¿| <-2x+4 

AJ6  BI6  CJ6 DIS EJ 

Usi x.€ <0;1>. Calcular el valor de: 


l4x +11 lx +11 
x 
DJ6 


E)-6 


AJL 


(553 
A=(x/Jx-2€R) 
B=1x/|:? -4=0) 

indicar: B- A 

A) <-2+0> B)<l¡+0> 

D) 2) Ely 


(ES) Resolver: 
/5-l2] 20 


BJ 07 EM 


C) 10; +0 > 


E 2 
A) <1 8) B) 16; 8> 
D) <8:6) E) (0; 5] 


(EDICIONES RUBINOS 


TUEICOS 


CALOR ABSOLUTO) 


O Resolver: li -2/> lo +11 


Va xfa] 1>-2 
1 r E) 
a0(-0:2) 2(9:2) C)<-9; 8] 
D)<-w;-9>  El(=0;3) 
Da reñolver: JTTxta Pat O 


el C.S. es <a;b>.Indicar ab. 


AJO B)2 C)4 D)J8 EJ12 


ANERAGICANDIRIGID 


(3) Los números a y b verifican las condiciones 


1 <-1 y b > 1. Determine el valor de verdad de los 
siguientes enunciados: 


1-b]_ 
(Ea 
A)FVV  B)VFV  C)VVV D)FFV  E»VFF 
(03) Si A es el conjunto solución de la ecuátión: 
le label, 
indicar cuál(es) de los siguientes enunciados es(son) 
correcto(s): 
Dn(aA) =3 / 
mMQ-A=Q e 
M1) La suma de los elementos del conjunto A es 


34V7 
A) Sólo 1 B) Sólo HI 'C) Sólo HIT D) Ly 1 E) X, My HI 


((3) Resolver: [1-23)>3-=x 
, 
al: ¿ju<airo> m0:5)u<2:+a> 
2 3 
C)<=w;1>U<1+0> D)(—03-2) Y els ¿1a) 
alan 


(3 A expresar en términos de intervalos el 
conjunto definido por: 


la— aser) 


A 


se obtiene A=<a; b>. Indique el valor de: a + b. 
AJO B)1 C)2 D)3 EJ4 


(03) Calcule el menor número real M que cumpla: 


E M;vx e[4;7] 
x-1 2 


4)2 B) 2,6 C) 3,0 D)J3.5 


(08) Se definen los conjuntos: 
A=(xeR/l2x-3|>1-x) 
B=(=eR/|2:-2]<2-x) 

Halle el conjunto 

C=ilxeR/xe(A-B)>xeB) 


afog] a oca 


5) 
(O) si S es el conjunto solución de la inecuación: 
la1-6|+]]21-3|<4 
entonces determine el número de elementos del 
conjunto Sn Z, donde Z es el conjunto de los 


números enteros. 
AJ4 B)J5 C)6 D)J7 E)8 


(03) Se tiene la siguiente igualdad de conjuntos: 


(Edos/occua]utess 


entonces 2a - b es igual a: 
A)-1 BJO C)1 D)2 E)3 


(09) Si $ es el conjunto solución de la ecuación: 
Va -J2=x Ha 


lar—1 


E)4 


D)<0;1> mol 


entonces la suma de los elementos de S es: 


1 1 16 
3 B, (953 DIJZ EJ 
A): )2 15 15 Una 


(Determine el conjunto solución de la ecuación: 
2 la? —1)-1 a tela) 
2e(a Va? -1)- 245 
sim>0 
m+9  mi+6 mi+1 


m+l 
CS de E 


(OD Resolver: Vx? —3x? + 576 <x 2 


m?+3 
4m 


1ENETA 


Can. 


800 ) ANCICLOPEDIA 2012 


A)<3:6> B)<= as q>UeZ: 4a> ES 


Di<p52> Ejo 5 


(O) Cuántos números enteros verifican la 
siguiente inecuación: 
VA x*<2x-1 


A)Ninguno B)1 C)2 D)3 E)MósdeS 


Resolver: 
JE +2 3 < lx +4 


Indique el conjunto solución. 


AJR ne +0) o0:) DJo;3| EJR* 
O Resolver: Va? 6x —Jz >Yx-10 


B-x 
Entonces el conjunto solución es: 
AJZ:6>010)  Bl[=3:0> CH-3:-2>010) 
Do EJR* 
(B) Resolver la inecuación: 


(a+? 1x3) A Lo 
+3 Mer Bla 71 


A)<-8:1)U[8:6>- 1-8)  B)<-8:1)018:7>- 1-8) 
C)<-8;1]  D)<-S1JUIHT>  EJR 


(LB) Determine 7 = a + b del conjunto A definido 
O AS NN a:75) 


A BJ2  C)8  DJ4 EJ6 
(12) Al resolver la inecuación irracional: 

se obtiene como G;S, = <a; bJ. 

Calcule: 7 =a* +b* 

AJ5 B)10 C) 13 D)17 E) 20 


(U3) Si S es el conjunto solución de la inecuación: 
E | 
da? -1 
indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones. 


()S=0 
ME 


>1 


( JS0<0; +0 


( JS=<E53l 
A) VVV B) FFF C)VFF  D)FVV  E)FVF 
(UDResolver: JI=x+Jx+12 0-4 


Si el conjunto solución es S = [a; b], calcule el valor 
de: T=(a +b)%?** 
AJO BJ C)4  DJ9 


E) Resolver la inecuación irracional: 
(2- dara +37 (lx 2142) >-8 343 
A)]-1:01 B)]0;21 C)-8;-21[ DJJ-3;-M E)R 


E) Indeterminado 


MÉTODOS DE INVESTIGACIÓN CIENTÍFICA 


El Investigador en cles 
lógicos para verificar sus conclualones y concluir algunos (o 
muchos) resultados O leyes que rigen e determinada ciencia. 


MÉTODOS TÉCNICOS: 


Entendemos por estos, los utilizados al observar y 
experimentar, los podemos llamar también métodos 
empíricos. 


MÉTODOS LÓGICOS: 


Son aquellos que nos permiten hacer deducciones 
estableciendo raciocinios lógicos, admisibles y demostrables, 
Dentro de los métodos lógicos se encuentran el 
razonamiento inductivo y deductivo, 

Ante la construcción de nuevas teorías (o replanteamiento 
de las mismas), especialmente en matemáticas suele ocurrir 
lo siguiente: 


Se establecen algunas definiciones. Por ejemplo, ¿Qué es 
un triángulo?, se puede afirmar que un triángulo es «el 
polígono de tres lados incluidos todos los puntos que se 
encuentran dentro de él» o que el triángulo es «el polígono 
de tres lados sin incluir los puntos que encierran sus lados», 
Nos ponemos de acuerdo en su significado, 


Se establecen los axiomas (postulados). Los axiomas o 
también llamados postulados son proposiciones que 
asumimos como verdades aceptándolos sin 

alguna, 4 


(EDICIONES _RUBINOS 


TEGO 


RELACIONES ) 


 PELELVEADNES 


OBJETIVO 2 


* Reconocer un producto cartesiano, 
*Reconocer y representar en un sistema bidimensional una 
relación deduciendo su dominio y rango correspondiente. 


* Relacionar ejemplos prácticos al modelo apropiado de 
relación einterpretar la operación asociada y terminología 
en el contexto. 


* Identificar relaciones de equivalencia. 
> Dibujar las gráficas de las relaciones. 


IVTEODUCCIÓN : 


Dos franceses reciben el crédito de crear la idea del sistema 
de coordenadas .. Pierre de Fermat era un abogado que 
hacía matemáticas por afición. En 1629 , escribió unas 
notas donde hacia uso explícito de coordenadas para 
describir puntos y curvas. 

René Descartes era un filósofo que pensaba que las 
matemáticas eran la llave para descubrir los secretos del 
universo. En 1637 publicó »La Geometríe». Es unlibro 
muy famoso, y aunque pone énfasis en el papel del álgebra 
para resolver problemas de geometría sólo sugiere 
vagamente el uso de coordenadas. Fermat deberá tener el 
mayor crédito por habérsele ocurrido la idea primero y de 
un modo más explicito. La historia puede ser un amigo 
traicionero; coordenadas se conocen como coordenadas 
cartesianas debido a René Descartés. 

En el plano, hágase dos copias de la recta real, una 
horizontal y la otra vertical, de manera que se intersequen 
enel punto cero de las dos rectas. Las dos rectas se llaman 
ejes coordenadas; su intersección, a la que se le asigna la 
etiqueta «0» se llama origen. Por convención la recta 
horizontal se llama eje «X» y la recta vertical eje «Fo. La 
mitad positiva del ejex: está en la derecha y la mitad positiva 
deleje Y está hacia arriba. Los ejes coordenados dividen al 
plano en cuatro regiones llamadas cuadrantes; estos se 
etiquetan con X, 11. III y IV como se muestra en el siguiente 


Ahora a cada punto P en el plano se le puede asignar 


ss 25 


E 


un par de números 008 son sus coordenadas 
cartesianas. Si una recta horizontal y una recta 
vertical que pasan por P intersecan al eje X en «a» 
y al eje Y en «b» como tenemos a continuación. 


Entonces las coordenadas de P son (a; b). Se llama 
a (a; b) un par ordenado de números pues es 
importante el orden en que aparezcan. El primer 
número «a», es la coordenada en x (o abcisa); el 
segundo número «bw es la coordenada en y (u 
ordenada). 


HH 


DEFIVICIONES BÁSICAS 


PAR ORDENADO : 


Es un ente matemático formado por dos elementos, 
denotado por (a ; b), donde «a» es la primera 
componenté y «b» es la segunda componente, cuya 
representación es3 


TT 


PoR Pa WE 


* Que formalemente se define como: 


[CAM AZ IZMEME SA 


HE(soz ) 


—— 
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(a;b) = (fa); la ;by) 
(b:a) = (16); (b ; ay) 
como observamós (a;b) > (b; a) ; si ab 


IGUALDAD DE- PARES ORDENADOS 


Dos pares ordenados (a ; b) y (e; d) son iguales si y 
sólo si sus primeros componentes son iguales 
(a=c), así como también sus segundas componentes 
(b=d), simultáneamente. Es decir : 

(a; b, 
EJEMPLO : 
(854) + (3:3); (257) + (7;2) Y( —5:9)+(6;9); mientras 
que (1; x) = (y; 2) si y solamente sil =yA x=2. 
EJERCICIO 1: 
Hallar x e y, sis (ax +5;8) =(9; y + 6) 
RESOLUCIÓN: 


Si (2+5;8)=(95 7 


* Entonces: 

Dx+b=9>x=4 

M8=y+6>y=2 
EJERCICIO 2: 
Halle el mayor valor de x - y a partir de la siguiente 
ecuación : (a?; 17) = (16 ; y* — 3y - 23)" 
RESOLUCIÓN: 
* Como los pares ordenados son iguales: 
a?=16> x=4 6 x=-4 
17=y*-3y-23> y? — 3y-40=0> y=8; y=-5 
* El mayor valor de x - y ocurre cuando : 

x=4y=-5>x-y=9 

EJERCICIO 3: 
Si los pares ordenados (2x + 3y ;7x - 2y),(18;8) son 
iguales , halle el valor de (x — y) 
RESOLUCIÓN: 


% Ya que los pares ordenados son iguales, por 
definición se cumple. 


d)ola=en 


* Resolviendo el sistema por determinantes. 

13 3 
| 8-2|_-26-24_ 
NA a 
1h PES 


2 


2 18| 
*- 299: = 
2 3 
7-2 
REPRESENTACIÓN CARTESIAVA 
DE UN PAR ORKDEVADO 
Otra forma de representar pares ordenados es en 
un plano cartesiano, así: 


16-91 


=3 
4-21 


* Se escogen dos rectas perpendiculares. 

* Sobre la horizontal se sitúa el primer elemento y 
sobre la vertical se sitúa el segundo elemento. 

* Se trazan rectas paralelas a las rectas dadas por 
los puntos indicados. La intersección de estas rectas 
representa el par. Así, la representación del par 
(a;b) en el primer cuadrante es: 


EJEMPLO: 
Representar los puntos 
(1;-2),(3:0,(0:3,(— 230, (Esa 34), 


(—/2:0),(0;—5)( - 25 055). -8)(-6;- 2) 
RESOLUCIÓN: 


PRODUCTO CARTESIANO 


Dados dos conjuntos A y B no vacíos 
(Az $ A B 24), se define el producto cartesiano de 
A por B representado por AXB, al conjunto de todos 


RELMIONES ) 


(EDICIONES _RUBIÑOS E_sos 
los pares ordenados , tales que el primer elemento 
pertenece a A y el segundo a B.. Sedenota AXB, y Y 2055) 
se lee «el conjunto producto de A por B» o también 1 

«el producto cartesiano de A y B». — * 


* Por comprensión AXB es: 
AxB=((a;b)/ae A nbeB) 

EJEMPLO 1: 

Sean: C = (a;b) y D = (1;3;6) 

Hallar: CXD, DxC, CxC y DxD 

RESOLUCIÓN : 

CxD = ((a;1),(a;3),(a55),(b;1),(053),(b:6)) 

DxC = ((1:a),(1:b),(3;4),(3:b),(6;a),(6;b)) 

CxC = ((a3a),(a:b),(b3a),(b;b)) 

DxD= ((1:0),(1,3),(155),(3:0,433),(3:5),(5:1),(58),(5:5)) 

* Un procedimiento sencillo para formar el producto 


La representación gráfica de DXDcon D=(1;3;! 
A) DIAGRAMA SAGITAL; 


cartesiano de dos conjuntos es agrupar los 3 
elementos en un cuadro rectangular como se indica 
a continuación: 
Conjunto D Conjunto C 5 
: EJEMPLO 2: 
b l]o:mlo:s|es Si A =(1:2) y B=1a;5b), entonces: 
AXB = ((130),(150),(20),(2:0)) 


CD 


* Observe que € x D2D x C La representación del producto cartesiano puede 


hacerse de varias formas: 
. ; 

EN GENERAL: : 1) EN UN DIAGRAMA DE VENN 3 

[ELA y E son conjuntos, AX B + Bx A] FS - 

El producto cartesiano de dos conjuntos se puede 
representar por : | 
A) UN DIAGRAMA SAGITAL: | . í d | 
La representación gráfica, en un diagrama sagital, = 
de CxD, donde C =(a;b) y D=(1;3;5), es: 


2) EN UN DIAGRAMA SAGITAL : 


7 
( 


L A 


8)EN UNA TABLA DE DOBLE ENTRADA 


B) UN DIAGRAMA CARTESIANO : 
La representación gráfica en un plano cartesiano 
deCxD, donde C=(a;bj y D=(1;3;5), es: 


CAMA NZEREA 


Y) EN EX DIAGKAMA CARTESIAN 


PRODUCTO CARTESIANO DE DOS 
INTERVALOS 
El producto cartesiano de dos intervalos, en la gran 
mayoría de los casos, no se puede determinar por 
extensión, sólo se le puede determinar por 
comprensión. 
EJEMPLO 1: 
SiA=/2;6] y B =(1;3) 
AxB =((x;y)/x e [2:65] n y e (1:3)]a) 
* No obstante AXB se puede representar 
geométricamente de la siguiente manera; 


EJEMPLO 2 : 
Graficar el producto AXB, sabiendo que: 
B 


3 
A=[lxeZ/8Sx<5) 2 
B=(yeZ/2<yS3) , 


EJEMPLO 3: 
Graficar el producto AXB, sabiendo que: 
A=[xeR/33x=<6), B=(yeR/3<y<5) 


A 
ejemplo los pares ordenados vienen a ser 


todos los puntos que se encuentran en la zona 
sombreada, Esto se debe a la mayor densidad que 
presentan los conjuntos dados. 
OBSERVACIONES : 

* El plano cartesiano se define como el producto 
cartesiano Rx KR . 

* El producto cartesiano se puede extender a tres o 
más conjuntos no vacíos, es decir: 

AX BxC=((asb;c)lae AnbeB nee C)| 


Donde (a; b; c) es una terna ordenada definida en 
términos de conjuntos. 

(a; b;c) = ((a); (a; bj;(a; b; c)) 
PROPIEDADES GENERALES DEL 
PRODUCTO CARTESIANO 
1) Si n(A) es el número de elementos del conjunto 
A y m(B) es el número de elementos del conjunto B, 
entonces n(Ax B)=n(A)xn(B) es el número de 

elementos del producto cartesiano AXB. 


I)El producto cartesiano en general no es 
conmutativo, es decir [Ax B + Bx A], a menos que 
A=B. 
ID AxB =$ si A es vacío o B es vacío. 
IV) n(AxBxC)=n(A)xn(B)xn(C) 
NOTA : 
Al producto cartesiano AXA también se le 
representa por A?=AxA 
EJEMPLO: 
Dado los conjuntos : 
A=[xeZ/6<x-2<12) 
B=[(xeZ/-4sx+3<9) 
¿Cuántos elementos tiene , AXB? 
RESOLUCIÓN: 
* Para el conjunto Á , se cumple : 6<x - 2<12 
*Sumando 2 a todos los miembros de la desigualdad, 
se obtiene ; 
8B<x<l4 


A=1(9;10;11;12;13)>[n(A)=5) 
* Para el conjunto B , se cumple :- 4< x+3<9 


* Adicionando -3 a todos los miembros de la 
E se obtiene:-7< x<8 

= (7:65:54; 3 52515051 :2 
. Ds lo cual n(B)=13: se 


MINOS 


TONES 


>[n(A4x B)=n(4)n(B)=(5)1(13) = 65) 
CORRESPONDENCIA 


En un directorio, cada persona tiene asignada una 
silla con su nombre. La asociación posición nombre 
es una correspondencia , porque a cada persona le 
corresponde un lugar en la mesa. Esta relación 
asocia posición con nombre . 

Este ejemplo nos recuerda la correspondencia. En 
él podemos observar dos conjuntos: el conjunto A, 
formado por el número de sillas, y el conjunto B, 
formado por los nombres de los asistentes al 
directorio. 

A=(1; 2; 3; 4; 6) 

B=|Pedro, José, Miguel, Manuel, Andrés) 


El conjunto A se llama conjunto de partida. 

El conjunto B se llama conjunto de llegada. 
Podemos asignar A > B' como el conjunto de pares 
ordenados que asocia cada elemento del conjunto A 
con un elemento del conjunto B y formar la 
correspondencia R, de la siguiente manera. 

R,=1(1; Pedro); (2; José); (3; Miguel); 
(4; Manuel); (5; Ándres)) 
Á su vez, podemos establecer la llamada 
correspondencia inversa R,:+ B —> A. Esta relación 
asocia nombre con posición. de 
R, =((Pedro ; 1) ; (José ; 2):(Miguel; 3 ); 
(Manuel ; 4) ; (Ándres ; 5)) 
RELACIONES 
E 

Sean «A» y «B» dos conjuntos no vacíos ; un conjunto 
R de pares ordenados se llama una RELACI 
A enB ,siR es un subconjunto cualquiera de Ax B. 
es decir, R es una relación de Aa BS RCcAxB. 
Se denota; R:-A9B 0 ABB 
NOTAS : A 
*Una relación de A en B es también llamada una 
RELACIÓN BINARIA , puesto que en general , si 
AXB tiene n elementos entonces AXB tiene 2” 


subconjuntos por lo tanto, existen 2” relaciones de 
AenB. 


* Se dice que un conjunto R es una relación en Á si 
REAxA. 


EJEMPLO 1: 

Sean: A =(2;3;5:7;4) ;B=(-1;3;6;-9) 
>R=1(2;5-1D5(2; 3((7;-9)) es una relación de 
A en B, ya que cada uno de sus pares ordenados 
está en AXB 


S0B 


RELACIONES ) 


* Del diagrama sagital : 
R 
A, EE B 


== 


Al conjunto A se le llama conjunto de partida y al 

conjunto B conjunto de llegada. 

* Al conjunto de las primeras componentes de los 

pares ordenados que definen.a la relación se llamará 

dominio de la relación y al' conjunto de las segundas 

componentes se llamará rango y denotamos como : 
Dom R-—> dominio 


Rang R + rango 


Conjunto de partida : (2; 
Conjunto de llegada : (-1 ;'3 ; 5 ;-9) 
Dom R = (2; 7) 
RangR = (-1; 359) 
EJEMPLO 2 : 
En el conjunto : 
A=1(9;8;7;6;5;4;8;2;1) 
Establecemos las siguientes relaciones: 
* «a» es el doble de «b» 
* «a» es igual a «b» 
Escribir los pares que cumplen las relaciones 
respectivamente; 
RESOLUCIÓN : 
Sea: 
Ry=1(a ; b) / «a» es doble de «b=) 
RS (2; D), (452), (658), (8:4)) 
Ry=((a ; b) | «a» es igual a «b») 
> Ry=1(151),(2:2),(3:3),(4:4),(6:5),(0:6),(7:7).08:8),09:9)) 
EJEMPLO 3 : 
Sean: A=(2;3) y B=(1;2) 
AxB=((2;1), (22), (3,1), (3:2)) 
Hallar todas las relaciones que se pueden formar de 
AenB. 
RESOLUCIÓN : 
* Lo que se pide es hallar todos los subconjuntos de 
AXxB. Como AXB tiene 4 elementos, entonces debe 
tener 2'=16 subconjuntos. En la siguiente tabla se 


[AMA IZIEME A 


(sos ) 


a 0 estos subconjuntos : 


EA 


1651 
18:21 


EJEMPLO 4 : 
Considere una de estas relaciones, por ejemplo: 
R » (3D) 
Sean C = (1; 36,D=1152;3;4) y R 
la siguiente relación de C en D': 

R= ((x;y)€ Cx D/x es un divisor de y) 
Representar gráficamente R . 
RESOLUCIÓN: 
R=((1:1),(152),(153),(154),(2:2),(2:4),(3:3),(4:4)) 

DIAGRAMA SAGITAL DIAGRAMA CARTESIANO 


EJEMPLO 5: 
¿Cuántas relaciones de A a B se pueden formar si: 


=(3:5;7;15) 
RESOLUCIÓN : 
*Como A tiene 4 elementos y B tiene 3 elementos, 
entonces, AXB tiene 4x3., es decir, 12 elementos ; 
en consecuencia, AXB tendrá 2** subconjuntos , lo 
mismo que 2'*»relaciones. 
*De la definición de Una relación R del conjunto A 
al conjunto B, R=A—>B el conjunto A se llama 
conjunto de partida y el conjunto B de llegada. 
EJEMPLO 6: 
Sea: M = ((253), (754), (151), (254), (8 54)) 
Calcular: R=((x;y)eM/x+y56) 
RESOLUCIÓN: 
* Será el conjunto de todos los pares de la forma: 
os ((%,y) lx + y < 6) 


FEntonees: E =((2: 3), (1; D, (2: 4)) 


B=fa;b;c) 


EJEMPLO 7: 

Sea N=((3:4), (21; 2), (355), (453))+ 

Halle la relación R= (fa; b)eN/da? +6? =5) 
RESOLUCIÓN : 

Se quiere el conjunto de los pares ordenados de la 
forma (a;b)e N/da?+b?*=5 


*Luego : R = ((3:4), (V21; 2), (453)) 
*Vernos que cada par ordenado cumple la propiedad 


requerida (Ja? +b*=5) 
CONJUNTO DE PARTIDA y 
CONJUNTO DE LLEGADA 


Si R es una relación de A en B, llamaremos conjunto 
de partida y conjunto de A alos conjuntos Á y 
B., respectivamente. 


O Y 


conjunto de partida a 
DOMIVIO DE UNA Ed 


El dominio de una relación es el conjunto de todas 
las primeras componentes de los pares ordenados 
que definen a la relación. 


Notación : Dom R = dominio de R 


[Dome = (ae A/(a;b)e R) 
* O también: 
[Dom(R)= (+ € 4/3 y e B.(=5 y) e R)] 


RANGO DE UNA RELACIÓN 


El rango de la relación, llamado tambien imagen 
del dominio o conjunto de imágenes de los elementos 
del dominio , es el conjunto de las segundas 
componentes de los pares ordenados que definen a 
la relación. 

NOTACIÓN : 


Ran R = rango de la relación 
y 


Ran(B)=[yeB/ 3x6 Ayer). 
En forma gráfica podemos representar estos 


(ENICIONES_REUBIÑNOS 


DOS po! 


RELACIONES ) 


conjuntos como sigue ; si R representa la gráfica de 
la relación , la proyección sobre los ejes resulta : 


Dom(R) A 

EJEMPLO 1 : 

Dada la relación : 

R= ((1:1),(153),(2 53),(3 56),(4 57) 

Entonces : 

Dom(R) = ;3;4) 
Ran(R) =(1;3;6;7) 

EJEMPLO 2 : 

Sean los conjuntos : 
A=11;2;3 ;4;5;6) 
B=(1;4;9;16;25; 36 ;49) 
R= ((55 y) y = (2% + 1)*) 

Halle su dominio y su rango 

RESOLUCIÓN : 


*De donde : Dom R = (1;2;3) 
Ran R = (9:25:49) 


CLASES DE RELACIONES 
I) RELACIÓN REFLEXIVA : 


Una relación es reflexiva cuando todo elemento del 

conjunto A está relacionado consigo mismo, es decir, 

siacA>(aja)e R. 

* Formalmente : 

Una relación R se dirá reflexiva si y sólo si 
(a,a)eR,VacA,R:A>A 

EJEMPLO : 

Dados A = (2; 3) y su producto : AXA=((2:2),(2:3), 

(3;2),(3;3)), establecemos las relaciones R, y Ry 

definidas por «a = b» y «a + b» respectivamente. 

R,=1(2:2),(3:8)) R, es reflexiva R¿=1(2:3),(3:2)) Rg 


no es reflexiva 


pertenece a R, 


Observa cómo representamos la relación R,. 


porque (2:2) y  (3;3) no 


A 


* Una relación R es reflexiva en un conjunto A 
cuando todos los pares de AXA cuyos componentes 
son iguales y pertenecen a R. 

* Una relación es reflexiva cuando en su diagrama 
de flechas todos los elementos tienen un lazo (() y 
en su diagrama cartesiano todos los elementos de 
la diagonal están señalados. 


CONCLUSIÓN : 


[R es reflexiva en A<>Va e A,(a,a) e R 


EJEMPLO : 

SIA = (1;2;3) las relaciones en A 

*R, = ((1;1), (2;2), (3:3)) es reflexiva en A 
*R,= 1(1D), (2:2)) no es reflexiva en A porque 
falta (3 53) 

11) RELACION SIMÉTRICA : 

Una relación R en A, diremos que es simétrica ei 
(a; b) e R implica que (b ;a) eR, esto es: 

[Res simétrica > Vía;b)e R> (b;a) e R] 


EJEMPLO 1 : 
Dados Á = (2 ;3 ;4) y su producto 
AXA = ((2;2), (253), (2 :4), (3 52), (3 53), (3 54), 
(4 52), (4 ;3),(4:4)), establecemos la relación "a =P" 
y la graficamos: 
Ry = 1(253), (2:4), (32), (3:4), (42), (4:3)) 

A 


A 4 
3 
2 


234 A 
* En el diagrama de flechas de una relación 
simétrica todos los pares están unidos 'por flechas 
dobles y en el diagrama cartesiano los puntos 
correspondientes a esta relación son simétricos. 
EJEMPLO 2 : 


Si A = (2;4;6) 


CAM_IZHIMEREZ ZA 


ES(sos 15 IEA OPERA 2012) 


*R, = 1(252), (452), (652), (2 54), (2 6)) 

es simétrica porque (x;y)e R, > (y ;x)e R; 

*R, = 1(254), (4;6), (6 :4)) no es simétrica porque 
falta (4; 2) 

HI) RELACIÓN TRANSITIVA ; 


Una relación-es transitiva siempre que si un 
elemento está relacionado con un segundo y éste con 
un tercero, el primero está relacionado con el 
tercero. 
Es decir una relación R en A , diremos que es 
transitiva si: (a;b)e Rn(b;c)e R implica que 
(a;c) e R esto 
[Res transitivo oVasbxreA, [(a;b)e Rnbx)eR>(0;c)ER]) 
EJEMPLO 1: 
Dado A=(1;2;3) establecemos en él la relación 
definida por «a < b» y la graficamos. 

R=1(1:2),(2:3),(153)) 

A 


CS 


123 A 
* Si en una relación transitiva hay dos flechas 
consecutivas, siempre hay una tercera flecha que 
une el origen de la primera con el extremo de la 
segunda. 
EJEMPLO 2 : 
Si A = (153;7;9) las relaciones en A. 
*R,= ((157),(3;3),(7;9),(159)) es transitiva porque 
(137) € R, (7,9) € R, >(139) > R, 


* R=1(71)(3:8), (1:3)) no es transitiva porque 
(7;1)€ Ra n(1;3)€ R, pero (73) € Ra 


NV) RELACIÓN ANTISIMÉTRICA : 


Una relación binaria es antisimétrica si para todo 
(a;b)JeR yazb, si “a” está relacionado con 
“B”, entonces “b” no está relacionado con “a”. 
FORMALMENTE : 

Una relación R en A, diremos que es antisimétrica 
si:Va;beA(a;b)eR y (b;aJeR implica que 
a=b, esto es: 


Resantisimétrica >Va;beAl(a;b)eRAb;aJeER>a=b] | 


EJEMPLO 1: 
Dado A=(1;2;3;4), establecemos la relación a 
R b: b-aeA" y la graficamos. 


R=[(1;2),(153),(154),(2;3),(2; 4),(3; 4)] 
A 
A Pd 


CS 


1234 A 
* En el diagrama de flechas de una relación 
antisimétrica no hay ningún par de elementos 
unidos por flechas dobles y en el diagrama 
cartesiano ningún punto es simétrico a otro. 
EJEMPLO 2 : 
R=((2;3):(2;1)) es antisimétrica puesto que 
(2;3)e Ra(3;2)€ R. 
CONCLUSIÓN : 
Una relación R:A-> A es antisimétrica siempre 
que (a;b)e R con a+b>(b;a)g R. 
V) RELACIÓN DE EQUIVALENCIA 2 


Una relación R en un conjunto no vacío Á, es una 
«relación de equivalencia» en A, si en forma 
simultánea satisface las siguientes condiciones: 


1D) Res Reflexiva: 


Va e A ;(a;a)e Rj 


KI) R es Simétrica: ((a;b)e R>(b;a)e R 


1) Res Transitiva : 
[(a;b)e Ra(b:c)e R]> (ac) e R 


* Es decir: 


Una relación Ren A, diremos que es de equivalencia 
si es reflexiva , simétrica y transitiva . 


EJEMPLO 1 : 
Dados : A =(a;b;c;d) y 
ARA = ((a;a):(b;b);(b;c);(b;d); lc; b);(c;0); 

(c;d);(d;b);(d;c);(d; d)) observamos : 

laza)eR vas A : 

(a3b)e R,(b;a) e R,va,b e A.......(propiedad simétrica) 

(osb)eRb:c) ER >(a:c)e RVa,b,ceA 

transitiva). 

* La relación R:A-—>Aes una relación de 

equivalencia porque cumple con las tres propiedac 


q A AO 


(EDICIONES _RUBINOS 


TEN sos 


RELACIONES ) 


EJEMPLO 2 : 
Sean A=(0;2;3;0;7;8;12;13) y 

R=((xiy)e AxA / x- y esdivisible por 5). Hallar 
R como un conjunto de pares ordenados, hacer el 
diagrama sagital de R y determinar si R es o no 
relación de equivalencia. 

RESOLUCIÓN : 


(2;12):(33):(3:8)(3:13); 
7):(7:12):(8:3):(8;8):(8:13); 
7);(12:12);(13;8):(13;8);(13;13)) 


(5:01:18555, 
(12,2); 


Res: 
* reflexiva 
* simétrica y 
* tranvitiva 


Luego R es una relación de equivalencia: 
CLASIFICACIÓN * 


Toda relación R de equivalencia definida sobre un 
conjunto A, determina en él clases de equivalencia , 
es decir, define una clasificación en ese conjunto. 


Dado el conjunto 

A=(paloma,monca,margarita, rosa, pato, pavo, abeja), 
determinamos en él la relación R definida como «.... 
es de la misma especie...» y la graficamos: 


A, = (paloma,'pato, pavo) ....(aves) 
Ay = (mosca, abeja) .... 
Aj = (margarita,rosa) main 


Las clases de equivalencia tienen las siguientes 


propiedades: 
* Ninguna clase es el conjunto vacío : 
A¡+0, A+ 0, Ay +0 
* Las clases son disjuntas dos a dos : 
A¡NA¿=0, A¡NAjJ=0, AgNAs=0 
* La unión de todas las clases de equivalencia forma 
el conjunto A: A, VA¿UAy =A 
CONJUNTO COCIENTE : 
Conjunto cociente es el conjunto que tiene por 


elementos cada una de las clases de una 
clasificación. 


EJEMPLO : 
Tomamos la relación de equivalencia anterior R de 
AecnA, y la representamos : A/R=(A,, Ay, Ag) 


RELACIÓN DE ORDEN ESTRICTO 


Una relación es de orden estricto cuando cumple 
sólo las propiedades antisimétrica y transitiva. 
EJEMPLO : 

Establecemos la relación R en el conjunto 
A=12;4;6) definida por «a < b» y la graficamos: 
R=1(2;4), (4:6), (2:6)) 


ED 
Observa que se cumple las propiedades 


antisimétrica y transitiva . Por lo tanto la relación 
es de orden estricto, 


RELACIÓN DE ORDEN Y ORDEN 
s TOTAL 


Una relación es de orden cuando cumple las 
propiedades reflexiva, antisimétrica y 
fransitiva. Además , una relación es de orden total 
cuando todos sus elementos están relacionados 
entre BL. 
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EJEMPLO : 
Dado A=12 ;4 ;6) establecemos en él la relación R 
definida por « a'< b » 
R =1(2;2), (2:4),.(2 56), (4 ;4), (4; 5, (6; 6)) 

A 

> 6 
4 ps 

2 


2.464 


Observa que se cumplen las propiedades reflexiva , 
antisimétrica y transitiva. Por lo tanto, la relación 
es de orden. 


RELACIÓN INVERSA : 


Dada una relación R de A en B, se llama relación 
inversa de R y se denota R” a la relación de Ben A. 


=((y;x) e BxA/(x;y)€ R) 


PROPIEDADES DE LA RELACIÓN 
INVERSA 


Dadas las relaciones R,, R,, tal que : 
R¡:¿A>B y R¿: A >B se cumple: 
D) dom(R,) = ran(R¡!) 
11) ran(R,) = dom( R!) 
mm(a)"=R, 
IV RB,OR¿)*=R OR 
IVNR, RJ =R OR 
IVNR,-Ry)*=R]- RP 

RELACIÓN COMPUESTA 
Dadas las relaciones : 

R:B>C y Ry: A>B 


Se llama relación compuesta de R, y R, y se denota 
R, 0 R,, a la relación de A ,en C, tal que: 


O sea: 
EJEMPLO 1 : 
Dados los conjuntos: 
=(0;1;2), 
y las relaciones: 
R,:A>B /R,=1(0;2),(2:4)) 
Ry: A > B /R¿=1(0:2),(2:4),(2:2),(2:6),(150)) 
Determinar : 


B=/0;2;4;6) 


Ri Ry 

RESOLUCIÓN : 

Bj =((2:0),(4:2)) 

R3' =((2;0),(4;0),(2;2),(6; 2),(0;1)) 
EJEMPLO 2 : : 
Sea R la relación definida por ; 

R=1(-150),(0 ; ),(1 ; 3),(2 ; -5)) 
Su relación inversa R”! es 
E? = ((051),(1 ;0),(3; 1),(-5 5 2)) 

Observamos que R”* se obtiene con sólo invertir el 
orden de los pares ordenados de R. 


, 
E MA 


| ruoRo=((x:2)eA-C/3 ye B,(x59)e Ro ny;2)eRi) | 


* Graficamente : 
Ra BR, 


dom(Ry) 


R,oR, 
OBSERVACIONES : 


ran(R,) 


[) R, o R, + Y siempre que: 
dom(R,)nran(R,)+4 
1) (x;y)€Ra n(y;z)€ R¿ lo (552) € R¿o Ry 


III) La composición de relaciones no es 
conmutativa. 


EJEMPLO 1 : 


Sean los conjuntos : 
A =(1;2;3; 4) 


Ry: B>U/R¡=1(3; 0),(3; 2),(6; 4),(7; 6)) 
BoA > B| By=1(1,1),(15 6),(2: 3),(3; 5) 
Determinar : R, o E, 
RESOLUCIÓN : 
* Graficamente : 


(EDICIONES _RUMIÑOS 


RELACIONES ) 


R, o R;z 

* Del gráfico deducimos : 

dom(R,)nran(R¿)=13:5) >R, o R¿=4 
* Los elementos de R, o R, son : 
(136)e R¿n(6;4)€ R, >(1:4) € R, o R, 
(23) € R¿ n(350)€ R, >(2;0)€ R, o R, 
(253) € Ryn(3;2)€ R, >(252)€ R, o Ry 
(355) € Ra n(5;4) e R, >(3:4) € R, o Ry 
>R, 0 R, = 1(1:4),(2:0),(2:2),(3:4)) 
EJEMPLO 2 : 
Sean las relaciones: 


R = 1(1:2),(3:4),(2:5),(1:3),(2,0)) 
S = 1(1,2),(2;3),(5),(0:7)) 
Halle : 
DSoR 1) RoS 
RESOLUCIÓN : ; 
DSoR 


Ros 
RoS = ((-1:5),(-150),(2:4),(5:2),(5:3)) 


* Algebraicamente , se define la composición de 
relaciones : 


*DomRoS=(x € Dom S aS(x)e DomR) 


RoS= 
f: (RoS)(=)=R(S(2)) 


RELACIONES DEFIVIDAS EN LOS 
REALES (R) 


Para el estudio de las relaciones definidas en los 
reales es de gran ayuda la gráfica de las mismas en 
el plano cartesiano; para esto se puede aplicar las 
siguientes recomendaciones dependiendo de la 
dificultad de la gráfica. 


D) Como R tiene infinitos elementos para esbozar 
su gráfica se determinan algunos pares de la misma 
mediante una tabla, para esbozar la tendencia de la 
gráfica. 

Una vez realizado el bosquejo de la gráfica se puede 
determinar el dom(R) proyectando la gráfica al eje 
«X» y el ran(R) proyectando la gráfica al eje «Y»; 
así: 


dom(R)=[x,5x7) ran(1)=[y,5 92) 

11) Algunas veces es recomendable determinar 

analíticamente el: 

* dom(R), para esto, se despeja “y “en función de 

«ze» y se determina las restricciones de «a» para que 

yeR 

* ran(R), para esto, se despeja «x» en función de 

«y» y se determina las restricciones de «y» para que 

xeR 

Una vez determinado el dom(R) y el ran(R) se 

determina si la gráfica corta al eje X haciendo, y=0 

o al eje Y haciendo ,x = 0, determinando otros 

pares de la misma mediante una tabla, para esbozar 

la tendencia de la gráfica. 

EJEMPLO : 

Esbozar la gráfica e indicar dominio y rango. 
R¡=((x;y)e Ry =2x-1) 

RESOLUCIÓN : 


ID) Determinemos algunos elementos de la relación 
R, mediante la tabla. 


Así: 
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3]. 

ID Dela gráfica, tenemos: 
Dom(R,)=R- — ran(R)=R 

REGLA DE CORRESPONDENCIA 


Es una representación algebraica que define la 
relación existente entre los elementos del dominio 
y las del rango. 


A R B 
A 


De lo anterior se afirma que “y” es una relación de 
Mo” o “y “es una dependencia de “%w”. Se denota 
por: y =R(x) 

se lee: «y es igual a R de x».. A 

EN GENERAL : 

La regla de correspondencia de la relación Res: 

R= ((x39)/ 6) 


EJEMPLO : 
Graficar : 

R= (la; y)ly =2x -1 x e l-2;3)) 
RESOLUCIÓN : 


*Es una relación cuyo dominio es [-2;3), su rango 
puede hallarse a partir de su dominio, así: 
-25x<3> AS 2<6>-6< 2x-1<5 
> RangR =[-5;5) 
Tabulando una cantidad significativa de puntos 
veremos que su gráfica es una línea recta. 


Tomemos algunos puntos: 
x]-2|-1|0[1]2]3 
y|5]31|-111|3|5 

* En el plano cartesiano ; 


GRÁFICA DE RELACIONES EN R DEFINIDAS 
POR UNA ECUACIÓN 5 


La representación geométricas de todos los pares 
ordenados (x ;y) se llama plano cartesiano o sistema 
de coordenadas cartesianas, y se denota por X*. 


[R? =((x;y)/x€ Ra y e R] 


Se establece una relación buinívoca entre cada 


punto del plano cartesiano y cada par (a ; y) de R? 
en el siguiente sentido: «A cada punto P del plano 
cartesiano le corresponde un único par (ax; y) y, 


recíprocamente, a cada par (x ; y) de R* lo 
corresponde un único punto en el plano cartesiano. 


RELACIONES LINEALES EN 
DOS VARIABLES 


Una relación que se puede escribir en la forma 
Ax+By = C , donde A, B y C son números reales, 
con A y B no simultáneamente cero, es una ecuación 
lineal en dos variables. 


La relación 2x + y = 23 es una ecuación lineal en 
dos variables, 


* La tabla muestra algunos pares ordenados de 
números que convierten la ecuación en una 
proposición verdadera : 


x|y 2x4 y=23 

1|21|2(1+21= 24+21=23 
5/13 | 2(5)+13=10+13=23 
7| 9|2(7)+ 9=14+ 9=23 


Todo par ordenado de números reales que convierte 
una ecuación lineal en dos variables en una 
proposición verdadera es una solución de la 
ecuación. 


EJEMPLOS : 


Determinar si el par ordenado (2; 1) es una solución 
de la ecuación lineal 5x - 2y = 8. 


EDICIONES _HUBINOS 


Ms ME 


RELACIONES ) 


RESOLUCIÓN : 

* Se reemplaza x=2 y y = 1 en la ecuación 
bx-2y=8." . 
5(2)-2(1) =10-2=8. 

* Luego : (2; 1) es una solución de la ecuación 

bx -2y=8 

OBSERVACION : 

El conjunto solución de la ecuación : 

2x + 6y = 40 se puede expresar así ; 

U(x;y) | 2x + 5y = 40) 

Sin embargo , algunas veces cuando se usa esta 

notación conjuntista , la ecuación dada se reemplaza 

por una ecuación equivalente en la que una de las 
variables se expresa en términos de la otra. Como 
la ecuación 2x + 5y=40 es equivalente a la ecuación 


y=8- a ¿entonces el conjunto solución de la 


ecuación : 
2x + 6y = 40, se puede expresar como: 


(eno =8- 22 


GRÁFICAS DE LAS ECUACIONES 
LINEALES EN DOS VARIABLES 


La gráfica de una ecuación, en dos variables es la 
representación en el plano cartesiano del conjunto 
de puntos que corresponden a los pares ordenados 
que son soluciones de la ecuación, 

EJEMPLOS : 

Trazar la gráfica de 2x+y= 3 en el plano cartesiano. 
RESOLUCIÓN : 

* En primer lugar se resuelve para y. Después se 
hace una tabla de valores. 


2 |-1 


six=2; y=-1 


Se representan estos puntos en un plano cartesiano 
y se unen porque x e y pueden tomar cualquier valor 
real. Así: 


Observe que : (0; 3) está también en la recta y que 
(0;3) esuna solución de 2x + y = 3. Sila gráfica 
de una ecuación es una recta, entonces las 
coordenadas de cada punto de la recta son solución 
de la ecuación. 

EN GENERAL: 

Si A, B y C son números reales, con A y B no 
simultáneamente cero, entonces la gráfica de 
cualquier ecuación de la forma Ax + By = C es una 
recta, 

Similarmente toda recta en el plano cartesiano tiene 
una ecuación de forma Ax + By = C que es una 
ecuación lineal en dos variables. 

OTROS EJEMPLOS : 

1) Trazar la gráfica de y =-3 
RESOLUCIÓN : 

La ecuación y =-3 se puede escribir como 
Ox+y=- 3. Se usa esta ecuación para hacer una 
tabla de valores. [=15] 


y 
E] 

E 

[8] 


Se representan estos puntos en el plano cartesiano 
y se unen con una recta. 
Así: 


CAMI MEREZTA 


La gráfica es una recta horizontal, paralela al eje 
X, trazada 3 unidades debajo del eje X. 

Para cada punto en la recta, la coordenada y es -3 y 
la coordenada x es un número real, 

1) Trazar la gráfica x = 2. 

RESOLUCIÓN : 


*La eguación w= 2 se puede escribir como 
x+0y=2. Se usa esta ecuación para hacer una tabla 
de valores y luego se representan los puntos en el 
plano cartesiano. Y 


|] o|a 
RESS 


La gráfica es una recta vertical, paralela al eje Y, 
trazada 2 unidades a la derecha del eje Y. Para cada 
punto en la recta la coordenada x +es 2 y la 
coordenada y es un número real. En general: 


* La gráfica de una ecuación de la forma 
By=0 6 y= Ga donde B+0, es una recta 


horizontal, paralela al eje X. 


* La gráfica de una ecuación de la forma 


Ar=06x=2, donde Ax*0, es una recta 


vertical, paralela al eje Y 


PENDIENTE DE UNA 
RECTA 


La pendiente de una recta es un número que indica 
la inclinación de la recta. 

Para encontrar la pendiente de una recta (no 
vertical) en el plano , se escogen dos puntos en la 
recta y se encuentra el cociente : diferencia de las 
coordenadas y , dividida por la diferencia de las 
coordenadas x. 

Usualmente se representa mediante la letra «m». 
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Si se conoce a la pendiente m; el ángulo de 
inclinación se caleula mediante: 


la = arc tan(m)| 


EJEMPLO : 


'Trazar la gráfica de + + by = 7 y encontrar su 
pendiente . 


RESOLUCIÓN : 
Se hace una tabla de valores y se traza la gráfica ; 


sole] o Tu 
DONA 


[a 


+ Sé escogen dos puntos cualesquiera de la recta, 
cio 07) y (-2:1) y se usa la fórmula de la 


pendiente 7 ES 2 
e E e Bd 
EAS EA 


* Observe que la recta interseca al eje X env el punto 
(-7:0) y al eje Y en el punto (02). 
NOTA: 


El y-intersecto de una recta es la coordenada «y» 
del punto dónde interseca el eje Y. El x = intersecto 
es la coordenada x del punto donde la recta interseca 
elejeX. 

EJEMPLO : 

Encontrar el x y y—intersectos dela recta 


RUBINOS 


2x +6y = 12 y usarlos para trazar la gráfica. 
RESOLUCIÓN : 
* Para hallar el x — intersecto se toma Y =0, así : 
2x + 6(0)=12 
> 2r=12>x=6 
* Para hallar el y — infersecto se toma x = 0, así: 
2(0J + 6y ="12 
>6y =12> y =2 
* Se representan los puntos (6; 0) y (0; 2) en un 
plano cartesiano y se traza la recta que pasa por 
ellos. Y 


FORMA EXPLÍCITA DE LA 
ECUACIÓN DE UNA RECTA 


Nuestro objetivo en esta parte es obtener la ecuación 
de una recta, es decir asociarle a dicha figura 
geométrica una ecuación matemática. 
Empezaremos por hallar las ecuaciones de aquellas 
rectas las que su ubicación sean fáciles de deducir 
para finalmente hacer una generalización. 
EJEMPLO 1: 

Encontrar la ecuación de la recta con pendiente 1 
y y intersecto - 4. 8 
RESOLUCIÓN : 

*Sea (2 ; y) otro punta de la recta diferente de (0,4). 


15 


* Resolviendo esta ecuación para y se obtienes 
EP EN 
8 Ae 
*Observe que en la ecuación y=Gx-4) el 
cocficiente de x es igual a la pendiente y el término 
constante es el y — intersecto. 
* EN GENERAL: 


Si una recta tiene pendiente m, y = Intersecto b, y (x; y) es 
otro punto de la recta diferente del y-intersecto (0; b), 
entonces una ecuación de la recta es: 


* La forma explícita de la ecuación de una recta es 
y= mx + b. La pendiente es m y el y — intersecto 
es b. 


EJEMPLOS : 


q 


I) La pendiente de una recta es 8 


y-intersecto es-4, Escribir la ecuación de la recta 
en forma explícita. 
RESOLUCIÓN : 
Es 
8 
entonces ; y= 5-4 
TI) Escribir la ecuación -8x + 6y = 16 en forma 
explícita y dibujar su gráfica. 
RESOLUCIÓN: 
* Se resuelve para y: 
Bx+5y=16> 5y=3x+15 

Bx+ 15 

5 


y el 


m==Z»Y»b=-4, La ecuación y=mxw+b queda 


ys 9-43 


*La pendiente de la recta os M=5 y ol y-intorsocto 


es 3, Así que (0; 3) está enla gráfica. Para dibujar la gráfica, 
se empieza en (0; 3), se suben 3 unidades y después se cuentan 
5 unidades a la derecha. Se traza la recta que pasa por los 2 
puntos, (0; 3) y (5; 6). 


CAM IZIZMERETA E(s16 15% TA ICLOPEDIA 2012 
DISTANCIAS ENTRE DOS PUNTOS 11) Hallar la distancia entre (1; 6) y (=4; -6). 
DESEA SO RESOLUCIÓN : 
Dado dos puntos cualesquiera en el planovartesiano, — * La distancia d está dada por: 


tales como P,(a:¡2y,) y Pa(xpiyy): 
=- co +16 = 


>d=/6*+12% = /25+144 > d = 169 =13 


En el triángulo rectángulo P,QP, ; 
P,P, =hipotenusa PQ y PQ = catetos- 
Aplicando el Teorema de Pitágoras. 

2 2 
[a(P/Po)=y(x +99) 


Que viene a ser la fórmula para calcular la distancia 
entre dos puntos del plano cartesiano. 


CASO PARTICULAR : 
La distancia de un punto al origen de coordenadas: RELACIONES CUADRÁTICAS 


Se caracteriza porque una o ambas variables están 


elevadas al cuadrado, por ejemplo: 
Ri=((x;9) e RxR/y=x* -2) 
Ra =((4:y) e RxR/x* + y* =9) 
EJEMPLO 1 : 
Graficar la relación definida por ; 
Ry = ((x59) e RxR/y=3*-2) 
RESOLUCIÓN : 
* La tabla de valores es: 
a=N(2-31 9-47 >d= 0? +6? =26 12 VAV0 1112 
y [2 |1[-2]-1|2 


EJEMPLOS : 
D) Encontrar la distancia entre (2; 9) y (3; 4). 
RESOLUCIÓN : 

* La distancia d está dada por : 


D(R,)=R 
R(R)=[2:0) 


EJEMPLO 2 : 
Graficar la relación definida por ; 


(EDICIONES RUBINOS 


CS 


RELACIONES ) 


Ra =((x;y) e RxRIx? + y? =9] 
RESOLUCIÓN : 
* La tabla de valores es: 
xi3| -2 Ul 2 |3 
+22|13[(+2 2/0 


a+ y?=9 


D(R,)=1-3:3] 
R(R,) =1-3:3] 


LA CIRCUNFERENCIA 


Una circunferencia es el conjunto de puntos en un 
plano que están a una distancia dada de un punto 
fijo. La distancia dada es el radio de la circunferencia 
y el punto fijo es el centro, 


En la figura, C es el centro, r la longitud del radio, 
B.Q,R, y 8 puntos de la circunferencia. 


RIEMPLOS : 


D) Escribir una ecuación de la circunferencia con 
centro C(6 ; 4) y radio r = 1. 


RESOLUCIÓN : 


*Como C es el centro de la circunferencia un punto 
Plx; y) está en la circunferencia si y solamente si 
CP = 1. Por la fórmula de la distancia: 


cr2 0 +[y-Cof 


> COP lla 6 + (04 0)? 


* Por tanto, una ecuación de la circunferencia es: 


(6-0 =16(%-6 +(y+4) =1 


EN GENERAL : 

Si el centro de una circunferencia es C(h; k) y el 
radio es r, un punto P(x; y) está en la circunferencia 
si y solamente si CP = r. Por la fórmula de la 


distancia. 
CP= la +(9- AY 


Y 


Por tanto una ecuación de la circunferencia es 
(x—h)? + (y - kh)? = r*. Esta es la forma estándar 
de la ecuación de la circunferencia con centro (h;k) 
y radio r. Si el centro es el origen (0; 0) la ecuación 
se simplifica a 2? + y? = 7% 

OBSERVACIÓN : 

Como existen rectas verticales (paralelas al eje Y) 
que cortan a la circunferencia en más de un punto, 
entonces la ecuación de la circunferencia define una 
relación cuadrática que no es una función. 

11) Escribir una ecuación de la circunferencia con 
centro (1; 6) y radio 5. 

RESOLUCIÓN : 

* Una ecuación es: 

(x-1)+(y-6)*=6* 6 (x-1)* + (y-6)* =25 
1IDEncontrar el centro y el radio de la 
circunferencia cuya ecuación es: 

ay 2 + dy = 11 
RESOLUCIÓN : 
* Como la ecuación no está en la forma estándar, 
para llevarla a esta forma se debe completar el 
cuadrado: 


1 ey 4204 dy=11 
> (2420) +(y?+4y)=11 
.... Se asocian los términos en x y los términos en y. 
> (420417 )4(y9+4y + 22) =114142? 
(se completan los cuadrados) 
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> (42341) +(y+ dy + 4)=16 
> (1+1)?4 (y +2)=16 
> (e -(-DP+ (y-(-2)P= 4? 


* Luego, el centro de la circunferencia es C(-1;-2) 
y el radio esr =4. 


LA PARÁBOLA 


La parábola se define como un conjunto de puntos 
que equidistan de un punto fijo llamado foco y de 
una recta fija llamada directriz. 


Definición: [a (PQ) = d(P;F)] 
F:foco V:vértice 
ÁBOLA EN EL EJE Y, CON VÉRTICE 


e (y-PJ"S (xx) + (y + PP 
* De donde ; [x?'= 4Py| 
PARÁBOLA EN EL EJE X. CON VÉRTICE 
EN (0: 0): 


* De la definición : |d(PQ)]* = |d(P;F)|? 
(+ PA (yy 7 = (PP + y? 


* De donde : [y? =4Px] 


PARÁBOLA CON EL VÉRTICE EN 
(haz ke): 


Adirectriz 


[6-17=eP0-5 (6-5 =4PG-») 


EJEMPLOS: 

1) Escribir una ecuación para la parábola con foco 
F(0; 5) y directriz y =-6. 

RESOLUCIÓN: 

* Un punto P(x; y) está en la parábola si y solamente 
si PF = PD 


(6-0 +90) = + (910)? 
a + (9-5) = (+5) 

> +(y-6) =(y+6)* 

> 23? + y? -10y+ 26 = y? + 10y + 25 


(EDICIONES ROBIÑOS 


[DILO bel 


RELACIONES) 


* Luego, una ecuación de la parábola es: 
a =20y ó y= a” 

EN GENERAL: 

x* = 4py es la ecuación de la parábola con foco 

F(0; p) y directriz y =-p. 

11) Identificar el foco y la directriz de la parábola 

cuya ecuación es» a* = 10y. 

RESOLUCIÓN: 

* La forma general de la ecuación es 2? = 4py 

* dedonde : 4p =10 


E o 
EA 


5 code 5 
* Por tanto, el foco es! De y la directriz y=-3 


OBSERVACIÓN 


* En esta gráfica para cada (4; y) en la parábola, el 
punto (-x 5 y) también está en la parábola . Esto 
significa que la parábola es simétrica respecto al 
eje K y 

* El vértice de yna parábola es el punto donde la 
recta de simetría (o eje de simetría) interseca a la 
parábola. En este caso, el vértice es (0 ; 0). 


11D) Escribir una ecuación de la parábola con foco 
F(3 50) y directriz x =-3. 


RESOLUCIÓN: 

* Un punto P(x; y) está en la parábola si y solamente 
si PF = PD. >" 

(G- +00 = Gay 


27 +9? = +3) >(a-3 19 (+37 


> =61494y 46:49 > y? =12x 


Df-3y) 


Luego, una ecuación de la parábola es : y! = 12x 
OBSERVACIÓN 

En esta gráfica para cada (x ; y) en la parábola, el 
punto (x ; —y) está también en la parábola. Esto 
significa que la parábola es simétrica con respecto 
aleje X.. El vértice es el punto (0; 0). 

EN GENERAL: 

y' = 4px es la ecuación de la parábola con foco (p0) 
y directriz + =-p. 

Observe que esta ecuación define una relación 
cuadrática que no es una función. 

TV) Identificar el foco, la directriz, el vértice y la 
recta de simetría de la parábola cuya ecuación es 
y =-4x. 

RESOLUCIÓN: 

* En este caso 4p =-4, por tanto p =-1. Luego, el 
foco es (-1; 0) y la directriz de la recta x = 1. 

El vértice (0; 0) y la recta de simetría y = O. Para 
trazar la gráfica se hace una tabla de valores : 


+4 
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LA ELIPSE * Por definición, se probará que b'=a*+ c* se obtiene 
la ecuación: 
La elipse se define como un conjunto,de puntos E A 
P(x;y), tales que la suma de las distancias de P a GALA os a 
los focos F, , F, es igual a una constante 2a (a es a? ó 
radio mayor de la elipse). EAEMBROST 


1) Escribir una ecuación de la elipse cuyos focos son 
F,(-4 ; 0) y F,(4 ; 0) y la suma de las distancias 
focales es 10. 

RESOLUCIÓN: 

* Un punto P(x; y) está en la elipse si y solamente 
si PF, +PF,=10, 


Se usa la fórmula de la distancia para expresar PF, 
y PF, en términos de x y y : PF, + PF,=10 


Definición : |4(PF))+ d(PF,)=2a, > 4 y =10 


EJE FOCAL PARALELO AL EJE X 2 


eje normal! Play) 


eje focal 


F(-4:0) 


* Por definición d(F,;P) + d(F,;P) = 2a A 


7 Pel 5 N 2 
Vat HH aduciendo se obtiene: L-+ 


anto y =2a ll HIAN OBSERVACIÓN: 


G 
* Elevando al cuadrado y sabiendo que : 
al =b* 40 (se demuestra ubicando P en el eje 
a, la diferencia de elipse) y reduciendo se P R E F 
Ss 
H 


(1) (2) 
La elipse (1) es simétrica con respecto a PR y a 
45. El segmento de mayor longitud , PR, se llama 
eje mayor de la elipse . El segmento GSes el eje 


menor dela elipse . Los puntos finales del eje mayor, 
P y R, son los vértices de la elipse. 


La elipse (2) es simétrica con respecto a EF y GH. 


El eje mayor es GH y el eje menor EF. Los vértices 
son los puntos G y H, 


(EDICIONES HUBINOS 


MEET ssl 


RELACIONES ) 


El punto donde el eje mayor y el eje menor se 
intersecan es el centro de la elipse. 

La gráfica de cualquier ecuación de la forma 
a? y 2 0 
qa +pz 7 Les una elipse cuyo centro es el punto 


(0;0) y cuyos vértices están en el eje X o en el eje K 
1) 'Trazar la gráfica de la elipse cuya ecuación es 


BS 
3 y =2- Encontrar las longitudes de los ejes , 


identificar los vértices y el centro de la elipse. 
RESOLUCIÓN : 


Ly E 
4 1 y 3 1 
AS NE 


* Six =0, entonces y = 43. Los y — intersectos 
son 3 y -3. 

*Siy= 0, entonces a» = 45. Los x- intersectos 
son 5 y-6. 

Se hace una tabla de valores para unos pocos puntos 
en el primer cuadrante . Después se usa la simetría 
para completar la gráfica : 


x 1 2 34 
3 3 12 9 
129 |2/210 2,7 | - 

y|¿4U=20|5 a 


Y A 
la mi ag 
5 259 A 


* La longitud del eje mayor es 10. 

* La longitud del eje menor es 6. 

* Los vértices son (5; 0) y (-5; 0). El centro es (0;0). 
111) Trozar la gráfica de la elipse 
49x*+16y*=784. Encontrar los vértices y las 
longitudes de los ejes. 


RESOLUCIÓN: 
* De: 49x* + 16y* = 784 
2 
1 
=> z + ol =1 se multiplica por ¿7 ambos lados 


de la ecuación. 


Los x — intersectos son +4. 
Los y — intersectos son-+7. 


* La elipse queda enmarcada en el rectángulo formado por 
las rectas x =-4,x =4, y =-7 y y=7. 

* Se calcula las coordenadas de unos pocos puntos en el 
primer cuadrante y se usa la simetría de la elipse para 
completar la gráfica: [x=] 1] 2 | 8 


y [6,8|6,0|4,6 


* Los vértices son (0; 7) y (0; 7). 
El eje mayor tiene 14 unidades de longitud . 
* El eje menor tiene 8 unidades de longitud . 


RESOLUCIÓN : 
al = 81 y b* = 4, de donde Ja] =9 y |b] = 2. 


Como |a| >|b], entonces el eje mayor es el segmento 
horizontal que une los puntos (-9 ; 0) y (9; 0). 


* Los focos están en el eje mayor a |c| unidades del 
centro (0; 0), donde e* = a? - b*] 

> c*=/81-4|= 77 >|c]=/77 
* Luego , los focos son los puntos ; 


(477;:0) y (-477;0) 
Y 


[OU FFDITITIAN 
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LA MIPÉRBOLA 


La hipérbola se define como el conjunto de puntos 
P(x ; y), tales que el valor absoluto de la diferencia 
entre las distancias de P a los focos F, , F, es igual 
a la constante 2a. 


Plazy), 


Y díF,+F.)=2c 


A A 
* Además : 20241? 
* De donde se reduce a : 
CATE 


a? be 


* Cuando el eje focal es paralelo al eje Y Ja ecuación 


CANE 


EJEMPLO 1: 
Trazar la gráfica de la hipérbola cuya ecuación es 
36y* —16x* = 576 . Identificar el centro, los vértices 
y las asíntotas. 
RESOLUCIÓN: 

y ox 
36y -16x? =676 >= Lenalse divide a 
ambos lados de la ecuación por 576) 


= Los y-intersectos son 4 y 4. 
= No hay a-intersectos. 

* Ninguna parte de la gráfica está entre las rectas 
y=1yy=4. 


Se hace una tabla de valores para unos pocos puntos 
en el primer cuadrante. 


x 1 | 2 J7]Seusala simetría de 
7 Tos lez [6 Me PiPSrbola para 
(aprox.) completar la gráfica. 


* El centro es (0; 0); los vértices son (0;-4), y (0:4). 


2 2 
Las asíntotas son las rectas y=37 y AT 


EN GENERAL: 
La gráfica de cualquier ecuación de la forma: 
z 
a - =1 es una hipérbola con las siguientes 


propiedades: 
1) La hipérbola es simétrica con respecto a ambos 
ejes. 
2) Los x-intersectos son a y - a. 

No hay y-intersectos. 


3) Ninguna parte de la hipérbola está entre las 
1 


rectas =a yx =-a. 
P b 
4) Las asíntotas son las rectas Y= 7% Y Y= 


5) Los focos son los puntos (e; 0) y (c; 0) donde 


=ar+b?. 


6) Gráfica: 


(EDICIONTS _RUBINOS HE s3= 


RELACIONES 


6) Y, -£=1 es una hipérbola con las siguientes 
E 


propiedades: 

1) La hipérbola es simétrica con respecto a ambos 
ejes. 

2) Los y- intersectos sonby- b. No 
x-intersectos. 


3) Ninguna parte de la hipérbola está entre las 
rectas y = byy=-b. 

4) Las asíntotas son las rectas 
65) Los focos son los puntos (0 ¡= €) y: (0 ; e) donde 
mat, Y 


hay 


= Lx yy=-2. 
A yy = A 


a=bjentonces las gráficas de 2-L=1 y LL 
son hipérbolas equiláteras. Las asíntotas de cada 
hipérbola son lás feetas. Ji=ar y ==. 
EJEMPLO: 

Encontrar los focos de la hipórbola cuya ecuación 


es: dx? —16y* =64. 


RESOLUCIÓN: 


«(se dividen ambos lados 
de la ecuación por 64) 


AL 
se? =4* 42? +0? =20 > le] = 20 = 2/5 


* Luego, los focos son (-2/5;0) y (245;0). 


GRÁFICA DE RELACIONES 
DEFINIDAS POK IVECUACIONES 


Para graficar una relación definida por una 
desigualdad : se obtiene graficando la igualdad ; 
esta divide al plano cartesiano en dos regiones, tal 
que una de ellas corresponde a la relación dada ; 
para determinar cuál de las regiones satisface , 
probamos con un punto cualquiera de una región y 
si sus componentes verifican la inecuación es la 
región correcta ; de lo contrario la región 
correspondiente a la relación es la otra, 


EJEMPLO 1: 

R=((x;y)€ R*/y>x+2) 
RESOLUCIÓN: 
* Graficamos: y =x+2 


como es una recta , tabulamos : 


o] ola 
o DE 


- 


* Observamos que la recta divide al plano en dos 
regiones R,, R,; probemos con el punto (0; 0) que 
pertenece a R,. 


(0:50) > y2x+2 Graficar : 
ES Dy> fl) IDy<f(x) Uy2f0) IV)ys fx) 
* Como (0; 0) ER, y transforma a la inecuación en RESOLUCIÓN: 


una proposición falsa , entonces, la R¿ cumple con D 
la condición de la relación la gráfica será : 


mn) 


34 


A GENERAL: EJEMPLO É: 


DON S=((x;y)€ RxR/ysx) 
y =/(%) RESOLUCIÓN: 
* El punto (x; y) satisface la condición y S x 
Cuando x toma todos los valores en el eje x la 
semirecta hallada barrerá toda la zona sombreada. 


Grafica: 
na > na 
My <f) S 
1) y 2 f(x) 
IV)ys fix) 
NA UCIÓN: EJEMPLO 4: 


m Y Graficar la desigualdad : x? + y? s 25 
RESOLUCIÓN: 
* La gráfica de x?4 y? =25 es el conjunto cuya 
distancia de (0; 0) es 6. La gráfica de la desigualdad 
consiste en los puntos cuya distancia de (0 ; 0) es 


menor o igual a 6. Estos puntos están en la 


circunferencia 2? + y? =25 y en su interior. 
- za Y 


EJEMPLO 2: 


(ENICIONTS ROTIÑNOS 


RELACIONES ) 


EJEMPLO 5: 
Graficar la desigualdad (x +2)? +(y—5)? <16. 
RESOLUCIÓN: 5 


*de: (x+ 2)? +(y-5)? < 16 

(a (2) +y-5J? <a? 
*La gráfica consiste en todos los puntos cuya 
distancia de (-2 5) es menor que 4. Estos puntos 
son los puntos que están en el interior de la 
circunferencia. La gráfica no incluye los puntos que 


están en el círculo (x—(-2)% +(y-5)* =4?. 


EJEMPLO 6 : 
Graficar la desigualdad : y? <-2x.. 
RESOLUCIÓN: 
* Se traza la gráfica de : y? =-2x 
x|0|-2|8 

y10|+2|[+4 . 
* Se toma un punto en una de las regiones 
determinadas por la parábola y se verifica si cumple 
la desigualdad. Tome por ejemplo (-3; 0). 

y <-21>0* <-2(-3)>0<6 
*Como O < 6 es verdadero, la gráfica consta de los 
puntos que están en el interior de la parábola, 


EJEMPLO 7: 
Graficar la desigualdad : 9x? + 4y? > 36 
RESOLUCIÓN: 

2 
* de: 9x* +4y? >36 ÓN se multiplica 


a ambos lados por 3g 


ye 


* Se traza, punteada la elipse Eee =1 
(punteada porque la desigualdad es ia tiaits 
mayor que). 

* Se toma un punto en una de las regiones 
determinadas por la elipse. Tome por ejemplo (0; 0) 
que está en el interior de la elipse. Se verifica si 
cumple la desigualdad E Ls >1. Como 0 >1 es 
falso, la gráfica consta de los puntos en el exterior 
de la elipse, 

Y 


EJEMPLO 8: 
Halle la gráfica de intersección de las relaciones: 
S=((x:9)/x s 2) AT =((x; 9)/y <x*) 
RESOLUCIÓN : 
Y Y 


[CAM AZ IZMEMZAA 
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SISTEMAS DE DESIGUALDADES 
LINEALES EN DOS VARIABLES 


Se consideran sistemas de desigualdades lineales en 
dos variables , e y , tales como: 

2x-3y>6 

x+2y<2 
La solución de un sistema de desigualdades lineales 
consiste de:todos los pares ordenados fa ; b) tales 
que la sustitución x= a, y = b satisfacen todas las 
desigualdades . 
Las gráficas de las desigualdades lineales se pueden 
usar para resolver sistemas de desigualdades 
lineales. 
Gráficamente la solución de un sistema de dos 
desigualdades lineales con dos variables es el 
conjunto de todos los pares ordenados de números 
correspondientes a los puntos de intersección de las 
gráficas de las dos desigualdades lineales (si estos 
puntos existen). 


EJEMPLO 1: 
Resolver gráficamente el sistema de desigualdades 


lineales : 2x-3y>6 
xa+2ys 2 
RESOLUCIÓN: 


* Se trazan las gráficas de las dos desigualdades 
lineales en un mismo plano cartesiano : , 


* La solución del sistema es la región que aparece 
más oscura (sombreada) 


* Observe que el par (2; -3) es una solución del 
sistema; 

2x-3y>6 

x+2ys2 


*Porque la sustitución x =2, y =-3 satisface 
ambas desigualdades : 


2(2)-3(-3)=13>6 n 2+2(-3)=4< 2 


EJEMPLO 2: 


Resolver gráficamente el sistema de desigualdades: 
Bx+ys6 
x-2ys-1 
x>2 


RESOLUCIÓN: 


* La intersección de las soluciones es 4, luego el 


sistema : It ys 6 
x-2s-1 
no tiene solución. |x>2 


OBSERVACIÓN : 


Como ya sabemos lo que es una relación, diremos 
que una función en matemática también es una 
relación. 

* Una función es un tipo especial de relación pero 
no toda relación puede ser una función. 

* Daremos unas nociones previa antes de dar la 
definición de FUNCIÓN. 

* Sean los conjuntos : 


:3;4) 

B = (u,d,t,c,) 
Y la relación «R» de «A» en «B», definida por: «a 
cada número le corresponde la primera letra de su 
nombre» : 
* Gráficamente : A R B 


Conjunto 
de partida| 


Conjunto 
de llegada 


R += ((1:u), (2d), (3;t), (4;c)) 
* Observamos que a cada elemento de «A» le 
a nde un único elemento de «Ba. A este tipo 
de relaciones se les llama funciones y se den: 


ota por: 
T: A>B 6 AB 
* Se lee : función «fs de «Ax en «B» 
* De donde : f=1(1;u), (2:d), (3;1), (4:c))- 


(EDICIONES RUTISOS 


RELACIONES) 


PROBLEMA 1: 


Sean: 
U=(1;2;3;4) 


- Ri=((x;y)eU*/x<y) 
R, =((x;y)0U*/x+y=5) 


Dos relaciones, determinar el número de elementos 


de R/¡UR,, 
A) 13 B) 10 C)6 DJ8 E)2 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando : R, 
A 
U Po U 


* De donde : 
R, =((1;2),(153),(1: 4),(2:3),(2; 9), (3: 9) 
Ro =((1:4),(2;3),(3; 2),(4: 1) 

* Entonces : 
R¡UR¿=((152),(133),(1:4),(2:9),(2:9,(3:4),(3: 23,(45 0) 
* Luego: n(R¡u B,)=8 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 2: 
Sea: 

S=((x;9)e R*/x? -y*-3x+2y-1=0) 
Determinar el dominio de «S». 
AJ(0;31 B)=orolu[3;+) CIR DJ4 EJR-(0) 
RESOLUCIÓN: . 
* Esta relación está definida por una igualdad. En 
relaciones de este tipo se suele despejar una variable 
y analizar los valores de la otra variable : 
* Para hallar Dom(S),«despejamos y», completando 
cuadrados : 
y?-2y+1=a*-3x 
> (y-1? =x? - 3x 
* Como (y-1P 20=>x*-3x 20 
> 1(x-3)20 


>Dom(S)= (-o;01u [3;+00) 


PROBLEMA 3: 
Sea A=(xe N/xS 8); si definimos: 
Ri=((x5y)e A? /y=2x) 
Ra =((a;y)e A?/y=x"-1) 
Ry=Í(x:y)e A?/x2<2ny> 6), entonces 
n(R¡)+n(R>)+n(Ry) es igual a: 
A) 15 B)17 C) 19 D) 14 
RESOLUCIÓN : 
*Determinemos los elementos de R,, R, y Ry 
R, =((00),(152),(2; 4),(3:6),(4:8)) 
:0),(2;3),(3;8)) 
(0;7),(0:8),(1:7),(1:8),(2:7),(2:8)) 


Ej 12 


n(R,)=5,n(R¿)=3, n(Ry)=6 
> N(R,)+n(R,)+n(R,)=14 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 4: 
Graficar las siguientes relaciones : 
DR; = ((x5y) e R?/y=5, x e<-2;11) 
IDR, =((x;y)€ R?/x=-1, y e<-1:31) 
TDR, =((x;3)€R*/y=3x=1,x el1:0)) 
RESOLUCIÓN: 
1D 


PROBLEMA 5: 
Graficar ; a 
B=l(x:y) ER? /(x+yMx=y+0=0,x € 


CAL OEM 


EE(sz28 ) 
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RESOLUCIÓN: 
* Como la regla de correspondencia de R es : 
(yy +)=00 a 
x+y=0 v x-y+r1=0 
y==x v y=x+1 


* Tiene dos condiciones , entonces , la gráfica es la 
unión dé las dog rectas. 


PROBLEMA 6: 

Graficar : 

DB,= ((x;y)€ R?/y=-x* +4x-1, x e l0;3)) 
IDR) =((x5y)€ R*/x= y? -4y-2, x el-253)) 
RESOLUCIÓN 
D) Transformando : 


> -y=x*-4x+1 


y=-x*+4x-1 


> -y=x*-dx+4-4+1 
> -y=lx-2-3>y=3-(x-2P 
* Graficando : 


| y 
0 |-1 
3|2 
= — 


1) Transformando: 
x=y -4y-2 
> x= y -dyrd-4-2 
> +6=(y-2% >x=(y-2%-6 

* Graficando : 


PROBLEMA 7: 
Ri=l(x;y)eR?1x?+y?s 4) 
R¿=((x:y)€ R?lysx) 

Determinar el área determinada por R; Ra 

RESOLUCIÓN: 


* Graficamos x*+y*=4; su gráfica es una 
circunferencia de centro (0 ; 0) y de radio 2. 


* Como (0;0) transforma a la inecuación en una 
proposición verdadera, la región interior 


corresponde a la gráfica de R,. 


> Grafíquemos y = x; su gráfica es una recta. 


3 
oe 


* Como (0.; -1) eR; transforma a la inecuación 
y<x en una proposición verdadera, la región R, 
corresponde a la gráfica. 


* La gráfica de R,ORe será : 


+ El área de la región sombreada es: 
2 
S,=2r2/258,= E 


PROBLEMA 8: 
Resolver el siguiente sistema de inecuaciones: 


=2x1 


HELACIONES) 


RESOLUCIÓN: 
OBSERVACIONES z 

* Cada inecuación representa un semiplano, incluida 
la recta frontera. 

* Geométricamente, ¿Qué representa el conjunto 
solución del sistema , es decir , el conjunto de los 
pares ordenados de números reales que satisfacen a 
la vez las cuatro inecuaciones? 

* Para determinar cuál es la región del plano que 
corresponde a la inecuación, basta encontrar un par 
ordenado cualquiera que satisfaga la inecuación. La 
región a la que pertenece el punto es la solución. 

* El conjunto de pares ordenados de números reales 
(x ; y) que satisfacen al sistema anterior es la región 
sombreada. 


+ Esta región poligonal convexa de los puntos 

solución suele denominarse región de puntos 

posibles. 

* Podemos desear conocer cuáles de los puntos 
maximizan o minimizan cierta función (que 

se llamará función objetivo) que depende del 

sistema dado. : 

PROBLEMÁ 9 : 


RESOLUCIÓN : 
* Esta relación (en R*) está definida por una 
desigualdad. En relaciones de este tipo (con 
desigualdades) la gráfica resulta una región del 
plano. 


R:ly-x3Sx A x20 
DIAS Ys 
>20<y An ys2x 
* Graficamos primero las rectas y= 0 (eje X) 
A y=2x (los bordes de la región) 


+ Luego, ubicamos las regiones correspondientes 

320: es la región Sobre el eje X, el semiplano 

superior (incluyendo la recta). 

y<2x: en la región en la que los pares tienen 

ordenada menor o igual que la de la recta (región 

bajo la recta y = 2x). 

* Luego R es la intersección de estos semiplanos. 
=> Dom(R)=[0;+w)=|Ran(R) 


-* Así Dom(R)o Ran(R)=Í0;+0) 


RPTA: “B” 


PROBLEMA 10: 


RESOLUCIÓN: 
* Graficamos 
Rixd+y<2 a y sx 
Gixt+y?=2 A Piy=x 
OBSERVACIONES 
* La circunferencia separa al plano en dos regiones 
disjuntas y sólo una corresponde a la desigualdad 
x*+y?<2. Por ello bastará probar con algún 
punto de una de las regiones, por ejemplo 
(0; 0): 0? +0? < 2 ezverdadera. Luego x*+y<2 
corresponde la región sombreada, que contiene el 
punto (0; 0). 
* Análogamente podemos usar (1; 0) en 
y <x>0*<1 es verdadera, luego es la otra 
región sombreada que contiene el punto (1; 0). 
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* Luego, 2a +4b=-1- 5 +-2+ 2/5 =/5-3 
RPTA: “D” 

PROBLEMA 12: 

La grálica de la región definida porel conjunto) 

5) ERXR/x7+y <4y+16n3%+25 y) 


rel 


Add El 


* De la intersección de estas dos regiones 
(émbradas) del'pleno, resulta; grátiénmente la 
relación R. X 
NP: TL >ea=1,y=tl a Y D) Y 
y =x,x20 y 4 
* Luego, proyectando la gráfica de R al eje Y se tiene: 
Ran(R)=[-1;1)- 


RPTA: “D” x XxX 
PROBLEMA 11: RESOLUCION: 
pu dominio de As AR * Dela primera: 22 +(y-2)? < (2/5)% 
R=((x;9)€R lx? +y=250ny-x=120) + Graficando el conjunto Á se tiene : 
es [a;b], hallar 2a+4b Y 
ANS BI2/5-1 CNG+1 DANG-8- E) 
RESOLUCIÓN: 
R:ix*+y-2<0 5 y-x—-1>0 

* Graficamos: 

Prix? =Ay—2)A 2 :y=x +1 X 

V(0;2), p<0 


* Probamos con el punto (0; 0) para determinar las 


regiones correspondientes: PROBLEMA 13: 


En la figura adjunta se muestra la región R limitada 
por las rectas Lj» Ly y Ly. ¿Cuál de los siguientes 
puntos pertenece a R? 


POP: =Ax+1-2) 


»a+x-1=0 ¿ 
o ADD 1448 A) 241) B)(32) 0030 DI(2%) EJ a50, 
' 20) 2 


RESOLUCIÓN: 


iba de . + Dela figúro; la región coll Jade 


B 


(EDICIONES RUBINOS liado METAN [iso HELACIONES 


ne (1) D= ¿024 > y=Í(2=6)n y=-2-8 
EN y 14) Ea 
7 O E 
< >:i=2ny=65>D=(2 
* De (11) - 3(1II): Es 
» 4 
0>=-3(4-2)>x<3 > 0<x<3 Lego nda o 
*Para =1: RPTA: “C” 
y<l 3 
12 l<y< PROBLEMA 15: 
y>5 S y. ue 
* Ninguno de los pares dados satisfacen éstas 
condiciones. 
*Para x=2: 
y<2 ; 
DE<y<2 - 
> 5 35? RESOLUCIÓN : 
. 
* También ningún par satisfacen las condiciones E 
anteriores, yax?-6x+12  [y2(x-3) +8 
*Para 2 =2,4: LA EN E) 
ys qon ys 7 +2 
I<24 08 ld 
y? USA ¿2 * Graficando el sistema ; 
* Luego , el par es: (2,4 ;1) A) MX  y=03+3 


RETA DIA 
PROBLEMA 14: (yr 


A) 1 0 3 "Ena: y=(x-3+3=%+2 

RESOLUCIÓN: y 

* Realizando la gráfica de A : 
Y > 0=dv s-=0 


> 2x* -13x+20=0 


*Para x,=4:y,=4>A=(4;4) 


* Para e lim= > B= 


* Luego : (1+ Yma: =8 
Liga 45 Z RPTA: “E” 


PROBLEMA 16: 


B=2,0%>y=x+3 Ay=-x3+6 
>xi=1 5 y=4>B=(1;4) 


CAL GAIA J5(s32 
4) B) 
: . 8 
> xXx 
D) Y 
Xx 


RESOLUCIÓN: 
* La primera: y2(x-1+8 


* La segunda: y <|x+2]+ 2 
* Haciendo la gráfica del conjunto, se obtiene lo 
siguiente: Y 


Xx 
RPTA: “D” 

PROBLEMA 17: 

La gráfica de la región definida por el conjunto 

M=((x;9y) e RxRI|x-9]21Alx1+|p/'5 2) es: 


Y BD CY 
; aa >> 


RESOLUCIÓN: 
. . 
De lx-yz21>x-y21vx-ys-1 
> ysx=lvy2x+1 


y 8u gráfica es como sigue : 


y=w1 


* La gráfica de |x| +|y|< 2 es: 


* La intersección de éstas dos es la región definida 
por M. 

RPTA: “A” 
PROBLEMA 18: 
En la figura adjunta se muestra la región R limitada 
por las curvas C,:x=3y? y Cy:x+y=2, 
o el sistema cuya representación gráfica 
esR. Yi 


2 2 
A): xs 3y B) By sx Cc) sx 
a+ys2 (as 2-y x22-y 
3y Brsy 
DJs NE 
.+.y22 a+ys2 
RESOLUCIÓN: 


* Nótese que la región R de la figura es la 
intersección de las dos regiones siguientes: 
Y 


* Luego , el sistema será : * La gráfica de D es el semiplano por encima del eje 
ES ¡PERES <x», Intersectando estas tres regiones, se obtiene: 


ss. - 
RPTA: “B” 


r23y* 


PROBREMA 1 0: 


RESOLUCIÓN : 
* Delo pedido : 


(AUB AD= AC ABAD) : 
AC=((x;y)e RxRI( y RESOLUCIÓN: 
> AC=((ajy)e Po * Dela gráfica : 

* Y su gráfica es: 


Y; 


* La gráfica de Bes: * R está en el primer cuadrante (incluido los ejes) 

>x20ny>0 P 

* La franja de R es la intersección de las regiones 

definidas por: x+y21 A x+y<2 

* Luego: R está definida por : ' 
dois 


20 A y20 
RPTA: “D” 


ARAFAT 
PROBLEMA 21: 


Una de las aplicaciones del sistema de inecuaciones 
lineales es la programación lineal, el cual consiste 
en optimizar (maximizar o minimizar) una función 
objetivo, sujeto a ciertas restricciones (Las cuales 
forman una región poligonal cerrada). 
Para optimizar la función objetivo F(x; y) se evalúa 
en cada uno de los vértices de la región poligonal. 
APLICACI ÓN: 
En una urbanización se van a construir casas de 
dos tipos, económicas y súper económicas. La 
empresa constructora dispone de 1800 000 dólares, 
el costo de cada tipoo de casa es 30 000 y 20 000 
dólares respectivamente. La municipalidad exige 
que el número total de casas no deben ser superior 
a 80, Sabiendo que el beneficio por la venta de una 
casa económica es de $ 4000 y por la súper 
económica es $ 3 000, entonces el número de casas 
de cada tipo que se deben construir para obtener el 
máximo beneficio es: 
A) 0;80 B) 60;20 C)60;30  D) 40:40 E)20:60 
RESOLUCIÓN : 
* Sea x : N” casas económicas 

y: N” casas súper económicas 
* y sea Fla función «Beneficio» 


Fx; y) = 4000x + 3000y 6 F(x; y) =10%(4x + 3y) 


* Restricciones: x,y € No z 
80.000x + 20000y < 1800000 
x+ys80 


* Graficando la región poligonal generada por las 
restricciones: 


* Donde: A =(0;80) , B=(20:60) 
C=(60;0), O =(0;0) 

* Eyaluando F en cada uno de éstos puntos: 

*EnA: F(0;80)=10*(3x80)=240000 

* En B: F(20;60)=10*(4x 20 +3x60)= 

* En C; F(60;0)=10*(4x60) = 240 000 


260000 


Do CETa o meo ATT 


* En O: F(0;0)=0 
* Luego , el máximo beneficio se obtiene para: 
x=20.y=60 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 22: 


En la figura adjunta se muestra la región R 
sombreada : 


Si la región R se puede representar mediante un 
sistema de inecuaciones, entonces el sistema es: 


2 2 
A lol2 x? B) sx o l=x?+1 
A+yss n+y>4 A+ysd 
RESOLUCIÓN: 


* Nótese que la región sombreada es la intersección 
de estas dos regiones: 
Y 


ae +y<d 


2 
* Luego, R está definida por : => 
+ y sd 
RPTA: “A 


Si S=((x;y)e RxR/y+1<x*) 
=> La región anterior está dada por : 

SC =((x;y)e RxR/y+12x*) 
2Z)ys2x A 1 


Y, 


AJO 1 ] 
RESOLUCIÓN: 
*De: + y? ln a+ y? <6y-8 

s»airy sia a+ (y 3) S1 
* Graficando : 


ais A SAS 
> La región está dada por M. 
* Luego, la región pedida está dada por : 
*No hay intersección , Con lo cual : A=4;m(A)=0 AGD scom=m-s 
RPTA: “A? 0 RPTA: “D” 


PROBLEMA 24 
> s los con; 


RESOLUCIÓN: 
* La gráfica de y >|x] es: 
Y, 


RESOLUCIÓ. 
* Nótese que la región sombreada de la figura es la 
intersección de las dos regiones siguientes: 

1) y 


y2ax*-1 


A AGIENEREAA 13 E RN CICLOPEDIA 2012) 


*La gráfica de : ld+)]>101d+)<2 que es lo 
mismo que : 1sld+|ys2 es z 


La intersección de éstas dos genera la región 
definida por el conjunto A . 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 26 : 


e que a la gráfica de la región 


RESOLUCIÓN : 
* De «M», se obtiene ; 
lyal-la2y3]> 0 n ty? +2tylox?y?<0 

> y (ll |) >002*y*(27+ y? -1)<0 
>ay*0nlx1-|y)>00x* +y*-1<0 

aye 0 aldo loja it + y? <1 

+ Con lo cual Miqueda así: 
M=((x:y)eRXR/xy20Alx1> ly] n3*4+y*<1) 


in Eáscado [12 ly] és: 
Y 


de: 2% +y* <1 es el interior de un disco, 


centrado en el origen y con radio 1 (sin el borde). 
* Luego , intersectando se obtiene : 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 27: 
Los valores reales x e y que satisfacen el sister 
fat+yr<2lad 
set A 
Forman la región sombreada ropresentada por 


RESOLUCIÓN: 


* Della primera : (x|- 1)? + y? < 1 cuya gráfica es : 
Y; 


(0 +1) +y?=1 


(EDICIONES HUBINOS 


LIZA + 


RELACIONES) 


* La intersección de éstas dos regiones es la región 
definida por el sistema. 
. RPTA: “D” 


PRIMERARRAGTICANDIRIGIDA 


(07) Srí4a-2; 2b + 1) = (18; 7) 


Hallar: “a +b” 
AJ2 B)4 c)6 D)8 E)9 


(1) Silos pares ordenados (a* + 1; 6-2) y (10; 6) 
son iguales. Hallar (a ; 6). 
AJ(456) B)(152) C)(3;7) D)(2:3) E)(1;2) 


(E) Silos pares ordenados (3y=1 ; 10),(11:2x+4). 


Hallar: x - y 
A)3 B)-1 C)-2 


(E) Dado los conjuntos: 
A=(2;4:56)1yB=(7;9;10) 
aJAxB BBXA 

(6) Dado los conjuntos: 

A=(reN/I<x<6)  B=ixeN/3SX37) 
Hallar: a)MAXB)  d)M(BXA) . 
(00) Sen “R” dedofinida en A x A tales que: 


D)J4 E)-6 


Hallar: 


A=13:5;7) R=((a;bJeAxA /x<y) 
A) Res transitiva B) R es reflexiva C) R es sinétrica 
D)AyB EJByC _ e 
(03) Dado: A = (1; 2; 3,4) 
Hallar: AXA 
(03) Sean 1os conjuntos: 

A = (1:22 3; 8; 9); 
Se define la relación 
R=((a;b)e Ax B /a + b= impar) 
Calcular: n(R) 


B = (13; 6:7; 9). 


AJ7 B)8 C)9 D) 10 E) 12 
(09) Dado los conjuntos: 
A=12;4;6 B=(1:2:3;4;6;6). 


Se define la relación R=((a;b)e A Xx B /asB) 


B) (2;4;6 ;8) 
E) NA. 


C)11:2:3;4) 


| C)Rango (R) = B 
A) EVVF  B)VFFV  C)FVFV  D)FVVV EJNA. 


(O) Sean los conjuntos: 


A 4; 6; 6; 8), B = (1; 2; 3; 4; 6) y “R” una 
relación: 


R= ((a;b)e AxB/a <b ); Calcular n(R)) 


AJ3 B)4 05 DJ6 E)7 
(O) Sea: A=13; 4; 6), B=19; 12; 14). Sea la 
relación: 

R=(a;b) e AXB Ib=3a; Calcular n(R) 

AJ2 B)3 C)6 D)7 EJ4 
(O) Se: A = (2:6;7;8), B=14;10;14;16). 
Sea la relación: 

R=((a;b)e Ax B/b=2a); Calcular n (R) 

4)2 B)8 0)4 DJ5 EJ6 

(13) En una relación “R*”* definida en “AxB”. 


Indicar. Verdadero (V) o Falso (F) según 
corresponda: 
AIn(Ax B) = n(A)x n(B) 


B)Dom(R) A 
D)JAxB=BxA 


(L) Enel conjunto A = (1; 2; 3; 4; 6; 6) se define 


la relación por R = ((x; y)e AXA / “x es divisor 
de y”). Hallar el valor de verdad de las siguientes 
afirmaciones. 


D) Rea reflexiva 
111) R es simétrica. 
A)VFF. — B)FVV  C)VFV  D)FVF  EJNA 
(6) Sea el conjunto A =(1; 2; 3) enel cuál se define 
la relación R. 

R=((x; y)/x + y < 6), entonces “R” será 

A) Simétrica B)Reflexiva — C)Transitiva 
D) Simétrica y transitiva E) N.A 

(1d) Si: A = 11; 2; 3). Determinar cual(es) de las 
siguientes relaciones es reflexiva. 

R, = ((151); (152); (252); (3; 1)) 


1) Res Transitiva 


BR, =((1 (2 5 2,); (3,3)) 
Ry = ((1 53); (25 2); (131); (1 ; 2); (3; 3)) 
A)Todas — B)R, C)R,  DJR, E)R,yR, 


(1) Sea el conjunto A=(2; 3:6) en el cuál se define 
la relación “R” 


R=((x;3) /x + y <8), entonces “R” será: 


CALI 


(s38 )| 


lato. 


A)Reflexiva B) Reflexiva, simétrica C) Simétrica 
D) Transitiva E) Simétrica y Transitiva 


(£3) Dada la siguiente igualdad de pares ordenados: 
(259 +6) =(%+24;3y). 
Indicar “xy” 

AJ6 B)8 c)10 
(19) Sexn los conjuntos: 
A =11:3; 4; 6; 6); B = (2; 4; 6) y la relación “R” 
R=i(asb)e AxB / a +b=7) 
¿Cuántos elementos tiene R? 
AJ2 B)3 C)4 


D)12 E)16 


D)J6 E)6 


E0 Si tenemos el conjunto A = (2; 3; 4; 6; 6) y 
la relación “R*” 

R=(x;y)e Ax A /y>x) 
Hallar Dy A Rp 
AJ 16) B)18,4) 


0) 12,6) D)(2,3,4) E) (3, 4,5) 


(02) Dada la siguiente igualdad de pares ordenados: 
(2x + 6; 18) = (17; 4y -2) 
Indicar “xy —x + y” 
(03) Dados los conjuntos: 
A=(aeN /aesimpar) B =1beNsib es par) 
R=((a;b)e A X B/a+b es primo menor que 10) 
Calcular n(R). 
(63) Calcular “a + b” sabiendo que: 
(a + b; 8) = (16;a - b) 
(9 Sean: A = (25946) ; B= 13; 6:7:10) y 


R= ( (59) e AxB/ “x divide a y” exactamente) 


entonces n(R) es; + 
(03) Dados los conjuntos: 
A= (1:23; 46); B=13;4;6; 7; 8) 
y Rai(x;y)e AxB/ y =x% +2) 
(09) Si: A = tz /x es par menor que 6) 
Ez ((a:B)e A x A/a = b); entonces “R” será: 


A) reflexiva B) simétrica C)transitica 
DJAYB E)ByC 


(02) La relación “R” está definida en el conjunto: 
A = (2; 3; 6) siendo R = ((a;b)e AxA/ ab) 
¿Qué propiedad o propiedades cumple “R”? 

A) reflexiva B) simétrica C)transitiva 
D)AyB E) NA. 


(03) Sea “R” definida en “A x A” tales que: 
A=12;4; 6); R=((a;b)e AxA/ u es múltiplo 


de 6) 

entonces “R” es : 

A) Res simétrica B) Res reflexiva 

C) Res transitiva D) R es de equivalencia 
E) NA. 


(9) Dedo: 


A = 12; 4; 6) se define la relación “R” tal que si: 
(2; 4); (2.5 6); (4; 4); (4; 6); (6;6)) 


A) Reflexiva B)Simétrica 
C) Simétrica y Transitiva DJAyC 
E) R es de orden 


(0d) Sea “R” definida en “A x A” tales que: 
A=(1;3;6;9); R=((a;b)e AxAJ“..... es divisor 


de v.....””Y 

entonces “R” es: 

A) Res simétrica B) Res reflexiva 
C) Res transitiva D)AyB 


E) Res equivalente 


(DSi: A=(x/x eN ; 4<x<8) , el número de 
pares de B= ((a;b)e Ax A/a+b=12) es: 


AJ1 B)2 C13 D4 

(3) si A=11;2:3) y B=1051:2), halla el número 

de elementos de AX B 

AJ6 BJ6 C)9 

0d) si A=12;4;6;8), B=(153:657) y 

C=((a;b) e AXB/a<b) , el número de elementos de 
es: 


D)3 


AJ5  Bja  C)J4  DJG 


(0) Si el par ordenado (x+3;9-2) es iguala (4,3), 
el valor de x + y es: E 


AJ6 B)7 05 D)J8 fm 


(EDICIONES REBINOS 


— JE 559 0ES 


RELACIONES, 


03 Sabiendo que C=(fa;b)e AXxB/a-b=2)» 
¿cuál de los siguientes pares ordenados no pertenece 
aC? 

AJ(S:1) BIG: CI4:-6)  D)(3:-5) 
(ODSi los pares ordenados: (2a+2;14), (10:b*-2) 
son iguales . Hallar «a-+b» 


A)8 «BJ9 . Cc) 10 Di E) 12 


(0d Si: A=14 ; 7:10; 12) y B=11; 3; 8) 
Determinar: R=((a:b) e AXB/a<b); dar «n(R)» 
A)1 B)2 CJ3 DJ4 EJ 6 
(0) Si: A=(1:2:4) y B=1154:9) 
Determinar «R» y dar el número de elementos de su 
dominio. 
R=((2:9) e AxB/2 =y) 

A)J1 Bj2 C)3 Dj4 EJ5 
(0) Indicar verdadero (V) o falso (FF), según 
corresponda; respecto a una relación «R» definida 
de «A» en «B» 
D n(AxB)=n(A)xn(B) 
11) (Rango) =n(Dominio) > 
ID RCAxB a 
A) VFV_ B)VVF D) VFF, E)FVV 
(UD) En el diagrama sagital, cuáles bh Aegla de 
correspondencia: 

(mm) Gay (m) 


C) vvv 


B)M=N C) M+1=N 


A)MSN é 
E) más de una es correcta 


D)M<N 
(DO) Dado el conjunto: A=(1; 25 3; 4) 

¿Cuáles de las siguientes relaciones son reflexivas? 
R, = 1(1:D, (22), (4:4)) 

Ry = 1(1:D), (353), (4:4)) 

R, = (13D), (2:2), (3:3), (4:4)) 


A) Todas B) Sólo R, 
D) Sólo R, E)R, yR, 


(D) ¿Cuál es la gráfica del producto cartesiano 
AXB de los intervalos: A=/2;4) y B=[3:6)? 


C) Sélo R, 


A) 


(BHEn R se definen las relaciones: 
R, = ((x;y)€ Rx Rlx? + y?= 9) 
R, = ((=;y)€ ExR/x-3y =0) 
¿Cuál de las siguientes gráficas representa mejor a 
R¡UR,? 


ss 
5 


(E)Dados los intervalos: A=(-1:4) y B =[-2;6] 
¿cuál de los siguientes pares ordenados pertenecen 
al producto cartesiano de A y B? 
A) (1; 2) B) 1; 6) 
D) (4; 5) E) (152) 


(5) En R se definen las relaciones: 
S= ((x;y) e RxR/y=x? -4x + 3) 
= ((x9) e RxRl y =-2x-2) 


¿Cuál es ed número de elementos de SAT? 
AJO B)1 C)2 DJ3 E) 4 


((O Hallar el rango de la relación definida por: 
R=((x,y)ERx=R /x?+y? —4x—6y + 9=0) 
A)E2;2] B)E3:1] C) 1136] D)[4:0] .E) 10; 4] 

(D'En R se definen las relaciones: 
Ri=l(x;y)eRxRly =x*-2) 
Re=l(x;y) e RxR/y=-x*+ dx) 

¿Cuál de las siguientes gráficas representa mejor la 

región comprendida entre R, y R,? 


CC) (4;-2) 


— A A O 


A ARIZIENEA 
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B) Y 
Xx 
D) z : 
= 
(13) En R se definen las relaciones: 
Ri=[(aiy)eRxR1x? + y9=4) 
Ra=l(xiy)eRxR /x? + y?= 16) 


Ry=i(x3y) e RxR] y=lx1) 


¿Cuál de las siguientes gráficas representa mejor la 
región Pi entre E 2 y A? 


En E se definen las relaciones: 
y= (cy) € RxRIl y=x?+ 2x2) 


e (iy) e RxR]|y=x) 


Hallar el dominio de la relación determinada por la 
región comprendida entre R, y Ry. 
AJ=2; 1) B)[=3;0] C)[154]  D)-4;-1] EJ[O; 3] 


0) Bosquejar la gráfica de la relación: 
R= (ey) ERxRlx? —xy-2y?=0) 


Es 


ED Sea la relación «R» definida en los números 


naturales por; 
R=((a;b) e NINa+2b=10) 


Hallar: Dom(R)n Ran(R) 


a) 14) B)12:4) 0)10;2;:4) 
D) (0; 2) E) (4; 6) 

(E) Sea la relación «R» definida en «A», donde ; 
A= 53) 


R = (151), (22), (152), (251), (33), (3;1), (153)Y 
Afirmamos: 

1) «R» es reflexiva 
TI) «R» es transitiva 


A) Sólo 1 B) Sólo 11 
D)1y 1H E) Todas 


E3) Si: M=12 3; 4), hallar «n(R)», sis 


R=((x; y) e M?/x+y < 6) 
Bj2 C)3 DJ4 EJ6 


1) «R» es simétrica 


C) Sólo 1H 


41 


Ed si: A=(2;3;4;5) 


Hallar el n/[Ran(R)]; si R=((x; y) e A? [x+y=7) 
AJ1 


Bj2 Cj3 D)J4 E)J5 


(O El valor dex + y si (2x y ;x +2y) =(6;0) es: 
AJ6 B)65 C)4 D)3 


(OYSabiendo que: A=(1; 6; 9; 13) y B=12; 6; 10), 
halla el número de elementos R si: 


R=((a;b)/(a;b)e Bx A, sia>b) 


A)J3 Bj4 C)j6 DJ5 


(E) Si A tiene 2 elementos y B tiene 3 elementos, 
el siguiente diagrama pertenece a : 


AJAXA  B)BxB C)BxA D) AXB 


CLAVES 
01)C ,03)C 03)D 0%)A 05) BE 
06) 1 07) B 08)B 09) A 10) E 
11)D -12)D 18)B 1%)E 05)€C 
16)E 1DB 18)A  19A 
0I)C 03)C  03)C 


(EDICIONES RUBIÑOS 


FUNCIONES ) 


OBJETIVOS : 


* Saber reconocer a una función, así como 
determinar su dominio y rango. 

* Graficar adecuadamente todo tipo de funciones 
elementales. 

* Conocer otras características de algunas funciones 
especiales. 

IVTIRODUCCIÓN : 


Uno de los conceptos más importantes del análisis 
matemático es sin duda el concepto de función cuyo 
origen e invención no están del todo claro, tal es así 
que durante todo el siglo XVIII se desató una larga 
y cruel polémica entre los matemáticos ingleses y 
Jos del continente europeo. Los ingleses acusaban a 
Leibnitz de haber traducido la obra de Newton: 
(Inglaterra 1642 - 1727) y los del contienente 
europeo argumentaban que Newton era el ladrón: 
Actualmente, mediante una función, los 
matemáticos buscan describir de la forma más 
precisa , la relación que existe entre doa variables ; 
en especial si éstas corresponden a'aspectos de la 
vida real, como por ejemplo: ciertos cambios de los 
fenómenos físicos en el tiempo; la relación entre el 
precio de un producto y su aceptación en el mercado 
, 0 la dependencia entre el costo financiado de un 
bien y el número de cuotas a pagar, etc. Ensíntesis, 
empleamos funciones para analizar 
numéricamente las relaciones de causa y 
efecto, es decir la correspondencia entre un valor 
de entrada y otro de'salida . 


Una función es una relación especial. 
Dlustremos esta especialidad con unos ejemplos: 


La máquina "F" realiza una función : cumple la tarea 
de colocar una única tapa a cada botella. 


Observemos que en nuestro ejemplo relacionamos 


g26 


dos conjuntos , las botellas que llamaremos dominio 
y las tapas que llamaremos codominio de la relación. 


A esta clase de relación la llamaremos "Función' 
Consideremos ahora la siguiente “máquina” F. 


R...2,1 (] 


El dominio de la función F es el conjunto de los 
reales y el codominio es el mismo. 
Al entrar un número en F, la "máquina" lo triplica 
y lesuma dos ; por ejemplo , al entrar el 1 sale el 6; 
al entrar el 3 sale el 11, ete. Realmente lo que se 
tiene es una relación entre dos conjuntos ; y la 
formalizamos, así : 
F:R >. R tal que a cada x del dominio le asigna un 
único elemento en el codominio , los elementos del 
codominio que son asignados a elementos del 
domino se les llama imágenes, Nuestro ejemplo se 
formaliza, así : 
FRRIR F(x)=3+2 

1>65 
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xa > Fíx) 
Muchas figuras geométricas que se ven en la vida 
cotidiana , pueden representarse por gráficas de 
funciones. 


* La parábola y = a? en una antena parabólica. 


* El electroencefalograma de una persona durante 
el sueño profundo, tiene similitud a la gráfica de un 
senoide . 


* La ecuación que representa la forma del cable es: 
y= Ele" +8") donde a es un número real. 


Se dice que la gráfica tiene forma de catenaria, 
palabra derivada del latín, que designa lo referente 


a una cadena. A 


q 3 é4é) Y 


CONCEPTOS PREVIOS 


CORRESPONDENCIA: 


La noción de correspondencia se nos presenta con 
frecuencia en nuestra vida diaria, y es un punto 
importante para entender lo que es una función. 


EJEMPLOS : . 


* A cada libro de una biblioteca le corresponde un 
número de páginas que tiene . 


* A cada ser humano le corresponde Una fecha de 
nacimiento . 

Para cada correspondencia en el ejemplo anterior 
se necesitan dos conjuntos, A y B. En el primer 
ejemplo, A representa el conjunto de libros de una 
biblioteca, y B es el conjunto de enteros positivos. 
A cada libro, «, en: "A", corresponde un entero 
positivo "y" en B_, que es el número de páginas de 


ese libro. (A 


Figura 1 
A veces se representan las correspondencias 
mediante diagrama del tipo de la Figura 1, en el 
cual los conjuntos A y B están representados por 
puntos dentro de regiones de un plano. La flecha 
curva indica que el elemento y de B corresponde al 
elemento + de A . Es importante hacer notar que a 
cada *x” en A corresponde exactamente una “y” 


Sin embargo, el mismo elemento de B' puede 
corresponder a diversos elementos de A (ver 
figura 2). Por ejemplo dos libros pueden tener el 
mismo número de páginas , dos personas o más 
pueden tener el mismo aniversario. 


APLICACIÓN : 


Una aplicación es una correspondencia en la que a 
cada elemento del conjunto de partida se le asocia 
un único elemento del conjunto de llegada. 


Toda aplicación es una correspondencia pero no toda 
correspondencia es una aplicación. Sabemos que 
en una correspondencia podemos asociar un 
elemento de A con cualquiera de los elementos de 
B, dado un criterio establecido que los relaciona. 
Una correspondencia , bajo ciertas condiciones, es 
una aplicación . 


EJEMPLO: 

Dados A=(2;3;4) y B=(4;6;8;10) establecemos 
la correspondencia f definida por «a divide b» y g 
definida por «2a = b» y las graficamos. 


RA>B=((34)(36),(2:8),(2:10),(3:6),(4:4),(4:8)) 
gA>B=((2:4),(36),(4:8)) 


*En los ejemplos vemos 
correspondencia . 


Sólo: g: A» B: responde al concepto de aplicación 
porque en ella el conjunto de partida coincide con el 
conjunto dominio y a cada elemento del domino le 
corresponde una sola imagen. 


APLICACIÓN INYECTIVA : 


Una aplicación es inyectiva cuando todo elemento 
del conjunto de llegada que es imagen sólo tiene una 
antimagen en el conjunto dominio. 

Dados: A=(1;2;3) y B=[2;4;6;8), definimos la 


correspondencia; A > Bpor el criterio wa =2> 
y la graficamos. 


dos tipos de 


(EDICIONES _RUBINOS 


lirio FUNCIONES) 


H:A >B =((132),(2;4),(3;6)) 
h 


A $ E 


> 


2 
ye oz 
¡E 

- 8 


En una. aplicación inyectiva, no es necesario que el 
conjunto rango coincida con el conjunto de 
llegada. 

APLICACIÓN SURYECTIVA : 

Una aplicación es suryectiva cuando el conjunto de 
llegada coincide con el conjunto rango. 
EJEMPLO: 

Dados A=(3;2;4) y B=(13:4), establecemos la 
correspondencia f': A > B definida por «a es divisor 
de b» y la graficamos 


RA>B=((353)(2:4(454)) 1 

* En esta aplicación el conjunto rango coincide con 
el conjunto de llegada , por eso f'es yna aplicación 
suryectiva. 

APLICACIÓN BIFECTIVA : 

Una aplicación es biyectiva cuando es a la vez 
inyectiva y suryectiva. 

EJEMPLO: 

Dado : A=(1;3;3), establecemos la aplicación 
fe A-> A definida por «a = b» y la representamos 
en el diagrama de flechas. 


ES 
Ye y] 
re 


A A 


fA > A=((1,1),(2;2),(3:3)) 


Observamos que : 
*f.A> A esuna aplicación inyectiva , porque cada 


elemento de A que es imagen , sólo tiene una 
antiimagen. 

* fe AA es una aplicación suryectiva , porque el 
conjunto rango coincide con el conjunto final. 

* Por lo tanto la aplicación f: A > A es biyectiva. 
OBSERVACIÓN 

Para una aplicación , todo el conjunto de partida es 
el domino de la aplicación , sin embargo, el rango 
está incluido en el conjunto de llegada . 


A —= B 


dominio conjunto de llegada 
FUNCIONES 


Dados dos conjuntos no vacíos A y B llamaremos 
función de Á en B al conjunto de pares ordenados 
(x; y) tales que a cada xe A, le corresponde un 
único yeB. 


* Es decir toda relación entre dos conjuntos no 
vacíos A y B, que verifique: 

1) Todo elemento de A está relacionado con alguno 
del conjunto B. 

Il) Cada elemento de A está relacionado con un 
único elemento de B. 

Se llama función de A en B. Formalmente: 


f Cc AxB es una función de A en B, sí y sólo si: 
lyeB/(xiy)ef 


Va e 


EJEMPLOS: 


D A £ B 
¡Y 
al 


£ =((:p).(29),(3;r))......es una función» 
1D E de 
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g=((a;1),(b;2),(c;2),(d:4)) .... «es una función» 
1119) 2 


«h» no es función pues no cumple con la condición 
de la definición : 
«...le asocia un único elemento...» 
(8 se asocia con 2 y con 3) 


Iv) A 


Pp 


«p» no es función pues no cumple con la condición 
de la definición: 
«...a todo elemento del conjunto A...» 

(«a» no se asocia con algún elemento de B) 
OBSERVACION : , 
Toda aplicación biyectiva entre conjuntos 
numéricos es también una función. Dados 
A=12:3;1) y B=(4;7;1), veamos la aplicación 
f:A > B definida por el criterio «multiplicar por 
2 y restarle 2. 


* Ningún elemento de A tiene más de una imagen . 
(Aplicación inyectiva) 

* Todos los elementos de B tienen antiimagen. 
(Aplicación suryectiva) 

* Entonces, esta aplicación es biyectiva y por lo 
tanto, es una función. 

NOTA : 

Toda función es una relación, pero no toda relación 
es una función. 


NOTACIÓN: 

La función f de A en B se denota por : 
f:A>B 6 AB 

Selee f'es una función de A en B. 


CONDICIÓN DE EXISTENCIA Y 
UNICIDAD 
Sea: f:A => B, una función luego se debe cumplir: 
I) Para cada xe A, 31 yeBl(x,y)e f 
IN Si: (x:y)ef a (x5z)ef, entonces y = 2 
EJEMPLO 1 : 


4) AS 


RÁ 
HN 


* Cumple la condición l y 1 
> f =((15p),(2:11),(3:m)) es función 


B) 
A 


A 
di 


* No cumple HI, pues (9 ; -2) y (9;-5)€8- 
> e =((9:-2),(9-5),(10;-5),(14:-7)) es una 
relación pero no es función. 


E ao B 


* No cumple T pues el elemento ceA no está 
relacionado con ningún elemento de B. 

> h=((a;2),(b;4)) es una relación pero no es 
función. 

NOTA : 

En una función , dos pares ordenados distintos no 
deben tener la misma primera componentes y 


(EDICIONES _ROBEIVOS 


FUNCIONES 


MÁS EJEMPLOS DE FUNCIONES : 


AS 


> 
PG 
(><) 


£ =((1:7),(3:4).(2:6)) 
FA=B 


majos 


a 


NE 
AX B 
(E) 
H 
LS 


H=((15),(2:4).(3:4)  £ =((3a),(4:a),(6:0)) 
MÁS EJEMPLOS DE NO FUNCIONES: 
fa fe 


AB AB 
8 
> El 
HF 7 
¡Ede” 
A 
iS 
A 7 JFa((3m,(370,(7),(97m)) 
a 38 
Bb No.es función 


es una relación 


y : No es función ya que 3 no se corresponde con 
ningún elemento del conjunto B. 


A É—B 


El 


>< 


£=((:4).(2:4),(2:6),(3:5)) 
Vemos (2;4) eg n(2;6) eg pero 4-6 
> 8 no es función es relación. 
f =((2:D,.(2;1),(5;6),(6;7).(5:8)) 
«fu no es función pues(5;6) e f a(5;8) e f pero 
6+8 
EJERCICIO: 
Hallar los valores de «a» y «b» para que el siguiente 
conjunto de pares ordenados sea una función. 
A=((2:5),(-1:- 3), (2:24 - b),(-1:5- a), (a+0*:a)) 
RESOLUCIÓN: 


* En una función dos pares distintos nunca tienen 
el mismo primer elemento, 


(2; 6) y (2;20-b)e A>6=2a-—b mr (1D 
(-15-3) y (-1:b-a)eA>b-a=-3 


* De (1) y (1), resulta : 
a=2 y b=-1 


1 =((2:6),(-1:-3),(3; 2) 


FUNCIÓN REAL EN VARIABLE 
REAL 


Una función f:A>B es una función real en 
variable real si y sólo si A y B son sólo subconjuntos 
de R, es decir, el dominio y el rango son 
subconjuntos de los números reales, 

Aunque en nuestro estudio estaremos interesados 
principalmente en funciones que tienen dominio y 
rango en R, el concepto de función es más general, 
puesto que podemos hablar de conjunto de pares 
ordenados de elementos sin restricción alguna sobre 
la naturaleza de los elementos. Por ejemplo, en la 
correspondencia de un conjunto de estudiantes, con 
las notas que les asigna su profesor, cada par 
ordenado tiene como primer elemento un estudiante, 
el cual no es un número real. 


NOTACIÓN FUNCIONAL : 


Las notaciones en matemática han sido 
fundamentales para el avance de esta ciencia; la 
elección de una notación adecuada puede ahorrarnos 
gran cantidad de trabajo al resolver un problema. 
Hace mucho tiempo los matemáticos idearon una 
notación éspecial para denotar funciones, esta 
notación marcaba la dependencia de la variable. 
Para nombrar a la función se utiliza una letra, como 
f.8 » h - Entonces f(x) que se lee f de x representa la 
función evaluada en el punto x; es decir, el valor 
que la función asigna a x. 
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También se le puede representar así ; f07)=(P+o=x +6 
AB 3) =(3:P +6=9:? 46 
> fla) : 


en donde A es el'domino y B el conjunto de llegada . 
El rango de la función R, está contenido en el 


conjunto de llegada (R, c B)- 

EJEMPLO 1: 

Sifes la función con dominio D, =1-2;1;2) quea cada 
valor le:asigna su cuadrado, tendremos: 

f(2)=4; N1)=1; f(2)=4 


Dominio 
y en general: f(x) =x? 
A este último resultado se le llama regla de 
correspondencia de 4, la cual nos indica de manera 
breve y directa lo que f hace con cualquier número 
zx. 
Además de la notación f(x), podemos indicar las 
correspondencias entre valores del dominio y del 
rango, mediante flechas, observándose, con mayor 
claridad, que a cada elemento del dominio le 
corresponde exactamente un elemento del rango. 


EJEMPLO 2: 


Sea la función f(x), que a cada valor de x le asigna 
su cuadrado aumentado en cinco, 


Rango 


*En este caso: flx)=3"+5 es la regla de 
correspondencia de la función. 

* Si deseamos hallar fa) y reemplazaremos x=4 en 
la fórmula. e 

* Esto es: f14)=44+5=21 

* Si escribimos: fla)=a?*+6; fíz)=2* +5 

* Estamos representando la misma función, la letra 
utilizada para la variable del dominio no tiene 


importancia, pero en general se usará x. En este 
caso al no existir restricciones para x, asumimos 
que D, =R 

* Al parecer no existen problemas al usar esta 
notación , pero si en lugar de x se sustituye una 
expresión algebraica , se debe proceder con cuidado. 


* Veamos : 
de e 


Naorh)=(x+hP+5=x74+2xh+h?+6 
OBSERVACIÓN : 


Una función f:A->B consta de tres partes un 
conjunto A llamado dominio de la función (6 
conjunto de partida), un conjunto B donde está 
incluida el rango de la función (6 conjunto de llegada) 
y una regla que permite asociar de manera bien 
deteminada a cada xe A con un único elemento 
fíx)e B, llamado la imagen de x . 

No se debe confundir f con f(x) ya que f'es la 
función, mientras fía) es la imagen de un punto x 
de su dominio. 

Definamos correctamente cada una de las partes de 
una función: 


DOMIVIO DE UNA FUNCIÓN: 


Sea: f:A + B una función de Á en B llamaremos 
dominio de la función f al conjunto de todas $us 
primeras componentes de los pares ordenados de la 
función , al cual denotaremos por Dom f , es decir ; 


Domf =[xe A/1!ye B/(x;y)e f) 
HKANGO DE UNA FUNCIÓN : 
Sea :f:A > B- una función de A en B llamaremos 
rango de la función f al conjunto de todas sus las 
segundas componentes de los pares ordenados que 
pertenecen a la función , y se denota por Ran f, es 
decir: Ranf = (yeB/xe An(x;y) ef) 
EJEMPLOS: 


R -— (2) | R- (1) 


a 
Expliquemos el ejemplo 4: Observamos que el único 
valor no admisible es 2, dado que la división entre 
cero no está definida ; luego el dominio de la función 


será: R-(2). 
65) Para hallar el rango de la función flx)=2-8%, 
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FUNCIONES 


xe[-3:2] vemos que el dominio de la función es 
[F3:2], entonces; 
f(x), tendremos A 
>9+2>2-3x>-6+2, luego 4<2-3rS11 6 
-4sf(x)s 11. 
El rango de f'es [-4;11] 
6) A veces, la función se define en un dominio 
dividido o «particionado» de modo que se da una 
regla de correspondencia para cada parte del 
dominio . Esto se denomina función definida 
por partes FUNCIÓN SECCIONADA). 
Una función de este tipo es: 

A ;si-4<x<0 

fa)=10 ¡si 0<x<2 
x+ijsi 2554 


3<==<2 y buscando la forma de 
3Sx<?2. . 


El dominio es [-4;4] y se ha dividido en tres partes. 
El valor de x determina la regla que se ha de usar. 
Así, para hallar f(-2), como x= -2 cumple con 
-4< x <0, se aplica la primera regla y , según ella, 
fc2) =1. 

Verifica que: f(1) = 0 y (3) = 4 
NOTA : 

* Dominio de f, se abrevia como D, 

* Rango de f, se abrevia como R¿ 


REGLA DE CORRESPONDENCIA 
Dada la función f :A > B , f se puede escribir en la 
forma: f=((x;y)e Ax B] y = f(x) 

Donde la ecuación y=f/x) €s llamada regla de 


correspondencia , y nos permite calcular la imagen 
de un elemento del dominio. 


f:A>B 
xn y=fíx) 
Donde podemos décir que : 
x es la variable independiente 
y es la variable dependiente 
EJEMPLO 1: 


* Dada la función f definida por el diagrama. 
ES 2 


fñ2)=5 
1(3)=10 
fO=17 
1(5)=26 


* Su regla de correspondencia está dada por : 
y=fla)=x*+l;xeA 

EJEMPLO 2 : 

* Dada la función f definida por : 


* Su regla de correspondencia está dada por: 
y=f(x)=2x+13xeA 

OBSERVACIONES : 

* El dominio de una función es llamado también 

conjunto de partida o conjunto de las preimágenes. 

* El rango de una función es llamado también 

conjunto de llegada o conjunto de las imágenes. 

* Una función queda bien definida si se tiene su 

dominio y su regla de correspondencia. 


CRITERIO PARA EL CÁLCULO DEL 
DOMINIO Y RANGO DE UNA FUNCIÓN 
REAL DE VARIABLES HEAL 


El dominio de una función f' se determina analizando 
todos los valores posibles que pueda tomar «aw» , de 
tal manera que fx) sea real salvo el caso en que el 
dominio sea especificado. 


El rango se determina partiendo de la condición 
dada para los x en el dominio y se construye las 
cotas o valores adecuados para y= f(x) 


Pero teniendo varias formas de hallar el rango, 
presentaremos las más conocidas: 


* Cuando tenemos una función donde su dominio 
no presenta rango, se despeja «x» en función de «y». 


* Cuando tenemos un intervalo como dominio 
usamos desigualdades. 


EJEMPLO 1: 
Para la función defínida por : 
8()=2:*+30+2xeR 
RESOLUCIÓN : 
* Primero hacemos: 
y=2: +30+2 21 +30+(2-y)=0 


* Despejamos «a», así: y = EVO 4(2)02> y) 


2/2, 
*Si ex» ER; «y» también e R E 


M_AZIIZMEME SA 


*Pero: A20; 9-8(2-y)20> y27/8 
>R, =[7/8;0) 
EJEMPLO 2: 
Para la función definida por : 
híx)=x?-4x+7; xe [2:38] 

RESQLUCIÓN : 

y=x* d+ 7> y=(0-2) +3 
*Como: 2353 >0Sx-251 

>0s(x-2s1 
* Más tres: 3s(2-2)+354 

>B, =[3;4] 

EJEMPLO 3: 
Para la función : f(x)= 
RESOLUCIÓN: 


ae 
+1 


ay ya? +1 (y-1)=-y 


2 
PAE 
ea 


=00 0 1 +90 
> yel0;1)>R, =10;1) 
EJEMPLO 4 : 
Hallar el dominio y el rango de la función : 


fa) = V2+x-2 
RESOLUCIÓN: 
* CALCULANDO EL, DOMINIO : 


y=V2+x-x? «yuiesreal si 24x-?20 


sx? -x-250(x-2Mx+ 1)50 


0 1 2 Ho 


* Luego: Dom f =[-1;2] 


* CALCULANDO EL RANGO : 

m,9 1,9 
O 
Lx 1 4 e] 

3 18 

* Como: 1552 >-ZSx-2<= 
| 2 La 


2 
E) HIS, 24 sE 


* Luego Ranf: [63] 
EJEMPLO 5: 
Dada la función «E» cuya regla de correspondencia 


O 
hallar su rango : 

RESOLUCIÓN: 

* Del dominio: 15156 

* Restando 2: -15x-253 

* Al cuadrado: OS x% -4x+4<9 

* Sumando 4: 451? -4x+8S13 


+25 xP 4x4 8 5 VIS 


* Sumando 1: 35 lx? —4x+8 +15 V1341 
5 


* Como: y=F(x)> Bf =[3;/13 +1] 
GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN 


Una función real de variable real es un conjunto de 
pares ordenados de números reales y, por tanto puede 
considerarse como un conjunto de puntos del plano 
cartesiano, los cuales constituyen la representación 
gráfica de la función. Así logramos ilustrar de 
manera más efectiva, el comportamiento de la 
función, mostrando cómo cambian los valores de f(x) 
cuando x varía dentro de su dominio. 


DEFINICIÓN: 


Si g es una función real de variable real la gráfica 
de g es la representación geométrica de todos los 
pares ordenados que pertenecen a g. 


Graf g =((x,y) € R?/y=g(x);x e Domg) 


EJEMPLO 1: 
Graficar la función f : 
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FUNCIONES) 


F= ((1;2),(2 ;-1),(-1 ; 0),(-2 ; 2)) 
RESOLUCIÓN: 
. Y, , 


2 -1 UN XxX 


EJEMPLO 2 : 
Graficar: f: R=>R,y=f(x)=x*-1 
RESOLUCIÓN : 


*Para tener una idea del gráfico de f es necesario 
obtener algunos pares ordenados de f y obtener su 
correspondiente gráfico, y luego unir estos puntos. 


[z 


PROPIEDAD GEOMÉTRICA 


Si cada línea paralela al eje Y corta a la curva en 
un solo punto, o bien no la corta, la "curva es la 
gráfica de una función. Si por el contrario, alguna 
línea vertical corta a la curva en más de un punto, 
dicha curva no es la gráfica de una función. 


TEOREMA : 
Sea f: RR 
Si toda recta paralela al eje «Y» corta a la gráfica 


de f en a lo más un punto , dicha gráfica será la 
representación de una función . 


EJEMPLOS: 


1 x 


No es función hno es función 


fi es función 
L corta en un punto 


FUNCIÓN DEFIVIDA POR VARIAS 
REGLAS DE CORRESPONDENCIA 


Sea f una función tal que: 
_ [fitx) 5; x e Dom(f,) 
71 foto) 5 x € Dom(f,) 


Dom(f) = Dom(f,) Dom(f2) 
Rang(f) = Rang(f,) Rang(f2) 
FUNCIONES ELEMENTALES 


Debido a su importancia, en esta sección 
estudiaremos algunas funciones reales de variable 
real, que aparecen con frecuencia en aplicaciones 
de la matemática y a la vez sirven para ilustrar 
algunas propiedades particulares de funciones. Cada 
una se identifica con un nombre especial e incluso 
algunas tienen símbolos ya establecidos para 
representarlas, por ejemplo las barras || son el 
símbolo de la FUNCIÓN VALOR ABSOLUTO. 


1) FUNCIÓN CONSTANTE : 
La función constante asigna a todos los valores 
reales un mismo número. Se representa por: 


f(x)=c , en donde c es un número real «Su gráfica 
es una línea recta horizontal que pasa por (0;c) 


EJEMPLOS: 


D y= f(x)= 3, tiene por gráfica una recta horizontal 
que pasa por (0 ;3). 


IM) y= g(x)= -2, tiene por gráfica una recta 
horizontal que pasa por (0 ; -2) 


III) y = h(x)= 0, tiene por gráfica el eje X. 
TABLA DE VALORES PARA: y =3 


2|-1[0] 1]2]... 
3| 3[3[s|3|.. 


Els 
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El gráfico de la función valor absoluto de x está 
formado por dos semirectas cuyo origen es el punto 
O, y que coinciden con las bisectrices del primer y 
segundo cuadrante. 


PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO : 


CAM ESMZIEMEZ AA 
m Y un Y 
y q =0 
x Ss 
(02)| y =2 (0;-2) 1D) lx] >0 


UU) FUNCIÓN IDENTIDAD : 
Es la función denotada por I, cuyo dominio es R y 
regla de correspondencia. 
lx) =x 
Su rango es R y su gráfica es: 
Y 


E 


*O también está expresada por la ecuación y=x, 
es decir , en todos los pares de la relación los valores 
de las variables son iguales. Se expresa 


Foííx ; y)ly= x) 
* Regla de correspondencia : fx) =x 
D,=RAR,=R 
* Bignifica que :f = (..(151), (252), (358). 
MI) FUNCIÓN VALOR ABSOLUTO : 


La función valor absoluto es aquella que asigna un 
valor positivo a todo valor de su dominio. Se define 
como F=((x;y)/y = |x1) 
* Es decir su dominio es R y regla de 
correspondencia : 

18 [ 220 


(ica 5 x<0 


* Su rango es R$'=[0;+00) y su gráfica es : 
Tabla de valores : 

x|..[2]1]011[2]... 
y | 2| 1[0[1]2|... 


Y 


45? 


2)lxy] = ll ly] 
3)? =|x| 


4)lx + y E < E [+ ly l..o.a.(Desigualdad triangular) 
a; pa 


a 

Dada la función: f(x)=' «Edel, hallar el dominio y 
rango de f. 

RESOLUCIÓN: 

* Para que f(x) sea un número real, se debe cumplir 
que x*0, luego: D, : R-10) 

* A continuación calculamos el rango: 


*Si:x>0,f(a)=%%=0, 
e 


yb 


x-Ca) 


Sirx<0,f(x)= 2 


f(x) toma sólo dos valores O y 2, por lo tanto: 
R,=10:2) 


NV) FUNCIÓN POTENCIAL : 
* Se denota por: f(x) =x", x > 0, donde ne R 
* Cuya gráfica tiene forma distinta, dependiendo de 


y=x",x>0nneR 
EJEMPLOS: 
Si «ni» es par 


Si «n» es impar 
EE 


UL 


(EDICIONTS ROUBISOS 


JRECAS TER 


FUNCIONES ) 


V) FUNCIÓN RAÍZ CUADRADA : 
La función rajz cuadrada tiene como regla de 
correspondencia. 7 
Na)=Jx ; Vxz>0 

El dominio es el conjunto de todos los números reales 
no negativos; El rango también, su gráfica es un 
arco sexiiparabólico, como se muestra en la figura. 

Y y= 


xXx 


% Ja: es un número real no negativo y cuyo cuadrado 
esx” 


* Su rango es R¿ =[0;4<0) 
* Significa que: f'= ((0;0),(1:1),(2:/2),(8:/3 ww» y 
VI) FUNCIÓN ESVERSO MULTIPLICATIVO : 


Es aquella función cuyo dominio es R—(0)y regla 
de correspondencia: 


10=l;2e0 
x 


Su rango es: 40) y su gráfica es: 


x |y=x* Y h 

13 | 3 > 

“ul 2 

1 1 = 
-1 «1 

12 | 2 

-118| 3 


VII) FUNCIÓN ESCALAR UNITARIO : 


Es una funciónulenotada por: U,(x), «a» es fijo y 
definida por: 


r69=U, (sk 
Domf=R 
Rang f = (1:0) 


* Su gráfica es la unión de dos funciones constantes. 


1 ¡sixza 
O;six<a 


VIH) FUNCIÓN SIGNO : 
Es una función denotada por sgn(x) y se define: 


agn(x)= 


Equivalentemente : 


1;Six>0 
0;Six=0 
1 ;Six<0 


agníx)= 


Con: Dom f =R 
Rang f = (-150;1) 
Su gráfica es la unión de tres funciones constantes. 


S 


1|213]... 
oj1|1/1|.. 
MÁXIMO ENTERO (1 /) 

Antes de definir la mencionada función, 


consideraremos algunos conceptos: 

1) Cualquier número real x tiene la siguiente 
propiedad : x está entre dos enteros consecutivos , 
es decir existen n y n+1, tal que: n<x<n+1 
II)EL número n que es el mayor entero menor oigual 
a x se llama el máximo entero de x. 


NOTACIÓN: 
fo 

* Así: [2/=2,pues:2<2<3 

[11,5] =1, pues: 1<1,5< 2 

[0,5] =0, pues: 0< 0,5< 1 

[1,5] =-2, pues: -2< -1,5 <-1 

[x] = 3, pues: 3<x<4 
DEFINICIÓN : 
Se llama máximo entero de un número real «x» y se 
denota por [x], al mayor entero menor o igual que 
el número real «x». 
EJEMPLO 1: 


Calcular [5,7 ] entonces hallemos el mayor entero 
menor o igual que 5,7. 


n<Sx<n+1| 


CAM_IZIZMEREZIA 
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ES 4 o 5,7 
Mayor entero menor que 5,, 


* Entonces: [5,7 / =5 
EJEMPLO 2 : 


Resolver | 3-2 


RESOLUCIÓN : 
* Usando la definición : 


2 can 0 <r5<9 
>1<x<14> x€[11;14) 


PROPIEDADES: 
AlxJeZ;vVxeR 
Bllx]<x<[x]+1: Vx e R 
Olx+n]=[xl+n oneZz 
DJSineZ>(lx)>n>x2n+1) 
EJSine Z>([x/<n>x<n) 
PiSineZ>([x/snox<n+1) 
GJSineZ>([x/2n0x2n) 


Ple] 
DSi:[x]=x>xeZ . 
Dix]sxs [x=] +1VxeR 
K)lx=]+ [y] <[x+y]Vx,y e R 
0;sixez 
Dl=I+bal>l a xe(RZ) 
EJEMPLO: 
Resolver : /4x/ < 63 
RESOLUCIÓN; 
* Por la propiedada «Fo: 
dx <63+1 

D4x<64x< 16 

>x € (-0;16) 
IX) FUNCIÓN MÁXIMO ENTERO : 
Es la función denotada por / /, cuyo dominio es 


AR y regla de correspondencia: 
fx.=[R] 


* Donde fx / es el mayor entero no mayor que x 
*Estoes: [xJ=non<x<n+1;neZz 
* De aquí se deduce que: 


Blinxl=[x1+ 


[x=] <x VxeR 
[x]=x oxez 
* El rango de la función es Z 
* La función entera asocia a cada número real x su 


parte entera, es decir, el entero que está 
inmediatamente a su izquierda en la recta real. 


* Particionando el dominio : 


-1<x<0 
0O<sx<I 
1<x<2 
2<x<3 


* Observa que todo número comprendido en el 
intervalo /0;1f tiene como imagen 0; los 
comprendidos en [1;2/ tienen como imagen 1, ete. 
EJEMPLO : 
Hallar el rango y la gráfica de la función : 
f)=[x]-x;xeR 
RESOLUCIÓN : 
* Six es entero: x=n 
fín) =n-n=0 
* Six noesentero y n<x<n+1 
f)=n=x con -1< fíx)=n-x<0 
* Por lo tanto ; 
xeR eiysólo si flx)=0v-1< f(x)< 0 
* Luego : Ranf =(-1;0] 
O; sixez 


A ; E : 
Enigrábca; Pr 1 EA sixe(mn+1) 


ICIOSES HORNOS 


DEN 558 


FUNCIONES 


FUNCIONES POLINOMIALES 
FUNCIÓN LIVEAL : 


Una función linéal es aquella que tiene por regla de 
correspondencia : 
fíx)=ax; ax0 


Y 


* Su dominio es el conjunto de números reales y su 
rango también. 


* Su gráfica es una recta inclinada que pasa por el 
origen . 
EJEMPLO: 


f(x)=6x es una función lineal con a=6. Este tipo 
de función es muy importante en situaciones de la 
vida real: supón que un kilogramo de naranjas cuesta 
6 soles , si a: es el número de kilogramos comprados 
y fx) representa el costo de las naranjas, de la tabla 
podemos deducir que f(x) representa el costo de las 
naranjas, de la tabla podemos deducir que fíx)= 6x. 


=|1] 2] 3 =J 


*La gráfica muestra la recta que pasa por el origen 
y como varía el precio. 


1) FUNCIÓN AFÍN LIVEAL : 

Función polinomial de primer grado. 
P=1(xy) / y =ax+b;0%0) 

* Gráficamente, representa una línea recta que 

corta al eje Y en b y al eje X en - b/a. 

* La función afín lineal puede verse como una 

traslación de la función lineal, su regla de 

correspondencia es: 

flx)=ax+b, donde a y b son números reales, a + 0 


EJEMPLO 1: 
* Para representar gráficamente la función 
f(x)=3x - 4, primero notamos que es afín lineal, 
entonces sólo necesitamos dos puntos, puesto que 
su gráfica es una recta. 

*Six =0;/(0) = 3x0- 4 =-4.Se obtiene el punto 
(054) 

*Six =2;f(2)=3x2-4=2. Se obtiene el punto (2;2) 
Finalmente trazamos la recta que pasa por ambos 
puntos. 


EJEMPLO 2: 
Si y = fx) es una función afín lineal tal qué: 
f(0) =-1 y f(2) = 3, encontrar f(x). 
RESOLUCIÓN: 
* Como es afín lineal , es de la forma : f(x)=ax+b y 
debemos determinar a y b. 
f(0)=-1>-1=ax0+b> e 
f(2)= 3> 3=ax2-1>a=2 
TIA) FONCIÓN CUADRÁTICA : 
Es la función cuyo dominio es R y regla de 
correspondencia : 
f()=0x*+ bx+c;a70;la;bjejoR 
* Su gráfica es una parábola simétrica respecto a 
una recta vertical (llamada eje de simetría) abierta 
hacia arriba si a>0 y hacia abajo si a<0 
? Su gráfica es una parábola con vértice en : 
.  Vfbl2a; fí-b/2a)) 
* Su regla de correspondencia : 
y =0x*+ bx +0;a>0, es posible llevarlo a la 
forma: y =a(x-h)J4K 
Donde : V=(h ; K) es el vértice de la parábola. 


M_AZMEZMENEZTA 


EJEMPLO : 
Dado: y=3+* — 6x+2 
* Transformando : . 


yoo -20+7)=0(x* 2001-14) 
>y=0[6-0*-¿] >y=3(:-D?-1 


OBSERVACIÓN : 

Dado: y =ax? + bx +c 

Cada uno de ellos nos indica lo siguiente : 

a+ La orientación de las ramas o sea la concavidad 
b:El desplazamiento del eje de la parábola 

e :El desplazamiento del vértice 


* De acuerdo al discrimante (A=b*-—4ac) se 
presentan los siguientes casos: 


A) A>0: f(x) presenta 2 raíces reales diferentes x, 
y* 


% La gráfica corta al eje « X» en dos puntos que serían 
las raíces de la ecuación . 
B) A=0f(x) presenta 2 
(x,= xp) 


raíces reales e iguales 


EJEMPLO 1: 
Graficar: y =2x* + 4x +5 
RESOLUCIÓN: 

* Transformando ; y = 2(x + 2)*- 3 


El ]21]0 
bE[-43[-15 


| flx)2x"+4x45 


* Nótese que y>-3 ; Rango : [-3;00) 
* El mínimo valor que toma “y” es -3 
EJEMPLO 2: 

Graficar : y=-a* -— 2x + 3 
RESOLUCIÓN : 

* Transformando : y= -(x+1)* + 4 


y=4-2x+3 


a>0rA=0 


a<ornd=0 

% (x, ; x,) raíces iguales a la ecuación, cuando y=0 
C) Si A<0; la gráfica no corta al eje «a» esto quiere 
decir que la ecuación: ax* + bx + e =0 

no tiene raíces reales, si no raíces complejas 
conjugadas. Es decir: x,,xg€ O nx, =x3 

Note que x,.x¿ no son reales. 


o| «| a|cojo[e 


* Como: y<4 
> Rango :(-<0; 4] 
* El máximo valor que toma RR es +4 
EJEMPLO 3: 
Graficar ; 
D fayj= bx +6 
1) 8,.y= x*- 8x+16 
TD h,,= x* + 4x+6 
RESOLUCIÓN: 
Dfay= x* -5x+6 4=( -5)* —4(6)=1 
= Las raíces son reales y diferentes 


(EDICIONES MOTIÑOS pas METIA il PONCIONES) 


* Además f¡= (2-3) (x—2)= las raíces son: 


x=26x=3 
“Y * Gráficamente : 


Máximo valor. 


* Entonces la distancia máxima será : - unidades 


x 
MM) 8. = x* -8x + 16; A=(-8N* -4(16)=0 
= Las raíces son reales e iguales. 


* Además : 8, = (2-4)? IV) FUNCIÓN CÚBICA : 
* Luego la raíz es; x= 4 Es aquella función cuya regla de correspondencia 
Y es: 


Fíx) =a +b +cx+d 


aquí su dominio y rango son los números Reales, a 
su gráfica se le denomina a veces parábola cúbica y 
si a>0 su gráfica podría ser: 


Xx 
HD)h,.y= x*4+ 4x + => 4= 4? -4(5)<0 

ES E E 
= Las raíces son complejas (no. reales) conjugadas 2 =x3 


Ea 
A A a y=a(s-x, lea: lle=x9) y=a(x—=xMe—a)* 
foy= (x + 2941 


* Luego las raíces son : -2.+¿, -2-¿ 
Y ES E 


y=a(x-x,Ma*+px+q)  y=a(x-x,% 
> * También si reemplazamos «x» por 2=b/3a 
EJEMPLO 4: la ecuación se transforma en : k(*+px+q) 


a, dá 
Calcular la máxima distancia vertical que se > /1(%)=x"+px+g de ralces x, y x, con discriminate 


determina en la región limitada por la gráfica de a=(2] +( aj 

las funciones, 2 3 
fa =9-% y By =0-2 

RESOLUCIÓN; 

* Graficando : , Y 


(as(0-21) 


d,,=(92)* (2-2) =2* 2411 OBSERVACIONES : 
* Completando cuadrados ; * La intersección con el eje X, representa a una 
ás dE raíz real. 
pte- -(=+3) pa ( 1/25 2) * Punto de tangencia implica por lo menos dos raíces 


Función Distancia reales e iguales. 
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EJEMPLO: 
Graficar: f(x) = 2x7 + 6x*— 1dx + 5 
RESOLUCIÓN: > 

* Resolviendo f(x)=0, para hallar las raíces se 
tendrá x,=-5; amas al las raíces reales y 
distíntas. 


€ Y 


FUNCIÓN POLIVOMIAL DE UNA 
VARIABLE REAL 


En esta sección presentamos los aspectos más 
importantes relacionados con las funciones 
polinomiales de una variable real, empezamos 
definiendo que debemos entender por una función 
polinomial de una variable real. 


DEFIVICIÓN 1 : 


Una función polonomial es una función de la forma: 
fl) =a,0 +0, 0 +... +0,%+0) 
donde A, , ,,_ y + +=»» 2,, 2, 80n números Feales y n es 
un entero no negativo. El dominio lo constituyen 

todos los números reales. 
Deacuerdo a sta definición, una función polinomial es aquelta 
función cuya regla de correspondencia está dada por un 


polinomio en una variable. El grado de una función polinomial 
es el grado del polinomio en una variable. 


EJEMPLO: 
Determine, cuales de las funciones siguientes son 


polinomiales, indicando el grado de aquellas que lo 
sean. : 


, 
Dit) =x= +2 IV)ftx) =Jx4+ 2 
ID) g(x) = 2 

1D) h(x) =0 Viga)=E 42 
RESOLUCIÓN: SE 


1D fes una función polinomial de grado 4. 


1) g es una función constante diferente de cero, es 
una función polinomial de grado cero. 


KI) hes la función polinomial cero, no se le asigna 
grado alguno. 

TV) f no es función polinomial. 

V) g noes función polinomial, es más bien el cociente 


de dos polinomios, el cual se le llama una función 
racional. 


GRÁFICOS DE POLIVOMIOS 


Para hacer la gráfica con precisión de una función 
polinomial se requieren técnicas que van más allá 
del objetivo de este capítulo. Aceptamos que la 
gráfica de toda función polinomial es suave y 
continua. Por suave queremos decir que la gráfica 
no tiene esquinas o cúspides y continua significa 
que la gráfica puede ser dibujada sín interrupciones. 


Y 
xXx 
Figura 1 Figura 2 
Gráfica de una función Gráfica de une función 
potinomial 'nopolinomial 


* La figura 3 muestra la gráfica de una función 
polinomial con cuatro intersecciones con el eje X. 
Ahora obsérvese que en estas intersecciones con el 
eje X la gráfica debe cruzar o ser tangente al eje X y 
por lo tanto entre dos intersecciones consecutivas 
la gráfica se encuentra por arriba o por debajo del 
ejeX. Y 


x 


cruza el 
ajeX 


tangente 
al eje X 
* Para localizar las intersecciones con el eje x se 
resuelve la ecuación fíx)=0, por ejemplo si 
fx) =(x + 2)*(%- 3) entonces : 
las intersecciones con el eje x se obtienen de: 

00) = (+ 2) (0-8) =0 
las cuales son -2 y 3, esto nos lleva a definir el 
concepto de raíz de un polinomio. 


DEFINICIÓN IM: 


Sea f una función polinomial de grado mayor o igual 
a 1, un número real para el cual f(r)=0 es llamado 
una raíz (real) de £ 

Por lo tanto, las raíces reales de una función 
polinomial, son las intersecciones de su gráfica con 
el ejeX. 

Además si a-r es un factor de f, es decir 
Fx) =(x-r)Q(x) entonces f(r)=0 y luego r es una 
raíz de f. Si el factor x — r aparece más de una vez 
entonces r es llamado una raíz múltiple de f, para 
más precisión damos la siguiente definición. 


[EDICIONES ROBINOS 


[lis MELZA 


TONCIONE 


DEFLSICIÓN MIX 3 
Una raíz r de una función polinomial f se dice que 
es de multiplicidad m ei: . 
fx)= (%—r)” g(x), donde g(r) +0 
Según sea m = 1, 2, 3, ... se acostumbra llamar raíz 
simple, doble, triple, en general raíz de orden mm 
veamos el siguiente ejemplo. 
EJEMPLO 1: 
Seas flx) = (2 1-3) (2-6) 
luego: 
* x = 1 es una raíz doble de f. 
* x = 3 es una raíz triple de f.. 
*x = 5es una raíz simple de f. 
EJEMPLO 2: 
Para la función polinomial f(x)=x*(x — 8). 
A) Hallar sus raíces reales (intersecciones con el 
eje x) 
B) Hallar sus intersecciones con el eje y. 


C) Utilizando (A) determine los intervalos donde la 
gráfica de f está por arriba o por abajo del eje x. 
D) Trazar la gráfica de f. 
RESOLUCIÓN: 
A) Las raíces de (intersección con el eje x) se hallan 
resolviendo en R, f(x) =0 
ax -3)=0 E 
* Luego ; x= 0 es una raíz doble de f. 
x = 3 es una raíz simple de f. 
B) La intersección con el eje y es: 
F(0)= 0*(0—3)=0 > f(0)=0 
C) Las raíces reales de f divide el eje X en los 
intervalos -o<x<0;0<x<3;x>3, para 
determinar los intervalos donde la gráfica de f está 
porarriba del eje X resolvemos f(x) > 0 [o por debajo 
deleje X, fla)<.01- 
* Luego : 
F)= x*(x-3)> 00 x>3 
f0)=x*(-3)< 00 0<x< 3 v-0<x<0 


D) Graficamos la función polinomial : 


Y - porarriba 
¡— del eje x — 


Obsérvese del ejemplo anterior que la gráfica de f 
cruza al eje X en x=3, la cual es una raíz simple de 
f y es tangente al eje X en =0 la cual es una raíz 
doble de f. Esto sugiere el siguiente resultado. 

1) Six = r es una raíz real de multiplicidad par, la 
gráfica es tangente al eje X en r, el signo de f no 
cambia de un lado al otro de r. 

2) Six = r es una raíz real de multiplicidad impar, 
la gráfica cruza al eje X, el signo de f cambia de un 
lado al otro de r. 


* En resumen para graficar una función polinomial: 


1) Se factoriza completamente en R. 

11) Se determinan los ceros reales de f. 

« En una raíz real de multiplicidad par ; la gráfica 
de f es tangente al eje X. 

-En una raíz real de multiplicidad impar ; la gráfica 
de f cruza al eje X. 

11) Entre raíces reales consecutivas, determine si 
la gráfica de f está por arriba o por debajo del eje X. 
IV) Teniendo en cuenta II y III trace la gráfica de f. 
Veamos a continuación un corolario del algoritmo 


de la división el cual es llamado frecuentemente 
teorema del residuo. 


TEOREMA DEL RESIDUO 


Sea f la función polinomial de grado mayor o igual 
a 1, entonces el residuo de la división de f entre 
x-a es igual al valor numérico de la función 
polinomial en +=a. Es deci 


Residuo + R = fía) 


PRUEBA: 


En efecto , por el algoritmo de la división de 
polinomios se cumple ; 


fix) = (x—aJQ(<) + R;R constante 


y si en esta relación reemplazamos « = a en ambos 
miembros, entonces : 


fía) = (a-a)Qla) +R 
* es decir : fla)=R 
EJEMPLO: 
Hallar el residuo de la división de : 
f(x)=x* + 2x* — 3x+1 entre x+1 

RESOLUCIÓN: 
* Por el teorema del residuo : 

R=f(-)=(-1Y + 2-1? -3(1)+1=5 
>R=5 


* Una consecuencia del teorema del residuo es el 
teorema del factor. 
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TEOREMA DEL FACTOR 

Sea funa función polinomial de grado mayor o igual 
a 1, entonces xr es un factor de fl) 'si y sólo si 
F(r)=0, nótese que el teorema del factor consta de 
dos enunciados separados: 

DSi f(r)=0=> x —r es un factor de f(x) 

II) Six — r es un factor de f(x)> f(r)=0 
Un empleo'del teorema del factor es para determinar 
si un polinomio tiene un factor en particular. 
EJEMPLO 1: 
¿Es w + 1 un factor de fíx)=x"+x+2? 
RESOLUCIÓN: 


* Como x + 1 =x-(-1), r=-1, hallamos 
f(-1)=(-1)* -14+2= 0 entonces por el teorema del 
factor, x + 1 es un factor de f(x). 

EJEMPLO 2 : 

¿Es x + 2 un factor de f(x) =x* + x- 3? 
RESOLUCIÓN: 

* Como x +2 =x- (-2), r =-2, hallamos 
N-2) =(- 2 + (-2)-3=-13%0. 

* entonces por el teorema del factor x + 2 no es un 
factor de f(x) =x* + x- 3. 


NÚMERO DE HAÍCES DE UNA 
FUNCIÓN POLIVOMIAL 


Las raíces de una función polinomial son las 
soluciones de la ecuación f(x)= O. Las raíces de 
una función polinomial pueden ser reales o 
complejas. Las raíces reales de f son las soluciones 
reales de la ecuación f(x)= 0, geométricamente son 
las intersecciones de la gráfica de f con el eje X, las 
raíces complejas no tienen una interpretación 
geométrica tan directa. Sin embargo, en la mayoría 
de los casos, las raíces de una función polinomial 
son difíciles de encontrar, no existen fórmulas 
sencillas disponibles:como en el caso de la ecuación 
cuadrática. Aún cuando existen fórmulas para 
hallar las raíces para funciones polinomiales de 
grado 3 y 4 estas son complicadas y dificiles de usar, 
además se ha demostrado que no existen fórmulas 
generales para hallar las raíces de funciones 
polinomiales de grado 5 o mayor. 

El primer teorema que presentamos está referido 
al número de raíces reales que una función 
polinomial puede tener , Al contar las raíces de una 
función polinomial, contamos cada raíz tantas veces 
como sea su multiplicidad. 


TEOREMA 1 
Toda función polinomial de grado n: tiene a lo más 


n raíces reales. 
+ El siguiente teorema es usado para localizar las 
raíces reales de una función polinomial. 
TEOREMA 2 


Sea f una función polinomial, ei a<b y si f(a) y fIb) 
son de signos opuestos , entonces hay al menos una 
raíz real de f entre a y b. 
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EJEMPLO: 

Demuestre que f(x) = x* + x- 1 tiene exactamente 
una raíz real en el intervalo [0 ;1] 
RESOLUCIÓN: 

Como f(0)=-1 y f(1)= 1, los cuales son de signos 
opuestos , entonces por el teorema anterior , f' tiene 
al menos una raíz real en (0:1). La unidad de esta 
raíz real es consecuencia del hecho de que f es 
estrictamente creciente en /0;1]. 

En general no es posible garantizar cuando una 
función polinomial tiene una raíz real, por ejemplo 
flx)=x*+1 no tiene raíces reales. 

El siguiente teorema establece una condición 
suficiente para que una función polinomial tenga 
una raíz real, 

TEOREMA 3 : 


Toda función polinomial (con coeficientes reales) de 
grado impar tiene al menos una raíz real. 
EJEMPLO: 

Demostrar que: f(x)=x"+x*- 1 tiene al menos una 
raíz real en el intervalo /0 ;1] 
RESOLUCIÓN : 

* Al ser f una función polinomial de grado 6 por el 
teorema anterior, tiene al menos una raíz real y 
como f(0)=-1, f(1)=1 se deduce del teorema del 
valor intérmedio que una raíz real está en el 
intervalo (0; 1). 


TEOREMA 4 3 


Sean a y b dos números racionales tales que /b 
es irracional , y sea funa función polinomial con 
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coeficientes racionales. Si a+y/B es una raíz de f 
entonces a—/b también es raíz de f. 
EJEMPLO: 


Hallar una función polinomial de menor ada con 
coeficientes racionales y que tenga como raíces a 2 


y 2+/3- 
RESQLUCIÓN: 
* Si 2+/3 es una raíz entonces por el teorema 


anterior 2- /3 también debe de serlo y por lo tanto 
puede escribirse como: 


FG) = (e 2)(x (2 +43 Mx (2-43 )) 
* Efectuando operaciones : 
fx) =x"-6x* + 9x-2 
* Es la función polinomial buscada. 
RAÍCES RACIONALES DE UN POLINOMIO 


TEOREMA 5 (005 L1s HUES RACIONALES) 3 
Sca funa función polinomial de grado mayor o igual 
a 1 de la forma : 

fx) =0,1 +4, 1 


+. 40040) 


con a, +0, a, +0 con cada coeficiente entero. Si 


P. sin factores comunes , es una raíz racional de f 
entonces: ' 
"pes un divisor del térmirio independiente a, 
g es un divisor del coeficiente principal, 
Este teorema nos dice que las posibles raíces reales 
de f' solo pueden hallarse entre aquellos números 


racionales de la forma P. dondep es divisor de a, y 
q es divisor de a, 
COROLARKIO 1: 


Si la función polinomial del teorema de las raíces 
racionales, tiene coeficiente principal a, , igual a 1, 
entonces toda Paíz racional es un número entero y 
es divisor del término independiente Ay - 
EJEMPLO : 

Determinar las raíces racionales , si existen, de: 


29 2 40 
2 + Ed 
a? 


RESOLUCIÓN: 


* Para aplicar el teorema de las raíces racionales , 
los coeficientes deben ser enteros, así es que : 


ro=3(es* +29x* - 40x +12) 
y es suficiente trabajar con 6x* + 297 — 40x+12, 


sus posibles raíces racionales serán de la forma: 
divisor de 12 
visor de 6 


P _ divisor de ay 
q divisor de ay 
—H1012;19;+4;16;112 
2; 


*Es decir E solo podrá tomar tres de los siguientes 


valores cities 


<Al probar cada uno de ellos mediante la división 
sintética vemos que las únicas que producen el 
residuo R = 0 son 6, 1/2 ,2/3, en efecto. 


6 29 40 12 


1/2 3 16 |-12 
6 32 ¡24 o 
6 -36 | 24 
6 4 o 
2/3 4 
O LE, 
* Por lo tanto : 


f()= Ho(+- 2Je+ (=-3) 


* Es decir: 10=2(=-2)6+0(=-3) 
RELACIÓN ENTRE LAS RAÍCES Y LOS 
COEFICIENTES : 


Presentamos un teorema que establece la relación 
entre las raíces y los coeficientes de una función 
polinomial. 


TEOREMA 6 : 

Sea la función polinomial : 

Plej=a,x" +0, 207 40, 07 4, O 4 +07 +0) 
Y Xi] gs anno Y, SUS raíces , entonces: 


a, 
xy Hg a = EL 


feuma de los raíces) Gn 


(2,2 + Hg A ces A 1 
(suma de los dobles 
"productos de las 


É A = 2-3 

[yA gag EX 9 A de dy 2% 1 
(euma de los triples Cn 
Productos de las raíces) 


PE E 
raíces) 


(productos de las. az 
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* La prueba de este teorema consiste en desarrollar 
la expresión : 

P(x) =0g(-x,Mx—xpula-x,l 
y comparar los coeficientes. 
EJEMPLO 1: 
Hallar todas lasraíces de R(x)=x% - 24*-91*-6x 
RESOLUCIÓN: 


* Según el teorema de las raíces R(x) tiene 6 raíces. 
Podemos expresar a R(x) con el factor común x: 
R(x) = x(x* - 2x* - 9x - 6). 

* Calculemos a R(x) en los factores de -6 para 
descubrir alguna de sus raíces: 


R(D)+0, R(-2)+ 0, R(3)+ 0, R(—8)+0, R(6) 4 0 

y R(-6)+0:1; -2;3;-3;6 y - G6noson raíces. 

R(-1) = 0, R(2) = 0, entonces -1 y 2 son raíces de 

R(x) . Además, como R(0)=0,, O es ralz. 

* Entonces: (==(-1))=(x + 1), (2-2) = (2-2), y 

(+ 0)= x son factores de R(x). 

*Por divisiones sintéticas llegamos a factorizar: 
R(x) = x(x + 1)(x + 1)(x-2)(x* + 3) 

* Como 2 +3=[x?-(-3)J=[x*-(/3i)*] , entonces: 
r(x) =x(u + 1) (x— 2) (3 —V3i)x +/34) 
*Por tanto, las 6 raíces son: 0;-1; —1;2;V31 

y - 31. Notése que —1 es raíz doble de R(x). 

EJEMPLO 2 : . 

Dibujar la gráfica de la función polinómica 

fl)=xl ral + 2x-dix e R 

RESOLUCIÓN : 

* Entre los factores de 4: 1;-1 5 2;-2;4y+4, 

sólo Ñ(1)=0 y fí-2) =0. 

* Entonces : (x- 1) y (x + 2) son factores de fíx) 

* Realicemos : (x—1)(x2 42) = (17 +22) 

* Por división algebrhica y raíces complejas: 
Naj=lata 2 2)= 2% 2=( —V2i)(e+/2i) 

* Así 


Ne) = (e —1)(x + 2)(x% —J2i)(e 4/24) 

* Las raíces reales 1 y -2 serán los ceros en la 
gráfica de la función f(x) . 

*Nótese que /2í y — /2i no son ceros en la gráfica 
porque no son raícess reales. 

Los ceros en la gráfica nos permiten afirmar que 
fa) corta al eje X en los valores 1 y — 2. 

* Por último, hacemos una tabla de valores antes y 
después de cada cero en la gráfica. 


EJEMPLO 3: 
Graficar la función polinómica : 

Blx)=x* -16x* - 16x=x(x* - 152% -16) 
RESOLUCIÓN : 
* Como g(0)=0, entonces x=0 es raíz de g(x). 
* Entre los factores de 16; 1; -132;-2;4;4; 
8;-8 ; 16 ;-16 encontramos que : g(4)= O=8(4); 
Entonces, (x — 4) y (x +4) son factores de g(x). 
* Realicemos el producto : x(x-4)(x+4)= x"-16x 
* Comoax*+1=x*- (1)? =(x —¿)(x+5), factoricemos : 

Bl) =x(x- 4)(x + 4)x— ix + i) 

* Las raíces reales: 1 =0;x =4 y x= =-4 son los 
ceros en la gráfica de g(x), y la gráfica de g(x) corta 
al eje X en g(0) ; g(4) y g(4). 
* Hacemos una tabla de valores entre las raíces: 


= [46/4/35] 2] -2 [0] 1] 2 


TÉCNICAS DE GRAFICACIÓN 


Uno de los métodos para determinar la gráfica de 
una función consiste en calcular laboriosamente sus 
pares ordenados y representar una gran cantidad 
de ellos por puntos sobre el plano y unirlos por medio 
de una curva suave. Este método produce muchas 
veces una gráfica imprecisa e incompleta, por eso, 
en esta sección, nuestro objetivo será desarrollar 
técnicas y conceptos que nos permitan trazar la 
gráfica de una función en forma más precisa, 
completa y rápida, mejorando el método de unir 
puntos, al cual recurriremos sólo como apoyo a las 


(EDICIONES RUBIÑOS 


Js MT pl 


técnicas que estudiaremos . 
ID) PROCEDIMIENTO BÁSICO : 


Para empezar , sugerimos estas pautas * 

1) Determina los puntos en los que la gráfica 
interseca a los ejes coordenados , de este modo: la 
intersección con el eje X se logra haciendo y=0, y 
para el eje Y, haciendo 
1) Averigua si la función es simétrica, procediendo 
así: 

+ Si la función no se altera al sustituir 4 por -x, 
dicha gráfica será simétrica respecto al eje Y. 

+ Si la función no se altera al sustituir y por y, 
dicha gráfica será simétrica respecto al eje X. 

+ Sila función no varía al sustituir x por -x, e y por 
y, dicha gráfica es simétrica con respecto al origen, 
III) Determina el dominio y rango de la función 
para luego tabular algunos valores particulares y 
ubicarlos en un plano cartesiano. 

V) Finalmente bastará con unir dichos puntos para 
obtener la gráfica de la función. 

EJEMPLO: 

1) Para graficar la función fíx)=x*4+2x+2 

a) Buscamos los puntos que intersecan a los ejes 
coordenados: 

.«x=0> y =0%4 2(0)4+2> y=2 

De acuerdo con este paso, la gráfica corta al eje y en 
el punto cuyas coordenadas son: (0 ; 2)” 
*y=0>0=x*+2x + 2>0=(x+ 1)+1 

Dado que esta ecuación no tiene solución real para 
x, diremos que la gráfica no interseca al eje x. 


B)No es simétrica con respecto a ningún eje ni 
respecto al origen. 

O) f(x) =x%+ 2x + 2> Df R 

y=xd+2r +1 +1 y= (04 1)5+1 

y-1= (+17 20>y-120> y21 BflLol[ 
D) Finalmente unimos los puntos: 


1) DESPLAZAMIENTOS VERTICALES 


1) La gráfica de g(x) = f(x) + k ¡k > 0, se obtiene 
desplazando verticalmente hacia arriba la gráfica 


de y = f(x) en k unidades. 
yr 


1) La gráfica de gíx) = f(x) — k , k > O se obtiene 
desplazando verticalmente hacia abajo la gráfica de 
y= fx) en k unidades. 


* Es decir : 
DESPLAZAMIENTOS VERTICALES (c>0) 


Se desplaza la 
gráfica de y= fla) 


Para ubtener 
las gráficas de: 


y=fl)=0 [e unidades hacia abajo 
y=fíaJ+e  |c unidades hacia arriba 
EJEMPLOS: 


MI) DESPLAZAMIENTOS HORIZONTALES 


D) La gráfica de g(x) = f(x — h), h > 0, se obtiene 
desplazando horizontalmente a la derecha la gráfica 
de y = f(x) en h unidades. 


1) La gráfica de g(x) = fla: + h), h > 0, se obtiene 
desplazando horizontalmente a la izquierda la 
gráfica de y = f(x) en h unidades. 
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* Es decir: 
DESPLAZAMIENTOS HOKIZONTALES (e >0) 
Para oblener Se desplaza la 
las gráficas de : gráfica de y = f(x) 
y=fí=-0) [e unidades hacia la derecha 
y=f(+c) — |c unidades hacia la izquierda 


EJEMPLOS : 
A partir de la gráfica de y = 27, trazar la gráfica de 
y=(x4) y de y=(x: + 2)”. Aplicando las reglas para 
desplazamientos horizontales, obtenemos las 
gráficas, todas en el mismo sistema de coordenadas. 

Y 


y=x(+2)" yaxt o yax(4r? 


POR DOBLE DESPLAZAMIENTO: 


También se pueden realizar desplazamientos 
combinados; es decir, uno vertical seguido de otro 
horizontal, o viceversa , aplicando las reglas dadas, 
como se verá en el siguiente 
EJEMPLO: 
* Siendo h y k positivos, se presentan los siguientes 
Casos ; 
g(x) =f(=-h) +k 
8l(x) =fíx+ h)+Rk 
EJEMPLO Y: 
La gráfica de g(x)= fla — h) + R se obtiene 
desplazando horizontalmente a la derecha h 
unidades y verticalmente hacia arriba k unidades 


la gráfica de f(x). 


Elx) = flx-h)-k 
Blx) =flx + h)-k 


EJEMPLO 2: 
A partir de la gráfica de y = |x|, trazar la gráfica 
de y = |x- 3| + 2. En este caso, aplicamos 
simultáneamente las dos reglas, porque hay un 
desplazamiento horizontal (tres unidades a la 
derecha) y un desplazamiento vertical (dos unidades 
hacia arriba). 
y 


y. 


EJEMPLO 3 : 


En la figura se muestra la gráfica de una función f 
con dominio O <.x < 4 . Trazar las gráficas de las 
siguientes funciones. 


a) y = fíx +2) 
b) y =fíx) +2 
c) y =fíx)-2 


dy=fíx-1) +1 


RESOLUCIÓN: 

a) Para graficar y = fíx + 2) es sufici 
desplazamiento horizontal hacia la izquierda de 2 
unidades. 

b) Para y = f(x) + 2 se hace un desplazamiento 
vertical hacia arriba de 2 unidades., 


€) Para y = f(x) — 2 se hace un desplazamiento hacia 
abajo de 2 unidades. 


d) Para y = f(x-1)+ 1 hacemos un desplazamiento 
horizontal hacia la derecha de 3 unidades y otro 
hacia arriba de 1 unidad. 


Y 


(Enrcra 
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NV) REFLEXIONES 7 

1) La gráfica de g(x) =-f(z) se obtiene por reflexión 
de la gráfica de y=f(x) respectbal eje X, 
comportándose éste eje como un espejo. 


vb 
fa 
II) La gráfica de g(x) = f(-x) se obtiene por reflexión 
de la gráfica de y=f(x) respecto al ejeY, 
comportándose este eje como un espejo. 


EJEMPLOS : 


VW) DILATACIÓN O CONTRADICCIÓN 
DE y=f(x) 3 

CASO 1: y=afíx),a>0 

* Si a>1, la gráfica de y=afíx) es la dilatación 
(expansión) vertical de la gráfica de y = f(x) 


* SiO <a < 1, la gráfica de y = afíx) es el 
encogimiento (contracción) vertical de la gráfica de 
y =fíx) 


CASO 2: y =flax);a>0 
* Sia>1 la gráfica de y=flax) es la gráfica de 


0r/2 r s/2 

* De la figura 
y=f(x)rsx<8s>y=flax), 
rsassoM, <xssla 

*8i0 <a < 1; la gráfica de y = flax) es la dilatación 

(expansión) horizontal de la gráfica de y = ffx) 


y=fíx) a=1/2<1 


y=fíax) 
4 


* Dela figura 
y=f(x)rs<sx<so y = flax), 


r Tr 
PSaxXsro—s<sxs<— 
a a 
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EJEMPLOS : Y 


RECUERDE: 


Función 


Procedimiento 


Alarga o comprime la gráfica de 
f enun factor k, verticalmente, 
Alarga o comprime la gráfica de f 
en un factor k, horizontalmente 
Refleja la gráfica de f, respecto al 


y=kfla)¿k>0 


y=fíkx)¡k>0 


y=F(x) leo 
(E Refleja la grófica de f, respecto al 
eje y 
EJEMPLO: 


* Con to a la gráfica de la función 
EEpaS! gr 


y = f(x), la gráfica de.la función y = f(2x) se contrae 
(comprime) hacia el eje Y. 


AB-3B-2B-B 0| B 2B 3B 4B XxX 


* Con respecto a la gráfica de la función y = f(x), la 
gráfica dela función y = (y se estira (expande) 


a partir del eje E 
YD GRÁFICA DEL VALOR ABSOLUTO 
DE F(X) 
SF) ;f(m)>0 
Incl oo: F)<0 


CASO 1: y = |fíx)| 

Como y = |fíx)|Yx e Domf , su gráfica estará 
totalmente en el semiplano superior o sobre el eje 
y:y>0. 

Así para obtener la gráfica de y = |f(x)| a partir de 
y = fx) se procede de la siguiente manera: 


1) Se mantienen la parte de la gráfica de f que está 
sobre el eje Y o en el eje Y. 


11) Se refleja, respecto al eje X, la parte de la gráfica 
de f que está debajo del eje Y . 


CASO 2: y = fí|x1) 
*Si x>0nA xe Domf entonces: 

lx) =8(|-)=F(x) 
Si x<0 nx e Domf entonces x < |x| y en general 
10) + f(|x])0 no existe f(]xJ). 
Así la gráfica de y = f(|x-]) se obtiene de la siguiente 
manera: 
D Si x>0 y xeDomf, la gráfica de y=f(|x]) es 
exactamente la gráfica de y = fíx) para este caso. 
M) Si x<0 y |x|e Domf, la gráfica de y = f(x) 
es la reflexión de la gráfica del caso 1), respecto al 
eje Y. 
* Es decir la gráfica de y = f(lx]) es simétrico 
respecto al eje Y . 


Y 


y=fi) y=fc) 


»1 
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EJEMPLOS: 


EJERCICIO 1: 

Graficar : y =-1(1-4)* a partir de y = (x41)* 

RESOLUCIÓN: 

* Primero graficamos y=(1-x)* tomando como 

punto de partida la gráfica de y=(x+1)"=f(x), 

estamos en el caso 2 pues y=(1-2)*=f(-x)=8,(x). 
Y 


y=f(-)=(1-a)i=g, (4) 


* Luego graficamos y=-(1-x)*, estamos en el caso 
ui 


e] 


Y, y=(1-)x*=8,(x) 
o 
y=-(1-xJ=-8,(x) 
EJERCICIO 2: 
Hallar la gráfica de y=- (lx] - 1)? 


RESOLUCIÓN: 
Inicialmente si la gráfica de y = (x)* 


Y 
Xx 


* Luego la gráfica de : y=(x-— 1)? 


Y 
| | y=(a-1)* 
1 Xx 


* En seguida la gráfica de : y=(|x|-1)*: y=(x-1)* 


* Finalmente se tiene la gráfica de : y=-(|x|- 1)? 
Y 


2-1 1 
ZA SN OS X 
y—(i1* 
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VII) ASÍNTOTAS 

Las asíntotas son rectas de referencia que, cuando 
existen, facilitán el trazado de la gráfica de una 
función porque permiten visualizar el 
comportamiento de la función en la región cercana 
a estas rectas. Su estudio formal corresponde al 
cálculo diferencial, pero por ahora consideramos 
una versión no rigurosa del concepto, a fin de 
ampliar las técnicas de graficación estudiadas. 


y=f(x) 


asíntota horizontal p. 


Aquí vemos la representación gráfica de una función 
f. que nos va a ayudar a entondor las 3 clases de 
asíntotas que puede haber. 

En la zona izquierda de la gráfica, vemos que la 
distancia de Fa la recta r va disminuyendo, a medida 
que nos alejamos hacia la izquierda: dy 42, d3. 
En la zona del centro de la gráfica, vemos que la 
distancia de fa la recta £ va disminuyendo, a medida 
que nos alejamos hacia abajo: dá, d6, d6. 

En la zona derecha de la gráfica, vemos que la 
distancia de £ a la recta s va disminuyendo, a medida 
que nos alejamos hacia la arriba y a la derecha: 7, 
d8, d9. 

Entonces a medida A e en el sentido delas xo 


ASÍNTOTA VERTICAL : 


Es una recta paralela al eje Y, a la cual se acerca 
progresivamente la gráfica de la función, pero sin 
llegar a tocarla. Se determina en forma práctica, 
igualando a cero el denominador de una función 


racional del tipo F(x)= 5 12: donde Plz) y q(%) 


son funciones polinómicas. Su expresión se reduce 
a laforma x= k, siendo k un número real. 


EJEMPLO: 


Para encontrar las asíntonas verticales en 


n= 
x7- 4 = 0 de donde obtenemos x = 2; 4 =-2 que son 
las asíntonas verticales. 

Con una calculadora, analizamos el comportamiento 


de la función en las cercanías de 2 y -2, luego 
trazamos la gráfi 


igualamos a cero al denominador: 


ASÍNIOTA MORIZONTAL : 


Es una recta paralela al eje X', a la cual se acerca 
progesivamente la gráfica de la función, pero sin 
Negar a tocarla . Para determinarla, en caso que 
exista , basta con despejar la variable x: e igualar a 
cero el denominador de la expresión que se obtiene. 
Su expresión general es de la forma y = h, siendo 
h-un número real. 


EJEMPLO: 
+ Determinar las asíntotas horizontales y la gráfica 
dela función : y =+ a 


* Despejamos «e 
yx-2)=x+1 
>yx-2y=x +1 


E PE 

y-1 
* Igualando a cero el denominador: y-1=0 > 
y = 1, esta es la asíntota horizontal . La gráfica se 


determina calculando valores de la función y 
marcando los puntos correspondientes. 
* Nótese que x=2 también es asíntota, pero vertical, 
y también ayuda a trazar la gráfica 

zx 
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FUNCIONES ) 


FUNCIONES NOTABLES 
1) FUNCIÓN PAK : 


Una función f' es la función par, si cumple las 
condiciones : 

1)x e Domf => — x e Domf...(Dominio Simétrico) 
TD) fl r= f(x), Va e Domf 

Gráficamente f es simétrica respecto al eje E 

* Es decir, la ecuación y = f(x) no cambia al sustituir 
—=x por. S 


fal) =(=9), 


(1) =(35f(x)) 


EJEMPLO: 

f(x) = x?- 1, es par, ya que al sustituir =x por x, se 
obtiene : fl-x) = (1)? - 1 f(x) = 
* Entonces : f(-x) = fl) 

2) FUNCION DIPAR = 


Una función FF es impar si cumple dos condiciones ; 


DSi x € DomF > -x e DomF (Dominio Simétrico) 
TI) F(-x)=-Flx); Vx e DomF . 


Es decir, la ecuación y = (0) cambia por su opuesto 
al sustituir - « por x. 


NOTA: 
La gráfica de una función impar es simétrica con 
respecto al origen de coordenadas (0 ; 0). 


Y 
| Loy =( fin 


U 
at 

EJEMPLO 1: 

La función F(w)=-5x*;xeR, es impar, ya que = 

]) Siendo DomPF =R; vxeDomp se verifica que 

=x e DomF 

1) F(=x) = 5-2)? = 61 =-Fla) 

EJEMPLO 2 : 


* La función dada por f(x) = x? es par, ya que 
Fx) = f(x). 


* La función valor absoluto g(x)=lx] es par, porque 
a]= 1x1. 

* La función lineal h(x) = 2x es impar porque 
ha) =-=híx) 

Como vemos en sus gráficas , f y g son simétricas 
respecto al eje Y, mientras que h es simétrica 
respecto al origen. 


Y 


EJEMPLO 3: 


Determinar si cada una de las siguientes funciones 

es par, impar o de ninguno de estos tipos ; 

ajfíx) =x?-2 b)g(x)=x"-2x cjhlx)=x+1 

RESOLUCIÓN: 

* En a : podemos verificar que f es par: 
f)=(5)=2=2?=2= fx): 

*Enb: 

Elx) = (a)? - 2(x) = a? + 23 =-8(x) 

esto es, g es impar. 

*Enc: h(=x) =-x + 1 =-(x—1) ; esto es h no es 

par ni impar: 

* Sin graficar , podemos asegurar que f'es simétrica 

respecto al eje Y, g es simétrica respecto al origen y 

h no tiene estas simetrías. 


3) FUNCIÓN PERIÓDICA : 


Una función FF es periódica con periodo (7 > 0) si 
cumple las condiciones : 


ID) Wwe Domr, se tiene que (x + 7) DomF 
II) F(x + T) = Fx) ; vee DomF 


* El número T se llama período T. 


* Gráficamente una función periódica de período T>0 
repite su gráfico en cada intervalo de longitud T. 


* Además si: 


No) = f(x + T) = fl + T) 4 T) = f((2+27) + T) = ... 
Y y 
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* Se observa que: f(x) = fíx + 7) 

* Toda función periódica con período T tiene su 
gráfica de tal ntanera que la misma forma que tiene 
en un intervalo de longitud 7, se repite horizontal y 
periódicamente en el siguiente intervalo 
consecutivo (y anterior) de longitud T. 

* Observamos además que si T es un período de f, 
entonces 27, 37, ..., también son períodos de f. 

* El menor número positivo T (si es que lo hay) para 
el que f(x+7) = f(x) se denomina período principal 
o fundamental de f. 

EJEMPLO 1: 


La función f cuya gráfica mostramos a 
continuación es períodica . 
Y 


Los valores de la función se repiten cada dos 
unidades a medida que nos movemos sobre el eje X. 
En otras palabras para cualquier x, tenemos que 
[(x) = fee + 2). Para ver esto desde otro punto de 
vista, la parte de la gráfica entre 0 y 2 sobre el ejo 
X, observada se repite al resto de la gráfica (como si 
fueran copias). Si trasladamos la gráfica dos 
unidades será la gráfica original . Decimos entonces 
que f tiene un período igual a 2. 


EJEMPLO 2: 
F(x)=Cosx; e R 

1) Ys <DomF, se cumple que (x + 27) e DomF 

11) Fx + 27) = Cos(x + 270 = Cosx = F(x) 

> el período es T = 27 

EJEMPLO 3: | 

Pruebe que la flinción seno es una función periódica 
impar con período mínimo T = 2x 
RESOLUCIÓN: 

*Supongamos que existe T + O tal que : 


enx, vxeR. Tomemos en particular 
0>T=?2hp;keZ- 

* Luego TeR=(x+T)eR 

* Entonces, la función seno es periódica con período T. 

* Cuando ke Z' => T=2x,4X,... 


* Luego decimos que T = 2, es el período mínimo 
de la función seno 


sen (x4+ T) 
x=0>senT 


* Veamos ahora que fx) = senx es una función 
impar . 
* Sea xeR>(-x)eR, luego: 

fx) 
* Luego: f(x) =-f(x), vxeR 
= La función seno es impar. 
4) FUNCIÓN ANTIPERIÓDICA : 


Sea f una función se llamará antiperiódica si existe 
algún Real no nulo 7(T + 0) tal que: 
Fx + T) =-Flx); Ve e R 


TEOREMA: 
Si F es antiperiódica, entonces también es periódica, 


FUNCIONES CRECIENTES Y 
DECRECIENTES 


Al observar la gráfica de una función y recorrer su 
trazo de izquierda a derecha, podemos notar que 
algunas porciones suben, otras bajan y otras se 
mantienen horizontales . En estos casos, la función 
es creciente, decreciente y constante , 
respectivamente. 

Por ejemplo, si la gráfica mostrada fue trazada por 
cierto instrumento que mide y registra alguna 
cantidad física, donde el eje X representa el tiempo 
, y las ordenadas son los valores medidos por el 
instrumento , que pueden ser temperatura, presión 
arterial de una persona , cantidad de bacterias en 
un cultivo , intensidad de un sonido , etc . entonces 
obtenemos información directa y valiosa con 
observar sus detalles de crecimiento y decrecimiento 


en(-x) =-senx; Veek 


Gt bx 
Observamos que la cantidad aumentó en el intervalo 
[a ; e,), disminuyó durante [e, ; el, aumentó 
durante, fe,1c4), ete; asimismo que el mayor valor 
se registró en e, y el menor en a. Pero si solo se 
considera: el intervalo [e, ; e,], el máximo y el 
mínimo ocurren en e, y e, respectivamente y así 
por el estilo, hay otros máximos y mínimos , según 
el intervalo que se tome. Cuando el trazo es 
horizontal, la cantidad no varía , esto se nota en 
[egs 6], ahí la cantidad es constante. 


(EMCIONES ROT, 


De ECT bs 


FUNCIONES 


5) FUNCIÓN CRECIENTE : 


Sea f una función tal que Vx,» eDomf: 
x, <xy > f(x,),< f(x), entonces decimos que fes 
una función creciente. 

NOTA: 


Si ocurre la desigualdad f(x) < fx, se dice que la 
función f es estrictamente creciente. 
E Y 


OBSERVACIÓN : 

f es creciente en un intervalo Y 

Si: f(x,) < f(x,) para todo x, < x, 
EJEMPLO: 


La función f tal que fí=)= x es creciente en su 
dominio. yy 


6) FUNCIÓN .DECRECIENTE : 
Sea f una función tal que Vx, x¿ e Domf : 
x,< xz f(x,) > fíxg) entonces decimos que f es 


una función decreciente. Yi 
NOTA : 

Si ocurre la 

desigualdad : 


fix) > f(x,) se dice 
que la función f es 
estrictamente 
decreciente. 

OBSERVACIÓN 


f es decreciente en un intervalo T 


Si: fla) > fa:¿) para todo x, < Xy 
Y! 

fte, 

N2) 


y=fa) 


esta E 


EJEMPLO: 


La función f'tal que: f(x) =255>0 es decreciente 


en su dominio. 


A — 
0 x=, 2 Xx 
MÁS EJEMPLOS : 
Función Y 
creciente 
Y TE 
Esa E Y SN 54 
Minimo 


=> 
Función 
decreciente 


0 F==X 
A — punto máximo X 

f NB — punto mínimo 

+ Las siguientes gráficas no son de funciones 

crecientes ni decrecientes. 


Existen funciones como (g), (¿) o la función máximo 
entero donde la gráfica sube (asciende) o se mantiene 
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horizontal es decir, en ningún momento bajan 
(descienden) , estas funciones suelen llamarse 
función no decreciente, 


Es decir f'es no.decreciente si cumple: 
Si Vx¡, o e Dom f ,%, < Xz 
entonces : fx) < flx¿) 
Análogamente existen funciones que bajan 
(desciertden) o se mantienen horizontal , es decir , 
no suben (ascienden) en ninguna parte , ellas se 
llaman función no creciente. 


Así f es no creciente si cumple: 
Si Vx,,xy e Domf;x, <xz 

entonces : fíx,) > f(x7) 

Se puede notar que cualquier función constante es 

no creciente y además no creciente. 


OBSERVACIONES : 
EUNCIÓN NO DECRECIENTE 3 

Sea f una función tal que Vxy,xy e Domf : 

x,<xy > f(x,) < f(xz) y entonces decimos que f'os 
una función no decreciente. 

FUNCIÓN NO CRECIENTE 3 

Sea f una función tal que Vx; x, cDomf: 

x, <x, = f(x,) > f(x,) , entonces decimos que Fes 
una función no creciente, 

FUNCIÓN MONÓTONA : ñ 


Una función es monótona , si es cualquiera de las 
anteriores (creciente , decreciente , no decreciente 
y no creciente). 

REGLA PRÁCTICA PARA CALCULAR 
RANGOS DE FUNCIONES 
CRECIENTES Y DECRECIENTES 
Sea f una función cuyo dominio es fa; b] y cuya 
gráfica es una curva'continua de un sólo trazo (sin 

saltos bruscos verticales) 
Luego: 
* Si es creciente 


> Ranf = [fía); (0) 
* Si Fes decreciente > Ranf = [f(b); fla)] 
INTERPRETACIÓN GRÁFICA : 


fes creciente; Ranf = [f(a); F(b)1 


fes decreciente: Ranf = [f(b); fla)] 
OBSERVACION: 


Análogamente se calcula el rango de una función f 
cuando su dominio es ; 


(a; b) y fía), f(b) existen: 
fereciente => Ranf= (f(a);f(b)) 
f decreciente = Ranf' = (f(b);f(a)) 
EJEMPLO 1: 
Sea la función g tal que : g(x) = cosa; x e [0; ca! 
Determinar su Rango 
RESOLUCIÓN : 
* g es una función decreciente Va e[0,1/2) 
* Entonces : Rang =(cosx/2;c090] 
> Rang =(0;1) 
¿JEMPLO 2 : 


Demostrar que la función £:/2:5] > R; fla1===2 
es creciente 


RESOLUCIÓN: 


yS 


x-6-4_, 4 
x=-6 x-6 


* Como : F(x)= 


* Sen xx, en/2;65] tal que 2<x, <x,<5 
>-4<x/-6<x-6<-1 


4 
E E 
Di 2-6 3-6 
> 2</Nx/) <fxs) <5 
» Por lo tanto f es creciente 


7) FUNCIONES ACOTADAS 3 


Una función F está acotada sobre un conjunto 
Ac Domr si y solo si el conjunto de imágenes 


s5 


(EDICIONES RUBINOS TEACS70 MEA LENCIONES ) 
F(A)=1Flx)lx € Ac Dom) está acotado. O =. 1. 
En forma equivalente: 2? -30+5 a(» 3 A ME 
[F(=)|< Mi. vx e A» siendo M > Ola cota. * Puesto que : 41.8 
* Es decir una función es acotada cuando el valor 3Y,31_31 
z F ze x-— | +2, ,VreR 
absoluto de la función es menor que cierto número 4)*8%8 
real fijo , para cualquier valor de la variable . * invirtiendo: 
8 
—_——_———> 85 =h>vxreR 
2(x-3/4) +31/8 31 


NOTA : 

A) Si F(x) < M, yx e A cDomF, entonces F está 

acotada superiormente por M sobre el conjunto A, 

B) Si F(x) > m,yx e a cDomF, entonces F está 

acotada inferiormente por m sobre el conjunto A. 
¿¡JEMPLOS: 

1)En el conjunto A = [0;+w[ la función F(x)=4-x* 

está acotada superiormente por M = 4. 


2) Bn el conjunto A =]-«0;0]la función G(x)=x*-3 
está acotada inferiormente por m =-3,, 

3) En el conjunto A=/-2;2] la función Plx)=a* -1 
está acotado por M = 3 ; ya que |F(x)|<3 ; 


Vx e[-2;2]. 


fl) <20 f'no ca acotada f no es acotada 
Tesncotada —— como—8S f(x) como f(9S4, 
Si es acotada Si es acotada 
inferiormente superiormente 
EJERCICIO: 
Sea la función £(x)=5 357 hallar el menor 


valor positivo k tal que |f(x=)|<h, 
Wx e Domf donde Domf es el mayor conjunto 
posible. 

RESOLUCIÓN: 


1 
Entonces : 2 (+ 3/4) + 31/8 


S)FUNCIÓN IVYECTIVA O UNIVALENTE 


La función F es inyectiva (univalente o uno a uno) 
cuando para cada imagen «y» le corresponde una y 
sólo una pre-imagen «x». 

* Simbólicamente : 

Si: flx,)=f(x3)=>x¡= x35Vx, » xg e Domf 
ocquivalentemente: 

Six, * xy > f(x,)+ f(x2) Vx, , xy € Domf 
Estos nos indica que ninguna de las imágenes está 
relacionada con más de una pre-imagen. Si se 
analiza los pares ordenados de una función 
inyectiva , se observa que ninguna segunda 
componente aparece más de una vez. 


REGLA PRÁCTICA : 


Si f es una función inyectiva , una paralela al eje x 
debe intersecar a la gráfica de la función a lo más 
en un punto es decir cualquier recta horizontal que 
corte a la gráfica , lo hará en un solo punto. 


EJEMPLO 1: 
A B 


* La gráfica de la figura define la aplicación 
F:A>B, 
* Esto es: 

£ =((1:6),(2:7),(3:8) 
Es una función inyectiva , porque a los elementos 
diferentes 1 ; 2 y 3 del dominio le corresponden las 
imágenes 6 ; 7 y 8 que también son diferentes. 
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EJEMPLO 2: 


* Al existir dos elementos en el dominio con la 
misma imagen bastará para afirmar que «f> no será 
inyectiva. 

EJEMPLO 3 : 

¿Es inyectiva fx) =-3x +2? 
RESOLUCIÓN : 


* Partimos de dos imágenes que sean iguales 
flx,)=f(x,). Si logramos establecer que X,5xy 
habremos demostrado que es inyectiva. 

Entonces: 

—3x,+2=—3x,+2=>-3x,=-8x, y de aquíx, =xy 
* Por lo tanto, la función es inyectiva . La gráfica 
de esta función corresponde a una recta inclinada , 


lo cual implica que cualquier paralela al eje X la 
intersecará en un solo punto , como era de esperarse. 


EJEMPLO 4: 


* La recta horizontal carta en dos puntos al gráfico 
de la función f(x) = x*, entonces la función no es 
univalente o inyectiva. 


XK 


* La recta horizontal corta en un solo punto al 
gráfico de la función g(x) = x”, entonces la función 
es univalente o inyectiva. 


> Para averiguar si una función es inyectiva 
cualquier recta horizontal debe cortar a la gráfica 
de la función a lo más en un punto. 


EJEMPLO 5: 
La función F(x)=4-x*; xe[-2:2] al ser graficada 
, será: Y 


4 


-2 1) 2 xXx 


* No es inyectiva dado que existen rectas 
horizontales , que cortan al gráfico en dos puntos . 


* Pero si restringimos , el dominio a [-2:0] 
resultaría Y 


4 


=2 O Xx 


En este caso si sería inyectiva . 
EJEMPLO 6 : 


Mostrar f:(-00;-1]>R con ; 
fa) = 11 Vx? —4x—6 es inyectiva. 
RESOLUCIÓN: 
* Sean Y, 1, eDomf , luego : f(x,) = f(x,) 
1-7 -4x,-5=10- [3 —4x3-5 
e lx 4,5 = [xd —4x, 5 
e llo 2 9 = lla 29 
+ (1,2) =(32 2) + |x, —2]=|1% 2] 
Y 1, -2=x,-2 
ya que x¡,x%3 E (—oo;—1) ++ %,=%z 

>f(0)=F(x2)>x,=x25 Vx» x2 € Domf, 

f es inyectiva. 
EJEMPLO 7: 
Sea la función : f(x)= 


-4x-3, si x2-2 
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determinar si f' es univalente . 
RESOLUCIÓN : 


* Hagamos f(x,)= f(x) - Si la única solución de esta 
ecuación es x, =-x, entonces f'será univalente . Así 


Si f(21)=f (12) > 18 - 4x1 -3==x3 4x2 3 
“>xi—2 +4x,—dx,=0 
> (a) —x,)(x) +x,+4)=0 
—>X¿-X,=0 Ó x¡+x+4=0 


Si: xy—2,=0> 2, = Kg cono .. (1 


* Veamos si se verifica x,+x,+4=0 como x,>2 y 
x>2 >x/+x3>4 
>x,+x3+4>0 
* Así parece que puede ser que x,+x,+4=0. Pero 
esto se obtiene solo si ambos a, y xy son iguales 
a -2. Entonces x, = x, = 2, verifica (1) por lo que 
f'es univalente , ya que en cualquier otro caso : 


x +x +4>0 
TEOREMA : 


Si f es una función creciente (o decreciente), 
entonces f es inyectiva. 


DEMOSTRACIÓN: 
* Sea f' una función creciente y sean +» 
X¡, Xy € Domf talque: x, == xy 

Luego: x,<xy v xy <x, 
Entonces: 

0)Si x,<x. => P(x)<F(x2) 

B) Six <x, > (x2)<f(x,) 
Es decir : £(x,)+f(x2) 
Por tanto, fes uha función inyectiva. Análogamente 
se prueba cuando la función f es decreciente. 
9) FUNCIÓN SOBREYECTIVA O 
SURYECTIVA 
Se dice que una función es sobreyectiva cuando 
todos los elementos del conjunto de llegada (B) son 
imagen de algún elemento del conjunto de partida 
(A). 


f es sobreyectiva > VyE B, 3xEA/f(x)=y 


* Esto equivale afirmar que es sobreyectiva la 
función cuyo rango es igual al conjunto de llegada. 


* Cuando una función sobreyectiva se expresa en 
forma de pares ordenados, se observa que todos los 
elementos del conjunto de llegada aparecen, al menos 
una vez, como segunda componente de algún par, 


DEFILVICIÓN : 


Una función f': X -»Y es suryectiva (sobreyectiva o 
epiyectiva) si todo elemento del conjunto de llegada 
es imagen de, por lo menos, un elemento del dominio 
def. 


Existe sobreyección , si todos los elementos de Y 
tienen su preimagen en el conjunto de partida X, 
con la alternativa de que un elemento de Y puede 
ser imagen de varios elementos de X. 


EJEMPLOS : 
DA B 


* La función f=((3;6),(4;6)), definida de A en B 
según la figura es sobreyectiva , porque el rango de 
«fo está formado por el conjunto (6), que es todo 
el conjunto de llegada. 


2) C D 
Eg 


* La función : g=((1:3),(2:5),(6;3)], definida según 
la figura de C en D, no es sobreyectiva, porque el 
rango de g está formado por los elementos 3 y 5, 
que no son todo el conjunto de llegada . 


0 e ME E B 
É, 


Fes sobreyectiva 


g no es suryectiva 


CAME IZIEMZIA 


TElSs720 0 TT NA CICLOPEDIA 2012) 


4) Sea la función numérica f definida por 
f(x)=3x—4, ésta es sobreyectiva; porque, 
cualquiera que sea el número real y, la ecuación 
3x—4=y admite la solución: x=(y+4)/3, donde 
yER. 

6) ¿Es sobreyectiva la función»: R— Ríh(x)=x*? 
RESOLUCION : 

* Se coloca la imagen en función de la preimagen y 
obtenemos: += Jy 


* Como la raíz es de índice par, notamos con 
facilidad que los únicos valores de y que pueden 
aparecer como imagen, son los nulos o los positivos; 
y así el conjunto de llegada no será igual al rango y 
tendremos que la función no es sobreyectiva. 


CONCLUSIÓN : 


Por lo anterior se concluye que para ver si una 
función es sobreyectiva , bastará hallar su rango y 
compararlo con el conjunto de llegada. 


INTERPRETACIÓN GRÁFICA : 


fes sobreyectiva  g noes sobreyectiva 
NOTA : 
* Sea f': A B suryectiva con A y B conjuntos 
finitos , entonces : n(A) > n(B) 
* En aquellas funciones donde no se indica el 
conjunto de llegada, se-les considera suryectiva, 

, 
EJERCICIÓ 1 : 
Sea la función f: R— R, definida por f(x)=x*-1 
Averigue si f es sobreyectiva. 
RESOLUCIÓN : 
* Para que f sen sobreyectiva debe cumplirse que 
Ranf =R- 
* Hallemos el Rango de f , como xeR 


=>:11>0 >1x*-1>-1 
=> flx)>-1 > Ranf =|-1;400) 


* Luego Ranf =R 

* Por tanto , f no es sobreyectiva 

HIERCICIO 2 : 

Averiguar si: 

£:(0:51=>|[-4;5] es sobreyectiva con fíx)=a"-4x 
RESOLUCIÓN : 

0O<x<5 e -—2<x-2<350<(x-2<9 
e -¿<(la-2-4<5 > -—4<f(x)<5 

+ Rang(f)=1-4;5] 

> Ranglf )=[-4;5)] luego f es suryectiva. 
EJERCICIO 3: 

Si f*(-oo; 11 >[2;00) es una función decreciente 
(estrictamente decreciente) y suryectiva tal que 
fla)=E2B 


2 
RESOLUCIÓN : 


,¿Vx<1 y f(0)=-a. Hallar b=a. 


* Como f es suryectiva Ry = B =[2;00) como f es 
decreciente : (1) = 2 ¿por qué? 
* Resolvemos : 


A o bad 


=-a=>b=-2a 


via » 


f(0)=-a=> 

>a=4nb=8 

* Piden: b-a = 8-(-4) = 12 
EJERCICIO 4 : 


La función f: [-1,8] +B con f(x) =l2x|—x+1 es 
sobreyectiva (suryectiva), entonces se pide hallar B' 
RESOLUCIÓN : 

+l  0<x<3 


iS 
pie -3x+1j1<x<0 


¿por qué? 
* Como f es suryectiva E, =R,¡U Rp 
Si0<x<3>1<x+1<4>R;, =[1:4] 
Si -1<x<0>3>-3x>0>4>-3x+1>1 
=> Ry, =(1;4) 
R/=[1:4)u (4:41 =[1:4] 


NOTA : 
Toda función f es sobreyectiva sobre su rango. 


EMOS RTUIOS 


LEZA 


FUNCIONES ) 


10) FUNCIÓN BIYECTIVA 


Una función es biyectiva cuando es inyectiva y 
sobreyectiva a la vez . Se le conoce porque su gráfica 
es cortada por cualquier recta paralela al eje X y , 
además, este corte se produce en un solo punto. 


f es biyectiva-> f es inyectiva y sobreyectiva | 


INTERPRETACIÓN GRÁFICA 3 


partida 
función biyectiva 
* Observamos que el rango coincide con el conjunto 
de llegada y cada elemento de éste es imagen de un 
sólo elemento del dominio, es decir, es sobreyectiva 
e inyectiva a la vez. 

EJEMPLO 1: 


A B 
Fi 


15 


* Sea la función f: ((2;b),(6;a),(7;c)), definida de 
A en B mediante el gráfico de la figura. 

* Podemos afirmar que : 

DA elementos diferentes del dominio le 
corresponden imágenes diferentes. 

11) El rango de tf» está formado por los elementos 
a , b, e que forman todo el conjunto de llegada B-. 


* De (1) y (11) concluímos que la aplicación «f es 
biyectiva de A en B» 


EJEMPLO 2 : 
h 


* Dada la función h:((3;a),(4;b)), definida de C en D 


según el gráfico de la figura , podemos afirmar que 
* El rango de la aplicación «A» está formado por los 
elementos «a» y «b», que no son todos los elementos 
del conjunto D. 


* Luego, la aplicación «/t» de Cen D no es biyectiva. 
EJEMPLO 3 : 
E £g F 


ES 


* Dada la función g: ((4+m);:(8;n);:(1:n)) , definida de 
E en F', según el gráfico de la figura, podemos 
afirmar que : 

* A los elementos 8 y 1 del dominio, que son 
diferentes, les corresponde la misma imagen «n», 
* Es decir 8% 1 y F(8)=f(D=n 

* Por esta razón , la aplicación «g» de E en F no es 
biyectiva. 

CONCLUSIÓN : 

Una función de A en B es biyectiva si cumple con 
las condiciones siguientes: 

D El vango de la aplicación es todo el conjunto de 
Megada, o sen B. 

II) A elementos diferentes de A les corresponde 
imágenes diferentes . Es decir, la aplicación es 
INYECTIVA y SOBREYECTIVA. 

En otras palabras : 

Unaaplicación fde A en B es biyectiva, si a cualquier 
elemento de B le corresponde un único elemento de 
A y reciprocamente, a cualquier elemento de A le 
corresponde un único elemento de B. 


EJEMPLO 4: 

Sea la función f:: R* + R* definida por: f(x)==" 
I) Será sobreyectiva , porque P(R*)=R*. 
II)Será inyectiva , porque xP =xÍ y , como son 
positivos , se deduce que x, = xy 

* Luego se trata de una función biyectiva. 
EJEMPÑO 5 : 

Averigue si la función : £:[-1;6) => [-7;1) 
definida por: f(x) =2x—65, es biyectiva 
RESOLUCIÓN : 

* Veamos si f es inyectiva 
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* Sean x,5 %g € Domf =|-1;6) 

Pez 

Fla) =f (23) implica 2x, — 

* Por tanto, f es inyectiva 

* Veamos si f es sobreyectiva: 

* Halleños el réngo de f.como x+ El-1,6) 
>-—7<2x-5<7 >-7<y<7 
=>Ranf =17;7) 

* Luego Ranf =[-7;11) 

* Por tanto f' no es sobreyectiva . 

* Finalmente f no es biyectiva . 

EJEMPLO 6 : 

Sea: 


5=2x)-5>x,=%7 


F: [2:41> A, f(x) = 1-2x biyectiva y 
7 


8: A B,8(x)= 7 igualmente biyectiva calcular B, 


RESOLUCIÓN: 

* Como f es biyectiva Ranf = A 
2<xsdo-4>-2x>-8>3-3>-2x4+1>-7 
> A=[-7;-3] 

* Como y es biyectiva Rang = B 

=7<x<-3>-6<x+1<-2 >-1 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


En esta sección haremos un breve repaso de las 
funciones trigoriométricas que serán usadas en otras 
unidades del texto, asímismo se hará un listado de las 
identidades trigoponiétricas que más se empleará sobre 
todo en el estudio de los límites y las técnicas de 
integración. El detalle más importante será el 
tratamiento de las definiciones, ya no basadas solamente 
en ángulos y triángulos, sino también en el círculo 
trigonométrico, donde los dominios son conjuntos de 
números en vez de conjuntos de ángulos. 


DEFINICIÓN : 


Toda función trigonométrica es un conjunto de 
pares ordenados («,f*(a)), donde los primeros 
términos vienen a ser números reales (variables en 
radianes) y los segundos, los correspondientes 
valores de las razones trigonométricas de dichos 
arcos (fla). 
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Las funciones trigonométricas de un número real «x, para 
las cuales son válidas las definiciones de razones 
trigonométricas de un ángulo cualquiera, vienen dadas de 
la siguiente manera: 

* Consideremos una circunferencia de radio r con centro 
en el origen. 


y los cocientes %,2,5,2,2,2 donde x e y son las 


coordenadas de un punto P sobre la circunferencia. 
A medida que el punto P recorre la circunferencia, 
elángulo q (medido en radianes) que forman el radio 
de la circunferencia y el eje X, varía y se puede 
asociar a cada valor del ángulo un valor a cada uno 
de los cocientes mencionados . Estas relaciones son 
las funciones circulares o trigonométricas. 


senO = 2 seno del ángulo 0 
cos = - coseno del ángulo 0 
180 =2 tangente del ángulo 0 
sec0=% secante del ángulo 0 

zx 
csc0 50 cosecante del ángulo 0 
clg0 = 5 cotangente del ángulo 0 


*«Ahora si consideramos el radio 1, a la 
circunferencia se le llama «circunferencia 
trigonométrica » 


* Como senf == y =sen0 ci 


(Enra sar 


3 JENC577 NET 


FUNCIONES ) 


AMPLITUDES Y 


DEFINICIÓN: 


PERIODOS 


Afirmamos que una función f'es períodica si existe 
un 70, tal que: 


f=)=f(x+T); xeD, enel cual si:xe D, >(x+T)€ D, , 


entonces T es el período de fx), siendo además el 
menor número positivo que cumple está condición. 


EJEMPLO : 


* La función seno es periódica , porque : 
senx =sen(x +27) = sen(x +41) = sen(x+ 87) 


=sen(x—4m)=sen(x— 27) 

* Vemos que el menor número T>0 es 27 . Luego 
diremos que la función seno tiene como período 2r . 
DEFINICIÓN 3 


Si y = asenbx 6 y = acosbx , para los números 
reales a y b distintos de cero , la ordenada máxima 
ldl es la amplitud de la gráfica y el período es ha 
EJEMPLO : 

F(x)=2Sen3x ; tiene una amplitud a=2 y su 


período , en vista que b = 3, es 27. /3. 
ID) GRÁFICA DE LA FUNCIÓN SENO : 


Es una función denotada por «sen» con dominio 
todos los reales y su regla de correspondencia: 


y=f(x)=senx. 


sen(x+2hx) 


senx =8sen(x4+21) =sen(x+41) = 
ANÁLISIS DEL GRÁFICO : 
1) D,: R (Dominio); R£ -1;1] (rango). 

2) Valor máximo : 1; valor mínimo =-1. 
3) La función es periódica, de período 2. 
4) La función es impar , sen(-a) =-— senx. 


5) Es ereciente en el [y IVC, decreciente en el II y 
HgrC. 


6) Corta al eje xenx =ka;heR. 
7) Es simétrica respecto al origen . 
8) No es inyectiva . 


9) Es continua Vx € R, o sea es continua en su 
dominio . 


10)Es creciente Vx e (65 +24: 3421) y decreciente 
vre le + otr: 32 42%); donde heZ 


1) GRÁFICA DE LA FUNCIÓN COSENO 


Es una función denotada por «cos» con dominio 
todos los reales y su regla de correspondencia 
y= f(x) = cosx. 


[r=(G:9)1y=cos xeR)] ó [£G9= osx ] 


= Algunos valores particulares de la función coseno. 


[> [0] 6 [we [us | wz |.. 
mo |... 


[Dr = (65911 =0ens, ER) [ó| f(x)=senx 


Domf =R,Ranf =|-1;1] 
pues: —1< senx<1; Vr € R 
* Algunos valores particulares de la función seno. 
 JoJx/s| xa 13 MEEZCaR 
y=wenz]o[112/V212| 4512] 1 |Y312 [4212] 112 [0] 


y=senx  (Senoide) 


* Observamos que después de que x ha recorrido 
2x se repiten las características . En este caso se 
dirá que el seno es una función períodica de período 
2x, es decir: 


[eos [2 EZ 212 
Y (Cosenvide) 


Período =21.* 
ANÁLISIS DEL GRÁFICO: 
D Ds rs; Bf [151], pues -1 < cosx < 1; Vx ER 


2) Valor máximo = 1, valor mínimo =-1. 


3) La función es períodica, de período 27. 
4) La función es par : cos (=x) = cosx. 


5) Es decreciente en el I y IIC; creciente en 1H y IVC. 
x 


6) Corta al eje Xen x=+kx; keZ. 
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7) Es simétrica respecto al eje Y. 
8) No es inyectiva. 


9) Es continua .Vx € R, o sea, es continua en su 
dominio. 


10) Es decreciente Vx € (2km; 2kn +15) y creciente 
Vx € (1 + 2kn 5 21 + 2hrr), donde heZ.. 


am) GRÁFICA DE LA FUNCIÓN TANGENTE 


Es una función denotada por «Hg» con dominio todo 
R menos los de la forma (2k + 1) 1/2; heZ. 


Su regla de correspondencia : f(x) = y = tanx. 


[r=fleso/y=tanx, x E R-(2k+ Dr/2; k€ 2) 


* Su gráfica: 
2 YA ¿y=tanx (Tangentoide) 
; ; ; , ¿ — 
Bnlz fr nl2 f (0 vl2 [1 8n12/6x Snte [ón 7102 X 
¿ ; j i eS 
3 ¿Y asíntotas 


e 


ANÁLISIS DEL GRÁFICO : 

1) D¿ r-(0n+02); nEZ;R,¿R 

2) No tiene máximo ni mínimo valor. 

38) La función es períodica, de período x. 

4) La función es impar, es decir ¿g(-4) =-4gx. 
5) Es creciente en cada cuadrante, 

6) Corta al eje en xenx= kx heZ, 

7) Es simétrica respecto al origen. 

8) No es inyectiva, 


9) Es creciente e (Ett 4h): hez 


10) Es continua e (Eh: 4d); hez: 
Es decir, es continua en su dominio, 
NV) GRÁFICA DE LA FUNCIÓN CONTANGENTE 


Es una función denotada por «cot», se define: 


1 
=—— 0 
cotx eE ltanx > 


[ F=l(e:y)/y=cotx, xe R-kn; heZ 


* Cuya gráfica es: 


y=cotx, (Cotangentoide) 


ANÁLISIS DEL GRÁFICO : 
DDf: R-Írmmd; ner; R/:R 
2) No tiene máximo ni mínimo. 


38) La función es períodica, de período 1. 
4) La función es impar: efg (-x) =-ctgx. 
6) Es decreciente en cada cuadrante. 
6) Corta al eje X en a+ hm hez 
7) Es simétrica respecto al origen. 
8) No es inyectiva. 
V)GRÁFICA DE LA FUNCIÓN SECANTE 
Es una función denotada por sec, se define: 
1 
secx =-—— Jeosx x= 0 
COsx 

* Funcionalmente ; 


[O (s9)/y =0ecx, x e R-(2 y Dn/25 ez 


* Cuya gráfica es: 


ANÁLISIS DEL GRÁFICO : 

D D¿R-(2n+D5): neZ; 

su rango es (-0;-1)u[1;+00) 

2) No tiene máximo'ni mínimo. 

3) La función es períodica, de período 21. 

4) La función es par: sec(-x) = seex. 

6) Es creciente en £ y II C; decreciente en el III y 
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1vc. 

6) No corta al eje X. ¿ 

7) Es simétrica respecto al eje X. 

8) No es inyectiva. 

VDERÁFICA DE LA FUNCIÓN COSECANTE 


Es una función denotada por «ese», define: 


0scx =L senx +0 
senx 


F tanx=cotx=l:x e R=Ea5 neZ 


sen(x+ y) =senxcos y +cos xseny 


cos(x + y) = eos x cos y + senxseny 


fanx+fany 


AA 


[1 =((.9)1y =escx, x e R- kn; hez | 


* Cuya gráfica es: 


0sCx (cosecantoide) 


dl 
EE 
1] asíntota: 


ANÁLISIS DEL GRÁFICO : 


1D) D¿R-Anrd; ne Z;surango es(-oo;-1)U|1;+00)- 
2) No tiene máximo mi mínimo. E 

3) La función es períodica, de período 2. 

4) La función es impar: esc(-x) = -—escx. 


5) Es decreciente en 1 y IV C ; creciente en el HI y 
mic. 


6) No corta al eje en Y. 
7) Es simétrica respecto al origen. 
8) No es inyectiva. 


9) Es continua Ya € (km; ler +11); RE Z, es decir, 
es continua en su dominio. 


RESUMEN 3 
PROPIEDADES: 
A | sentx+cos*x=1 
B | 1+tanix=wec*x 
C | 14+cot*x=csc*x 
D senz-cscx= 130 R—Íam; nel 


J | sen2x= 2senxcosx 
K | cos 2x=cost x sente 
L | cosx—cosy=-2sen(22]sen(552) 


M | cosx+cosy= 2009 2cos[532) 


2 

7 | mz cseny [fea 2=a) | 
cd 2 2 

Con. el “fin de recordar les propiedades 


correspondientes a las funciones trigonométricas , 
proponemos un grupo de ejemplos cuya solución se 
relaciona con las gráficas , dominios , rangos , 
periodos y amplitudes estudiados. 


EJERCICIO 1 : 
¿Cuáles de estas proposiciones son verdaderas? 
1) La función senx es creciente en JO; 1 [ 


11) La función cosx es decreciente en JO; r[ 


JU) La función fgx es creciente en Jo:z[ 

IV) La función secx: es decreciente en J0; x121 
RESOLUCIÓN: 

D) (FALSA) La función senx es creciente en: 

10; 1/21 y decreciente en Ia12;xf. (ver figura a). 
11) (VERDADERA) La función cosx en el intervalo 
10; [. es decreciente (ver figura b). 


1) (VERDADERA) La función fgx es creciente en 
el intervalo J0, 1/2[ . (Ver figura e). 


IV) (FALSA) Del gráfico de la función secante 
Obtenemos que IV es falso. 
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EJERCICIO 2 : 


Calcular la amplitud, el período y trazar la gráfica 
de: y = 3 sen 2% 


RESOLUCIÓN: 
* Aplicando el teorema de amplitudes y períodos, 
cona=3 y b=2 tenemos: 


* Amplitud = Ja] = [3] =3 


* La gráfica se indica en la figura adjunta, observa 
que hay exactamente una onda 
sinusoidal de amplitud 3 en el período /0; a. 

Y 


m2 Xx 


EJERCICIO 3 : 


¿Cuál es el gráfico que no corresponde a la función 
indicada? 


RESOLUCIÓN : 

Comparando las gráficas dadas , con las que estamos 
estudiando, deducimos que la gráfica incorrecta es 
la cfgx, dado que dicha gráfica es en realidad 
decreciente en cada uno de los cuadrantes. 
EJERCICIO 4 5 

Si: <a<2x;'el mayor valor que puede tomar 
y = esca es: 

RESOLUCIÓN : 

* Observando el sector de la gráfica de la función: 
y=esca en el intervalo Jr; 2r/ deducimos que el 
mayor valor admitido en el intervalo Jr; 27 f es -1 


EJERCICIO 5 : 
Calcular el máximo valor de : sen*x — 4cos'z 
RESOLUCIÓN : 


* En general : 
O<sen2x<1 » -1<cos*z<1 
Vx ER VER 


* Como la expresión es una diferencia, el valor 
máximo se obtendrá considerando el minuendo 
máximo y el sustraendo mínimo. 


sen?x-— ¿doo z=1-4(1)=14+4=5 


más min 


ALGEBRA DE FUNCIONES 


Aunque las funciones no son números , con ellas se 
pueden realizar operaciones similares . Así como 
dos números a y b pueden ser sumados para 
producir un nuevo número a + b, dos funciones 
f y g se pueden sumar para producir una nueva 
función f + g. Y esto no es todo , porque también 
pueden restarse, multiplicarse, dividirse , y generar 
así nuevas funciones . A continuación daremos las 
definiciones de estas operaciones . 


I) IGUALDAD DE FUNCIONES 3 


Dos funciones son iguales sí tienen el mismo 
dominio y la misma regla de correspondencia, es 
decir sean f y g dos funciones. 


D flx)=8(x) 
11) Domf(x)= Domg (x) 
EJEMPLO 1 : 
Las funciones : 
f(x) =2%-3x + 1;8(x) =x*-3x +1 
* Son iguales porque Domf=Domg=R y 
fx) = glx). 


f=z 


EJEMPLO 2: 


1(0)=-D(-=6); glx)=Vx=1/x-6 
no son iguales puesto que : 
Domf =(-00;1]U[6;+00) 
Domg =[6;-+00); Domf + Domg 


Según esto , no basta que dos funciones tengan la 
misma regla de correspondencia , también deben 
tener el mismo dominio. 


EJEMPLO 3: 
Sean f y £ funciones tales que: 
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F=M(=syly=x+1 5 0<x<83) 
8=l(yly=+1 ;1<x<4) 
Las funciones f “y 8 son diferentes puesa pesar de 


tener igual regla de correspondencia tienen 
diferentes dominio. 


EJEMPLO 4 : 
Sean f y g funciones tales que : 


Fía)==%  ; gla)=x|x] 
Se sabe que : 
|x| ( x% sixz0 
E 5 six<o 
Entonces : 
a ssix>0 
fla)=x? ; so=[= E 


Se observa que aunque f y g tienen el mismo 
dominio (+ € *) no son iguales pues no tienen la 
misma regla. 
1) UNIÓN DE FUNCIONES : 
(Función con más de una regla de 
correspondencia) La unión de funciones genera 
otra función si y sólo si la intersección de sus 
dominios es vacío , salvo en los extremos donde las 
imágenes son iguales .. 

f(x); x € Domf, 

fo lx); x € Domfz + 

Flxl=)f4 (xd; x € Domfy 


Fn (a); x € Domf;, 
Si f(x) es una unión de funciones, f(x) será otra 
función si Dom f, Dom fvw... Domf, = d, salvo 
en los extremos donde sus imágenes coinciden. 
Ran f = Ran f,. y Ran f, y Ran f, y Ban f, 
EJEMPLO » 


ai x ¡xe(30) 


xa ; xe[0;1) 
1-x;xe[1:6) 
RESOLUCIÓN : 

* Graficando cada una de las funciones en sus 


f()= 


UI) ADICIÓN DE FUNCIONES 
(FUNCIÓN SUMA) 


Sean f y g dos funciones bien definidas, luego 
definimos y denotamos: 


f+8= (5 (f + 8)(x)) /x e Domf ; Domg) 


* Es decir : 


ID) Dom(f+8)=Domf 0 Domg 
Df +8) =f(x)+ gl) 


| 


EJEMPLO 1 : 

Hallar:f +8 

Si + f= 1152),(0 ; 0),(2 5 4),(3 ;-1):(4 53)) 
8 = 1(2 50),(3 ;4),(4 57),(6 5 2)) 


RESOLUCIÓN : 
* Calculemos el Dom f y Dom g: 
Domf = 4-1; 0; 2; 3; 4) 


Domg = 12; 3; 4; 6) 
* Luego: 
Dom (f + g) = Domf NM Domg = 12; 3; 4) 


(F+ Ele = Fey HE) =4+0=4 
(F+ Els = fio) +E(9) = =1+4=3 
(+ Bhisr = Fias + Eta = 8 +7 =10 


1 +8 = 1(254),(3 ;3),(4 :10)) 

EJEMPLO 2 : 
Sean las funciones f(x) =x- 3 y g(x)=Jx 
Podemos formar una nueva función f + g que asigne 
a xelvalorx-3 + Jz , es decir: 

(F +8) (2) =F(x) + 8(x) =x-3+ [5 
En cuanto a sus dominios , debemos ser 
cuidadosos, porque x debe ser un número en el 
que tanto f como g existan. Es decir, el dominio 
def+ g es la intersección de los dominios de f y g. 


* Así, tenemos que el dominio de f es el conjunto 
de los números reales , mientras que el de g es el 
de los reales positivos incluyendo al cero , luego 
el dominio de f + g es la intersección, de estos 
dominios, es decir , el dominio de g. Así: 

Dr +]-oo;+oo[; Dj :[05+oo| 

Dip+ y = Df M Dg =[0;+oc] 
EJEMPLO 3 : 
Dadas f y g dos funciones de R en R definidas por 
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fla) =2x y gl) =x + 1, hallor f +8 y 
representarlo gráficamente . 
RESOLUCIÓN : 


* Tenemos : 
(F + 8)(x) =F(x) + 8(x) 
> (P+ 8H) =2x + (3 +1) 
- —(£+ gl) =3x +1 


* Tabulando : 


x o 
6) o 
1 
1 


glx) 
(£+g)6) 


[co a] 


[10] to] 


EJEMPLO 4 : 
Construya el gráfico de la función f'; si: 
f(x)= x+senx 

RESOLUCIÓN : 
* Consideremos : 

y¡=x e y, =senx 
* Seleccionemos algunos valores de xeDom f y 
evaluemos la suma de ordenadas y, + Yz. 


E 3x 
de Ed 2 
20) 0 3 Tr 2, 3 
31 
=y+ aller tr 
F()=91+ yz 3+ rn 13 1|2x 


* Aplicando la suma de ordenadas , tenemos : 


E flx)=xtsenx 


2 3al2 7 
. AG 
00 7/2 gr >- Aa 
3 xa y.=senx 


-2x 
Sean: 3 e Domf, 
¿x e Domfz 


f(x) ;x € Domf,, 


grlx) ;x e Domg, 


E E (a) sE e Domgz 
Em(x) ;x € Domgn 
> Luego: 
(fi + 81)G0) ; x e [Domf, r Domg] 
(fi + 82)(x) ;x e[Domf, y Domg2] 
(F+ 8) =3: E 
(fi + 81)(x) ;2 € [Domfi y Domg,] 
(fa + Em) lx) ; x e [Domf, 1 Domg.n] 
NOTA : 


(f, + 8j)fx) esta definido si y sólo si 
Domf¡nDomg,+4 
EJEMPLO 5 : 
Sean las funciones f y 8 funciones tales que : 
f(x) =6x +1 ; xe(32] 
8(x) = 2x-3; xel-1:5) 
Hallar: f+ 8 
RESOLUCIÓN : 
* Primero : 
Dom f + g = Dom f Dom g 
> Dom f + 8 = (-3;210[-155)= [ -1:2] 
» Luego: 
(F+ gx) = f(x) + glx) 
> (f + glMx) =6x + 1+2x-3= 7-2 
* Entonces : 
(f+ 8 Mx) = 7-2; xe[-1:2] 
IV) SUSTRACCIÓN DE FUNCIONES 
(FUNCIÓN DIFERENCIAL) 
Son f y g dos funciones bien definidas, luego 
definimos y denotamos : 
f-8=lxs(f -8)(x0)/x e Domf > Domg) 


como la función diferencia de f y g, es decir: 


1) Dom(f - g)=Domf ri Domg 


Fez 5 (f- IO 


V) MULTIPLICACIÓN DE FUNCIONES 
(FUNCIÓN PRODUCTO) : 


Sean f y g dos funciones bien definidas luego 
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definimos y denotamos : 
Pg =(=:(fg)=)/x e Domf n Domg) 
como la función producto de f y g , es decir : 


o Dom(f x g) = Domf e; Domg 
ES|m (fxg)=1()x gl) 


VI) DIVISIÓN DE FUNCIONES 


( FUNCIÓN COCIENTE) : 
Sean f y g dos funciones bien definidas luego 
definimos y denotamos : 


£- [(EJuo1ze (Domf N.Domg)a g(x)= o) 


como la función cociente de f y g , es decir: 


1 Dom(f/g)= Domf ni Domg ag(x)+0 
fle= 
2(x) 


m (£ Ju- Fe) 


CASOS PARTICULARES 5 
1) Flex) = eFlx) 5 ce Ra DomlcF)=DomF 
1) (1/G)(x) = (Gx) = [Go)]' 
DomG”* = DomG - (xiG(x)=0) —. 
11) POTENCIACIÓN DE FUNCIONES : 
Fla) =f(a)- (dm... f(x) 


'mulliplicaciones 
indicadas 


Dom(f") = Dom(f); n,eN n22 


PROPIEDADES : 
Sean f , g y h funciones reales bien definidas, luego 
1D) CONMUTATIVA : 


fre=erf ]a[f-6=81 
1) ASOCIATIVA : 

[0 n=1:(6:0)] [+9 +2=1+(6+2) 
UN) DISTRIBUTIVA 2 


(f+8)h= 


-h+g-h 


EJEMPLO 1: 


A partir de las funciones definidas por pares 
ordenados: 


f=((1:2),(2:3).(3:4),(4:5)) 
£=((0:2).(2:2),(3:5)) 
* Podemos hallar la suma y el producto. Obsérvese 
que D, N D, =13;65) entonces sólo debemos sumar 


y multiplicar las componentes correspondientes a 
este dominio : 


f+g=((2:5),(3:9)) 
fx 8 =((2:6),(3: 20)) 
EJEMPLO 2: 
Sean las funciones f y g tal que: 


f =((1:4),(2;6),(6;16),(6;4)) 
£ =((1:2).(2:3),(3:7),(6;0)) 
Determinar : 
Af+E B)f-8 
RESOLUCIÓN : 
* Primero veamos los dominios; 
Domf =11;2;6;6) 
Domg = (1; 2;3;6) 


C)fxg Djfie 


* Entonces : 

Domf n Domg = (1; 2; 6) 

* Entonces : 

ANF+ END) =f()+8(1) =4+2=6 
(F + gJ(2) = f(2) +8(2) =6+3=9 
(F + 8gJ(6) = f(6) + 8(6) =4+0=4 

* Luego: £ +8 =((1:6),(2:9),(6;4)) 

* Análogamente , hallamos : 

B) f-8=((1:2),(2:3).(6;4)) 


C) f-g=((1:8),(2:18),(6;0)) 

D) En el caso de fIg se tiene : 

Domflg (Domf n Domg)- x e (Domg/g (x)=0)] 
Domflg = (1; 2;6) - (6) =(1;2) 


Luco: te= ((15)(2:5)) 


> flg =((1:2),(2:2) 
EJEMPLO 3 : 
* Dadas las funciones : 


CAM IIZMEMETA 
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F=((3:2) (4:-1).(5;6),(8;D) 


G=((3;4).(2:7),(6:0),(9-3)) 
* Entonces : > 


DomF = (3; 455; 8) 

DomG = (3; 2;5;9) 
y el dominio común : DomF N DomG =(3;5), 
Luego: 
*F+G=((3;2+4),(6;6+0)) =((3:6),(6;6)) 
* P-G=((3:2-4),(6;6-0)) =((3;-2).(6:6)) 
* FG=((3;2x4),(6;6x0)) = ((3:+8).(5;0)) 
* Para F/G: 

Dom(F/G) = (3;6) -[x/G(x)= 0) 


=(3;6) -(6) 
=(3) 
> FIG =((3;2/4)) = ((8;1/2)) 


EJEMPLO 4 : 
Sean funciones tales que: 


Pa) la? a gta) = la? 4 
Halle:f+8, f-8+f8 
RESOLUCIÓN : 

* Calculemos los dominios de f y 8: 
*Domf: 4-x%>0 > -23x52 
> Domf =|[-2;2] 
* Domg:x?-4>0 > (x<-2 v x22) 
> Domg = (-o;-21U[2;+0) 
* Luego: Domf M1 Domg =(-2;2) 
* Entonces : 
(F+gM 2) =f(-2) +8(-2) =0 
(F + 8)(2) =f(2) + 8(2) = 0 
> p+e= (020,20) 
* Análogamente hallamos : 
f-¿=((20),(2:0) 
f¿= (20,20) 
EJEMPLO 5 : 


Sean f y E funciones definidas en los números 
x-4 
reales, tales que : f(x) =/x=3 5 g(x)= == 


x-5 
Hallar : 


a) (f- g)(x); Dom(f- 8) 
L():Do (5) 
AE 
RESOLUCIÓN : 
* Domf =[3; [| Domg =R-(6) 
* Dom(f — 8) = Domf A Domg =[3;6[u ]6:w[ 
* La regla de correspondencia : 


(F— 8ltx)= f(x) — g(x)=/x-3- 


x-4 


x-5 
* Para el dominio de £ , es necesario que g(x) «0; 


do implica e 
esto implica Hg 


« Dom[£) =[sidoJasól Je: 


* La regla de correspondencia : 


20>xrd 


EJEMPLO € : 
Sean f y g funciones tales que : 
f(x)=x*+30+1 
£()=((0:6),(-1:42).(3:7).(V2;9)) 
Halle: 
D (r? -38)(42) 
1) (6g? -sf)D 
RESOLUCIÓN : 
* Veamos los dominios: 
Domf = R y Domg =(0;-13; 2) 


> Domf m Domg = (0;-1; 3; 42) 
D (12 -3g)(12) = 1" (42) -3g (42) 
= [1462 ale] 
=[s(1+J2)]' - 300) 
> (1? -38)(U2) =18/2 
1 (og? sf) =58* (0-3 (0) 
=5[g DT [EN] 
=5 (Va) -s(0) 
> (og? -af)(=D=13 
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EJEMPLO 7: 
Sean las funciones : 


f =((0:0),(1:0),(2:1).(3:2).(4:3):(6:10)) 

glx)=/x+2, xe(-22) 
si (g* +[f(n) = 3, hallen? +2 
RESQLUCIÓN : 
* Consideremos: Dom, =D, 

gx) =x +2, Dg'=Dg=(22) 
*Domf=Df= (0;1;2; 3; 4;6) luego D(g* +f) = (0;1) 
e As: 
e +f=((0,8*(0)+0).(1,8* (0+0)) =((0:2),(1:3)) 
>n=1yn*42=3 
EJEMPLO 8 : 
Sean las funciones: 
flx=)=lal, xeR 


ao» x22 


* Luego : a, <2 


xlx ¡az0nx>221x*0 


xlja? ¿x20rx<2rx* 20 mt 


£Lís)= 
13 xa lx ¡x<0rnx22.x 2 Ol no existe) 


=xlx*ix<0nx<2 ax 040 
1 3 xel250)%. 
> La)= lx ;xe(0;2). 
-l/x ; xe(=0;0) 
EJEMPLO 9 : 
Construya el gráfico de la función f si: 
, Nx) =xsenx 
RESOLUCIÓN : 
* Consideramos y, =x € yg =8enx 


* Seleccionamos algunos valores de xeDomf y 
evaluamos el producto y, , Ya - 


* Además , si evaluamos : 
fa) = (-x)(senx) = xsenx, entonces 


fex) = f(x) verificamos que la función es par , 
luego el gráfico de f es simétrico respecto al eje Y . 
* Analizando para x > 0 » —1Issenxs1 
multiplicando por (x) a los valores del senx 
1 S xa8enx S x 


* Asf la gráfica de f se encuentra entre las rectas 
y=xey=x 


4/2 


COMPOSICIÓN DE FUNCIONES 


Además de la adición , multiplicación y división de 
funciones , hay otra operación fundamental llamada 
composición , la cual se considera como una 
función de función y se define así: 


La función de f con g, denotada por fo g y quese lee 
«f composición g» es la función cuyo dominio 


consiste en los elementos xeD, tales que g(x) e D, 
y Cuya regla de correspondencia es: 
[fog]() = f[ 8 (x)] 


¿ASE 


DS 
EJEMPLO : 
* Del gráfico adjunto determinar Fo G 


[CAM AAIZME REA 


A 
. 3 FoG 


Se consideran sólo los elementos asociados a líneas 
que hacen el recorrido completo de A hacia C, 
pasando por B. 

FoG=((2:7),(3:7),(0;8)) 
DEFINICIÓN : 


Si f y g son dos funciones en sue dominios 
respectivos, se define la composición de funciones 
denotados por fog ““f compuesta con g”, así: 


lros EA Domf og = [x e Domglg(x) € Domf 


Cc 


(Log) = Fea). 


* Sean los conjuntos A,B y C y las funciones f y g 
tal que: 
B:A>Byf:B>C>fog:A>C 
* Los siguientes. diagramas ilustran la definición 
terior . 
A 
— (0) f(8(x)) 


13 . 
A B 


fog £ 


E 


OMC Sl 
D(fog) A A 


A OI O 0 


* De esta representación gráfica se tiene : 


DD(fog)< D(g)< A 
1)R(fog) < R(F) < C 


NOTA 


La composición de funciones es una operación no 
conmutativa es decir: 


(fog)x) + (gof Mx) 


EJEMPLO 1: 
Determina la función fo g siendo: 
f =((0:0),(2:6).(4;12),(6:18).(8; 24)) 
8=((1:2),(2;4),(3;6).(4:8)) 
RESOLUCIÓN: 
*Para que exista la función Fo g es necesario , según 
la definición , que el rango de g se encuentre 
contenido en el dominio de f, esto es, que exista 
Ry O D/.Si g tiene dominio en A y rango en B, y f 
tiene rango en C, entonces 
Fo É tiene dominio en A y rango en C.. La figura da 
un diagrama de fo g para este ejemplo. 


A E B F Cc 


La función compuesta será : 
fog=((1,6).(2;12),(3;18),(4: 24) 
EJEMPLO 2 : 
Dadas las funciones: 
f =((-1:0),(2;8),(6:6),(7:9)) 
g=((1;-1),(0:2),(3:5),(4;6)) 
Hallar: A)fog B)gof 
RESOLUCIÓN: 
A) Veamos si existe fo g 
Domf =(-1;2:6;7) 
Rang = (-1;2;5;6) 
> Domf n Rang = (-1;2;6) + 0 
* Entonces existe fo g 
* Nos interesa los pares ordenados de g y f que 


tengan como segundas y primeras componentes A ¿ 
-1; 2 y 6 respectivamente . Luego : 


(YE AOS f —— (150) fog 


AS iR (0:3) e fog 
(3;6) e fog 


Seg» p6)ef 
> fog =((1:0),(0;3).(3:6)) 


* También : 
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B) De manera similar , se halla gof 
Domg =(1;0;3;4) 
Ranf =(0:3:6;9) 


> Domg n Ranf =10;3) + 0 
* Luego: 


ELDEf » (02) €8g (-1:2) egof 
(23)ef a (35)eg (26) egof 


> gof =((1:2),(2:5)] 

EJEMPLO 3 : 

Determine fo g si: 
f=((1:2),(2:3),(3:4).(4:5)) 
2¿=((0:0,(1:D,(2:4).(3:9)) 

RESOLUCIÓN : 

Dom(g)=10;1;2;3); Rang(g)=11;4:9) 
Dom(f)=1152;3;4); Rang(f) 31253; 4; 6) 

*Si x =0€ Dom(g)a g(0)=1€ D(f) 

>f(8(0)) =2>(f0g)1(0)=2> (0;2)efog 

* Siw=1eD(8)n81=1€D(f) 

>f(80)=2>(f08)=2>(1:2)efo0g 

* Siz=2€ D(g)r £(7) = 4 e D(f) 

> 1 (81)=5> (F 08) =56>(2:5)e Fog 

* Six =3€ D(8)n Es) € D(F); no existe 

> fog =1(0:2),(1;2),(2:6)) 

EJEMPLO 4 : 

Dadas las funciones : 
£=((3:6),(59).(8:4).(7:6),(10;5)) 
h=((3:9).(5:12),(7:9),(8:7)) 

Halle la función f tal que: h =fo g 

RESOLUCIÓN : 

* Como: h(x) = (fo gl(x) = fíg(a)) 

* Entonces: 


H(3)=f(g(3) >9=f(6)>(6;9) e f 
h(5)=f (8(5) > 12=f(9)> (9:12) ef 
HD =f(8(7)>9=f(6)>(6;9) e f 
h(8)=F(8(8)>7=f(4)>(4:7) ef 
> f=((6:9),(9:12),(4:7)) 
* También : 8 


Esemero 5" 


Dadas les funciones : 
£ =((1:2),(2:3),(3:5),(4:7)) 
£=((0:3),(1;2),(2;1),(3:4)) 

Hallar el producto de los elementos del rango de la 

función :h= (fo g) + (g0f) 

RESOLUCIÓN : 

* En este caso es posible seguir el siguiente 

procedimiento : 

» En casodefog: (1el)r (ela). f(e(0))) 

entonces (x;f(g(x))) e Fog yen A of: 


[Cáta) UE) ren A entonces (=.e(£6)egof 
* Así: 
Parafog: 
(152) g(2:3)ef >(1:3)efo0g 
(0;3) € g n(3:6)e f >(0:5)efog 
(2:)egn(4;2)ef >(2:2)ef 08 
(3,4) e g1(4:7) ef >(3:7)efo0g 
* Por consiguiente 
fog =((1:3).(0:6).(2;2).(3:7)) 
* Para go f:(1:2)€ f (23) eg >(1:3)e gof 
(2:3) ef. 1(3;4) eg >(2:4)e gof 
* Parax =3: f(3)=5 4 Dg >no existe g(f(3)) 
x=4: f(4)=7 4 Dg > no existe g(f(4)) 
* Por lo tanto go f= ((1:1),(2;4)) 
* Como Dpoy€CD¿o = 1152) = D,, entonces 
h=(fog) +8 P=((1:3+1).(2:2+4))=((1:4),(36)) 
R, =(4;6) , entonces 4x 6 = 24 


Came HZHERZA 


DELE e ESTATE AE) 


OBSERVACIÓN : 


Volviendo ahora la manera de ver a las funciones 
como máquinas, podemos entender la operación de 
composición corpo un acoplamiento de una máquina 
con otra . Por ejemplo, si tenemos la función f(x)=x", 
la cual es una máquina que recibe x y la eleva al 
cuadrado, la función 

gl) =.2x + 3,es una máquina que recibe a; la 
multiplica-por 2 y luego suma 3 , componer f' con g 
consiste sólo en acoplar la máquina de g con la de f. 
Le suministramos a f, la «producción» de g. 


La expresión o regla de correspondencia de fo g es: 
(fo gl) [e ()]= F[25+3]=(2%+3) 

> (f0g))=(2%+3) 

EJEMPLO 6 : 

Dadas las funciones: f(x) = /4x—x? -8(x)=x - 2 

Hallar fo g. 

RESOLUCIÓN: 0 

> a los dominios de cada función: 


* Para 
dx-x O -4x<0 > x(x-4)50; x e[0;4) 


Domf= [0;4] 
*Para g(x): y = x — 2 es una función lineal Domg=R 
* Como los dominios tienen infinitos elementos, 
aplicamos el método:analítico para resolver el 
problema. 4 
* Tenemos: 
Domfo g =(x e Domg /g(x)e Domf) 
=(x e R/g(x)e Domf) 
* Trabajamos con (x e R/g(x) e Domf) 
*Deg(x) e Domf se tiene : 
(x-2)e[0;4] > 0<x-2<4 
> 2<x<6 > xe[2;6] 
*En (2) : (x/g(x) e Domf) =[2;6] 
“En (1) :Domfo g = Rn[2;6]=[2;6] 
* Además : 


(fo gl(x)= Net) = fa- A 2D-(:-D) 
(Fo gl) =l=? + 8-12; Domf o g = [2;6] 


* Hemos determinado f o g indicando su regla de 
correspondencia y su dominio. 


EJEMPLO 7: 
Dadas las funciones f y £ » tales que: 
f(x) =2x — 1;x e (1510) 
8(x) =3x +1: (152) 
Hallar : fo g si existe . 
RESOLUCIÓN : 
A) Primero veamos si existe fo g 
10) 
Ran g :-1<x<2 
-3<3x<6 
-2<3x + 1<7 
> Rang : (-2,7) 
* Luego: Domf  Rang = (157) +0 
> Existe fo g 
* Calculemos : Dom(f o g) 
Domífo g) =[x/x € Domg a g(x) € Domf) 
* Luego : 


xe(-152) a 1<3x+1<10 

> x6(-152) A 0<3x<9 

> xe(-152) n 0<x<83 

> xe(-1;2) n xe(0;83) 
* Entonces : Df o g = (0;2) 
* Ahora , calculemos : (F0 8), 

(F0 8), =f8(x)) =f(3x + 1) 
> (f08),,, = 2(3% + 1)-1 
> (Fog), = 6x +1 
* Finalmente : (fo g),., = 6x + 1; x € (0;2) 
PROPIEDADES : 
Sean las funciones f; g y h: 
1) Otra forma sencilla de presentar el dominio de 
una composición es : 
Dom(f o g) = Domg n[x/g (x) e Domf) 
ID) (fog)oh =fo(gok) mau. (Asociativa) 
ZII) Si E es la función identidad , luego 
y funciónf:fo1=f nlof=f 

I(f+g)oh=(foh) + (80h) 
V) (f-g)oh=(foh)- (20h) 
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WI"of=f", ne Z*, 1: identidad 
FUNCIÓN INVERSA 
Sea funa funciónbiyectiva , entonces f posee inversa 


denotada por fl o f*, y se define de la siguiente 
manera : 


(y;x)1 y ef (x);x e Domf) 
* La inversa de f es la función que se obtiene al 
intercambiar la primera y segunda componente en 
cada par ordenado de f. 


* El dominio de f* es el rango de f y el rango de f* 
es el dominio de f. 


Domf = Rangf* =x 
Rangf = Domf* = y 

CÁLCULO DE LA FUNCIÓN INVERSA 
Si f es una función : y = f(x) biyectiva 
D) Se despeja x, x =g(y) 
1) Se reemplaza y por x y a la función y se llama 
inversa de f' y se denota por f *. 

>r=f*(x) 
* Calcular el Ran(f) que será exactamente .el 
dominio de f * y así se obtiene f*. e 
EJEMPLO 1: Í 
¿Cuáles de las siguientes funciones tienen inversa? 

DF =((1:2),(2:3)(3:4) + 42 
1) 1 =((2:1),(3:2),(4:1).(6: 3) 

RESOLUCIÓN: - 
I) Es inyectiva : A cada imagen y le corresponde 
una pre-imegen x, por lo tanto, existe f(x). 
11) No es inyectiva , pues a la imagen y = 1 le 
corresponde dos pre-imágenes. No existe f(x). 
NOTA 
* Si g es la invejsa de f, entonces también f es la 
inversa de g, es decir : (£1)* =f 
* La notación empleada para la función inversa no 
debe confundirse con la ley de la potenciación, aquí 
el símbolo superior =1 mo es un exponente , en 


1 
eral: pa) 

gens de e) 

EJEMPLO 2 : 

Para hallar f'(x), dado f(x)=v/x+3, que es 

inyectiva, de y=/x +3 despejamos x y obtenemos: 


x=(y-3)', luego intercambiamos x con , y: 


y=(x-3)*, entonces f(x) =(2-9)%- 
Además : 
D¿=[0;0[ ;R, =[3;0[ ; D, ¡=[3;w[: R,,=[0;0%] 


GRÁFICA DE LA FUNCIÓN INVERSA 


* Para que “f” tenga inversa a la gráfica de la 
relación f* toda recta vertical debe cortarla a lo más 
en un punto o que es lo mismo : que a la gráfica de f 
toda recta horizontal la corte a lo más en un punto 
(en otras palabras f debe ser inyectiva). 

* Para obtener la gráfica de f* se refleja la gráfica 
de f.en la recta L; y = x (eje de simetría) 


* P es punto medio de AB 

KEJEMPLO 3: 

Determinar y graficar la función inversa de 
fl)=x*+2 

RESOLUCIÓN : 

* Como se trata de una función biyectiva; 
y=x"+2 , despejando x 

x=Y/y-2 , intercambiando variables (x por y e y 
porx) y=Yx—2 es la función inversa de f. 

* Además: Domf”*=R, Ranf”* =R 

* Luego grafiquemos ; 


(0:2) 
Po) =a8+2 


EJEMPLO 4 : 
Hallar la función inversa de: 


CA AZMZRE RETA 


(seo A NCICLOFPEDIA 2012) 


F(x)=2x-1; xe)]-1:6] 
RESOLUCIÓN : 


* Conelcambio: Fíx)=y  y=2w-1 


* Despejando “er. = 22 => FU) = 22 
* Además del dominio de F:-13x<6 

» Luego: 156 

* Resolviendo : 3<y<9 

> RanF = Domp*=]-3,9] 

* Finalmente: F*(9)=23%; y 0J-3:9] 


ee r=22; xe13;9] 
EJEMPLO 5: 
Sea fi(-5; -2) -» (6;26) una función tal que: 
f(x)=x?+1 . Halle f *; si existe. 
RESOLUCIÓN : 
* Existe f*o f es biyectiva: 
* Veamos si f es inyectiva: 
fx) =1(x2)>:3P+1=xÍ+1 
rima toi 
> (3, +x3)(3,-x2)=0 
* Como: x,Ax3 E (-6;-2) >x, +x%9 0 
* Luego: x,-2¿=0>x,=x7 
* Por tanto , f es inyectiva. 
* Veamos si f es sobreyectiva calculemos el rango 
Eo -b<x<-2 
> 4<10<2>5<x*+1< 26 
> 6<y<26> Ranf =(5;26) 
=f es sobreyectiva 
* Luego f es biyectiva y existe f” 
* Cálculo de f*:+ 
y=f()=>x*=f*(y) 
y=3%+10x?*=y-10lx=/y-1 
* Como x e (-5;-2) > |x| =-x 
* Luego: -e=/y=1 ox =-/y-1 
=> f*(y)=-/y=1; ye (6:26) 
* En términos dex : 
f*(x)=- 
* Donde : 
Domf * =(6;26) a Ranf* = (-6;-2) 


=1; x € (6;26) 


EJEMPLO 6: 
Hallar y graficar la función inversa (de existir) de: 
y=f(x)=x?-2x-1; xe[2;0) 
RESOLUCIÓN : 
*De: y=x*-2x-1 
> y=la-D*-2 olx =y+2 

Sle-1l=/y+2 

>x-1=/y+2, (ya que: 22) 

ex=1+J/y+2=f*(y) 

* Dedonde: f*(x)=1+Vx+2 

* El rango de f* será el dominio de “f” es decir: 


Rang(f") = [2;+00) 
* La gráfica será ; 


EJRMPLO 7: 
Si f(x) =-2lx—1|-2,x e [2;3] determinar f*(6) 
RESOLUCIÓN : 
» Recordando que si (x; ye f > (y;x)e f* 
3[x=5/2, si 
A a, no ¿porquét 
*Luego (6/2; 5) e £ >(6:6/2)e f*>f*(5)=5/2 
PROPIEDADES : 
1) f * es biyectiva , existe f ** y como: 
Fe=((9;x) lx e Domf) 
entonces: P=((2; y)/x e Domf) 
Luego : f** =f 
II) Si Tes Ja función identidad , entonces: 
fo f* =1, sobre Domf* 
f*of=1, sobre Domf 
HI) Inversa de una función compuesta. 


Si f y g son biyectivas tal que existe fo g, entonces: 
(fo g)* » 


[EDICIONES _RUTIÑOS 


FUNCIONES ) 


existe: (fog)* =8*0f* 

NOTA 

* Sean f y g fúnciones tales que : una: de ellas o 
ambas pueden no ser biyectivas, sin embargo la 
función (fo g)* puede existir: 

* En este caso, no se aplica : (fo g)* =8* o f* pues 
no existe g* o f*, ya que al menos una de las 
funciones f* o g* (o ambas) no existe. 


FUNCIONES 
TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


Las funciones trigonométricas son períodicas y por 
lo tanto no son inyectivas (puesto que para cada y 
de su rango , hay infinitas x que le corresponden). 
Sin embargo, mediante una restricción del 
dominio podemos introducir la noción de inversa 
para cada una de ellas. 


EJEMPLOS: 


I) FUNCIÓN ARCO SENO 3 

A partir de la función y =-senx dado que; 
-EsxsZ obtenemos su función inversa 
considerando el siguiente procedimiento. 

* Despejando x, en términos de y ;x =areseny o 
x=sen 

* Cambiando la yariable x por y e y por x, ge tiene : 

y = arcsenx o y=wsenTlx 
(se lee: “y es un arco cuyo seno es x”) 


* Obteniéndose así la función inversa definida con 
regla de correspondencia f(x) = arcsenx 


ANÁLISIS DE LA GRÁFICA : 


1)Domf =[-1;1] 3) es inyectiva 
2)Ranf = [55] 4) es impar 


5) No es períodica 
6) La función es creciente en todo su dominio. 


INFUNCIÓN ARCO COSENO 
A partir de la función y = cosx dado que Os x<x* 
obtenemos su función inversa considerando que 
x = arccosy 6 x = cos y además cambiando la 
variable x por y e y por x:; obteniéndose: 

y = arecosx o y = cos ix 
(se lee: “y es un arco cuyo coseno es x”) 
Obteniéndose la regla de correspondencia 
f(x) = arccosx Y 


1)Domf =[-151] 
2)Ranf =[0;x] 
3) es univalente 


4) no es par; ni impar 
6) no es períodica 
6) la función es decreciente en todo su dominio. 


MI) FUNCIÓN ARCO TANGENTE . 
arcianx, x € R) 


*De: ty=fanx > x=arctany 
> y=arctanx, xeR 
* Graficando : 


Care 


¡MEME ZA 
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Análisis de la gráfica: 
1) Dominio de fes R 
2) Rango de fea (52) 
3) La función es impar 
4) La función es creciente en todo su dominio. 
IV) FUNCIÓN ARCO COTANGENTE : 
[£ =((2; y)/y = arccotx, x e R] 
*De: y =colx > x=arccoty 

> y=arccolx, xeR 
* Cuya gráfica es: 


ANÁLISIS DE LA GRÁFICA : 

1) Dominio de fes R 

2) Rango de fes (0;x) 

3) La función no es par, ni impar 

4) La función es decreciente en todo su 
dominio. . 


Y) FUNCIÓN ARCO SECANTE 3 
[f= ((2:9)/y = aresecx, x € RED] 
*De: y =secx > x= arcsecy 


=> y =arcsecx, x e (-o;-1]U[1;+0) 
* Cuya gráfica es: 


ANALISIS DE LA GRÁFICA : 
1) Dominio de fes R-(-1:1) 

2) Rango de es [0:x]- (2) 

3) La función no es par, ni impar 


4) La función es creciente en el intervalo 
(=00;-1) v (1;+00) 


VI) FUNCIÓN ARCO COSECANTE : 


£= ((5; y)/y = arcesex, «e R=(-151))| 
*De: y =08scx => x= arccscy 

> y=arcescx, x e R-(-1,1) 
* Cuya gráfica es: 


=al2. 
ANÁLISIS DE LA GRÁFICA : 


1) Dominio de fes R- (-1;1) 


2) Rango de f'es 


3) La función es impar 

4) La función es decreciente en el intervalo 

(=00;-1) v (1; +00) 

OBSERVACIÓN : 

* De todo lo anterior se puede deducir que: 

A) y=uen lx <> senx= y, para todo -13x<1 Y 
x zx 

SEL 
PRO 

B)y = cos lx <> cosy =x, para todo -1$xS1 y 

OS ysx 

C)y=tg xo tgy=x xe Ry Gsy< E 


D)y=ctg xo clgy=x; xeRy0<y<x 
Ejy=uec lx o sey=x xeR-Hrll:0sysmye 


Ejy= cs lx e csy=x x€ Ral: ¿Sy s zsy 0 
EJEMPLOS : 


*sen (2)-0 ; implica: sen 0=72>, y como 


EDICIONES RUBISOS 
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FUNCIONES ) 


ese (2)=055 tica: sena=2, mo 
2) “implica: sena=3, y en 


Bel0;x].: pz 

* Recordando que: 

Dfof *(y)=y y e Ranf 
ID fo flx)= x;x € Domf 


* Se obtendrá: 
A)sen(arcsenx) = x; x € [-1:1] 


B)seclaresecx) = 
C)arccos(cosx) 
D)arccot(cotx) = 
PROPIEDADES : 

-arcsenx, x e [-1;1] 
= -arccosx, x e[-131] 
3)arctan( — x) = — arctanx,x e R 
4) arcsecl —x) = —aresecx, x e R-(-1:1) 
B)arccot(—x) = —arccolx, x e R > 
6)arcese( —x) =- arceacx, % e R= (2131) 
Varesenz + arccoss ==, x e[-1:1] h 


8B)arctanx + arccotx px R 
Darcsecx + arccsex => xe R-(-1:1) 


e 
*Y, 


10) arctanx + arctany = arotan (+ 
* Sixy<1>k=0 

* Siay>1, xp0>k=1 

* Sixy>1, x<0=>k=-1 


MODELIZACIÓN 


FUNCIONES COMO MODELOS 
MATEMÁTICOS : 


Un modelo matemático es un proceso mental que 
conduce a convertir un problema difuso de la 
realidad en un problema claramente matemático , 
de modo que, resolviendo este último , ge consiga 
una solución, o al menos un buen conocimiento del 
primero . En su proceso de elaboración , las 


funciones constituyen una herramienta 
fundamental. 

Al proceso que permite traducir una situación real 
en una función matemática se le denomina 
modelización . A continuación , presentamos 


algunos ejemplos de esta técnica . 

EJEMPLOS : 

COSTO DE CONSTRUCCIÓN DE UNA 
CISTERNA: Un grupo de ingenieros construye una 
cisterna , de modo que su capacidad sea de 300 
metros cúbicos de agua . La cisterna tiene como 
base un cuadrado , cuatro caras verticales , todas 
hechas de concreto, y una tapa cuadrada de acero . 
Si el concreto cuesta $1,6 el metro cuadrado y el 
acero , $4 el metro cuadrado, determinar el costo 
total C*, como una función de la longitud del lado de 
la base cuadrada. 

RESOLUCIÓN: 

* El prisma tiene las siguientes dimensiones: largo 
:x,ancho: x, altura: h 

* Como el volumen debe ser de 300 m*, entonces, 


(=)(x)(h) = 300, de donde: h= 2 
* Elaboramos la función costo , multiplicando las 
áreas de las caras por el costo del metro cuadrado 
respectivo : 
CM) = 4()00(1,5) + (IG6M(1,5) + 
1800 


> C()= 46,6%; x>0 


EJEMPLO 2 : 


COSTO DE NARANJAS AL POR MAYOR: Un 
ambulante puede comprar naranjas en el mercado 
mayorista a los precios siguientes : 60 céntimos , ai 
adquiere 20 kilos o menos ; 60 céntimos , si compra 
más de veinte y hasta cuarenta kilos ; y 40 céntimos 
si la compra excede los 40 kg . Determinar el costo 
C en función del número de kilos de naranjas 
compradas (x). 

En este caso , la función está segmentada , ya que 
tiene distintas reglas de correspondencia, 
dependiendo de los valores de x. 


Si0<sxSs20 » Clx) = 0,60% 
Si 20<x 540 » Clx) = 0,50x 


Si40<x , Clx) =0,40x 
0,60x si 0O<xs<20 
6(x)=j0,50x si 20<x<40 
0,40x si 40<x 


Came HZHENZA 
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EJEMPLO 3 : 
UN PROBLEMA DE OPTIMIZACIÓN : Un 
fabricante de relojes puede producir un reloj en 
particular con un costo de $15 por únidad . Se 
estima que si el precio de venta del reloj es x, 
entonces el número de relojes que se vende por 
semana es 125 - x. 
a) Expresar el monto semanal de las utilidades del 
fabricante-como función x. 
b) Utilizar el resultado anterior para determinar 
las utilidades semanales , si el precio de venta es 
$45 por reloj. 
€) Determinar cuál debe ser el precio de venta, si ge 
busca que las utilidades semanales alcancen un valor 
máximo . 
RESOLUCIÓN : 
4) Las utilidades se obtienen restando del ingreso 
total, el costo total . Considérese R el ingreso 
semanal , en dólares . Como el ingreso es el producto 
del precio de venta de cada reloj por el número de 
relojes vendidos , se tiene R=x(126-x). 
Sea C el costo total de los relojes que se venden por 
semana ; como este costo es el producto del costo de 
cada reloj por el número 
de relojes vendidos , se tiene C = 15(125 - x). 
Sea P(x) la función que representa a la utilidad 
semanal , entonces : 

Píx) =R-C á 
>P(x) = x(125 - x) - 15(125 - x) 
>Plx) = (125 - x)(x - 15) 
b) Si el precio de venta es $45, el monto de utilidad 
semanal es P(46): 

P(46) = (125 - 46)(46 - 15) 

= 80x30 
=2 400 

* Las utilidades son de $2 400 cuando los relojes se 
venden a $46 por unidad. 
e) Efectuamos operaciones en la fórmula algebraica 
que representa a P(x): 

P(x) = (125 -—x)(x- 16) 


> Pu) = —x? + 140x— 1875 
* Esta es una función cuadrática — del tipo 
Fx) = ax + bx +ccona =-1;b=140. Como 


a< 0; P tiene un valor máximo en el punto donde : 
140 


=-b/2a= =70 
* Así pues, las utilidades semanales alcanzarán un 
valor máximo cuando cada reloj se venda a $70 . 

*También podemos hallar el x que dé P máximo, 


transformando P(x) por completación de cuadrados; 
P(x)=-(x?- 140x) 1875 

> Plx)=-A(x-70Y -1875+70* 

=> P(x)=3026 (2-70 
* Aquí notamos que P es máximo cuando x=70, y 
que dicho valor máximo es P(70)=3025. 
EJEMPLO 4 : 
CONSTRUCCIÓN DE UN CERCO: El 
Departamento Vial de un distrito ha decidido 
construir un área de picnic para automovilistas al 
lado de una carretera. Será rectangular y tendrá una 
superficie de 6 000 m* y estará cercada en los tres 
lados no adyacentes a la carretera. Expresar la 
cantidad de metros del cerco requerido como una 
función de la longitud del lado no cercado. 


RESOLUCIÓN : 


E 
[Área de picnic 


Carretera 
* Hacemos un diagrama y expresamos la longitud 
del cerco en función de los lados x e y del rectángulo: 


L=x+2y 
* Para expresar L sólo en función de ax, debemos 
utilizar al dato del Área del terreno a cercar , así: 


x.y=5000, de donde y =000 
x 
* Sustituyendo en la ecuación para £ ; 


L=x+2—_— 
x 


*Y ya tenemos L como función del lado x:; 


L(x)=x+292000 


x 
* Si quisiéramos hallar el valor de x y obtener la 
cantidad mínima de cerco C, podemos tabular y 
graficar la función , eligiendo según la gráfica el 
valor óptimo de x . . 
EJEMPLO 5: 

EXPANSIÓN DE UN INCENDIO: Un incendio 
comienza en un campo abierto y seco, extendiéndose 
en forma de círculo . El radio de tal círculo aumenta 
a razón de 6 m/min. Expresar el área de fuego como 
una función del tiempo f£. 


RESOLUCIÓN: 

*LLamaremos £ al número de minutos 
transcurridos desde que se prendió el fuego : r al 
radio del círculo en donde se desarrolla él incendio 
y A el área incendiada. A=xr*; r=6t 
SAUNA abro radidisentoa as 
velocidad de 6 metros por minuto . Sustituyendo r 


ná: “A=xt01Y 
» Obtenemos A en función del tiempo £ : 
A=36xt* 


EJEMPLO 6 : 

Una empresa ABC-SA produce artefactos 
electrodomésticos y puede tener una utilidad de 20 
dólares en cada artículo si se producen 
semanalmente no más de 800 artículos. La utilidad 
en cada artículo decrece 2 centavos de dólar por 
artículo que sobrepase los 800. ¿Cuántos artículos 
deben fabricarse a la semana para obtener la máxima 
utilidad? 

A)800 B)J8560  C)900  DJ960  EJ1000 
RESOLUCIÓN : 


FUNCIONES ) 
EJERCICIOS 


(0) Señala cuáles de estos diagramas sagitales 
representan funciones: 


(02) Verifica cuáles de los siguientes conjuntos de 
pares ordenados son funciones : 
a)((2:0),(-1:5).(0:0),(6;2)) 
2(-3;1),(-3:0),(4;2),(7:5)) 
cJ(=5;2),(1:2),(3: 2),(6; 2) 


ac) 


(03) Señala las gráficas que representan a una 


* Sen U,,, la función que da la utilidad total , donde: función: 


ilidad por 
Un (ea o) 


* Donde a: es el número de artículos 
* Para x 5800 : U,, = 20% EN 
* Para x>800 : ; 


> Up) =[20- 7 (=-800)]x 


Ub) =- 375 + 36% 
Vi.) = ae -1800% +-900%) + ¡2 900? 
> Ue») = 55 (900) +16200 


Luego la utilidad será máxima para x = 900 
RPTA: 


(3) Determina el dominio y el rango de las 
siguientes funciones: 

aJF =((1:0),(2:1),(3;2),(4:3)) 
:4),(4:2),(1:0),(0:3)) 
-2;1),(-1:1),(0;1),(15D,(2;0)) 


ch= 
2; xe(-1;0;1;2) 
de= ¡E 5 el3:4:6) 


(03) Hala ¡el dominio de cada función: 
af (a) 2 b)g(x)=/x-2 


d) F(2)==* 
Df) =Jx+1 


tl 


ODE FI DITITIN 


(09) Determina el rango de cada función: 
afl)=Jz; + B()= =, sa =P? 


((2) Hala el dominio y el rango de estas funciones: 


at [+ E >. 
=/0; Si x<0 
Dl Si iso 


e)f(x)=/3?-9 


(03) En los gráficos de 7 al VIH relaciona cada 
gráfica con una de las siguientes funciones: 


aJy=2* +2 e) y=(x- 2)? 
D)y=-a* +2 Py=+ 2 
e)y=lxl+2 Ely=2x? 
h)y=-la +21 
v Y 


de 
e 
> 
de 
so 
>" 


Y 
vo 3 
Xx 
VI) y Y 
5 
3 nan 
vam Y, 
4 
3 X 


(09) Determina cuáles de los siguientes enunciados 


son e cuáles son falsos: 

A)Si el dominio de una función consta de dos 
números, el rango consta por lo menos de dos 
números. 

B)Si el rango de una función consta de un solo 
número, su dominio consta de un solo número. 
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C) El dominio natural de f(x) =V/x—3 es [S;we] 
D) El rango de f(x)=x? 6 es [-6;0o] 


Si f(x) =4x-1 entonces f(x+h)=4x+h-1 
E)Una recta vertical corta a la gráfica de una 
función en no más de un punto. 


F) Siel dominio de f (x) =x? +1 es [1,2], el rango 
defes [2;6] 

G) Si y = f(x) tiene como dominio a 2, su gráfica 
corta al eje y en f(0) 

DSi flx+D=x?+2x+1 

entonces: f(x—1)=x?-2x+1 


1) La función que asigna a cada número real positivo 
x, su cuadrado disminuido en su raíz cuadrada, se 


expresa por: (a) = (x-/z) 


(Traza la gráfica de las siguientes funciones; 
específica, según cada caso, el dominio y el rango: 


A) Nix) =x2 B) Nx) = A 
0) fix) = ES 
O PES 1) =[ 


(UD Mediante la gráfica adjunta de f(x) = Jz, 
traza las gráficas de las siguientes funciones. 
AJy=Vx +2 y =lz 
B)y=- dx 
Cjy=WVx-2 
D)y=2/x 

x 
(B) ¿Cuáles de los siguientes enunciados son 
verdaderos y cuáles son falsos? 
A) Para encontrar la interseca de la gráfica de la 
función f' con el eje Y, dado y = f(x), se hace. x =0 y 
se calcula y. 
B) Sila gráfica de y = f(x) interseca al eje de las x 
en x= a, entonces la gráfica de y = fíx + h) 
interseca al eje de las x, enx =a—h 
C) Para gráficar y = fíx) + a a partir de la gráfica 
de y = f(x), se traslada esta última a unidades hacia 
arriba. 
D) La gráfica de y =|2x| es una versión comprimida 
de la gráfica de y =|x] 


(EDICIONES _RUMINOS 
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PUSCION, 


1 
E) La gráfica de Y=-— tiene dos asíntotas, una 
horizontal y otra vertical. 


F) La gráfica de Y= 
verticales. + 


tiene dos asíntotas 


(E) Determina cuáles de estas afirmaciones son 


verdaderas y cuáles son falsas. 
A) La gráfica de'una función lineal es una recta que 
siempre pasa por el origen. 

B) La gráfica de la función valor absoluto es 
sim élrica respecto el eje X. 

C) La función f definida por f(x) =x es creciente en 
22]. 

D) La función valor absoluto es impar. 

E) Si fx) = Jx=1:f es creciente en todo su 
dominio. 

F) La función definida por f(x) =x*— x es impar. 
G) La función definida por f(x) =|x] — x+ es constante 
six>0 

H) Cualquier función f puede ser escrita como la 
suma de una función par e impar. 

1) La función definida por flx) =x=(x + 2) tiene un 
valor mínimo. 

) La función definida por flx) = 4-|x| tiene un valor 


máximo. 


(O Si fa) =x +3 y g(x) = x* - 5, gncuentra lo 
siguiente: 


A) (f+8)x) Bf + gy(0) C) (f- B)(x) 
D) (fer=2) ENPEN) F) (fo glx) 
G) (fogM3)  Hlgof(x) 


(SB) ¿Cuáles de los enunciados siguientes son 
verdaderos y cuáles son falsos? 

A) Si f es una función cualquiera, f(2x) = 2f(x). 
B) Si fes cualquier función real,flx)+/(2x) = f(3x). 
C) La suma de dos funciones pares es una función 
par: 

D) El producto de dos funciones impares es una 
función impar. ; 

E) Si f y g tienen el mismo dominio, ¿ también 
tiene ese dominio. Si 

E) Sifíx) =x* y glx) =x", entonces fog=g of. 
(G) Una función y su inversa tiene el mismo dominio. 
H) En una función inyectiva, el dominio y el rango 
son iguales. 

1 Una función inyectiva siempre es ereciente o 
siempre es decreciente. 


3) Sif y g son una inversa de otrafog =g0f. 


(E0) ¿Cuáles de las siguientes afirmaciones son 
verdaderas y cuáles son falsas? 


A) El valor máximo de y = sen 2x es 2. 


B) Las funciones seno y cosecante tienen igual signo 
en cada valor de su dominio. 


C) La cotangente y secante de un ángulo del segundo 
cuadrante tiene signo positivo. 


D) La función y = eosx es par. 
E) La función y = xsemx es impar: 
E) El período de la función secante es xr. 


G) Siempre se cumple que fg(x + x) = fgx para toda 
zx en el dominio de la función tangente. 


FUNCIÓN CUADRÁTICA 


El estudio de las funciones cuadráticas resulta de interés no 
sólo en matemática sino también en física y en otras áreas 
del conocimiento como por ejemplo: la trayectoria de una 
pelota lanzada al aire, la trayectoria que describe un rlo al 
caer desde lo alto de una montaña, la forma que toma una 
cuerda floja sobre la cual se desplaza un equilibrista, el 
recorrido desde el orígen, con respecto al tiempo transcurrido, 
cuando una partícula es lanzada con una velocidad Inicial. 


Puede ser aplicada en la ingeniería civil, para resolver 
problemas específicos tomando como punto de apoyo la 
ecuación de segundo grado, en la construcción de puentes 
colgantes que se encuentran suspendidos en uno de los 
cables amarrados a dos torres. 


Los biólogos utilizan las funciones cuadráticas para estudiar 
los efectos nutricionales de los organismos. 


Existen fenómenos físicos que el hombre através dela historia 
ha tratado de explicarse. Muchos hombres de ciencias han 
utilizado como herramienta principal para realizar sus 
cálculos la ecuación cuadrática. Como ejemplo palpable, 
podemos mencionar que la altura S de una partícula lanzada 
verticalmente hacia arriba desde elsuelo está dada por 
S= V,t-Y: gl, donde S es la altura, V, es la velocidad inicial de 
la partícula, y es la constante de gravedad y t es el tiempo. 
La función cuadrática responde a la fórmula: 

y= ax +bx+eccona = 0. Su gráfica es una curva 
Mamada parábola cuyas características son: 


Si a es mayor a 0 es cóncava y admite un mínimo. Sia es 
'menora 0 es convexa y admite un máximo. 


Vértice: Puntos de la curva donde la función alcanza el 
máximo o el mínimo. 


Eje de simetría: x =x,. 
intersección con el eje Y. 


Intersecciones con el eje X: se obtiene resolviendo la 
ecuación de segundo grado. 


¿AM AZIE MENE SA 


RESOLUCIÓN : 
* Como se trata de una función , luego : 
Si: (4; k) n(4; 2k — 1) pertenecen a «f», entonces : 
k=2k-1>1=k 
*Con lo que la función dada , será equivalente a : 
£ =((4:1).(2:5),(7:3)) 
=> Ranf = (1;5;3) 
*Sopide:1+5+3=9 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 2 : 


a 


conjuntos A=(-3;-2;0;6;4;11) y B=Z 
to miumérica de los enteros). Si f:A=>B 


sea una funcií 
AJG Bl 
RESOL UCIÓN : 
* Por definición de función , se deduce que de “f”, 
plantearemos: 

Si: (-2; 4) n(-2; 2a + b)e f 
*Entonces: 26 +b=4 cwusionoo 2 (1) 
* Ahora analizando el dominio dado y eL que se 
muestra explícitamente +plantearemos : 
Domf=(-3;-2;0;6; 4:11) =(-2:-3;0;2a +b;6;3a—b) 

A A 11) 

“Tr De (1) y (11), resolviendo : 
a=3nb= -2> T=3 -(-2)=5 
RPTA: “E” 


C)1 


PROBLEMA 3 : 


RESOLUCIÓN : 

1) La raíz cuadrada , por ser una raíz par, no está 
definida para números reales menores que cero . La 
función está definida para valores en los cuales 
x-420 

* Entonces : x e [4;0) > Domf =[4;00) 

* Porlo tanto, el dominio de la función flx)=V/x=4 
es el conjunto de los números reales que son 
mayores o iguales que cuatro. 


Y; 
MENA 


OS 


nio! a! 


1) Se tiene en cuenta que también es una raíz par, 
la cual no está definida para números negativos . 
Es decir , está definida para valores de x en los 
cuales x?—920 
x?*-920 equivale a (x+3Mx-3)>0 
E á 

-—_ 

00 3 3 
* Entonces : a e (o ;-3] U[3; +00) 


* Por consiguiente el dominio de la función es: 
Domf = (—wo;-8]1U[8;+0) 
III) Cuando se pide el dominio , se pregunta 
equivalentemente o para qué valores de la variable 
x, está definida la función f(x). 
f(x) está definida en R si6-x>0 
=>x<65-=> Domf =(-o;b) 
TV) La función f(x) es el cociente de dos funciones, 
La cantidad subradicalx*- 1 debe ser mayor o igual 
que cero . Pero como el denominador debe ser 
diferente de cero , 
entonces x* — 1 es estrictamente mayor que cero. 
Si:a?- 1 > 0 entonces (x + 1)(x-1) >0 


» 


—o cl 1 +o 


* Entonces : Domf =(-w0;-1) U(t:+o) 


(EDICIONES RUBIÑOS 


JH 599 


7 


a 


PROBLEMA 4 : 
Determinar el rango de cada una de las siguientes 


ID fix) =2x + 5, x e (4521 
IV ft) =3-V6+ax?; xe(J2542) 


RESOLUCIÓN : 
I) Gráficamente : 


*Se deduce que «y» siempre es positivo , ya que es 
iguala un radical (/x—4), entonces: Ranf=[0;00) 
1) Como: x?>0 
ar +121 > 0< E 

a +1 


<l>0< 


>0<y<1> Ranf =(0;11 
11) Aquí el dominio será (-4;2] 
* Para hallar su rango , habrá que hallar la variación 
de fx). 
A<xs2 > -8<2x<4 > -3<2x4+5<9 
> -3<f(x)<9> Ranf =(-3;9] 
IV) Partiendo del dominio y e (-/2;2) 
> -d2<x<2 0 0<x17<4>3 02-2%>4 
> 525-1251 > 1<V6-2* Ss J5 
>> d6- 42/52 2>3- 6-2? >3-V5 
> 3-/5<f(x)<2> Ranf =[3-/5;2) 


V)Por simple deduce 


>0 


análisis, se 


y= 


VI) Esta se hace más simple , si se factoriza el 
numerador y se cancelan los factores iguales: 


_G+D(G-4) 
Fr ESO 
> f(x) =x +1; excluyendo : f(4) =4+1=5 
*Pero como se trata de una función afín lineal (donde 
y+*5), entonces: Ranf= (5) 
PROBLEMA $5 : 


Sea: g(a) = ES y 
1-x 

D Determine Domg o 

11) Calcular : g(5) ; 8(-2) y g(z) > 

RESOLUCIÓN: 

1D) Para que g(x) sea un número real , el radicando 

(4 + x) es no negativo y el denominador (1-x), no 

es igual a cero. 


* Así: g(x) existe si y sólo si: 
4+x20 n 1x0 
xz24nxs*l 
* Intersectando , tenemos : Domg =[-4 ;-+00) (1) 


=(x+1D; 274 


CALETA 


900 315 a ES CICLOPEDLA 2012) 


RESOLUCIÓN : 

1) Para hallar el rango de f analicemos su regla de 
correspondencia en dos partes de su dominio 
(2300): - 
Sii x21; f(x)=x-1-x= 
Si:x<i; f(x) 
*De:x3<1 0 22x>-2 e f(x)=1-2x>-1 
> x.e (030) si y sólo si : 

fix) e (o) ui =(-o:-11> Ranf =(-o;-2] 


-13 x21 
a PE *<1l 
* Su gráfica : Y| 
ENE) 7 
21] -1 
12| 0 
0 | 1 ll x 


PROBLEMA 7 : 
Si (a ;b] es el dominio de la función fdefinida por 
1 (E A , 12)f :x e (0; 10), entonces la relación 
correcta entre los valores de a y b, es: 


Aja +8b =25 Bj3a + 6b =10 
C) 6a + 23b =26 D)6a + 46b =44.- 
E) ba +6b =36 . 


RESOLUCIÓN : 
* Lo dado lo podemos expresar, así: 


r=/z- E eun 2 ne (0510)) 


Es Doma peleo 
, 
*Luego: z= 24H 2 
a +3 20+3 


* Ahora como : 
O<xs10 > 0<2x520 


1 1 1 
SLI 828 > 
A S, NE E al 
3 2x+3 23 3 2x+3 23 
1 1.21 
> ts Domf= (5 Sal 
o a 
ns” =30P=233 


“Buscando la correspondencia pedida, se obtendrá; 
6a +46b = 44 

RPTA: “D" 
PROBLEMA 8 : 
Halle el dominio de la función : 


A 
4 B)[2;4] C)[2;3) DJR 
RESOLUCIÓN : 


* Se está pidiendo el campo de existencia de la 


función : 
* Luego: 12 YE22>0 A x-220 


> 1>Vx-2 1:22 1>x-21x22 
>x<3nx22> xel2;3) 
=> Domf =[2;3) 


RPTA: 


“q 
PROBLEMA 9 : 
Halle el rango de la función : G(+)= 


*Soa : Gl)=y>3= 5 
* Efectuando : ya? + yx + dy=x 


> yx? +(y-1x+4y=0 
* Como: 
xeR > (y-1) -4y(4y)20 o 
*Por diferencia de cuadrados : 
(y -1+4N(9-1-4y)2 0 


> (5y-D(By+1)50 + ye 


(Discriminante) 


> Rango(G)= E 3 5) 


RPTA: "D” 
ROBLEMA 10 : 
Sea una función real de variable real «a» e llama 
punto fijo de f si y sólo si fía) = a según ello 
encuentre los puntos fijos de la fun AS 
G(x)= Gx +x-20 Cra 


xl 
AM2iS) BAD Ofe0) DA2;-2) END 
RESOLUCIÓN : 
* Por definición de punto fijo : 


2 20 
Sa 20 ext 20=xt4x 
x+1 y y 


(EDICIONES _RUBIÑOS 


PERO 


FUNCIONES ) 


> =-43x=26x-2 
> Puntos fijos son 2.6 2 

f RPTA: 
PROBLEMA 11 : 


Dada la función f(x)= 
Halle sy rango 
2 10 


a (30] B)g4 C)R-10) DIO) EJR 


Sé E 'x € (135) 


RESOLUCIÓN : 
* Veamos: 
2x 1 1 
a 


* Pero: I<x<5 
> 2<2xS10 + 3<2x+15S11 
1 TAE 1 1 1 
LA E E 
23? 


* Sumando 1: pal LS 


— Su rango es : ds 
RPTA; “A” 
PROBLEMA 12 : 
Si h es una función definida por h)==x+2 con 
x>0, entonces la afirmación correcta es : 
A)Ran(f) (450) B)Ran(f)n(0;21+4 
C)Ran(f)U (o; 2/2]=R D)Ran(f)n(0:2) +0 
RESOLUCIÓN : 
*Comox > 0, y recordando que: — y 
Medi: Medi pS 2] 
(adieda:a) > (aMedi..)> 22 (2) 
+07 > h()> 22 
Li o Ranh = [22 +00) 
*De donde según alternativas , lo correcto , será : 
Ranhu (o; 2/2]=R 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 13 : 
Sif'es una función definida por; 
_frflx)+x—1; x>1 
dE -( 4 ;xs1 
1:(500)+ 31 (580) 
FO) 


, 


pr AE 


A)-1 B)2 
RESOLUCIÓN : 


*Para x>1: f(x)=xf(x)+x-1 
> (1-1 (x)=x-1 


C)3 D)4 E)6 


> 1-2 > f()=-1 


*>1 


+taegos [E 2 


*Se pide: yy = 10600) + 3f (680) _ -1+3(D __, 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 14 : 
Halle el rango de: flx; y) =at+ay+ y 
AMO) B)R  C)R¿ DXO¿7) EJO¡7] 
RESOLUCIÓN: 
2 De: f(xy)=x?+xy+ y? (9.2) +2 
> f(x;y)20; Ve,y e R 
> Ranf =[0;00) 


ay 


RPTA; “C” 
PROBLEMA 15 : 
Si f'es una función definida por ; 


f(x) =x*-6x +2, Vx e (-9;6), entonces el rango 


de fes: 
al- 7:00] B)o;26] C) (0:2] ; 
eL7Í Es 2] 
A E 
* Haciendo : . 
A E 5) 7 
y=x"-bx+ Era 9 (+ 3 4 
* Pero como: xe(-3;6) > -3<x<5 
a 56.5 sy 121 
ES > pe e 
va 
A 
» ' 17 
"Luego :Ranp=|-2; 26) 
E RPTA: “D” 


PROBLEMA 16 : 
Si f'es una función definida por : 
(fx) = J6—x + Jx—2, entonces el rango de f es: 


HEREZA 


E(so02 11 TN CICLOPEDÍA 2012) 


AJ[2; 8] B)[V2; 8] OJ[zJ2; 8] 
D)[o;2/2] ,E)R* 
RESOLUCIÓN : 
* Primero determinemos : 
Domf= [x e R/6-x>0 A x-2>0) 
>Domf = [xe R/6>x Anx22) 
=>Domf = [2; 6] 
*Luegó grafiquemos adecuadamente en dicho 
dominio : 


Y| 
ASS 
2 
1 


* De donde se aprecia que : 


Ranf = [0; 22] 


RPTA: 


“p» 
PROBLEMA 17 : 
Ssif es una función definida e 5 


A tonces el dominio 
(3? =x-2 E 
pes z 
BG C) (a) 
) (as) EJca; Jutrzs) 


RESOLUCIÓN : 
* Primero determinemos : 

Domf: 4x*-3x+220.n 3x*-x-2>0 
4x? -3x+2>0, VreR, 
discriminante :*4<0 A 4>0 
> Domf: 3x* =x-2>0 


* Pero: pues su 


> (3x+2Mx-D>0 > *<hva>1 


Donip= (caso (1:12) 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 18 : 


Si fes una función definida por : 
153 


positivo del dominio de f.es; 
A)[£; 5) BN1; 5) 

D)[1; =) Ea; 2) 
RESOLUCIÓN : 

Va 7304, 
Vila” 

> 1?-8x-420 0 V2I-dx*-4>0 
> (2-M(e+D20 a dx? -4<V21 
> les-1vx24) n (12-420 5 2?-4<21) 
> (xs-1vx24) n (4<x?<25) 

> (xs-Ivxz24) an (6<xs-2 v 2<x<5) 


+ : iS ay 
o 6 2 1 2 4 6 


> xe(-5;-2lul4:5) 
> Domf =(-5;- 21U14 : 5) 


C)(2; 6] 


* Como: 


PROBLEMA 19 : 

Si f es una función definida por : 

f(x) = lx-4+lx-51+3,con x e [1;6], entonces 
eáoeo efes: 


A)[£;10] BJ(4; 10] C)[4; 10) 
D)(4;10) E)(4:0) 
RESOLUCIÓN : 
* Redefiniendo : 
dox+b-x+8 5 1sx<4 
f(2)=x-4+5-x+8 5; dsx<5 
x-d+x-5+3 5 bsxs6 
12-2x ; Isx<4 
> f(x)= 4 5 dsx<5 
2x-6 ; 5sxs6 


* Para la primera: 1<x<4 + -22>-2x>-8 
> 10>12-2x>4 > Ranf, =(4;10] 
% Para la tercera: 5<x<6 > 1052x<12 
> 452x-6<6 > Ranfy =[4;6] 
* Luego: Ranf = Ranf, vÍ4U Ranfy 

> Ranf =(4;1010 14) u[4;6] 


> Ranf =[4:10] 


RPTA; “A” 


PR OREA 20: 


(EDICIONES RUBISOS 


JE 903 JET 


PFENCIONES ) 


A)[O; +=) B)[0;2] C)[o; 5] 
D)[5; 10] E)[1; 4] 
RESOLUCIÓN : 


* Transformando adecuadamente ; 
16) =l2 - 4lxl+ 4) [> 10) =20:31- 2) -al 
* Pero como : 

-25x52 » Oslxl<2 
> -2slxi-250 > 42 (lx1-2) 20 
> 822(4-2) 205 62 2(31-2) -32-3 
> 52l2(a1-2)* ¿[20 


>52f(x)20 > Ranf =[0;5] EETAIE 


PROBLEMA 21 : 
Si f'es una función definida por : 


[2-4 ; xs0 
13= lk-2+3 5 0<xsg3» £htonces el 
rango de f'es: 


AJ(-0;3)U (3; 5) 
Cl; 0)U(8;5) 


B) (o ;-3)0(3; 51 
Dio; -8lu[3; 5) 


RESOLUCIÓN : 
* De lo dado se obtiene : 
(x+Dó-3 ; xs0 
n= [fs -21+8 5 0<xS3 


* Para la primera: xs0 > x+1s1” 
> (0D 20 > (+ DS O 
> (DS A (As 
> Ranf, =(-0;-8] 

* Para la segunda: O<xS3 

5 -2<x-251 > 0slx-2<2 

> 3slr-2+3<5 >35f/(x)<5 

> Ranfy =[3;5) 

* Luego: Ranf'= Ranf, y Ranf, 

> Ranf =(-0;310(3;5) 


RPTA;: “D” 
PROBLEMA 22 : 

Bi f' es una función cuya regla de correspondencia 
es: 


x+1; -3<xs-l 
fleJ=p x% 5 —I<xsS1 ¿entonces el rango de 
fe: lx 5 1<xs4 
AJE3; 4) BM-3; 4] C)(-2; 4) 
DNE2: 21 EN Ñ 1 —- e a 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando adecuadamente : 


yes +1 


* Dela figura: Ranf = (-2;2] 


RPTA: “D" 
PROBLEMA 23: 
Si¡f es una función definida por + 


6x-2 5  x>2 
fx)=|lx=11-2 5 -25x52 
xi 


ia 
z < 


Entonces el rango de f es: 

A)[-2;1Ju (250) B)-2:1)U (250) C) [1; :2] 
DI(1; 2] EJN-1; 21 
RESOLUCIÓN : 


* Analizando por partes ; 
Dx>2 + 6x>10 + bx-2>8 
> f,¡(x)>8 > Ranf, = (8;+00) 
1) -25x52 >-3<sx-1s1 
> 0sÍx-1153 + -25lx-1-251 
> -25 fo(x)s1 > Ranf, =[-2;1] 
És 

Mx<-2 >x%>4>%>2 
> falx)>2 + Ranfy = (2; +0) 
* Luego: Ranf = Ranf,vRanf,vRanf, 

> Ranf =(8;+0)0[-2;1]u(2;+0) 

> Ranf =[-2;1]U(25+00) 

RPTA: “A” 

PROBLEMA 24 : 
SifyB son dos funciones definidas por ; 


0;35<0 
p5) cas 
xflat2x+1) 5 xe[-2:2] 
El [nom (E>) 5oxe 


CAL GENERE A 


WEN[sox ) 


ato fa E IO En] 
EN LTEG Ez 0, $ 

AJ[2; 8] - BJ2;7] c)[o; 8] 
Dl1; 7] EJ[2;8] 


RESOLUCIÓN : 


* Como “4? —2x+ 12 0; Va e R, entonces : 
f(?-20+1D)=1 
* Además : 


re(2:71 > L>0> mE) 
5-1 1 


5 xe[2;2 


. x 
Luego: g(x)= 2el2;7 


x*+1 5 


D-25x:<2>0<x*s4 

> 0s8,(x)s4 > Rang, =10;4] 
1M)2<xS7 > 3<x+1<8 

> 2<g2(x)s8 > Rangs =(2;81l 
Rang = Rang,vRang, 

> Rang=[0;4]u(2;8] 

> Rang =[0;8] 


PROBLEMA 25 : 
Se define : 
$e)) = fa, 1 (F(£0))) = fa(z) sucesivamente 


Además f(x) = 10 + f(x) 
Si f es creciente en todo su dominio halle faogy(10) 


AJ200 B)2002  C)20020  D)100 E)1002 
RESOLUCIÓN : 

*De: f(x) -f,_,(x) = 10 

* Dando valores : 


n=2> falx)-f(x)=10 
n=3> falso) falx)=10 $ 


fat) fu s(x)=10 
falx)-f(x) =10(n-1) 
> f(x) = 10(n-1) +f,(=) 
* Pero: fax) = 10 + f(x) 
> ff) =10+ f(x) 
*Sea f(x) = ax +b, evaluando a = 1b= 10 
> [(x)=x +10 > faoo¡(x)= 2000(10)+ x+10 


> Feo: (10) = 20020 
te 


RPTA: “0” 


PROBLEMA 26 : 
Halle el rango de la función f(x) 


: 2x-f(x);x5s1 
Si: = 

pps dE Eten ¿x<l se 
AN=1; 0) — BM=w;-1001 C)[-50;-— 20) 
D)Jo; 11 EJ[1; +0) 


RESOLUCIÓN : 
* Analizando por partes : 
Dxz1 > f(2)=2x-f(x) 
* Luego f(x) =x 5 x>1 
Mx<1 > f()=xf(2)-x+1 x<1 
* Luego: f(x) =1; x<1 

La gráfica de fx) : 

Y, 


a Xx 

> Rango de fes [1; +00) 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 27 : 
Si f.(1:2;3) >(1:2;3), ¿cuántas funciones se 
pueden formar tal que Vx edomf ; f(2)22? 
AJ8 B)7 C)9 D)6 E) más de 9 
RESOLUCIÓN : 
* Veamos gráficamente: 


* Del gráfico se observa que ; 
fi= las Es D fi=(B;F;D 
fe=lA: Fs D fi=10; Fs D 
fa=(B;E:D fo=1C; E; 1) 

* Son las únicas funciones en la cual f(x) >x 


RPTA: “D” 


FUNCIONES 


Entonces la figura que mejor representa la gráfica 
def(—le-1)-1 es: 


PS 


RESOLUCIÓN : 
* La gráfica de g(x) = f(-x) es : 
Le 


RESOLUCIÓN : 
* La gráfica de y=/x-2 es: 


an Xx 
AL gráfica de h(x)= g(lxl)=f(-lxl) es : 
y 


y 


x 


adjunte 


fíx) 


PROBLEMA 30 : 


Careers TEM9065 JMX ——CTIAAANUCLOPEDIA 2012) 
aa PROBLEMA 30 : = 


la figura que mejor representa la gráfica 
80) =F(1-kal) es: 
A y B) Y, 
E 7 Xx ( ) x 
RESOLUCIÓN : 
* La gráfica de g(x) = f(-x) es : 


RESOLUCIÓN : 
* La gráfica de h(x) = fí-x) es: 
2% Y 


ES 


MN, * La gráfica de h(x- 1) =f(1-x) es: 
La gráfica de Mt) 89 -Sfls 10 es: AS 
R Y 


' 


La gráfica de hs 1) -1 =flcla-10-1 8: 


Ed 


> f(x) = Es 


* Unión de tres funciones constantes 


RESOLUCIÓN: PROBLEMA 33 : 


*De: fíx)=; lx? —2lxll;x e R 
> 1) =D -1l;x e R 
* La gráfica de g(x) = (x-1)*-1es: 


RESOLUCIÓN : 
*La gráfica de y = f(-x) será : 


RESOLUCIÓN 
* Hallamos su dominio : 
6-x-x*>0 > (x+3Mx-2)<0 
>x e(-3;2) 
* De la definición : 
1; si (x+D(+-4)>0 
F(x)=4 0; si (x+D(x-4=0 
1; si (+ D(x-4<0 
* Bnre(3;2> x-4<0 
1; six+1>0 


>f(x)= os six+l= 
1; si x+1<0 


CALETA 


PROBLEMA 34 


RESOLUCIÓN : 

*De: f(x)=x?*-6x; xe[-1:4] 
> f()=(-3 -9 re[L-153] 
*Cuya gráfica es : 


RPTA: “D” 


RESOLUCIÓN : 
* Como, por condición, a + 0; entonces el conjunto 
solución de la función polinomial puede ser 3 
soluciones reales o 1 solución real y 2 imaginarias. 
*La solución imaginaria siempre se da en pares 
conjugados. 
*Una solución real viene a ser una intersección de 
la función polinómica con el eje X. 
*Según los gráficos A, C y D existen dos soluciones 
reales, lo cual implicaría una solución imaginaria 
de un sólo número complejo. Esto es totalmente 
falso ya que, como se dijo, las soluciones imaginarias 
vienen en pares conjugados. 
*La alternativa B es la correcta ya que su gráfica 
indica una sola solución real. 

RPTA: B” 


PROBLEMA 36 


A) 
RESOLUCIÓN : 
Vx-1=3-2x/x>1 
* Graficando las funciones : 
RX y 
lx 1=y 
£ 


Sy =9- 20% 
*Observemos un solo punto en la intersección 
las gráficas . e 

> Existe una sola solución real . 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 37 : a . 


(EDICIONES RUBINOS 


Esos HET FENCIONES 


RESOLUCIÓN : 

22 + Act B=lx- a) (x+4) 
+20 + Ar+ Boa? +(4-2a)a* +(a? -8a)x+ da? 
* Entonces :2=4-2a>a=1 
>Az=a*-Ba>A=-7> B=4a*>B=4 


PROBLEMA 38 


RESOLUCIÓN : 

D) FALSO : si x = 1/3 f con raíz 1 debe ser divisor 
del término independiente el cual es 1 y 3 debe ser 
divisor del coeficiente principal el cual es -2 y esto 
último es falso. 


KI) FALSO : veamos porqué, escribimos 
pl) =-(2% +ax" bx? -1) 
* Ahora :x, <xy -» 2x) <2xÍ 
2%, <xp > ax) <axí - 
x,<xy >-bxj <-bx3 . 
2x7 +ax? bx] ES Ta 
* Luego: 
2 +axj- A EN 
* Entonces : 
(2 +ax 5 - 1 bx3 +1) 
a 
px) > P(xs) 


x¡<xXp > plx,)> plxz) 
ID) VERDADERO : en la parte 1) probamos que 
plz) es estrictamente decreciente y además p(x) es 
de grado impar y por lo tanto tiene al menos una 
raiz real, pero al ser estrictamente decreciente la 
raíz real es única. 


PROBLEMA 39 : 


RESOLUCIÓN : 
DD p(x)=4x* +1 se puede escribir en la forma 


pl) = 40 dx? +1 49? =(202 +1)" ax? 

=(252 +14 20) (257 +1-2x) 
=(2:?+23+1(2x? -2x+1) 

> p(x)=(2:* +25 + 1D(2x* - 2341) 

* Cada factor cuadrático tiene discriminante 

negativo, entonces las raíces de p(x) son números 

complejos , luego : 

1) FALSO 

11) VERDADERO : porque los factores de — p(x), 

son 2x? + 2v+1,2:* - 23 +1. y estos son primos . 

111) FALSO : por lo desarrollado en 1. . 

PROBLEMA 40 ; 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando Ja función y = fx) 


1/2 4 5 x 
*Una función es no creciente en un intervalo pi se 
mantiene constante o es decreciente: en cambio, es 
no decreciente si es creciente o es constante. 


*Analizando en cada uno de los tramos propuestos. 
A)Tramo (0; 2] : f(x) es creciente 

B) Tramo (2; 5) 

No se puede afirmar nada ya que f(x) no existe en 


4d, 
C) Similar a la parte B 
D)Tramo(1 ; 3) : f(x) es creciente 


E) Tramo (3/2 ; 6/2) 
f(x) es creciente, y por lo tanto no decreciente . 
RPTA: “E” 


CAGAN 


JE(910 ) 


OIC EDA 2012) 


ROBLEMA eS 4, 


E a 
Es 


RESOLUCIÓN : 

*A la función f(x)=x*-2r+a podemos 
representarlo : [y-(a—1D]=(x- 1? 

*Donde el vértice de esta parábola esta representado 
porel punto : V=(1;a-—1) 

*Si: a=1>V=(1;0) 


a>1>V=(1;R') 
a<i>V=(1,R") 
f=) 


* Luego , el gráfico II ocurre cuando a< 1 


RPTA: “A” 


PROBLEMA 42 : 


RESOL UCI ÓN : 
*Nos piden a máxima (S,,g,) del rectángulo : 


S = xy donde: y =-2x +8 
* Reemplazando ““y”en S, el área en función de x es; 
S =x(-2x+8)> S=-a?+8x 
> S=8-(x-2%; 0sxs4 


v 
* Entonces, el área será máxima cuando x = 2 
siendo S = 8. 


* Por tanto el área máxima es 8. 
RPTA; “A” 
PROBLEMA 43: 


RESO. CET 
* Nos piden el área máxima del rectángulo , para 
xeZ y xea la parábola. 

y 


* Dela figura : S(x) =xy=-2x? 481? 
% S(x) : Área del rectángulo en función de x . 
* En el primer cuadrante x toma los siguientes 


valores : 
x=0: Síx)=0 228 + S(x)=18 
x=1: Síx)=6 x=4 : Síx)=0 
x=2: S(x)=16 
> S(x)máximo es 18. 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 44 : 


EDICIONES RUBIÑOS 


RESOLUCIÓN : PROBLEMA 46 : 
*De A: 


DSi: x>0=>jsx* 


y=x0 


Si: x<0=>y2-x? 


* Finalmente (1) U (11) queda : 


PROBLEMA 45 : 1% El árca del rectángulo está dado por: 
 Sya(x¿- 21) 
* Donde: X,, Xy» Yy E y= 
* En el punto (x%,; 93): yg =-x,*+6x,=6 ...o() 
* En el punto (x2;Y9): Ya =-xg? + 6x9 6 va. (1) 
* De (1) y (0) : 

-x +6x,-6=-x3? +6x7-65 


RESOLUCIÓ, rats 
* Graficando : , CS IO 


> (5 -2,)(x,+x2-6)=0 
> 1,=6-xz 
* Reemplazando en (*) tenemos: 
S= yo [x, -(6-x2)] 
S= ya (257 - 6) = 29 (27 = 3) cosaoacaraos (LIT) 
* De (11) y (UD) : 
S=2(-x,* +6x,-6)(x2 -3) 
* En general para un xe y=-x?4+6x-6 
S=2(-x*+6x-5)(x-3) 


[o an 2 R 
> zl 1] > 9=2- 011-691] RPTA: “A” 


> Área a parax =3 PROBLEMA 47 : 


> Amáxima =2,2 
a RPTA: “E” 


LA AZIENERETA 


D)14. E) 13 


RESOLUCIÓN : 
*De S=((x;y)€ RxR/y=|x-2|-2|-8) 
* La gráfica de: y = ]r—2/-2 es: 


* El área pedida será 24 , entonces : 


le) 


>24 = 17u* 


EPTA: “A” 
PROBLEMA 48 : 
3 CA= (559) ly <2x* + 3) 
O B=i(e;y) /y>-416x +4) 
de las regiones sombreadas ajopts representa 


E) 


* Graficando A-B:  * EN A: 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 49 : 
Sea el siguiente sistema de inecuaciones : 
BA Ly < 8 cnircacanarecaranos (0) 
De =8y? <—2 cisocinascertess (B) 
Entonces, el conjunto solución está E OPEEnaCO 
por Ta región . 


aJr BI Cynr DJIV> 
RESOLUCIÓN : 


* De (a) : graficamos 


* La región sombreada nos representa el conjuntú 


solución de (1). 
“e ; 


* De(£) graficamos : == 


(EDICIONES RUBISOS 


913 


FUNCIONES ) 


* La región sombreeda nos representa la solución 
de (ar). Entonces, la solución del sistema está dada 
por la intersección. yy 


EL 0) 


RPTA: “D” 


* Dom(f + g) = Domf  Domg 
> Dom(f + g)=[-4; 2) 
* Luego: 

(+ 8l) =P) +8) 
(+0) == + 30; 12432) 
*Ran(f+g): y=x"+3% 

+ 30= ¿ls + 12049-01=¿[(25+ 91 -9] 
"Como: 4<x<2>-8<25<4 
>-5<2+9<7 => 0< (2 +3 < 49 


>-95(2x1+3)* -9<40 > -954y<40 


4 


Isy<10 > Ran(f+8)= 5:10) 


PROBLEMA 51 : 


RESOLUCIÓN : 
Domf =12;-2;1;-3;7) 


Domg =13: 75352) 


Nótese que: g(x)x* 0,Vx e Domg 
*Dom( £) =Domf cy Domg =(2-3:7) 
==2:(£ fo 1 

Ele Em 4 


a. 83 (£) Ll te 
Elsa En 1 


.=1:(1) 028 
» Elo En 2 


; E ((27).ca0.0:0) 
* Domífg) = Domf y Domg = (2; -3; 7) 


2=2 (8) =fa-En =1x4=4 
ey = fig Bi = 41 =4 
2=7% (f8) =fg-8m =8x2=16 


—>f8 =1(2:4),(3;4), (7; 16)) 
* Luego: (Lor) =(cx:0) 
PROBLEMA 52 


RPTA: “D” 


RESOLUCIÓN : 

* Dom(f+g) = DomfDomg 

>Dom(f+8) = [0:38] n (-2;4] =[0;8] * 

*Conesto: *-6x<0 1 x-3<0 

fx) =6x-0 +34 = 0 46343 
ngla)=x(x)-6=x*-6 


aL 
FAO a FEA 64 34276 
> Í(f+ El)= 6-3; x el0;:3] 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 53: 
Si H y G son dos funciones definidas por : 


2 
-=3;x<-1 
, TS 
LON Ñ 26 [ 4 > 2 


G=1( (3,4), (252), (153), (2:7), (3;6), (4:10), (6;9)) 


RESOLUCIÓN : 

* DomH = (-0;-1)0(2;+0) 

* DomG = (-3;-2;-1;2;3;4:5) 

* Dom(H-G) = DomHDomG 

>Dom(H-G) = (-3;-2;3;45) 

x= =-3: (H-G), y =H, y, -G,y =6-4=2 

HB.) - Gus) -(-2)=3 

x= 3: (H-G) y = HG =2-6=4 

x= 4: (H-G) = HG, =4-10=-6 

+= 6: (H-G),y = Hg) Gp = 6-9 =-3 

* Luego: Ran(H-G) = (2;3;-4;-6;-3) 
RPTA; 


PROBLEMA 54: 
Sea funa función definida por: E 
Ñ Ax 47 3 x<0 
4e+1:05x<2 
o 2143 ;x>2 
ye (+1) ,entancesel valor de M=f4rJ-f2r=1) es: 
de B)6 C)16r+7  D)1Gr-4  EJ16r-9 
RESOLUCIÓN : 


4 fG)= 


Inesrel8s2) Aedes 
* 3<4r<4>3 fl4r) = 2(4r) +43 
«Bo2r<z > L<2r-1<1 

4 2 

> f2r-1) =4(2r-1)+1 

* Entonces: M=fl4r) - fí2r- 1) 


>M=8r+3-(8r-3) =6 
RPTA: 


PROBLEMA 55 : 


Sbltas óntal ques + ,0sx<2 
- eya 1 le 125x<6 


210) poi] 'EDIA 2012) 


2 
f)= a ,0Osx<2 
2+1,25x<5 
Si 1 < x < 3/2, hallar el valor de : 
f(2x-1)-f(2x7) 
A) 2%* +2x-1 B) -4x 
D)-1-4x E)x*-2x-1 
RESOLUCIÓN : 
* Para hallar f(2x — 1) debemos acotar, en primer 
logar, 211. 
* De la condición : 
I<x<38/2>2<2r<3 >1<21-1<2 
* Como se observa , tiene la forma de la primera 
ecuación , Luego : 
f(2x-1) =(22-1*= 
* Análogamente , para 2x? 
1<x<3/2>1<x*<9/4=2<2%* < 9/2 
* En este caso tiene la forma de la segunda ecuación, 
Luego : 
f(2x*) =2(2%*) +1 =41*+1 
* Finalmente : fí2x -1) - f(2x*) = 4x%-4x + 1- 4x%-1 =-4x 
PROBLEMA 56 : 
Dadas las funciones : 


100)=V4=4:g(0)= 3 


Hallar el rango de f(x) g(x) . 


C) 4x* - 6x 


di di +1 


AJM2;4) BN23+0) Ci o 5-2) 
DI-4:-2) — ENO;+:) 
RESOLUCIÓN : 


*De: fla)= Vx -4 ; 4-4>0 

> Domfíx) = (-o;-2]u[2:) 
ee Y, 

* De: LS ;2-2>0 

> Domglx) = (250) 

* Luego: £(.g()=/35=4. 


2 
A 


> (0.2 (0)=/x+2 
* Domf (x).g(x) = Domf(x) 0) Domg(x) 
=((-o;-2]u[2;0))5(2;0) 
=(2;0) ] 
> Ranf (2).8 (2) = (2:0) 
RPTA: “B” 


(EDICIONES RFDIÑNOS 


[pe META LE 


TENCIONES) 


PROBLEMA 57 : 

Sean las funciones : 
G= 1(3:9), (4:16), (6;25), (6;36)) 
GoF=1(1:9), (2516), (3;25), (4:36)) 

Obtener F 

4) F= ((1:4), (2:3), (3;5), (4:6)) 

B)F 2), (2:4), (3:6), (4;5)) 

:3), (2;4), (4:6), (655)) 


D)F =1(153), (2:4), ), (4:36)) 
E)F =((1:3), (2:4), (3:5), (4:6)) 
RESOLUCIÓN : 


*Si: G = ((3;9), (4:16), (5:25), (6;36)) 
>G(x) =x* 
GoF= 1(159), (2:16), (3;25), (4:36)) 
> GoF= G[F(x)] = (x + 2)* 
>F(x) =x +2 
F = ((1:3), (2:4), (355), (4:6)) 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 58 : 
Sean f y g dos funciones definidas por : 
f= 1(253), (0;-1), (455), (15-1)) 
g = 1(3;0), (152), (6;3)) 
Entonces, el ran(fo g) n ran(g o f) es: 
AS B) (-1:3) C)10;2:3) 
RESOLUCIÓN : 
* Cálculo de fog: . 


Df 


Dorm, Rang Dom 
fog 
>fo0g = (3; Del 153) 


Cálculo de go f: 


Dom, 


Ranf Domg 


Rang 


gof 
>80f=f(2;0), (052), (4; 3) 
* Luego: Ran(f o g) = (1; 3) 


>Ran(g of) = 10;2; 3) 
Ran(fo g)  Ran(g o f) = (3) 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 59 : 
En la siguiente tabla aparecen valores de las 
funciones F y H. 
= ]5]6]7]8 
FG) js|7|6|5 
H()|7|8|6|5 


Fo 
Entonces, el valor de ESA es: 


AJ-1 BJ1 c)0 
RESOLUCIÓN : 


D)2 


E)3 


* De la tabla : (6) 

* (MAP) Ey, = (HP) ¡gy = (HE) yy, 
=H y +F=6+6=12 

*H-H¿= HH) = Hg =5 

(11 + F)oF - 2 


=2 
HoH 


Jo: 


» z 22 
Ena: ( 5 


RPTA; “D” 
PROBLEMA 60 : 
Sanf y g dos funciones definidas por : 
fG)=/x+1 : xe[-1:3] 


2) =x*+2x; xe[0:5] 
Entonces , el dominio de fo g es: 


AMO;1) B)[0;11 
DJ2 ; 5] EJ1; 1] 
RESOLUCIÓN : 
*Dom(fog)=(x/x e Domg » 8, , e Domf) 

> Domífo 8) = [x/x e 10:5] a (x* + 2x)€ [ 1581) 
* Pero: 

x* +2 el -153] >-15 x?%+ 2x5 3 
05 +2+ 15 (+ IS 4 
>23<x+1<2 >-3Sx<1 
> Domíf o g) = [x/x e [0:5] ax e [ -3;1)) 
> Domíff o g)= [0;1] 


C)[-1; 1 


RPTA: “B” 


CAL NENA 


Me 16 57 TZ CICLO PEDIA 2012) 


PROBLEMA 61 : 
Sif'es una función definida por; 


pl 


a 7) e (001), entonces la función(fo f) 


RESOLUCIÓN : 

* La función dada es: 

* Domífo f)=1x/x e Domf n fx) e Domf ) 
Domífo f) = (x/x <On * o) 


*Pero : E LG <1 
x-1 

=>Domífof) = [x/x<0 A x<1) 
> Domífo f) = (xix <0) 
porn)? 

21) 127 

x=-1 
aro ne) = 
>fof= (+=)e<0) $ 
2-x 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 62 : 
Hallar todas las funciones lineales f(x) que verifican 


ése n=, 


Dar como respuesta el prEdUEl de la suma de 
tes de la primera función con la suma de 
coeficientes de lá otra función. 
AJO B)3 -C)-2 
RESOLUCIÓN : 


to ones 


z 
> (fof(x) = 9-4 
* Como f(x) es lineal , sea f(x) = ax + b 
fofíx) = ffix)) = fíax + b) = 
=a(ax+b)+b=ax+ab+b 


* Luego: 9:-4=a%x +ab+b 


D)3 EJ1 


=9rnab+b=-4 
>(a va= -3)rb(a +1)= -4 
>(a=3 nb=-Iv(a=-3n b=2) 
* De donde: f(x) = 3x1 

f,(x) =-3x + 2 
* Se pide: (3- 1)(-3 + 2) =-2 


sa? 


RPTA: *“C” 
PROBLEMA 683 : 
si f y g son dos funciones definidas por: 
1(=)=|x|-1 


Entonces, la figura que mejor representa la gráfica 
de (fo g) es: 


RESOLUCIÓN : 
*De: (fo 8), ,=fl8(=))=, (E E) 


(5) 


= -1=4|14-—|-1 
maten Ej 1= 9/29 55] 


* Donde Dom (fo g) =R-13) 

y su gráfica se obtiene así: 
3 

=——+1 . 

La gráfica de y==3+1 es: 

Y; 


3 
=4|1+ =1 
> La gráfica de Y = 


Será : 


217 NE 


FUNCIONES) 


PROBLEMA 64 : 
Si'fes una función definida por : 
5-2/7]* 
f)=) 3 


Entonces, indicar el valor de verdad, de las 
siguientes afirmaciones: 

1) f es una función impar 

ID f es una función par 


UD f es decreciente en (0;+) 


AJEVV  B)VVF  C)VFEY  D)VEFR  EJFVE 
RESOLUCIÓN : 
*Domf =R > Vx e Domf : -x e Domf 
62-01 [6-2]? 
sj 3 eS. =f(x) 
|x| ll p 


>f es una función par. 
> Graficando la función: 


D) fnoesimpar 
TI) fes par 
III) fes decrecienteen (07-100) 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 65 : 
Indicar el valor de cada una de las siguientes 
proposiciones = 
p:Sif y g son dos funciones no acotadas sob, 
ba (f +8) no es acotada sobre A. 


q:Si f no es acotada sobre A , entonces |f] es 
acotada sobre A. 
r: Sif y g son dos funciones no acotadas sobre A, 
entonces |f+g| no es acotada sobre A. 
A)VVV  B)FFF  C)VEF  D)FFV 
RESOLUCIÓN : 
I) Si f y g son dos funciones no acotadas sobre 
A > (f+g) puede ser o no acotada en A. Por ejemplo 
f(x) =x +1 n glx) =-x +2 no son acotadasen RR, 
sin embargo : 
(F + 8),,, = 3 es acotada en R 
* Luego, p es falsa (FALSA) 
1) Si Ff no es acotada sobre A, entonces: 
vM >0: |f(x<)> M; Ve e A 

> VM>0: |f(x%)]> M; Vre A 

>» |f(x)] no es acotada en A 


E)FVE 


* Luego, q es falsa .. anos (FALSA) 

MI) Si f y g son dos funciones, no acotadas 
sobre A -> como se vió en la primera f + g puede 
ser o no acotada en A. 

>|f + 8] puede ser o no acotada en A. 

* Luego, res falsa... .. (FALSA) 


RPTA: “B” 


PROBLEMA 66 : 

Sean f :A>R;58: B>R; además AyB <R. 
Determinar el valor de verdad de IES 
proposiciones : o 
Pp: SiDom(f+8)+ pH, además f yg son octadas, 
entonces (f+8) es acotada . 


q; Si Dom[£)+9, además f y g son acotadas, 
entonces ge acotada . 
e: Si f y g eon acotadas, entonces f: g es acotada; 
A) VVV_ B)VVF. C)VFVY  D)FVV  EJFVR 
RESOLUCIÓN : 
FA>R y g: B>R son acotadas 
DD Si Dom(f+8)+4>f+g8 existe , además: 
lay 1 <M, 18,,, 1 <N, MN R* 

148101 = Mat8 nl < Mi l+8 01 
> l(f+8),,] <S M+N M+Ner* 
> (f+8) es acotada 
* Luego, p es verdadera ms. ... (VERDADERA) 


II) Si Dom ( El LoS Euedo ser o no acotado, 


Grerara (573) 


POR EJEMPLO : 


a a >1 
Ml Em E 8 ha 


, E 
* Esto es : (£) río es acotada. 


FALSA) 


* Luego : q es falsa 
UM) f 8 son acotadas , entonces 
1f(x)1 < Malg(x)|<.N;M, N e R* 
>. =lfor8col> |fol:l£60l 
> [(fed.)]< MN > fe es acotada 
.« (VERDADERA) 
RPTA: “C” 


* Luego : 1 es verdadera su 


PROBLEMA 67 : 


Son 10d= 275 x e(-1;1) . Determinar el valor 
de verdad de cada una de las siguientes 
afirmaciones: 

fe es acotada inferiormente 
es acotada superiormente. 


q: 
rigosel mayor elemento del rango de f- 
AJVVV— BJEVE —C)FEV —D)VEY E) FEF 
RECON y 
*De: f)= y xre(-151) 
z e] 
ARA -1<03 <-> 
ao Ta 


> fla) < 3 Ran(f) = (Eo:-2) 


D) f no es acotada inferiorfuente . Luego p es falsa 
Pp . (FALSA) 

11) f es acotada superiormente . Luego q es 
verdadera , (VERDADERA) 
0777) Ze Ran(f), por lo que $, no es el mayor 
elemento de Ran(f), en realidad no existe ese mayor 
elemento del Ran(f). 

+ Luego, r es falsa 


(FALSA) 
RPTA;: “B” 


PROBLEMA 68: 


Indicar el valor de verdad de las siguientes 
afirmaciones = 


Bi La función f(x) = sena es acotada Vx R 


q:La función f (x)= 


, no es acotada Vx e R-(0) 


r:La función F(=)== es acotada Vx e [1510] 


PE La función f(x) =2:' 4% + 5es acotada Va e R 
Si M y N representan el número de afirmaciones 
verdaderas y falsas respectivamente , entonces la 
afirmación correcta es : 
A)M=N B)N>M 
D) 3M=N E)JM4+N'=10 
RESOLUCIÓN : 
D f(x) = Senx, x € R 

-1 <Senx<1 >-1 < f(x) <1 
> fes acotada, Va e R 
. Laugop a vardótes cia (VERDADERA) 


mp) = hs xeR-10) > Ler- to) 
> fíx)e R-10), Vre R- o) 


> f no es acotada 
* Luego, q es verdadera. .. 


MDf(x)= z , Ve e[1:10] 


C)3N=M 


(VERDADERA) 


1er<io1>l>L 
="10 


><) <1>S es acotada 

* Luego , r es verdadera . (VERDADERA) 

IV) fla) =2x*-4e+6=2Lx-1? +38 
WxreR:(x-1)?>0>2(x-1)* >0 

> Ux - 1 48>8 > flx)>8 

>  fnoes acotada, Vx e R 


* Luego , 1 €s falsa amamos 
*Porloque M=31N= 


RPTA; “0” 
PROBLEMA 69 : 
Considere que f es una función , ¿Cuál de las 
afirmaciones siguientes Eitablecan que Fes 
inyectiva? 
1D) Toda recta horizontal intersecta a la gráfica de f 
una sola vez. 
LU) Toda recta horizontal intersecta a la gráfica de 
Falo más una vez . 
11) Toda recta horizontal que intersecta a la gráfica 
de f lo hace una sola vez . 
TV) Para cada yeran(f), la ecuación f(x)=y, 
xedom(f) tiene solución única . 
A) Todas B)1y IL E ep 
DJ 11 y 11 EJ1y UL e 


(EMCIONES RUDISOS 


Jrs MEJO 


RESOLUCIÓN : 
2 Para una función inyectiva : 


D) Toda recta hórizontal intersecta a la gráfica de f 
una sola vez.” 


* FALSO : puede que no la intersecte por ejemplo : 
Y 


1) Toda recta horizontal intersecta a la gráfica de f 
alo más una vez mun . (VERDADERA) 

ID) Toda recta horizontal que intersecta a la gráfica 
def lo hace una sola vez . Esto equivale a lo anterior 
pc ln aus (VERDADERA) 
IV) Para cada ye Ran(f), la ecuación f(x)=y, 
x e Dom((f) tiene solución única verdadera, porque 
si tuviera más de una por ejemplo x,, x,, entonces 
(a, 5 y) (x,5 y) serían dos elementos de f con la 
misma segunda componente, con lo cual la función 
nosería inyectiva uu (VERDADERA) 


RPTA: “C” 


PROBLEMA 70 : 
Sila función f: A» (2;10] es suryettiva tal que 


fm)== e , entonces el conjunto A es: 
ME ta B)(=0;1)0(5;+0) 
C)(=0;2]U (5; +0) D)l-0;3)U 15) 


RESOLUCIÓN : 
* Como es suryectiva > Ranf =(1;10] 
4-11x 


>1<f)<10 > 1< 


>(x<0vx>2)n(x<2 vx>4) 
>x<0vx>4 


* Luego: A =Domf =(-030)w[4;+00) 


RPTA:. 


PROBLEMA 71 : 


es: 
C-o; 1) 


ad, entonces el conjunto 

AJO; 1) B)Jleo;-1) 

D)(-00;-1) EN=x;2) 

RESOLUCIÓN : 

* Como es suryectiva > Ranf = B 
+1 2 


ES TRA 
x-1 Es x-1 


>0<x<1>-1<x-1<0 


a 
x=-1 x=-1 


SH DS y 
x%-1 


* Luego: B=Ranf=(-«o;-1] 


PROBLEMA 72 : 
La función inversa de : 
f(x) = Logg(x—2) + Logy(x +2) es: 
AJÍ*()=-x22 +4 B)f*(x) =dx?-4 
C) f+(x) = J2* 4 Df *(x) = 2% +4 
E) f ex) =Í 25 +4 
RESOLUCIÓN : 
* Datos: f(x)= Log,(x — 2) + Log,(x +2) 
xeDf:x-2>0»x+2>0 

>r>2nx>-2 

>x€(2;' 00) 
* Luego: fíx) = Log,(x - 2) + log,(x + 2) 

>y = flx) = Logy(x* - 4) 
* Por propiedad de los logaritmos 
D=?-4 

> 2744 = Vx? > /27 44 =|x]=f" (9) 
* Siendo: 


xe(2,0) > f'(x)=42* +4 


PROBLEMA 73 : 
La inversa de la siguiente función: 


FG)=V5=x((x-5|+1+x) es dada por: 


2 2 
a 5 xel0;0) ant xel0;00) 
2 
320. y e(0;0) MET 280 Er] 


¡OUR FF ZITITIEN 


RE(s20) 


»- +A INCICLOPEDIA 2012) 


RESOLUCIÓN : 


*De:f(x)=/5-x()2-5|+1+x) 
> 6-20 > 6-20 > x55 
> Domf =(-0;6]=> f(x)=J6-x(6) 


* Luego: R =[0; +«0) 
y =16-x)'"6 > y = (6-x)(36) 


a 2 2 
E A ES 
26 a fa PE 


36 


: Br 
PROBLEMA 74 : 
Indicar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 
p: La función f(x)=v/x +2; x > 1, tiene inversa. 
q; La función g(x)=1x? + 1;x% e (-6;3), tiene 
inversa. 
£: La función h(x)=/x% — 3, x > 3,, tiene inversa. 
AJVFV- B)FVF  C)FFV  D)FVV  E)VVF 
RESOLUCIÓN : 
D Para f(x)=/x+ 2; x >1 

Sean xy, X¿ eDomfIf(x;) = f(x¿) 
> fx +2=/x3+2 > x, =x2 
>f es inyectiva >f tiene inversa 
* Luego : p es verdadera ... (VERDADERA) 
1) Para: g(x) =x* + 13-6<x<3 

Sean x%,, x¿ e Domg | g(x,) = B(xg) 
> xj+l=x +1 > (0, +x9)(0,-x3)=0 
> 1, =-Xg V X, =Xg >Eno esinyectiva 
> g ño posee inversa. 
* Luego: q.es falsa su 
UI) Para :h()= [x= 3, x > 3 

Sean %,, x,cDomhih(x,) = h(x,) 


a liios= (3-3 > x=x3 

> (x, +xp)(x, -x,) =0 

como x,>3 4 x>3 >x,+x,>6 
>%,-1,=0> x,=x, 

=h es inyectiva > h tiene inversa 

* Luego: 4 es verdadera. .ucsorracr (VERDADERA) 


RPTA: “A” 


o. (FALSA) 


PROBLEMA 75: 
Determinar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones : 
p :Sif es inyectiva creciente , entonces ftambién es 
inyectiva creciente . 
q:Si Fes inyectiva impar , entonces f * también es 
inyectiva e impar 
£: Sifesinyectiva , entonces F* también es inyectiva 
AJVVV BJVVF  C)VFV D)FVV E)FVF 
RESOLUCIÓN : 
Dfes inyectiva creciente, entonces: Vx,,x3 e Domf : 
%,<x — f(x) < fix) 
* Si f es inyectiva > f* es inyectiva 
Sea flx1) =y1 A f(xg) =Y2 
2, =P (y,)n x2 =f(y2) 
Fx) < faz) > 9, <y2 > Py) <f (Y2) 
* (Pues x, < x,) > f' es creciente 
* Luego , p es verdadera ... (VERDADERA) 
1) f es inyectiva impar , entonces, f” es inyectiva. 
f esimpar > Vy e Domf : 
e Domf nf(a)=-f(x) 

*Sea fía) =y> f (y) =x 

Vy e Domf": Como f(=x) =-y 
=>-y e Ranf=Domf* 

AÑ =P Na) 
>f* esimpar 
* Luego, q es verdadera mmrmessere (VERDADERA) 
II) Si Fes inyectiva , entonces f* no necesariamente 
es inyectiva , por ejemplo, si fíx) = x (inyectiva) 
> la función: f*(x) = x* no es inyectiva . 
* Luego, tes falsa .. 


fu) 


PROBLEMA 76 : 


Sif es una función definida por f(x)=x=+/x,x>1 4 
entonces la f* es : 


ar A mp0 ET 
Op (9 FEE AE 
pt A 


RESOLUCIÓN : 
*De: fíx)=x+/x ;x > 1; además como: 
Fes inyectiva > f* existe 


*Sea: y=x+/x dy = di + 4/x 
> dy + 1=4x 4 4 Ja +1 
> dy + 1=(2 Vz+ 1% > [ly +1=2 +1 


Po 
sr -2,/4y ALETA -Jay+1 


2 


* Cambiando Es E9S r: 
254 1- Vx 
2 


AA E 


PROBLEMA 7: 


existe; además: 
VxieR:2%>0 > 2%+1>1 


<l > 0>- >=E 


1 
2+1 2+1 
>0>1>f(x)>0 


> 0< 


1) 


1 
> 151 
2+1 


RESOLUCIÓN : "1, * Luego: Ranf=(0;1)=Domf” 
Domf = fx e R/x*-120) *Por otro lado :Y=1= 


+1 


* Sea x,, x, eDomf!] fíx,) 
> Ye + de 1+3x, 
A 3-1 =% 


* Elevando al cubo, se tiene: 
25, + 30677) = 2x2 + 304%) 
>x, =x3 > f> es inyectiva > f "existe 
A PA, 
y =2x + 3(1)y 
>y cy EY 
* Cambiando x <> y 
== 


PROBLEMA 79 : 


x*-3% 
2 


RPTA:“B" RESOLUCIÓN : 


* Sea 1,,,el ingreso de la tienda donde x es el 
descuento en el precio de venta. Inicialmente, sin 


PROBLEMA 78 : 


LA AZIZIENESA 155] 922 


descuentos. Ip, = (200)(350) 


* Además: 
Descuento | Ingreso ly 
0 200x350 
10 (200+2x 10)(350 - 10) 
20 (200 + 2x 20)(350 - 20) 
== 30-  |(200+2x30M350-30) 


x (200 + 2x xM(350 -x) 
> Tio = (200 +2x x1(350-x) 
> Ly =-2x? + 600% 470000 
> 11) =-2(2? - 260x+125*) + 2125? 
> Ls) =-2(% 126) + 101250 


(A) I será máximo, para x = 125 
(B) El precio de venta, para I,,,. es 850 — 125 = 225 
(C) Ta: = 101 250 


RPTA: “E” 


PROBLEMA 80 : 

Una empresa de plásticos ha recibido un pedido del 
departamento de recreación de la ciudad de Lima 
para fabricar 8 000 tablas de plástico para su 
programa veraniego de natación . La empresa posee 
10 máquinas, cada una de las cuales puede producir 
30 tablas por hora . El costo'de la puesta en marcha 
de las máquinas para producir las tablas es de $ 20 
por máquina . Una vez puesta en marcha las 
máquinas , la operación es totalmente automatizada 
y puede ser vigilada por un sólo supervisor de 
producción que gana S$4,80 por hora . ¿Cuántas 
iquinas deberían emplearse para minimizar el 
, de producción? 

BI. 


DJ9' 


46 
RESOLUCIÓN : 


Cc)8 E) 10 
* Seax:: IN de máquinas a usar 

A E: IN? de horas de trabajo de las máquinas 
* Como cada máquina puede producir 30 tablas por 


hora, entonces las «x» máquinas en «f» horas 
deberán producir las 8000 tablas pedidas, es decir: 


(301)x =8000 > x= e 71) 
* Por otra parte, para producir esas tablas, el costo 
será: 

Costo puesta en ) E ( costo de ) 


eto [E de mag. 
Costo =20x+4,8t 
ás 


supervisión 


ES ENCICLOPEDIA 2012) 
* Reemplazando (1) : n=), 


* Para que éste sea mínimo (derivamos): 


e (t)= o > 0-05 02) +a.s= 0 


>16x3_20x 800 ,_100 
10 SE 3 
*Luego en (1) : 
8 
RPTA: *C” 


(PRACTCANDEEVEREICOS + 


(02) ¿Será cierto que: F=1(1,2),(3:7),(8:3),(1:9)1? 
es una función : 
Ajai Bjno 
(2) Indicar cuáles de los siguientes conjuntos 


Cjquizás 


determinan una función: 
A = 1(2:3),(5;7),(1:4)) 
B = ((4;1),(9;8),(3;6)Y 
C = 1(2:3),(1:7),(3:5)) 
A)Sólo A B)Sólo B C)SóloC D)Ninguno E)Todos 
(Q3) Dados los conjuntos : 
P = ((1,2),(2,3),(3;4),(46)) 
Q = ((6),(3:9),(6;6)) 
R = ((23),(651),(94)) 
Entonces : 
AJP noes función 
C)R noes función 
EJP y R son funciones 
(O) Si se tiene: 
A=((45:3)-(42:1)-(5:0)) 
B=((2:7),(6:/29),(3:7)) 


C=((1:4),(3:5),(77;2)) 


B)Q es función 
D)P y Q son funciones 


Entonces : 
AJB noes función BJA es función 

CJA y Csormfunciones  D)AyBnoson funciones 
EJA y C no son funciones 

(Oh) Efectuar: flx)=3x+ 6 -Siza=2 

AJ1O0 BJ12 Cci13 Dj14 EJ16 


(8) Calcular: 13) +00) . Si: f(x)=: 


(EDICIONES RUBIÑOS So: FUNCIONES) 


AJ35 BHO CI30  D42  EJ60 El valor de «a+b» es : 
() Hallar «> Si: flx)=3 AJI  BJ2  CJ3 DW EJ5 
Además flx)=x-1 ? (O) Del gráfico : 


AJ5 Br CIS D)2 EJ6 Y 
(3) Hallar el valor de «x» para que las 


funciones f(x)=3x-4 y glx)=x+8 sean iguales. 
AJ8 BJ6 C)7 DJ5 EJ10 


(0) Calcular: 16) . Si: flz)=3x-2 
Ayo Bju4 Cj13 D)12 EJ16 
(0 Calcular «f, y», si:f=25 L+x 


(234+7)  (7:3b-1)(10;5c) 


7 Xx 


AJZ  Bjlá  Cj20  DJ5 EM Hallar : «a +b+e» 
(O Evauar:f02)=77—x+1: cuando: ==2 UL "2 08. DM Bs 
AJ28  Bj31  C)380  D)31  E)-30 O De acuerdo al gráfico : 


(Ms: 1,23 -7, calcular «fp. 

AZ BA O DA ¡a 
e Evaluar: f(x)=74" +3-6x;parazx=1 4 
AS  BJ1 03 Dz  EJ8 y 
(O Si tenemos el siguiente gráfico : 0 Calcular Fay + Fog + a 

AJ10 BJ5 C)2 DJ3 EJ13 
(63) Del gráfico : 


Entonces : ' 
AJDetermina una función B)No determina una función 
C)Posee 5 pares grdenados DJA y C A A ¿ H 
(6) Según el gráfico : 1273 5 
Y Hallar y Lota 
foo 
AJO5  BJLO  C)2,76 D)3,25 EJ2.0 
(() Determinar el valor de : 
UCM) 
fo 


. - + - 


e Sabiendo que para la función tenemos ; 


A ARIZNEREA 


[oa CICLOPEDIA 2012) 


el E 3 4 
Hallar: Lo + fe + 
2 
AY B)2 C)3 DJ4 EJ5 
(EDCalcular el dominio de la función : f(x) 


AJE6-71 
Byl-b;-7] 
C)(-6;7) 
D)(-87) 
EN-7;71 


AYL-S5;5] 
BJ(-66) 
C)(-658] 
D) 1-66) 
ENT 


4) (0:4) 
B)(-44) 
C)(0;16) 
Diloz0l 


(€2 Calcular el dominio de la función f' 
Y 


AJ33] 
B)[-2:8] 
Cr(-231 
DJ(28] 
E)[-2;-3] 


(5) Hallar el dominio de la función : h(x) 
A)[-1:2] Y 
B)(-1;2) 
C)[-1;2) 
D)(-152) 
E)(2;-2) 
(70) Dados los conjuntos : 

M =((U16;5).(7:4),(-4:5)) 


n= (627)(0:7).-0:0) 
P= (Ua5;0)1:7).0.0:0:450)) 


AJM no es función BJN y P son funciones 
C)N es función D)P es función 
EJM y P no son funciones 


(E2 Del gráfico 


El conjunto de pares ordenados ..... 

A)Determina una función B)No determina una función 
C)Tiene tres elementos D)Es un absurdo 

E)Forman un triangulito 


(ESSabiendo que ; 
F=((2a53),(3;7),(1:4),(8:10)) 
es una función, ¿qué valor natural puede no tomar 


«a»? 
AJ1 B)J2y5  C)3 DJ4y8 EJ 


€) Si el conjunto - 


sento $55) (6:25-9) 


[EDICIONES _RUBINOS 


FUNCIONES) 


es una función, entonces el valor de «x» es : 
42 Bn CJ6 Dj4 E) -1 


EDjSegún el gráfico : > 


AJ B)2 C)3 Da EJ6 


OD A=(x=/x e M:35x<5) 
B=1(2M) 
Hallar: AXB 
AJUTBI ATI) BIA(3:7),(457),0657)) CIA(7:3),07:51) 


1D MX(3;7),(4:7))  EJN.A. 


(OBS: A=(x/x€ N;4<x<7) 


B= (2) 
Hallar : BXA 
AJA(255),(2:7)) B)1(2:5),(2:6)) CJ 1(255),(3:6)) 
D)J((2;5),(6;7)) EJN.A. 5 
(OBsiendo: M=(x/x<N;5<x<6) 
N=(2) 


hallar la suma de pares de : MxN+NxM 
AJ(26) Br6;2) CME8) DA7;8) EJN.A. 


((DHallar «(a;b)», si: (a;3)+(6:b)=(10;11) 
AJG:2) — B)8:5)? (658) DNS2) EJNA. 
(03) Efectuar « mxn%, si 


(2:3) + (7:1)=(min) 
AJI44  B)72  CJ36  DJ108 


(UD Calcular «AxBo si: 


A=13) B=1435;6) 
AM(3:4),(3:5)) — BJ1(3:4)) 
D)1(3:5),(3:6)) — EJ(3:4),(3:5),(36)) 


(02) Hallar «AxB», si; 
A=(3) ; B=(2:3) 


EJ54 


0)1(3:6)) 


AJ1(8:4),(2:5))  BM1(3;2),(3;3))  CM(6;3),(5;2)+ 
DM(3:3),(2:8)) EJNA. 


(03) Hallar «BxA», si 

A=(321) ; B= (2) 
AM(32),(451),(6:1)) — BM(253),(2:2), (2:13) 
Cy1(2:2),(2:1)+ DH(2;3),(3:2),(1:2)) BIN.A. 
(0) Hallar «MXN», si: 


M=(1) ; N=142;3:4:5) 
AM(2:D),(3:1),(4:1)) BM(152),(153),(154),(1:5)) 
CH(45D,(6;13,16;1)) DJ(152),(153),(154)) EJN-A. 


(00) Hallar «NxM», si: 


M=(1) ; N=12;3:4:6) 
AM(2:1),(3:1),(4:1)) B)1(2:1),(3:1),(4:1),(6; 3) 
C)1(4:1),(6:19,(2:1)) DA(3;1),(6;1),.(751)) — EJN.A. 


(OD Hallar los pares ordenados mostrados de la 


siguiente función : 


AJ1(3:2),(455),(0:6)) 
BJ1(3:2),(4;5)) 


C11(6;5),(6:5),(2:3)) 


DJX(6;6),(45)) 


(Y) Hallar la suma de los pares ordenados 


mostrados de la siguiente función ; 
Y 
4)24 9 


B)25 
C)26 
D)27 
EJN.A. 


((HHallar la suma de pares ordenados mostrados 
dela función siguiente: 


Y 
AJ(7:6) 4 
BM8E7) 
CM10;:11) 
D)(12;9) 2 7 
EJNA. 


= E Tx 
(LU) Hallar los pares ordenados mostrados de la 
siguiente función. Dar las primeras componentes, 


CAL ACTEA 


ANS 
BH-S:151:3) 
CH-3;-1:0:1:3) 
DN4;251:3) 
EJNA. , 


función ; 


AJ1(676),(2:2),(4:4)) B)1(2;2),(655)) e! 
DJA(454),(050),(2:2),(6;5)) 


(1D) Hallar los pares ordenados mostrados de la 
siguiente función. Dar la suma de todos ellos. 
Y 


AN0:26) al 

B)(0:28) 

(0:12) 6 

DA7:13) ; ¡ , 
EJNA. - j 


(()) Hallar los pares ordenados mostrados de la 


siguiente función : iS 


AM(20).(6:11)) 
B7;-2),(2:4)) 
CNERLI24.610) 
DA(6:6),(7:3)) ey A 


Y - 
(US) ¿Cuál de los siguientes gráficos son funciones? 


1D nm) 
1 
he 2 
E A 
E 


Sólo B)Sólo II Cy DiNinguna  EJED. 


(1) Hatar los pares ordenados de la siguiente 


función: 
AND A27)) 

BA(1:D),(2:7),3:7)) [53 
CM(2:,03:7)) == 


DA(137),(2:).(4:7)) 


€0) Siendo la función ; 
f =1(253),(3:7),(4:6)) 

hallar + fia, + fia, 

AJ9 B)10 cy11 


E) Siendo: f.,, =3 


ademas la función : f,,,=+ a hallar «a» 
AL BJO C)2 D)3 EJ4 


(E) Sea la función :f,y=2x + m 


DJ12 EJN.A. 


además : f/ 7, = 3 hallar el valor de «rm» 
AJO B)-1 Cj2 Dr EJ-2 


(ED Hallar la suma de pares ordenados de la 
siguiente función : 


AJ(78) 

BH9:6) - A 
Cx(6:8) A 
D)(10:11) 

EJNA. EA 


E) ¿Cuál de las siguientes relaciones son 
funciones? 

1=1(2:3),(3:4),(3:6)) 

8=1(3;2),(7;2),(8;3)) 
AJSólof BiSólog C)lfvg DiNinguna E)FD. 


(3)Hallar los pares de la siguiente función ; 


AJ(-2:4),(2,2)) 
B)1(4:2),(2:2)) 
CM(2:2),(0;0),(-2;4)) 
DA(4:2),(5:2)) 
EJNA. 


ES ¿Cual de las siguientes relacione: 
funciones? A 


(EDICIONES RHUBIÑNOS 


—— JA 


FUNCIONES) 


4) Sólo g 3 
B) Sólo h EUA cs. 
5 3 
C)N.A E 
D) Las 2 
E) FD. Le 
. E = (253) 74132) 07:00) 


(E) Siendo : A=(2,3) B=(15) decir si es verdadero 
o falso. 
AXB es función mmcmnmmancenemsencenasacasa ( ) 


A 0 
DJFF. — EJNA 


B)VF 
(€3) Calcular el número de pares ordenados, donde: 


A = (2:34) B= 12:3) 
El producto cartesiano es BXA 


CivV 


AS BJ 04 D3 EJ 
(E) Sean las relaciones : 
2] 
AS=E y 
A 
SA E 
Indicar cuáles son funciones. , 


AJSóloh B)Sólog C)Jhyg DINA: . EJED. 


(Ed ¿Cuál de las siguientes relaciones son 
funciones? 

R, = ((2:3),(3:4),(7:8)) 

BR, = ((3:2),(6:3),(6:7)) 
(7:2),(6:2),(6:3)) 
C)R,yR, 


B, 
AJR,yR, BJR,yR, 


EN Dado: , 


Djlas3 EJN.A. 


Marcar con verdadero (V) o falso (F) : 
1) La gráfica es una función mmm. () 


11) El dominio es - (-3;-1]u [1:7) mucnnl J 


11) El rango es: [-2;8]........() 
TV)Es continua en [3;3] 0) 


V) Es discontinua en [357) .acmonel ) 
VI) Un mínimo de la curva es -2 acen (1) 
VI) Un máximo de la curva e8 4 muaa () 


, 
VIII) Es creciente de [3552 manual ) 


FUNCIONES 


Una función, en matemáticas, es el término usado para Indicar 
la relación o correspondencia entre dos o más cantidades. El 
término función fue usado por primera vez en 1637 por el 
matemático francés René Descartes para designar una 
potencia x” de la variable x. En 1694 el matemático alemán 
Gottfried Wilhelm Leibniz utilizó el término para referirse a 
varios aspectos de una curva, como su pendiente, Hasta 
recientemente, su Uso más generalizado ha sido el definido 
en 1829 por el matemático alemán, J.P.G. Lejeune-Dirichlet 
(1805-1859), quien escribló; «Una variable es un simbolo que 
representa un número dentro de un conjunto de ello. Dos 
varlables X y Y están asociadas de tal forma que al asignar un 
valor a X entonces, por alguna regla o correspondencia, se 
asigna automáticamente un valor a Y, se dice que Y es una 
función (univoca) de X. La variable X, a la que se asignan 
libremente valores, se llama varlable Indepentiente, mientras 
que la variable Y, cuyos valores dependen de e llama 
variables dependientes. Los valores per 8 de X 
constituyen el dominio de definición dela funcióny los valores 
que toma Y constituye su recorrido». 


APLICACIONES DE LAS FUNCIONES 
REALES 


Generalmente se hace uso de las funciones reales, (aún 
cuando el ser humano no se da cuenta), en el manejo de cifras 
"numéricas en correspondencia con otra, debido a que se está 
usando subconjuntos de los números reales, Las funciones 
son de mucho valor y utilidad para resolver problemas de la 
vida diaria, problemas de finanzas, de economía, de 
estadística, de ingeniería, de medicina, de química y física, de 
astronomía, de geologla, y de cualquier área social donde haya 
que relacionar variables. 

Cuando se va al mercado o a cualquier centro comercial, 
siempre se relaciona un conjunto de determinados objetos o 
productos alimenticios, con el costo en pesos para así saber 
cuánto podemos comprar; si lo llevamos al plano, podemos. 
escribir esta correspondencia en una ecuación de función 
xx» como el precio y la cantidad de producto como «y». 


FUNCIÓN AFÍN < 


Se puede aplicar en muchas situaciones, por ejemplo en 
economía (uso de la oferta y la demanda) los ecónomos se 


plo, sl un consumidor. 
cualquier producto, este depende del precio en que 

Una relación que especifique la cantidad 
de un articulo determinado que los consumidores estén 
dispuestos a comprar, a varios niveles de precios, se denomina 
ley de demanda. La ley más simple es una relación del tipo P= 
mx + b, donde P es el precio por unidad del artículo y m y b son 
constantes. 


AVATTTTTAN 


ME(s2s 11 TI NULO DIA 2012) 


PRIMERANERACTICANO! 


(ODSi F(<) es función : 
F=((3,7); (5:3):(3:4*+3):(a57):(2:3)) 


a+b, 
3 


3 
BJZ 
7 


Indicar: 


7 6 
uv O DJ EJ3 


(09) Si Htx) es función: 
H=((3;2); (5:3)(3;m+2n);(6;2); (7; 8n-m)) 
además: F(7)=13, indique: mn 
A)12  BJ6 C)15 D) -12 
(03) Sea F una función definida por: 
(1:5):(9;6)(3;a?):(3;2a +3);(-a;7) 
Hallar el valor de a. 
AJ3 BJ C)-1y3 
(3) Dado el conjunto A=(1;2;3;4), se define la 
función F con dominio en A donde: 
F=((1:1):(2:61(3:5):(1; p-E)Np:k)) 
Hallar: p+k Si 


E) -15 


1 
D)5 E)-3 


AJ9 B)8 CJ 10 D)7 E) 11 
(03) Dada la función: 
F=((1;a-b),(1;4),(2;a+0),(354),(2;6)) 
Hallar “ab”. 

AJI Bj2 013 DJá  EJ65 


((8)Dada la función F=A > B. Calcular la suma 
de los elementos del dominio. 


, E 
65 A e 
BJ4 1 2 
0)8 2 
D)2 S al 
E)8 3 e 


(O) Indicar lá suma de los elementos del rango de 
la función “F” tal que: F,, =2x-1 
Donde: xe(1;2;3;4) 
AJ4 BB Cj16 
LE 


D) 12 E) 20 


((3) Hallar las sumas de coordenadas de los puntos 
de la siguiente función: 


A) (1256) 
B) (16;7) 
C) (13: 6) 
D) (10;8) 
EJNA. 
(09) Hallar las coordenadas de Mx N : 
M=(2;3);N =16) 


+ 6),(3; 6) B) ((2;6), (3;6)) 
D) ((6;2), (5; 3)) 


(LO) Indicar cuáles son funciones : 
D 1 177) 


A)IyIl B)IyMl C)Sólo1 D)Sólo1 E) Sólo MI 
(O) De los siguientes gráficos : 
Yi 


Y Y 
[E 
es] x xXx x 


' 
Yi Y| 


x Xx x 


¿Cuántas corresponden a funciones? 

AaJ6 BJ5 Cj4 D)3 E)2 

(B) Indique la función lineal que cumpla : 
Fay 535 Fi) = 2) 


A) Fíx)=-x+2 B)F(x)=-x+9 — C)F(x)=x44 


D) Flx)=-x+4 E) F(x)=-x+8 A 
(EHDada la función: F=((a5b),(3;c)(1:3).(2b;4)) 
Además : FR, =x—2a, indique el producto de 
elementos de: Dp N Rp 
A)3 B)2 Cc)3 
(()hallar el dominio de = 


D)-1 EJ1 


(EDICIONES RUBIÑOS 


358 


FUNCIONES 


Fo = Y 2+1V3-x +Yx 
Al(-0;210[3;+0) BJO 02:61 
DJ(2:81 -  EJ[23] 
(63) Obtener el dominio en : K,, =V/z=2+2002 
A)[2;2002] B)[2;+<) C)(5;+<0) DJR* E)[1;+0) 
(10) Indique el rangoen: K,y=32-45+9;VxeR 
A)[7 ;+00) B)[2;+:0) C)[-2;+0) 
D)[5;+0) E)[-2;5) 


(Ds: 


_Jx-2;xe (558) 
67 lx+1; x 6 (8:40) 
Hallar : Ey +Kyo, 


AJ17  B)15 C)16 D)14 E) 13 
5x-1 
((3) Hallar el rango en : £í as 


AJR 16) ma-(5) 


ml] at 


(O) Hallar el dominio de la función: f,,, = 


AJR=43)— BJR(-3;3) C)[-3; 3) 
D)R[-3;3] EJR(-3) K 


(ED Dada la función : FF: A» B;cálcular la suma 
de los elementos del dominio + 


E 
5 ACTO 
y 
BJ6 A a-1 
C)7 % 
D)8 y 
EJ9 OR 7 


ED Del problema anterior; la suma de los 


elementos del rango es : 
A3 BJ6 cjo 


(8) Dadas las funciones : 
F 23046 
Gia) =4x? - 304 1-2x (2x6) 
Luego es posible afirmar: 
AIR¡OR,¿=0 BJR¿UR,=R  C)B¡NR¿=R 
D)R,=R,¿=R* E)Hay dos correctas. 


D)1 E)-1 


(2) Sea: Hy= 
Hallar su dominio. 

uE Y. 
als 5) Bo 356) Ci(=o; 
D)(=o;-2]u(6;+0)  EJ(255) 


E Sean: y 


u(6;+0) 


Ry=*+6 
Géo) = 6x 
¿En cuántos puntos se intersectan? 
A) Bj2  Cj3 DJ4  EJ6 


(E3) Seala función: £,,=/3-20+V3-40 
Hallar su dominio . 

A)[20;40] — B)[40; +00) 
D)(-0; 20] Elo; 40] 


C)[20; +00) 


DARIA; 


(03) Dada la función : H= ((6;2),(6;3), (75m) 
tal que: His) + Hg) + Hg) =15 


Halle “n+1” 
AJ1O By11 Cj12 DJ13 E) 14 


(7) Sea la función : H =((a;a?),(a;a**),(2b;b)) 


Indicar “a+b” 
AJ1 B)4 Cj6 DJ8 E) 10 


(03) indicar el dominio de la función : 
Fay = Vx + Y6=x +Ux—2 
A)(2;6] B)[2;6] C)(0;6) D)[0;6] E)[0;2] 
2 
(E9Hobtenar el rango en: Fay === 
A)(-1511 B)[0;2] C)(0;21 D)[0;1) El-o;0] 
(03) Obtener el dominio en : F;,, =2002:-2002 


AJR B)R-(2002) C)R' DIO EJR” 


1, ERRAGINGA 1 


(ODiCuál de las siguientes gráficas corresponden 
ala función: fi.) =4x+3 ? 


AM AZMEZNE REA EE] 930 UE TIEN CICLOPEDIA 2012 


A Y 


ke] 


-—" 


Graficar : G,,,=3 


la 


0 


e] S 
en = 
la e 


a 
se 
Pp: 
e 
Los 
a 


Graficar : £(.) =l+1+6 


0 


er 


ae Graficar : fi, ==% 


es 


16] 


Y B) 
5 - 
X 


(0d) Graficar : Ih, =l=- pie 


(02) Graficar: fs) =-l=—31+2 


xt 


o 
A 
» 
9 
= el 
»et 


Eb 


2 
á 
x 
9 Y 
»x »x 


28 
Mm 2 
a 
5 
> 
An 
$ 
Sa 


(EDICIONES _RUBIVOS 


CTE 


FUNCIONES) 


=Jx+4 


. 
5 
y 
S 


) 


y e 
o y 
> » 


[e] 2 
S a 
= 

»% » 


o E e 
x »x Í 


208 
E 
E 
z 
a 


E y 
os 
e » 


E) 
E 
E 
? 
5 


> 
q 
> j 
> 
É 
> 


e] 
e 
] 
9 
> 
m1 


PE 
Pr 


(U) ¿Cuál de las gráficas dadas pertenece a la 
función : fis) =le+ 11-22 


(UL gráfica correspondiente a la función : 
fio = 1lxal-4x+4; x e [-1510) 


y 
me 


¿Cuál es la gráfica correspondiente a la 
siguiente función cuadrática : fi, ==*-16? 


el 2 
> 
ox »x 
S ul 
y 


:0 
Ñ 


e] 
— 
e Lal 
9 CE] 
> > 


LAI AZIZRENEA 


A ola 


(63) Graficar: fi, =V/27=9 


A) B Y 
X x 


A ET 


(UGraficar: fi) =>" -4x+25x 6 (154) 


Oonica: Fa) =25-1 


A) 
q 
C) 
5 


3 E 
a 
»x »x 


(OBGraficar : Fi, == (22m) +m*;m<0 
BE 


e] E 
= 
E 
9 
> 


(03) Graficar : Fe) =Vx=3 -2 


e] 


e 


2 
(O Graficar : F.,, =llxl- | 


FS 


2 


- (OB) Graficar : Fi) =-85? Gr +2 


A» BA Ba 1(2; 6),(-15-3),(2; 2a —b),(-1; b-a),(a+b";0)) 
bl es una función? 
z AJ2  BJ6  C)J3 DF ES 
z, + (2 Sea Fix) = mx. Si: F(4) + F(12) = 64 


, 10 
calcule: Hera 
“ 

A 10 B)100 C)120 D)220 E)250 
(03) Sea F(=) =ax* + bx +0, tal que: 

Fx) = Fíxz) =0;x,5%3 € Riaz0 
Hallar (x, + x)* 

pe 

Az Bje Cjab. Dic EJabe 


(OD)¿Para qué valor de «ab» la relación: 


q 12218 PRACTICA Oleo 


Glx=-2)= rro) (OD)Sea una función: G(x)= 
calcule el mínimo valor entero del dominio de G(x).. Halle Dom(G) A Ran(G) 
AJ6  BP7  Cj-5  D)-3  EJ4 Ao;=1) | 1 
> 2d Y 2 2 
Qs DA) EMO) 
halle el dominio de F(x). a (UD Sea <1; 3] el rango de: E 
2 2 3 SA a. x*- 

AR ZA BR i-2h cr li 

$ 6 , [ E d E +2 


y 14 Pes 

E ar-() ; Halle su dominio. , 
3 as 42:10] | of=e:2] 

((3)De la función: F(x)=(x-n)*+0,6n resolver 2 2 


para «n» ; F(2)>0 az :10] E) <158] 
AJR-10) BMY CIR y EJR 


(C2Hallar el dominio de la siguiente función: 
Y 


(O) De la siguiente función: 
(Wi :1-x1)/xeR) 


calcule: H(20)__1_ 
19 H(0) 


2 
AJ1 3 cjo Dj3 EJ4 


241 
2-1 


(Halle el rango de: H(x)= 


Aj<-0-5>U<4:40> B)<-oj-3>U<4:+0> AJR B)R-10) CIR=(1) DIR-te) ER) 


C)j<-o;-B>U<2%+w> D)<-o;+0> E)<-5;4> 


(03) Dada la- función F mediante la siguiente — cacule un valor de «m». 


definición: AJA Bj4  Cp+2 DJS EJ3 
F=((x;y)lx e <-1; 4>; y= 4-1) (Use Gí=)=|x-2l. Size [-3;4], hallar el 
calcular el mayor elemento entero del rango. ando. 


E e A) 10; 6] B) -5; 01C)10;7] D) 12; 6] E) ES; 2] 


((Bsea la función J(=)=I2 + m]- Si: (0; 2) € Nx) 


CAL GEI 


— Al: ——— ZEN CICLOPEDIA 2012) 


(Identifique qué gráfica no es función. 
AJY/ Cc) Y 


(1) Dela función: 


1(3;—D), (6; 7), (3; 4n), (6; R*)) 
calcule la suma de los elementos del rango. 


AJ6 B)12 08 

(DSea la función: 
Glx) =«* + 8x7 

Calcule el número de valores enteros del rango, si 


DJ6 EJ14 


Dom(G) = [1; 7] 

4)35  B)30  Cj40  DJ50  EJ45 

(US Si: H(=)=x*-3;-2 s x<4 determine el rango. 
AJES; 131 B) [23; 13] C) 1-3; 131 

D) 1-3; 13] E) (13; 3] 

O Hallar el rango de : G(x)=-3x+7 

sixe<0; 2> 


A)<-150> B)<1;7> C)<-7;-1> D)<0;1> E)<-1;2> 
E0sea la función: 
T(x)=/26- 2% 


Determine (m|+|nl, si Dom(T)=[m;n] 
40 B)-10 . Cj10 D)25 EJ15 


AGTCANOIA (61D 


(ODindicar la tabla de verdad en: 

(- ) F(<)=8 es una función constante. 

( ) G(x)=3x -1 es una función lineal. 

( ) H(x)=-x es la función identidad. 

AJVVV B)VFV C)FFV D)VVF EJFVF 

((3)Sea G una función constante tal que: 
G(2 008) + 2G(-6) _ y, 

G(J2)-4 


«e 


Calcular: ./6 + G(2.009) 


AJ3 BJ5 C)2 DJ EJ6 
(7) ¡Dada la función constante: F(x)=2n-3 


calcular: S=14+24+34+4+...+n 
AJ280  B)320 C)360  D)400  E)300 


(EA partir (2a-7b;5)=(20;0-b) 


indicar la gráfica de: F(x)=ax+b 


FASO 


E 


(03)La gráfica de la función F(x)=x*+4 en el plano 
cartesiano no pasa por el: 
A) IVC B) LA IVC 
D)IAUIC EJ IAIVC 


(OD) Calcular el área de la región sombreada, 
Y 


C)1HAMIC 


F(x)= +10 


A) 10u* D) 16u* E) 26u* 


(2) Calcular el área que generan en el 1C la parte 
superior de la función constante F(x)=16 con la 
parte superior de la gráfica de la función identidad. 
A)80u* B)96u* C)176u* D)160u* E) EE 


B)20u* C) 40u* 


(EDICIONES REUBIÑOS 


JE 935 MES 


FUNCIONES) 


((3Si(a:0) (b;0)es la intersección de la gráfica 
dela función F(x)=|x+3|-5, calcular : a*+b*, 
AJ72  BJ66  _Cj68  DJ80  El4 


(09) Dar aproximadamente la gráfica de: 


F=f(x;y)/y=2+ 4x3) 


a B) [o] 
1 


D) E) 


(Dindicar la gráfica aproximada de: 
Fíx) =lxa+3]+2 


(Osea F una función lineal, además: 
F(2) = 14F(1) =8 
Calcular el valon de? F(0).F(1) 


AJ8  BA2  C¡6 DO  EJ4 
(A)Dar la tabla de verdad con respecto a la función: 
Fíx) =ad +bx+c;a 20 
€) El vértice de la parábola tiene como 

coordenadas: 
É b pat] 
2a” da 
(_ )Sia>0>F tiene mínimo. 


() Si e=0>la gráfica pasa por el origen de 
coordenadas. 


A) VVV_ B)VFV C)FVF D)VVF E)FFV 


(MB ¿Cuéltes) de las siguientes funciones 
cuadráticas corta(n) al eje X en dos puntos 
diferentes? 

Fl) =x* +2: +6 

Gíx) ==*-6x +9 

Híx) =x*-3x-10 
A)Sólo F B)SóloG  C)SóloH  DJFAG EJGAH 
(BA graficar la función: F(x)=-2x"+ 6x- 3 
el vértice de la parábola tiene coordenadas (a; b). 
Calcular el valor de: a-b 
AJ3  Bi-3 CJ0 DJ1  EJ-2 
(63)Dada la función: F(x) = 3(x-7)* + 6 
hallar las coordenadas del vértice de la parábola. 
A) (2:-9) B)(6;7) C)(7:6) D)(7%:-6) E) (-7:5) 
(E3) indicar un punto en donde se cortan las gráficas 
de las funciones: 

Elx) =x-x-8 

Glx) == +7 
A) (1:-6) B)(8;-4) C) (-5; 12) D) (6;-12) E) (-3;4) 
(UD Dada la función cuadrática: 

Flx) ==*+ax+b 

además F(0) = 9 F(1) = 16, indicar su gráfica 


W' B) | c) 
D) | E) | 
(E3) Indicar la gráfica aproximada de: 
Fíx) =2x-x 


ARS 
LN 


A — 


ALGERIA 


NCICLOPEDIA 2012 


(UD Calcular el área del triángulo formado por los 

ejes coordenados y la gráfica de la función: 
F(x)=(J2 - Ux+(J2 2)" 

AJ(J2Ju? — B)(2-J2)u* C)(/2-D)u* 

D) (24/2)u* E) (14/2)u? 

Ed Dar la regla de correspondencia dela función 

E Y 


18| F 


or 3 xXx 


(() Sean las funciones : 
Fay = Vd dx 2 
Gi) = =D -2) p 


Indicar lo correcto . 
AJF=G B)F=2G C)F=-G_D)F=3G E)F+G 


Sean las funciones : 
F=((8:2).(0:0),(2:4).(3:):(4:3)) 
G=((250),(3:4).(4:7),(6:2)) 

Hallar la suma de elementos del dominio de FXG . 
A)-4 B)9 C)y17 D) 18 E) 21 


((3)Dadas las funciones : 
f=((3:2):(0:0).(2:4),(35-D,(4:4)) 
g=((2:0),(3;4).(4;7),(6;2)) 


(CD Dadas las funciones : 

Fo =((1:0),(0;1),(1:2),(2:5)) 

Gu =((0;3),(1:0),(2:1),(3;6),(258)) 
Hallar la suma de valores extremos de la función 


FxG. 


A)3 Bj0 C)-1  DJ5 E)8 


(03) Dadas las funciones: 
F=((1:3),(2:6).(4:8),(6;2)) 
G=((0;1),(1:2),(2;- 1),(455),(7:0)) 

Indicar la suma de elementos del rango de la función 

F+G- 

AJ10  B)56  Cj13 

(00) Sean las funciones : 

F=((-3:2),(0;0),(2;4),(3;-1),(4:3)) 
G=((2:0),(3:4),(4:7),(6:2)) 


Hallar el mayor elemento del rango de F?4+3G- 
4)13  B)16  C)30 D)36  EJ48 


(02) Dadas las funciones : 
Ria) =2 Vx; xe[0; +0) 
Giu=((-3:6),(-2:1),(052),(152),(253),(4,-2)) 


Hallar la suma de valores extremos de : F24+G3. 
AJ8 Bj 20 C)47 D) 43 E) 650 


(03) Sean las funciones : 

==? 327 

E =((2:),(0:2),(1:4).(2:5)) 
Calcular: (gp? +28) > 
AJ265  B)29  C)31 
(0) Sean las funciones : 

fo =2x-3 5; x e (3;6) 

Em =*+2; xe(2:6) 
Hallar: (£+ 8), 
ANF +8) =83x-1; x € (3,6) 
BAP +8), =38x-1;x 6 (255) 
CAF + 8) =83x-1;xe(3;5) 
DXf +8). 7 3x+1;x € (36) 
EXP +8). 230 +15 xe(3;5) 


D)23  E)J18 


D)17 — E)-6 


(EDICIONES RUBLSOS 


JESCos7 MEET 


FONCIONES) 


Sean: 
Fa lz3 
G=((0:1),(1:4),(2:3),(4:6):(65-2)) 


Indicar el producto de elmentos del rango de : 


F?(x)+3G(x) 
A) 16 B) 32 C)-32 D)48  E)54 


(O) Scan-las funciones : 
Fi) = 6-2 5 G( = Je -1 

Hallar el dominio de la función : “Fx G”. 
A)(2:8) B)[1:13] C)1:6] D)11:4] EN1513) 
(Dadas las funciones : 

£ =((-1:3).(0:2).(1:1).(2:4)) 

8=((-1:-1),(0:0),(1;1)) 

, 

Hallar z tal que: (5), 9 


A)-2 B)-1 LJ) D)1 E)2 


(Ese: fi) ==", con Domf=R y la función : 


£=((1:1).(2:4),(0;0),(-1:1)) 
La suma de los elementos del dominio de (* e) 
Wi B)2 EJt1 
(Uhsean: 
fo =V6+x-x* 
Gia = Vá-x 
¿Para qué intervalo existe (£* - g?),,,? 
A)[-254]  B)[-3;4] C)-(-0;-2] 
D)[-2;8] ER 
(63) Sean las funciones: 
f =((2:0),(3;1).(4:6),(6;8)) 
£=((1:2).(0:3),(2:5),(3:4)) 
Hallar: fo g 
AM(1:0),(2:1).(3; 6)) BX(1:0),(0:1),(256)) 
Cr1(0:2),(1:0),(3; 6) — DI(Os 1),(152),(2,3)) 
EJ((1; 0),(2:1).(3; 4) 
(si: p=((0:2),(-1;6).(450).(6:1)) 
g=((2.),(6;2),(1:9),(3: 7) 


1917) D)-2 


Hallar : g o f indicando el producto de elementos 
del rango. 


BJ6 0/12 D)15  E)24 


Bio = 4 
Hallar : g o f señalando su dominio. 
AN3;1) BJ[-3:D Cr-3;1) D)[-3;1] EM-o0;1) 


((3)Scan > 
f=((0; D),(12),(3:7)) 
g=((2;0),(8; D),(1:1)) 

Hallar: Ran(fog)n Ran(gof) 

AJ (0) B)40;1) C)U) D)(1;2) E) 10;2) 
¡Sean : 
P=((-2; 0),(0:2),(2:6),(4:3),(6:2),(6; 0)) 
G=((0:3),(2:3),(6:2),(4:2),(3:6),(-1:0)) 


Hallar la suma de valores extremos de FoG. 
40 Bj1 C)2 D)3 E)6 


E0 si: FoG=((3;6),(1:3),(0:7)) y además: 
G=((3:2),(1:4),(0:5),(9:7),(11;-3)) 
Determinar: Fat Eg 
AJ4 B)7 C)10 D)11  E)Noexiete, 
Ed Si: Fi) =x? +27+2; hallar G(x) tal que: 
(FoG)z) ==? -4x +5 
A)x-3 B)l-x C)8-x D)JAo0B EJA0C 
E) sean: 
fa) =8x-2 5x6 (157) 
E) =2:+3 5x6 (053) 
Hallar: fog 
Alfog=6x+7;x€(-1:2) Bifog=8x-1;x e (0:38) 
Cifog =0x+7;x.€(0;2) Difog=6x=+1;x e (-1:2) 
EJfog =86x +3; x€(0;2) 
(3) Dadas las funciones : 
f=((1:2),(2:-3),(8;1)) 
=((2:0),(1:2).(3:0) 
Si: gof =f+g, calcule: a+ 


4)6 B)5 C)-3  D)-4  E)-1 


Gus 


NENE E5(o3s JE 


(E) Sean las funciones : 

e=((3;6),(6; 9),(8; 4).(10; 5),(7:6)) 
h=[(3;9),(5; 12),(7;9),(8; 7) 

Halle la función f tal que h= fog 


Indicar la suma de elementos del dominio . 
AJ13  B)15  C)17 D)19  E)23 


(E3)Diñias las funciones : fis) =VX 5 Eq») = 21 +3 
Halle: Dom(fog)” Ran (fog) 
3 
AJ(051) alo :2) lá 5 
3 

O E 
€0) Sean las funciones : 

f=((0;1), (3;5), (4:2), (-2: 6) 

g=((-1:0), (0;3).(1:4), (3; -D)) 
Hallar fo g indicando la suma de elementos del 


rango. 
AJA Bj5  Cj6  D)7  EJ8 


Hallar: fo g ) 
A) x+1 B)x-1 C)x  D)x+2 EJ«*-1 


(ES funa función f:N>N, tal que: 
f)=4x=1 
¿Cuántas de las afirmaciones son verdaderas? 


D fins" fasi3 

2) fio = fa +12 

3 Fiori) Hay 

0 fina =27 
1 Bj2 C)3 D)4 EJ6 
(03) Sea una función definida en R porla ecuación 
fasa¡=2+7, calcular figygy> 
AJ1/2 B)1t/2 C)18/2 D)15/2 E) 17/2 
(7 : A=(1:2:3 ;4) y una función definida en 
A por: f=1(1:3), (2:a), (a+1;2), (1:b-1)) 
Hallar: fayfa ta 


46 BJ6 Cj4 D)3 EJ2 

((2) Sea f una función definida en Q cuya regla de 
correspondencia es: fx) =x*-1 

Hallar: fia» 6: fa-1= fía) 

A)-314  B)-1 C)1/2  D)8/4  E)1/4 

(03) Se sabe que: f=((a; b), (3; 0), (1; 3), (2b; 4)) 


y que f: flx)=x-2a , entonces , el producto de los 
elementos de ; 


Dom(f)n Ban(f) ; es: 
A3 B)-2 C)-1  D)1 EJ3 
(09) Hallar el rango de la función : 

f=1(1:b), (1:b*-2), (b;2), (-1:3)) 
A) 13) B) 152; 3) C) 415 3) 
D) 12; 3) E) (1; -2; 2; 3) 
((3Sea la función F:A>B 
Siendo : F=1(1:2), (3:4), (6:7), (8:9), (10:6)) 
Hallar: L= F(1)+F(3)+F(6)-F(8)-F(10) 
A)-15 B)-16 C)2 D)-13  E)-18 
(03) Sea la función lineal F(x)=mx+b 
Si: F(1)=- 165 F(6)=-3 
Resolver la ecuación : Fx) + 6 =0 


Indicar su solución : 
AJ1 B)2 C)3 D)4 EJ5 


Si el conjunto F: 
F=((1:70+3b),(-23a+2b),(2:1),(15-8),(-2:-2), 
fa+b;4),(-3;2b),(6;4)) 


es una función. Halle $ 
A6 Bj4 C)3 D)-1 E)2 
O Hallar el rango de la función : 


F=((1;b), (1;0*-2), (b;2), (-1;3)) 
C) 1:31 


IS 
D) 123) 


(5) Sea la función «F» tal que : 
F=((2;6), (3; a*), (3; 4), (a; 6)+ 
Hallar «a». 
AJ-2: Bj4 Cj6 D)3 EJ6 
(seen las funciones : 
F=((- 3;2), (4 ;1), (0;-2), (15-2)) d 
G=1(0;3), (453), (75), (8;3)) 


E 


PUNCIONES) 


CUZOE NES HUTINOS 
Hallar 540 +% 
“(c0) 
aAy1 B)-1 Cjo D)2 E)-2 
2 

5x6 

(O Hallar el dominio de : Fay 2 
*-2 


AJR BIR-(2Y C)R-12) D)R-13) E)-RI1) 

(CDHollar el dominio de la siguiente función : 
V=VxT-4 

Ajx22Ax2>22 B)x22 C)xs-2 

D)xs1 E)(m05-2) 0 [25+0) 


dx- 
((3)Hatlar el dominio de la función : Fa, = E 


AjxeR B)xe R-12) 
D)jxe R-14) EJxe R-11) 


C)x e R-1-4) 
(29) Hallar el rango de la función :Fy = LP 
A)yeR-1-4) B)ye R-14) C) ye R-1(2) 
D)yeR-1-2) E)ye) 


Bx- 
(1) Hadlar el rango de la función : Fi, = SS 
5 6 
aye r-(-5) myer-(5) 
2 3 
Oyer-[5) Dye r-(2) 
(3) Halle el rango de la función : 
2 1-2? 
Ey = + 
A 
AJ4 B)-2 C)12) D)J2 EJ3 
(O) Halle el rango de la función :Y= 7, 7 


AJ(2;2) Brl-4s4/3]  Cl4;6] DMA) EMT 
ED) Halle el rango de la función : 
Fa) =le-11+6:0<x 54 


aofosz) Bro Crl0:2) DAO:3 EJ10:8] 


REAIDOMICITA 


+4 


E) Y 
2 
(03) Sea f una función cuya gráfica se da a 
continuación : Y 


Entonces se cumple que: 
A)Jb=2c  B)b=4c C)b=3c D)b=bc E)b=16e 


(03) Sea f una función cuya gráfica se da a 
continuación : Y 


Dh(x)=1x0-31 
x 


Calcule a + b+ e 


A) 13 B)1 0)2 D)7 EJ9 
((2 Grafique la siguiente función. : (J=x*+2x 
cid 
B) A 
1 - 
-NN2 x 


D) 


Ceres ORO NEL ZII AAAAZ) 


(03) Grafique £ (+) =|x*+ 1-6; x e (2; 
Y Y 


2) 


(()) Hallar la función constante F tal que : 


11F(8)+2F(6) _¿ 
TOTS 
e indique el valor de: F(1) + F(2) + F(3) 
AJO B)18 C)-1 D)-12 


o: F(x)=V/x-6+2 


E) 12 


e, Cde, 


E 


A 


(03) Hallar ol árén Que limita los ejes coordenados 


2 
yla recta: y==3x+4 
A)3u* B)2u* C) 6u* D) 12u* 


((2Dada la función F, cuya gráfica es : 
Y 


E) 18u* 


Siendo F(x) = ax? + b, halle : 2 


AJ6  BJ3J/2 C)-J3 D)3J/3  EJ1 


(03) Si la gráfica de F dada por : 


F(x)=x*—(n+1)x+2n -2 es tangente al eje de 
las abscisas, hallar el valor de n . 

4)2 B)3 c)4 D)-5 E)-6 
((8) Para qué valores de «r» la gráfica de la función 
cuadrática FF dada por : 
F(x)=x*-2x+n+1intercepta al eje de las 
abscisas en dos puntos diferentes . 


A)n<0 B)n>0 C)n>1 D)n<1 EjneR 
((2) Para que valores de «n» la función cuadrática 


F dada por: F(x)= x*+6x — n ; notieneinterceptos 
con el eje de las abscisas . 
A)jn>9 B)n<-9 C)jn>2 D)n<0  EJi<n<3 


(03) Hallar el valor de «m» para que el gráfico de 


la función F, definida por : F(x)=x* —mx+m+b 
adopte la forma : Si 


Indique: m* +m 
A) 100 B)110 C)26 D) 34 E) 180 


(09) Indicar que polinomios tienen sus gráficas que 
interceptan al eje de las abscisas 


Pla)=xa+x+1 Q(x) ="-3x +1 
R(x) =2x* + 7x-1 
AJSólo Q(x) B) Todos C) Ninguno 
D)P(x) y Q(x) E) Qx) y R(x) : 


(0) Hallar la función cuadrática E, que pasa por 


los puntos (2:0), (3:0) y (1:4). Indicar su regla de 

correspondencia . 

A)y=2x"-648 — B)y=2x'+3x4+6 C)y=2x"%-5x46 

D) y=2x*-10x+12 E) y=3x"-54x46 

(O) Dadas las funciones F y G tales que + 
Fíx)=x*-4 Gíx)=x+2 

hallar uno de los puntos comunes de FyG 


Ú 


(EDICIONES RUBIÑOS 


E 


FUNCIONES) 


AJ(2:8) BJ(1:9) C)(3;8) D)(-2:6) E)(3;8) 
(O) Grafique; F(x+)=4-|=-3| 


a) j ; B) ] : 
% x x 
O. D) Y 
7 SE 
x 
E) ) 
x 
(E) Hallar el rango de PF si: 


F(x)= Vi 7-43 +6-3-23x<6 


AJRZ:NIT 31 BMNT-3;9[  C)-w;8] 
DM-2:J17-3] — EM3;0l 


o la función : 


Fo ((aiy)eR?/y=4+2%-x%; x € [-2:4)) 
Hallar su rango 
ADIA56] By [-2:2] C) 1258] D) [656] E) [438 


(3) Indicar el área de la región limitada por las 
gráficas de: F(x)=|x-2| y Glx) =3 


AJ3ut  B)6u*  Cj)gu* D) 12u* E) 16u* 
(0) Sea: F(x)=x*-4|x|-2 

hallar su rango. 

A) [-2;x) B) [-4;) C) 12:4] 
D) [-6;00) E) [-8;6] 


(O) Graficar: F(x)=x*-4]x|-6 


(3) Halle el valor de «m» de tal manera que : 


F(x) > F(m),Vx e R, siendo F(x)=x* -6x 
42 B)3 C)4 D)J6 EJ6 


(1) Sea: F(x)=V/18-2x* , hallar la intersección 
entre su dominio y su rango + 
AJI-3:0] — B)1O¡9] C)(052] —D)10;8] E) 10:5] 


hi Indicar la gráfica de F, si: F(x)= + Va? 


pa 


77 A 


TAREAIDONMICIMARIE 


(O) Hallar el rango de E, si :F(x)= 
AJO; 1/4] B)(0;4] 
D)[1/4 ; 00) El -1/4; 1/4] 
(02) Hallar el rango de F, si: 

F(x)=x? -6x+3; x € (-2:5) 
AN-6;19) B)[- 6:10] C)[-6;19) 
D)(-6; 6) E)[-7;10) 


((3) Graficar : F(x)=3-|=-2] 


fa, 2) 


93 354 IN CICLOPEDIA 201%) 


ALGEBRA DE FUNCIONES 


(02) Sean las funciones : 
F(x)=Vx-1./x-2 
Indicar lo “correcto: 
AJF=G' B)F=2G C)F=-G D)F=3G E)F+G 
(02 Sean las funciones : 

F=1(-3,2), (050), (254), (35-1), (4:3)) 

G = ((2 50), (354), (4 57), (652)) 
Hallar la suma de elementos del dominio de p.G 
As B)9 C)17 D)18 E) 21 
(03) Dadas las funciones : 

F= 16332), (0:50), (254), (3 1), (453)+ 

E=1(2 50), (3 4), (4 57), (6 ;2)) 
Hallar el rango de £ 


de a 


2 Le 
D, Éml;2 
a 
(€ Dadas las funciones ; 
FG) = ((1:0, (051,152, (2:06) 
Gx) = ((0;3), (150), (2; 1), (356), (4; 8)) 
Hallar la suma de valores extremos de la función 
FxG 
AJ3 BJO C)-1 
(03) Dadas las funciones : 
F=((1;53), (256), (4; 8), (6;2)) 
G=((0;1):(252), (25D, (4; 6), (7; 0)) 
Indicar la suma de elementos del rango de la función 
F+G 
A) 10 + B)J6 C)13 
(8) Sean las funciones ; 
F=((-3;2), (050), (254), (3;-D, (453) 
G=1(2;0), (3; 4), (4; 7), (6; 2)) 
Hallar el mayor elemento del rango de F*+3G 
AJ13 B)16 C)30 D)36 E) 48 
(Q2) Dadas las funciones : 
F(x)=2/x ; xel0;+0) 


6(=)=(+=D(+-2) 


sá 
o-¿:5) 


DJ5 E)8 


D)23 E) 18 


Gíx) = ((3:6), (-2:1), (0,2), (1:2), (2:3), (45-2)) 
Hallar la suma de valores extremos de; «F*+G% 
AJ8 B) 20 C) 47 D) 43 EJ50 


(03) Sean las funciones : 
f(x) =?-3x-7 
gx) = 1(-2:1), (0:1), (154), (2:6)) 

Calcular : (3£*+28),.y, 

A) 25 B)29 C)31 

Sean las funciones : 
f(x) = 2-3; re (356) 
Elx) =x +2; xe(25) 

Hallar: (f+8)%, 


BMf+8)) = 3-15 x e (356) 
CMf+Elz) = 3-15 e (2; 6) 
DMf+Blx) = 3415 x € (356) 
EMf+El<) = 3x+15 xe (356) 
(0d Sean: F(x)=/x=3 
G(x) = ((0;51), (1:4), (253), (4 55), (6 ;2)) 
Indicar el producto de elementos del rango de : 
F(x)+3G(x) 
A) 16 B) 82 C)-32 
(O) Sean las funciones : 
F(a)=/6-x ; G(=)=Vx-1 
Hal:ar el dominio de la función «FxG» 
A) (2; 8) B) [1:13] 
D) [154] E) (1; 13) 
()) Dadas las funciones : 
f=1(1;3),(0;2),(1;1),(254)) 
£=141;-D,(0;0), (1; DY 


D)17 E)-6 


D)-48 E) 54 


C) [1561 


2 
Hallar z tal ue(£5) == 
AS) 


a)-2 B)-1 cJ0 D)1 EJ2 
(1) Sea: fx) = a”, con Dom f = Ry la función: 
8 =1(1:D, (254), (050), (15 DJ 


+ 
La suma dé los elementos del dominio de ¿[£ 224) 
es: , 
Aa1 BJ2 CcJ0 D)-2 E)-1 


pt f()=V6+x=x* ¡6 (5) =V1=% 


(Enr ES RUBISOS PCs ME FUNCIONES) 
¿Para qué intervalo existe (f* g?),,,? G= 1(2;0),(3; 4), (4; 7),(6;2)) 
A)EZ:4] Br[-3:4] CiHoos-2] D)b28] ER Hallar: F+6 
A A A) 1(2:4), (3:8), (4:10)) Bh(2:4), (3,3),(4:10)) 
(5) Si: f(x)= E C) 1(2:4), (3:2), (4:11) D) 1(2:4), (358), (4111 
*-1 5 x>3 E) 1(2:4), (3,9), (4:12)) 
zi; x<1 ss 
«a pe (03) Dadas las funciones : 
E 5 Alx) =1(1; 6), (258), (4; 3), (7; 1)) 
DA TASA Blx) = ((152), (2; 4), (450), (-1;0)) 
_f2x ; x<1 =Í[* + *<1 Halle: Afo)/B(2); indicar el producto de elementos 
rez NE! mpre=lz ;x>4 del rango 
AE 4)6 B)10 015 D)20 EJO 
O PA OH =dx+2-4; xe(2; 31 
(00) Sean :£ (+) =Vx-2 DH) ==: see[2; 8] 
g(2)= l6=z (+2) -4 
1 
Hallar el dominio de: f(x) — g(x) DEo= 35 + =el2:3] 
AJN2:5) BrO;2) CAU25] DO2] EG; <=) a a ; 
Sean tal z 
20,681.03 E E Parsons E E tal 
+2 f = 1(3:5), (2:6), (5;0), (6:1)) 
Dar la suma de elementos del rango de :H=2F-3G* E = 1(2:4), (6:3), (351), (7:1)+ 
A)18 B)-18 C)-14 D)-31 E)-34 Halle: f+g, indique su rango 
A) 16;8;10) B) 14:6;8) C) (4:8;104 
(E Sean las funciones : D) (4:6:10) E) 16:10:12) 
fx) =3x-1; xe(1;6) - 
qa cada (03) Sean las funciones : 


Hallar: fx) + g(x) 

A)(f+glx) = 4x+1; xe(1;6) 
B) (f+g)(2) = 4x+15 xe (113), 
€) (f+gl(x) = 4x+1; xe(-153) 
D) (f+gl(<) = 4x1; xe(1;3) 
E) (frglx) =4x-1:xe (1; 6) 


(0) Sean las funciones : 
fo) ==; g(a)=v2% 


Indicar verdadero o falso. 


Dflx) = g(x) 
1) Dom f = Dom g 


HI) Rang f = Rang g 
A)JVVV  B)VVF C)FVV  D)FVF 


(9) Sean las funciones : 
F=((3;2), (0,0), 12; 4), (3-1); (4; 3)) 


E) FFF 


F =1(3;6), (051), (2; 3), (3 5-1), (6 53)) 
G=1(2; 1), (352), (6; 7), (6; 0)) 
Hallar la suma de valores extremos de : Fx G 
E)19 


MENERAGICNDAGDA 


A) 18 B) 22 C)1 D)24 


ALGEBRA DE FUNCIONES 


(02) Sean las funciones : 


F=((3;2), (050), (2 :4), (3;-D), (4; 3)) 
G = 1(2;0), (354), (457), (6; 2)) 

Determinar Ran(F+G) 

A) 14:3,10) B) 14:3) 

D) (4;3;10,12) E) 14:3:10:14) 

(03) Sean las funciones F y G tales que: 
F =((153);(250);(45-1);(6;4)) 
2G = ((8;2);(4;6); (2; 6); (159) 

Entonces encuentre el rango de FG 


C) 13:10) 


A A 


[AL GHEREREA 


TEC EA IZAN CICLO EDIA 2012) 


AJÍ BIMOY C)ES) DJ (OFS) EMOS) 
(03) Dadas las funciones numéricas: 
(452); (7:38); (0:6); (1:4)$ 
56); (350); (84); (71) 
Determinar la función (FG) 
B) 1(4;7) 4); (054)) 


D) 1(4:7); (2:1); (0,7)) 
Dita 


(Q3) De las funciones numéricas expuestas : 


H= -2;6); (6;8); (3:10)) 

G= (-2;3); (6;0)) 
Efectuar el producto de (HxG) 
AY 1(4:1 -2;6); (6;8)) B) 1(4512); (-26); (60) 
CJ 14:11 18) 8)) — D) ((4;12); (-2:18); (6;0)) 


E) ((3:0); (2,12); (4:6)) 
(03) A partir de las funciones : 

F= ((154); (253); (3;2); (456); (7-13) 

G = ((0:2); (152); (2;-1); (30); (5;2)) 
Determinar F*+2G 
A) 10152. (3:4)) 
C) ((1:20); (256); (3;2)) 
E) A(1:9); (256); (3:11)) 
(08) Hallar el rango de Fo G para: 

F = ((15-2); (2;-6); (3,0); (4-10) 

G= ((0;1); (150); (358); (-1:4); (21)) 
A) (-1:0) B) 1-2;-1:0) €) (265-2) 
D) (-2:0) E) (-5:0) 
(02) Consideremos las funciones : 

A = (150); (2;3); (4;1); (-3;2); (0:0); (6:13) 

= ((0,6); (1;-1); (2:3); (137); (7:01) 


de el producto de los elementos del rango de 
FoGes: 
AJ5  BJO  Cj-105  DJ15  E)-15 


(03) Dadas las funciones reales de variable real: 
F = ((x:y)ly=2x+1; -6<x<10) 
= ((5y)ly=x*+4; -3<x<4) 
Hallar el dominio de : Fo G 
A) ]-6;61 B) [-6:6] 
D)[-6:81 E) ]-/65J6| 


(7) Para: p(x)=V1=x Y Gla)=V +4 


Hallar Go F. Dar su dominio. 
ASA B)ES:4 0150) D)-51 Elbko:d 


(O Bailar todas las funciones lineales 7, tales que: 


B) 1(1:20); (2;7); (3:4)) 
D) ((1:20); (257); (3:2)) 


C) 1-6;8] 


For 1) == 0+0 
Indicar una de ellas 
A)F(x) =2x+2  B)F(x)=1-2x  C)F(x)=1+4x 
D) Flz) =1-4x — EJF(s)=2+5 


(Q) Determinar F + G donde: 
2. 

AA 

=r?ixe O 


G=((U2:4):(2:0):(3:8)) 
Dar como respuesta la suma de los elementos del 
rango de (F+G) 


A) 64 B) 68 Cc)70 D) 72 E) 76 
(Q) Marque verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda: 

(_ )F =1(t:0)0<t<4) es una función par 

() G = 1(x:9)ly=lx + 2|) es una función par 

( ) Vxe ]-2;2[, la función H, es impar, donde: 

Híx) =x* 

A)VFF — B)VVV  C)FFV  D)FVF  E)VFV 
(E) Sean las funciones: 

DF(x) = 3x'-2x* 


MG) =la* + 2x);x e -3:3[ 
UD H(x) =x' 
MJ) =x%*-x 
¿cuántas son funciones pares? 
A)1 B)2 C)3 D)J4 E) Ninguna es función par 
(0) Seo Fs) =x« "ex +1 
Hu) = Fla) + F(—x) 
Gl) = F(x)-F(-x) 
Determinar cuál de las siguientes proposiciones es 
verdadera: 
A) Hes par y Gesimpar — B) Hesimpar y G es par 


C) H y G son impares D) H y G son pares 
E) Hes par y G no es par ni impar 


(43) Encontrar una función lineal «JP» tal que: 
F(2) = 3 y F(3) = 2F(4) 


A) F(x)=x+2 — B)F(x) =3x+6  C)F(x)=2x+3/2 
D) Fíx) =x/2+2 E) Flx) =-x+6 


(1D) Sea ¿Fs una función de proporcionalidad tal 


que: — F(4) +F(12) = 64 
Hallar (F(31/4) — F(21/4)* 
A)25 B) 100 C) 36 D) 49 E) 64 


(12 Sea la función F(x) = /z=1+2, bosquejar la 


EDICIONES RUBINOS 


FUNCIONES) 


gráfica de la inversa de dicha función. 


B % 
E) No existe 


(13) Indicar el gráfico de la inversa de F(x) si: 


_ f3x:x e (os) 
28) IE € [ 1400) 


5d 


E Y 
Xx 


(E) Dada la función biyectiva : 


F:[1;4] > [2:6//F(x)= E 
Hallar la suma de los valores que puede tomar «b» 
A) 1/2 B)2 C)3 D) 16 E) 2/3 


(Í) Hallar, si existe la función inversa de : 
Flx)=x-[x] ;0sxs1 
NOTA: » 


E 1 indica el máximo entero 
A) Fx) =x; x € [0;1] B) Fx) =x5 x e J0311 


€) Fx)=-x3x el0:1] D) F(x) ==x5x JO: 
EJ2F" 
(EDDada la función : da 

F()=- Lat 3 2 


Si: x < 2, hallar si existe la inversa de F. 

A) -3+2/x+2 B)3-2/2+x C)4-Jx+1 
D)3-Jx+2 
Asi: F)=4/x -a; xel0;1] 


E) No existe inversa 


Hallar F 

AJF"(2)=(2-/4=x) ;x el0:8] 

B)F (>) =(2+/4=x%) ;x e[0:3] 

OF (5)=/(1+2Y +1;x e[0;1] 

D) F(x)=(1+ 2)/x -1;x e [0:8] 

E) F(x)=J1=x -1;x e [0;2] 

€E3) Halle la inversa de la función: 
F(x)=4-V1- 27 ;x e [-1:0] 

Si existe 

TN AE ST 

OF ()= li DP) = lt 

E) No existe inversa 

(Escala función «F» indicar el valor de verdad 


de las siguientes proposiciones: 
Si: Fla) =%3-x? 

(- ) Es creciente en J0;11 

€ ) Es estrictamente decreciente en J- «wo ;0] 

€) Es estrictamente creciente en 12/37 0 [ 
A)FFV  B)FFF  C)VEF  D)FVF  E)VFV 


COMPOSICIÓN -FUNCION INVERSA 


(0d Sean las funciones: 
f=1(250),(351, (456), (658) 
= (152), (03), (256), (354) 
Hallar: fog 
A) 1(150), (251), (3:6)) 
€) ((0:2), (150), (3:63) 
E) ((1:0), (2:1), (3:4)) 
(DSi: f=1(0;2), (-1;6), (40), (5; 1)) 
E=1((2:D,(652), (153), (37) 
Hallar : g o f indicando el producto de elementos 


B) 1(150),(0;1), (26)) 
D) 1(0;1), (152), (2:8)) 


del rango . 
Aya B)J6 C)12 Dy16 E) 24 
Sean : f (x)=/I=x 

£(=)=V4-x? 
Hallar: go f señalando su dominio . 
AJ-3;1) B) [-3;1) O (-3;1 
D) [-30 E) (20; 1] 


CALZ 


MENE IIIIAAUCLOPED 2012) 


(09 Sean: f=1(0;1), (152), (3; 7)) 
B=3$(250), (3; 1D), (1; 1D) 

Hallar: Ran (fo g) n Ran (go f) 

AJ 10) B)10:1) 01m D) (1:2) 


(03) Sean: 

F= ((-2:0), (0:2), (2:6), (4:3), (6:2), (6:0)+ 

G = ((0:3), (258), (652), (4;2), (3:6), (150) 

Hallar la suma de valores extremos de F' o G 

AJO B)1 02 D)3 E)6 

(08) Si FoG =1(3;5), (1:3), (0:7)); y además: 
= ((3:2), (1:4), (0,6), (9:7), (11:-3)) 


Udo Esa kE roy 
AJ4  B)7  CJ10  DJ11  E)Noexiste 
(0) Si: Flx)=x*+2x+2 ; hallar G(x) tal que: 
(FOG),,, =x*- dx +5 
AJx=3 Blix  C)3x%  DJAoB 
(03) Sean: (x)=3:-2; xe(1; 7) 
B(x)=2x+3 ; xe(0;3) 
Hallar fo g 
A)fog = 6x+7;x € (-132) 
B)fog =6x-1; xe(0;3) 
C)fog =6x+7; xe(0;2) 
D)fog = 6x+1 ;x e (-152) 
E) fo g = 6x+3 ¡x e (0;2) 
Dadas las funciones ; 
P=4(152), (2;-3), (- 31)) 
= ((2;b), (152), (-3;a)) 
sigof=f+g, calcule; a +b 
m6 B)6 C)-3 
(77) Sean las funciones; 
E = 1(3:6), (659), (8:4), (1056), (7:6)) 
Rh = 1(3:9), (5512), (7:9), (8;7)1 
Halle la función f'tal que h =f o g 
Indicar la suma de elementos del dominio 
413 B) 16 C)17 D) 19 
(UD) Dadas las funciones : 
F(x)=Vx ; Elx) =2x +3 
Halle Dom(fo g) n Ran (fo g) 


AO) (0; 3) Pe) (3,2) 


DJ L05+ co) [3 +0) 


E) (0;2) 


EJA0C 


D)A4 E) -1 


E) 23 


(|) Sean las funciones : 
e 10031), (355), (4:2), (—2:6)) 
= ((— 1,0), (0:3), (1:4), (8:-1)) 
Hallar po E indicando la suma de elementos del 
rango 


B)5 06 D)7 EJ8 
(5) Sean: fíx)=x+1 
Blx) =x-1 
Hallar: fo g 
A)jx+1 B)x-1 C)jx D)x+2 Eva 
(DSi: fat-1) =2x*+4 
G(x) = 3x+2 
Hallar (Fo G)(2x-1) 
AJ8x+2 B)2x+4 C)9x-6 D)6x+6 E) 12x-4 
(As: r)=5 ; re[0; 4] 
G(a)=V2*-4; xe[2; 3] 
Halle: H=Fo G 
VE ; we[2:3) 
DM + sell 
C)H( = Vx +2-4 5 xe(2; 8) 
ai or ; =e[2; 3] 
DE xe[253] 
(10) Sean: f(x) =V3-x 
E(%)=Vx-2 
Hallar fo g, indicando gu dominio : 
AJ[2 500) B)[3;0) C)[2; 3] 
D) [2; 13] E)[3; 13] 


(1) Siendo: F(x) = x* - 2x + 3, hallar G(z) tal 
que: (Fo G)(x) =x* + 6x + 11 
AJx+3  Bj=x=3  C)-x=2 DJAoB EJA0C 
((3)Dadas las funciones : 

G = 1(2:5), (4:6), (68), (75191 

H= 1(2:7), (4,9), (6;3)) 
Halle una función f de mínima cantidad de 


elementos tal que H=FoG, indique la ná de 
elementos del rango de F. , 


(EDICIONES _RUBINOS 


ELA E 


FUNCIONES) 


AJ14  BJ17  CJ19 D)21 E) 24 
(E) Dadas las funciones : 
EE 

153== :xe(38) - 

gl) =x3?-1;xe(-2; 6) 
Hallar: Dfog 
AN=246)  _BM-2;3) CN-3:-2) 
D)J(2;5) EJ(2;3) 
Ed Sean: flx)=x+2 : plx)=x-3 
Hallar: fMg,.) 
AJx+1  Bjx-1  Cjx2  D)j=2  Ejx+1 


(02) Sean las funciones: 


f= 1(3;D), (2:1), (61), (4:73) 
E = ((-153), (1:2), (0:4), (7:6)) 
Hallar: fo g 
AJ ACA: (15D), (0:19) 
0) 1(3:2), (2:2), (4:8)) 
E) ((3:2), (22), (0:13) 


B) (61D), (15D), (0:7)+ 
D) 16-15D, (2,2), (456)) 


(03) Sean: F=(3;1), (1; 0), (05-1), (3; 294 


G=1(1;7),(0:2),(2; 4), (75 6)) 
Hallar el producto de valorés extremos de Fo G 
A6 B)J8 C) 12 DJ 14 E) 28 


(3 Si: f =1(1:3), (0:2), (1:4), (2:5)) 
8 = 1(3:1), (2:5), (5:8), (6:0)) 


Hallar g o f, señalando la suma de elementos del 
rango 
AJ8 BJ9 C)10 D)12 E) 13 


(03 Sean : f = ((2:0), (3:1), (10) 


E =5(051), (152), (3:7)) 
Hallar: Ran (g0f) n Ran (g-f) 
AJO) BJ) CI12)  DJ1031)  EJ2) 


(5) Sean : f=1(0;1), (1:2), (2;3), (453), (6:2)) 


g=1(6:7), (6:4), (4;3), (254), (1:4), (0:73) 
Hallar Dom (f o g) n Dom (g o f) 
A) B)16+ CJ 12) D) (1:5) E) 11:2) 


(09) Indicar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 


Pp: La función flx)=/x +2; x >1, tiene inversa. 


q: Lafunción g(x)=x*+13x e (6; 3), tiene inversa. 


t: La función hfx)=/27 — 3, x > 3, tiene inversa. 
A)VFV  B)FVF C)FFV D)FVV E) VVF 
(3 Una tienda comercial ha vendido 200 


reproductores de discos compactos a la semana a 
un precio de 360 dólares cada una. Una 
investigación de mercado indica que por cada 10 
dólares de descuento que se ofrezca a los 
compradores, el número de aparatos vendidos se 
incrementará en 20 unidades más. 

A) ¿Cuánto debe ser la rebaja para maximizar el 
ingreso? 

B) ¿Cuál debe ser el precio de venta para maximizar 
el ingreso? 

C) ¿Cuál es el ingreso máximo? 

Entonces, la respuesta en ese orden es; 

A) 125; 250; 100 250 B) 75; 225; 111 260 
C) 100; 450; 102 250 D) 25; 125; 101 260 
E) 125; 225; 101 250 


FUNCIONES 


0) si el conjunto: 
= ((1; a?), (1; a+2), (2; a*+1), (a; 3a+1)) 
nos representa a una función, entonces la suma de 
los elementos del rango es: 
A) 20 B)10 C)3 


(02) Sea el conjunto: 


F = ((1; 5), (2; 6), (3; 8), (4; 12), (x; 10) 
Calcular la suma de los valores que no admite “x” 
ye gue F nos represente a una función. 

B)J6 C)10 D)13 


D)-1 ES 


E) 18 
(03) ¿Cuálles) de los siguientes conjuntos: 
F=4(x - y; xy)lx, y eR) 

= lla? 4% +4;|2- x)/x er] 
H=((42+2; t+3)/teR) 


nos representaín) a una función? 
A) Sólo F B)SóloG C)SóloH D)FyG E)GyH 


(02) Dado el siguiente dingrama sagital: 


AMAZRCNEREAA 


(573) 


calcular el valor de: 


pL + E(3Í + F(4P 
Fx F(3)xF(4) 
1 1 
AJ9 B)3 Cp Dr Er 


(03) La suma de los elementos enteros del dominio 
de la siguiente función: 


1 1 
Fla) = d+ +2 +27 
es: 
46 B)13 C) 14 D) 19 E) 26 


(00) El dominio maximal de la siguiente función: 
Fla) = lx Vx +2 
es: 
A)[-1:2] B)10;2] C)[ - 150] D)[4;+o[ EM2;+ol 
(Q2 Determine el rango de: 
Faja 
x 
sabiendo que: Dp=R* a be R* 
Afalb;:+a[ | BI]246;+0] 
DJ[-24b;+0[ — EJ[=24b;25] 
o 
(03) Sea: P=((x52*=2)/ D,= 1-2; 21) 
Entonces la suma de los elementos del rango de F 
es: 
A -2 D)1 


(09) Sila intersección del dominio y rango de la 
siguiente función: 


0)[228; +00 


a 


B)-1 191) E)2 


10x+6. 

2r+4 
es: R=(a;b) entonces el valor de ab es: 
4)10 BJ5 CIA DJ5 


Fíx)= 


E) 10 


(0) Si (a; b] es el rango de la función: 
x+1 

+3 

entonces el valor de a”? + b”* es: 

A) B)A C)-2 D)4 
(Q)) Con respecto a la siguiente función: 

F()=3wW 16-27 
el Dom(F) 1 Ran(F)es: 
AJA: 7] BJ [438] Cr 14: 7] DJ [3:4] EJ[3:7) 


(Q) Dado el siguiente gráfico: 


F(x)= 


EJ8 


calcular la suma de los elementos enteros del 


DyO Rp. 
AJ2 B)3 C)4 D)6 EJ9 
(3) Sea F una función lineal, tal que: 
F(10) = 11 y F(60) = 16. 
Calcular el valor de: Y = F(3) + F(Z7) 
A)J30  B)28  C)25 DJ23 — E21 


(1) Calcular el área de la región encerrada por la 
gráfica de las funciones: 
Fíx)=x+2 5 pim PoS7 
y ol eje de las abscisas. 
AJ40u* B)30u* Cj20u%* D)10u* E)6u* 


(63) Sea F una función de proporcionalidad, tal que: 


F(0,1) + F(0,2) + F(1,7) = 0,02 
Entonces el valor de F(0,01) es: 
AJ10* — B)10* 0) 107% 


(LO) Sea la función: F(x)=x*-4x; 3xe ]-3:101 


Si Ran(F) = [a; b[, entonces el valor de 2a+3b es; 
AJ7 B)4 C)-2 D)4 E)-7 


(1) Sean las funciones: e] 


D)10*  EJ10* 


(EDICIONES HUBISOS 


9149 


FUNCIONES 


Fa) =2%-x-1; Ga) = +30 +1 


Si Ran(F)M Ran(G)= [a;b] , entonces el valor de 
2a+b es: . : 
A) -2 BJ) 191) 


(83) Sean las funciones: 
Flx)=x*-4x+8 n G(x)=mx-1 


Calcular la suma de los valores de “m>” en valor 
absoluto para que la gráfica de las funciones se 
corten en un punto (interpretar geométricamente) 


E)2 


AJ8 B)9 C) 10 D)11 E) 12 
(O) Esbozar la gráfica de la función: 
F(s)=|x|x-3% 


A) Y B) Y 
x 
C) Y D) Y 
x x 
E) Y 
Xx 


(2) Sea F una función real de Varigblé real, tal que: 


Fl?) - E(y) + 2x + 1 = Flx + y).F(%- y) 
Entonces el valor de F(-0,009) es: 
A)0,119  B)0,919 C)0,091 D)0,999 E)0,991 


FUNCIONES :PERIODICA y, 
MONÓTONA , ACOTADA , ALGEBRA 
DE FUNCIONES 


(O) ¿Cuáltes) de las siguientes funciones: 
F(x)=x*+1;x € [-2;2] 
Glx)=x"—x;x.€ ]-3;81[ 
H(x)=|x|-1;x € ]- 2; 2] 


es(son) par? 
A) Sólo F B)SóloG C)SóloH D)FyG E)JFyH 


(02) Sea F una función par. Dar el valor de verdad 
de las siguientes proposiciones: 

( J Ha) = F (lx) es par 

( )Hta) = F(-x) esimpar 

( JH(=) = Fíz)+6 es par 

A) VVV B)FVV  C)FFF D)VFV E)VVF 


((3) Dar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

() La gráfica de toda función par es simétrica 
respecto al eje Y. 

(_ ) La gráfica de toda función impar es simétrica 
respecto al origen. 

( ) Toda función con dominio simétrico se puede 
expresar como la suma de una función par y otra 
impar. 
A)FFF 


(2 Se muestra la gráfica de la función F: 


B)VVF C)VVV  D)FVV  EJVFF 


Entonces podemos afirmar que: 
A) Fes par B)Fes impar 
D) Fnoesimpar E) Faltan datos 


(03) Sean las funciones: 

F= ((3; 1), (2;0), (1; 4), (2;-1)) 

G = ((-6; 2), (-3; 2), (-2; 6), (1; 6), (3; 7)) 
Calcular la suma de los elementos del rango de: 


F+G+FG 
Ay11 B) 22 CC) 33 D) 44 


(08) Dadas las siguientes funciones: 
F=1(-3,5), (1: 4), (2; 7), (3: 9)) 
G= ((-3;-2), (1; D), (2:-2), (4; 7)) 


C) Fnoes par 


E) 56 


Si: zar 1:b)), calcular el valor de: 


E=b'-a 
AJ25  B)2,76  C)3  D)325 


(E) Sean las funciones: 


E) 3,75 


Cantera 


- ¿NCICLOPEDIA 2012) 


Fíe+3)=x*+2; x e [1; 2] 
a(5+1)-2s-3: xel6; 8[ 


Si el rango de F' + G es Ja; b], entonces el valor de 

a-bes: 

A) -25 B)25 C)1 

(03) Sgan las funciones: 
Fl)= 9-3? a G()= la? 1 

Hallar: Dom(F" + 5G) 

A -3-11 B)[1;3] CM -3;1 

D)[-158] EJ 31101158] 


D)-1 EJ0O 


(()) Se muestran las gráficas de las funciones: 


Calcular el valor de: 

E=(P+GN- aros 
A)-2 BI CcjO DJ1 
(DD) Esbozar la gráfica de la función: 


FlaJazl + 
= 


E)2 


(O) Sean G y H dos funciones definidas por: 

G = ((1; 0), (3; 3), (-1; 4), (2; 1)) 

H = ((-1;-6), (2; -2), (3; 9)) 
Si: FoG = H, entonces la suma de los elementos del 
rango de F es: 


A)-=3 B)-1 C)1 D)2 E)J3 


(12) Sean F y G dos funciones: R=R, tal que: 


G(x)=x+2 A (FoG)(x)=3x*+14x+9 
Entonces la regla de correspondencia de F es: 
A)3x*+2x-7 B)3x*-2x+7  C)3x*-7 
D)3x*+7 E) 2x-7 


(13) Sean F y G dos funciones definidas por: 
F = (2; 3), (0:=1), (4; 6), (11) 
Q = ((3;0), (1; 2), (6; 8)) 
Entonces el Ran(FoG)N Ran(GoF) es: 
AM3) BJ-153) CM0;2;3) DJO EM1;2) 


(O En la tablas 


x= [s]e|7[8 
F6118|7|6|5 
Htx)[7|8|6|65 


aparecen valores de las funciones F' y H. Calcular 
el valor de: 


A)-1 BJO 
O Dadas las funciones; 


F(x)= 


E 
q 7:*e[3501 
G(x)=x? -4x -8; 6<xS12 

Según ello, determine el Dom(FoG) 


4)]o:2+6/2] BJ]-2-342;2+8/2] 
C)]6:2-3/2] D)]6:2-6V2] 


E)]6:2+3/2] 
(LO) Sean las funciones: 
1 
Fl = ¡a23 
12 CES =| 


1 á 
G(x) 22454205 a 
Calcular: GoF" sb 8 


(EDICIONES RUBINOS 


A)MNGoFMx)=x,Vx e [3;4] 


BrGoF 22252; y 028 


x 


C)(GoF)(x)= pia >-3,5 


*- 


D)(GaF)(x)= 


2x+1 


E)N(GoF)(x)= 3 ;Vxe/0; 2[ 


pa 
(Q) Si F es una función estrictamente creciente y 
M es el conjunto definido por: 
ml senirli? +/r+1)> a) 
ELA 
entonces M es igual a: 
AJ]-wo-11[  B)I-2;+0w[  C)[-2;4] 


D)[-152] EJ -2;+0w0[ 
(3) Dada la función: 
Vx —2:six 22 


A PS 


xl dosis 2 
Dar el valor de verdad de las sigúientes 
proposiciones: 


(_ )Fescrecienteen]-2;2f * 

(_ )Fesdecrecienteen ]=w;= 2[ 

(_ )Fesdecreciente en.J0;2] 

A) VVV  B)FVV C)VVF -D)FFV  E)FVF 
(1) Si F es una función definida por: 


6 
F(x)==——— -2¡VxeR 
y -2x4+3 
el menor valor de “k”, tal que: 
|P(x)| s k;Vxe Dp, es : 
1 1 
Badr BJ C)1 D)2 E)3 


9 Si el rango de la función: 
Pla) = 167 + /8% 2? 
es: [a:a/5] , calcular el valor de: 


E=at+b" 


A)116  B)125  C)128  D)134 E) 145 


COMPOSICIÓN - FUNCION 
INVERSA, TRAZADO DE GHAFICAS 


(02 Calcular la suma de los valores que no admite 
“y” para que la función: 

P=((1; 5), (2; 7), (3; 9), (4; 11), (6; 20), (6; y)) 
sea inyectiva. 
AJGO  BJ6I  CJ62 DJ68  EJ64 
Si F' es un función inyectiva definida por: 
Fíx)=x? — 6x +5; 5 €]-w0; 4 +2] entonces es verdad 
que: 

AJAs2 B)a22 C)A21 D)As1 EJas-1 
(3) Determine el conjunto de valores del 
parámetro "2", para que la función: 

F(x)= (tx: .< R?]y= 


sea inyectiva. 


A) R-12) B)R-14) — C)R-(-4:4 
D)R-10;152) — EJR-4-2;2) 

(O) ¿Cuáltes) de las siguientes funciones; 
DPr()=2%6 ¿p,=J8; +0] 


1)G(x)= lx? -16-1;DG=)-6;-4| 
II) H(x)=-x? + 2% +2; Dy =]052] 


es(son) inyectiva(s)? 
A) Sólo I B) Sólo II C)Sólo MI D)IyU E)1 yl 


(03) Sila función: 


F: 13:81 > la;b[/F(x)=x* —6x +20 
es suryectiva, entonces el valor de YB=a es: 


ANÍS BW CIHNZ DJ4  EJ6 
(00) Sea la función: 
FAS 3 Ft) EL 
y x-3 


Si dicha función es suryectiva, determinar el 
conjunto A. 


A)]-2;1[ B)]-3;11 C)]-3;2[ D)]0;+«o[ E)]-2;2[ 


(OD Si la función F:[2;6]->[1:4] es lineal, 
biyectiva y decreciente, determine el valor de: 


TE MEN CICLOPEDIA 2012) 


(() Sea F una función inyectiva, tal que: 


rs :) a. Siel CS de la inecuación: 
+ 


ALGERIA 
jr pe) 
y E FG) 
AJ0.01  BJO¡L C)1 D)10 , E)100 
= x 
(03) Sila función: 


F: [a; 4] > [6; b] 1 F(x)=- 2x*+16x -24 
es biyectiva, entonces el valor de a+b es: 
AJ5 “ BJ6- C)7 D)9 En 
(09) indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 
( )Lafunción : F(x)=x” + x+ 1 esinyectiva, 
()La función :F: ] — 2; 8[ -»[0;0,91, tal que: 


y? 
F(x)=-—— es suryectiva. 
x+l 
€ )Lafunción: 
F:R-41) > R-12)/ F(x)=3x-1 
esbiyectiva. 


A)JFEF  B)VFV  C)VFF  D)FVV  EJVVV 
(10 Dada la función: 
F = 4(2; 3); (3; 5); (6; 9); (6; 2)) 


determine la suma de elementos del rango de la 
función; F + F* 


A) 12 B) 16 C) 18 D)20 E) 22 
(OD) Se define a la función F' como: 

—x;six<0 

F(x) -| Ne 

a jsir20 
Calcular el valor de: E = F*(-4) + F*(4) 
AJ3 B)-2  Cj0 D)2 EJ3 
(|) Sean las funciones. 

F(2x-1)=3x-1, si =1<x<2 


a LA -3<x<-1 
Entonces la funtión G* es: 
Aoc as=1 xa loz] B)G*(e)=4x 1: xeJ8:14 


U)GUx)=-dx+l:x€ -1; 1 D)JG(x)=-4x+8x€ 1-2 3 
EJG*(x)=6x-3; x€ ]-3; 21 


(1) si: F0)=/x? +16+2x;xe/0:3], entonces 


Fx) es: . 

Aeris E 48 pp iS e 
4 sf 48 s-Jx+2 
Ori SEE 


e 
mee) EE +4 


F(a)s = Eos: Ja;b[UJesdl, determine el 
valor de: mt 
AJA B)3 C)-2 DJO E)2 


(E3) Dadas las funciones: 
F=1(- 152); (634); (053); (152); (4;7)) 
G=1(x;4-x)/0< x< 3) 
calcular el máximo valor de: a* + Bb”, gi 
(a;b)eFoG* 
AJ20  BJ26  C)36 
(8) Considere la función: 


Fla) laa? (qa? 4) 2) 


con dominio maximal posible, de manera que sea 
univalente; luego halle F*. 


IS 
odos x*;xel-8:0] D)-Fl64=x*;xel-8:01 


E) Be son correctas 


((2) Se muestra la gráfica de la función F: 


Y 
F 
1 
3 x 


Esbozar la gráfica de la función: H(x) =-F(x) 


Ea. 
pb 


A 


D)47 E) 65 


(EDICIONES RUBINOS ECOS HE — FUNCIONES) 


(9) si F es una función definida por: EN) ¿Cuántas raíces imaginarias admite la 
ecuación: 1-1 =x* + 2x? 
. A) 14 B)12 C)10 D)8 EJ6 


Fx, OS 


entonces la figura que mejor representa a la gráfica 
de la función H(x)=F(|x|),es: 


(02) ¿Cuál de las siguientes gráficas no pertenece 
a una función? 


A) HR B) Y 
MY Eos 
5 x Xx 
lo) 
Fm DJ M_—Ra 
ESA Xx 
x 
E) Y 
E) 
x 


(02) Construir la gráfica de la función : 


Y Y 
> ES E pa Eo 
(1) La figura que mejor represente ala gráfica de pS x =2 Xx 


Y 
la función: F(x)=! a? -2|x], és Le E, >» YM Fa 
Y ES 
2 x 
E Y 
Far 
ES 2 
Y (03) Construir la gráfica de la función F,,, =-3 
a Y B) Ea Y 
ñ. 1 
x Xx 
Cc) Y 


e 
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(02 Graficar:  F=(x+8)%5 


tes 


(0D Graficar: F,y=(3-5)" +3 (09) Graficar : Fiz) =l=x 
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(O) Esbozar el gráfico de : pS 


da 
de 


El 
— 


5 


el 


licar el gráfico de la función * F(x) =x 


0 


> 
el 
e 
y 
Él 
> 


o 
F 
x 
> 
Ne 
5 


El 


Graficart F(x)=lx=-1/-3| 
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2 
>] 
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D, 


+ 
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Y 
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(7) Si la gráfica de la función : y=F,,, 


2 
e E 


(E) Cuál de las siguientes gráficas representa la 


PEN 
x 


LAI AZMZNE REA 


(CTA) a ARI ALE) 


(2) Sila gráfica de la función : 
Ry = ll=-3|-2]-1] 


es aproximadamente : 
Y; 


a mon p xÍ 


Hallar «m+n+p+a» 
AJ2 B)4 C) 12 D) 14 E) 18 


(E3) Determine el área de la región formada por la 


función : F,) = —|x]+4 y el eje de las abscisas . 
A) Bu* B)12 C)16 D)32 E)64 

(19) Sea la función : F,,=x(x-2) . Indicar cuál de 
las siguientes gráficas representa el área limitada 


por el eje de abscisas y la función: F( |x|) 


€d Sea: f(5)=x%Ag(x)=x una función cuya 
gráfica se da a continuación 
Y 


TS Q ax) 


OP Xx 


Halla el área del triángulo OPQ 
iz B)1 C)2 D)4 EJ3 


01)D nn 03) A Lea 08) E 


06)É 07) 08) 09)A 10)D 
11)C 13)D 18)A 10HE 15)B 
16) 1) 17)C 18)B_ 19)B 20) A 
B1)A 23)E 23)C 2%)B X5)C 
OL)B 02)€ 03)D 0%4)D 05)A 


LA SEGUNDA PRACTICA 


01)A 02)A 03) B 0%) A 08)A 
08) I5 07) A 08)C 09)C 10)1 
11)C 12)D 13)A 109 A 155 
16)C 17D 18)C 19)D 20)D 
01) B_02)C 03)D 04)C 05) € 


[az 156) 
11)0] qe Mar 


aaa 
2d 150 2 ED $ 


01) E ER 03) € 0D. 7D E 
06) C 07) 08)M 09)C 10)D 
11)C 13) 13) 14)D 15)C 
16) LB 17)D 18)C 19)£ 20)C 
21)D 22)C 23)B 24)D 25)D 
26) E 27)C 28)* 


DE LA OCTAVA PRACTICA 


01) É 03) 08) 00D 05) E 
08) € 07)D 08)  09)C 10)D 
1)C 13) 15 


18) B_ 1%) D 15) A 


02) D 03) C 
08) A 07) £ 08) A 
11)B 13)C '13)B_ 14)A 15)É 
16) B 17) B  18)D  19)E 20)4 
21)B 2234 23)B 240 A 2514 


08)C 09)B 10)D 
13) E 10) 5 15) É 


(CLAVES DE LA DECIMA PRIMERA) 


Ípa] 

Ence 15)8| 
78m 1 DE om Dr (DE 0) 
[conri Pele) IE ca 10] 


EMCIONES_REOBISOS 


957 


ECUACIONES (MASCELANEA)) 


PARTE 1: , 
dis Resolverlas ecuaciones: 
Lii=7x 

2 (e+1)(=3) =12 

2 15 -34x+15=0 

4 (e+3)(0+5)=13 

5. x(x-1997) = (x-1997) 

indicar la ecuación que posee la 
menorralz. 


A DJ4 B)2 
EJ5 013 
(9 Dadas las ecuaciones: 
y=x!-2x-15 
y = m(x+5) 


y = m(x-2x-24) +9 

si y = 9 satisface las mismas. 
Hallar la suma de los posibles 
valores de "m" 
AJ54/11 D)92/11 
E)108/11 — C)81/11 
dd  Hallaruna de las raíces de 
la ecuación: 

(deje + b(c-a)x +e(a-b)=0 


BJ74/11 


six esla incógnita 
b-c a-b c-a 
ao Pesa Pike 
cla—b) bla-c) 
Dab=0 a(b-c) 
ES  Resolverla ecuación: 
x+3/x=10 


darcomo respuesta la suma de sus 
raíces 

AJ4 D)29 
E)26 Cc) 10 
¿Resolver e indicar la solución: 


d2+ J25=5 + lx +24 3/25—8 =7/2 
AJ7 DJ6 BJ13 
EJ16 19313 


dl, ¿Qué se puede afirmar acerca 
de las raíces de las ecuación? 


B)-3 


axr'-bx-a=0(a,beR) 
A) son reales y distintas 
B) son reales e iguales 
C) son complejas imaginarias 
D) son imaginarios puras 
E) No se puede determinar 


(% Calcular "m" para que la 
ecuación: 
6x* + (2m +3)x+m=0 
tenga una raíz solamente 


D)J3/2 B)3/4 
C)1/2 


AJ3 
EJ6/3 
¿8 Sila ecuación: 
x*+px+g=0 

tiene porconjunto solución 

(rs) sir=s =4 y rs =208 
entonces p/q es : 
AJ2/3 D)217 
E) 17 C) 2/5 
L%) Hallar el valorde "a" para que 
las raíces de la ecuación: 


B) 3/2 


2 
xl la +3) + E +1=0 


se diferencian en 5 
AJb/3 D)J5/6 B)7/3 
+.EJ20/3 C)10/3 


dí Sea (x, ; x3) el conjunto 
solución de: 3:27=x-1=0 


además se define: P(n)= (/x] +x2 
Calcular: P(2) 
10. 1 ya 
AA a 
1 y7 
E) 3 C) 3 
e) En la ecuación cuadrática: 
ar+bx+c=0 
afirmamos 


1D Sila suma de sus raíces es igual 
a su producto entonces b + c= 0. 


11) Si una raíz es la opuesta de la 
otra entonces b = 0. 
111) Si una raíz es el doble de la otra, 
entonces 2b* = 9ac 
A) Las 3 firmas son verdaderas 
B) solo 1 y ll son verdaderas 
C)solo 1 y lll son verdaderas 
D)solo II y UI son verdaderas 
Ejsolo ll es verdadera 
2, Sabiendo que las raíces de la 
ecuación: 
x3-(3n-2)x+n"-1=0 
son números enteros y una de ellas 
es el triple de la otra. Calcular éstas 
AJ4y12  D)3y2 BJ2y6 
EJIy3  C)By15 
eS) Dada la ecuación: 
*-2x+m=0 
calcular"m" si una de las raíces es 
1421, (i> pS );meR 


AJ2 
EJ8 Es 


9 Formar la ecuación de 2do. 


grado con coeficientes reales que 
admite como raíz al complejo: 


3-V7i 
Aj + 6x4 16=0 


B)J3 


a Cierto número de revistas se 
han comprado por 100 soles. Si el 
precio por ejemplar hubiera sido un 
sol menos, se tendría 5 ejemplares 
"más por el mismo precio. ¿Cuántas 
revistas se compró?. Dar su 
respuesta como la suma de los 
dígitos del número 
AJ1 Dj4 


EJ5 03 
PARTE MH 7 


LL  Conrespectoal polinomio: 
Px)= (8-3 +s Or 


Bj2 


[OR FFZITITAO 


ydadas las siguientes afirmaciones: 
D Admite 14 raíces complejas. 
UI) Admite una rgíz simple 

10) Admite dos raíces triples 
IV)P(x) = 0; admite 5 soluciones 
son ciertas 

Ajo DJ3 BA 

E 

2%) Conrespecto al polinomio: 
(e (1-5)x-50 (e + J2x+ (3) 
podemos afirmar. 

AJAdmite 2 raíces reales y 2 raíces 
imaginarias. 

B) Admite 3 raíces reales y l raiz 
imaginaria 

£) Admite 3 raíces imaglnarias y 1 raíz 
real 


D) Admite 4 raices imaginarias 
E) Admite 4 raíces reales. 

3 Sabiendo que: 2, 3 y 6 son las 
raíces del polinomio P(x) además 
P(7) = 80, calcule usted la suma 


de coeficientes de dicho polinomio 

AJ4d D)-23 B)J36 

E) 40 C)12 

(9% Sabiendo que a; b y e son las 

raíces de la ecuación: 
A+sx+1=0 


calcule usted el valor de: 
Esat+b+ec 

AJO DJ40 

EJb50 CJ30 

1 Sia; b y son raíces de: 
+x+k+1=0 

calcular el valor de la expresión: 


B)20 


q ari rlbr c+ (cra)” + Gabe 
abc 
A)3 DJO B)3k 
EJ6 or 
$ Sabiendo que las raíces de: 
bx +cx4+2a=0; 
abc+0 


sona b yc, calcular la ecuación 
cuyas raíces sean: ab, be yea 
8) A+x-3x-2=0 
B) Bild +2=0 
O rd 4-4=0 


D xB-d-2xr+ 
E XA+x*-x-1=0 
grado mínimo y de coeficiente 
racionales, si admite porraíces a: 
AJÍ + 121% + 50%? + 84x + 13=0 
Di 12x7 + 507 -84x+13=0 
12x* 507 - B4x + 13=0 
De 13% + 50x7-B4x +12 =0 
REE 12x7- 5047 + 84x-13=0 
19 Sabiendo que una de las raíces 
de la ecuación con coeficientes 
racionales: 
3 + ax +bx+12=0 
es (1 —y/3), calcule usted el 
valor de: a + b 
AJ-1 D)-6 
E)-8 C)4 
D% Enel siguiente polinomio; 
Plx)=x%-28x +q 
Proporcione el menor valor de "g” 
de tal modo que una de las raíces 
de P(x) sea el doble de la otra 


Formar la ecuación de 


B)2 


AJA48 D)-64 B)-36 
E)-72 c+12 

Y); Sabiendo que la ecuación 
polinornial 


-50+ fer 3=0 
admite como raíz a: 

x,=1 4425 x, y *, 
calcule usted el valor de: 
A+ 2841 

EE 

A)26/3 — DJ5 
E)-26/3  0)7/3 
di) Sidos raíces de la ecuación: 

3 —-6-Ixr+n=0 
se diferencianen 1, calcularel valor 
de"n” 
AJO DJAoB 
EJA0C  C)-150/9 
ES Sea: P)=ax*-bé +bx-a 
a 0; además P(1/7) = 0, podemos 
afirmar que: 


M= 


BJ2 


B)140/9 


A)x.=-7es una raíz deP(x) 

B) 7esuna raíz de P(x) 

C) x =-1 es una raíz de P(x) 
D) x = 1 es una raíz de P(x) 

E) Más de una es correcta 

dá) Sabiendo que la suma de las 
inversas de las raíces de: 


x0 + 4x + (01+8)x - (a-1)(2a+5) 
;a>0 
es igual a 17/22, calcular una de 
sus raíces 
AJI D)-5 
E)-2 0)3 
d% Dados los siguientes 
polinomios: 
P(x): de grado mínimo y de 
coeficientes racionales si admite 
por raíces a 3 y 45 
Q(x): de grado mínimo y de 
coeficientes reales, si admite por 
raíces a y/3 y — 

entonces: 
A) Gdo(P) < Gdo(Q) 
B) Gdo(P) > Gdo(Q) 
€) Gdo(P) =2 
D) Gdo(Q) = 2 
E) Gdo(P) = Gdo(Q) 
PARTE MI : 
Dl) Indique elintervalo al que debe 
pertenecer P afinde que; 
(48 -5)+3p(P-5)=0 
admita 2 raíces imaginarias y dos 
raíces reales 
AJJO; 5 D)13; 51 
E)3;5] — CIO;S[ 
EBA partir de la ecuación 
bicuadrada: 


42 (a+b)x +(a-b) =0 
determinar el valor de la suma de 
las cuartas potencias de sus raíces 
Ajab Dj2ab B)8ab 
E)160b Ci 4ab 


tE - 
Sd 2,20 az2 2 
tele) 


B)-1 


B)]0; 5] 


TONES RIBINOS 


DEC 959 ECUACIONES (?HSCELANEA)) 


A) 344/19 D)2+J19 

BIG AE Er3- 0 

C)3+./19 

dd Formar una ecuación 

bicuadrada cuyas dos de sus raíces, 

sonlas raíces de la ecuación: 
S-3x+1=0 

4A25%-2+1=0 

B)25xt +2 + 

0) 25x*-3x?- 1 

D)25x*-3x7 + 


E) 25x*-9x?+1=0 

3) Dadoelpolinomio: 

P(2)=ax" + bx! + bx +a 

además: 

P(c) =0 /c e R-(10), podemos 

afirmar que: 

AJx = 1 es una raíz de P(x) 

B)x =-—< es una raíz de P(x) 

€) x =-1 no es una raíz de P(x) 

D) x =-<! es una raíz de P(x) 

E) x= 0! es una raíz de P(x) 

US, Indicar la menor raíz de: * 
6x1 + Sx! - 38 +5x+6=0 

A)-2 D) 6 B) -1/2, 

EJ3 C) 3 


dy Una de las raíces de una 

ecuación bicuadrada es 2. 

Siixy+X7-Xxg» x 4264. ¿Cuáles la 

ecuación? 

Ax +8 +64=0 

B)x?-20x:%4 

Oxt+ 12% +64=0 

D)x*+20x?+64=0 

EJx 1-8 +64=0 

di Calcular el valor de: 

1(4.> 0), sila ecuación: 
x'- (8+4)x*+(8+1)'=0 


7] 
1 


posee dos raíces positivas que 
suman 6. 
Ayo D)18 BM 


EJ20 az 


0% Indicar unaralz de :x1+1=0 


142 pote io 
Mi 
pe dO EH 
O 


O Si: 3 raíces de una ecuación 
recíproca de sexto grado son (a; b; 
£) y también son las raíces de una 


ecuación bicuadrada. Indicar el | 
producto de la suma de las otras | 


raíces por la cuarta raíz de la 
bicuadrada 

AJabc Dj-abe B)I 

E) Absurdo C)- 1 

El) Resolverla siguiente ecuación 
recíproca : 

x- 10x + 25x' -25x* + 10x-1=0 
Darcomo respuesta la suma de los 


cuadrados de sus raíces 
AJ64 DJ 121 B)50 
E) 144 CC) 100 


da Construiruna nueva ecuación 
Cuyas raíces sean, las raíces de la 
ecuación 
Adra 1 =0 
pero elevadas al end 
Axa dt 3 l= 
B)x1-3x5 +47 -3x+1=0 
C)xt+ 3x4? + 3x+1=0 
Dx 4? a +1=0 
Eta 1= 
dE Determineel. E deraíces 
imaginarias de la ecuación : 
xx! (4x7) -x(7x-4)-1=0 
4J5 D)J3 B)I 
EJ 02 
3 Luego de resolverla ecuación 


(0+2)(0-9) — (e+a)(=—7) 
*7(+3)0=5) 1245) 8) 84 
IE las 
AJ0 D)3 BM 

E)4 C)2 


3) Asumiendo que xy X2, X3YXg 
» son raíces de : 
8x*-8x*- 10x* +4x+3=0 
además: Xx, <xz <xy<xg 
determinar; 
M=xx,+2x,x, 
A)-1 D)1 
E)2 C)-3 


B)-2 


ECUACIONESDE 1 GRADO 
Forma General ; ax + b=0 
Casos para su Resolución: 


1 az0 ¡x=-b/a 

2. a=01b=0:xeR 

3, a=0,bx0:xep 

Clases de Ecuaciones 

Compatible: cuando tiene solución. 

Se subdivide en dos, 
Determinado: si tiene un 

número finito de soluciones. 
Indeterminado: Si tiene 

infinitas soluciones. 

Incompatible: cuando no tlene 

solución. 

SISTEMAS DS ECUACIONES DE 

1% cuaDO 

Para resolver un sistema se utiliza el proceso 

"denominado MÉTODO ALGEBRAICO. que conlete 

«enla elrinaicón progresa de las incógnita pormedo 

de translormación realzados en el sistema. Este 

proceso genera los métodos por REDUCCIÓN. 

IGUALDAD y SUSTITUCIÓN. 


CS IZIZREREA 


OBJETIVOS: 


* Presentar la séptima operación de la Matemática, 
su defínición, sus propiedades y sus diversas 
aplicaciones en la Física, Química, Biología, 
Estadística, etc. 


* Notar la trascendencia de los sistemas de 
logaritmos més usuales: Los logaritmos decimales, 
vulgares o de BRIGGS, cuya base es el número 
trascendente «e». 


*Aprenderemos a resolver ecuaciones e inecuaciones 
logarítmicas dentro del conjunto R, para lo cual 
debemos establecer todas las restricciones posibles 
que permitan que estas relaciones (de igualdad y de 
orden), estén definidas en el conjunto de los números 
reales. 


* Exponer la importancia del operador inverso de 
logaritmo, denominado antilogaritmo o exponencial 
de un número real; así como también del 
cologaritmo y sus propiedades. 


INTRODUCCIÓN : ; 


Los logaritmos se atribuyen a John Napier (a veces 
se le referencia como Neper) . Publicó su trabajo en 
1614 en el libro Mirifici logarithmorum canonis 
descriptio (Descripción de la maravillosa regla de 
los logaritmos). 

Napier era un terrateniente (no matemático) escocés 
de la baja nobleza (barón), Parece que se dedicaba o 
que estaba particularmente interesado en la 
medición de fincas (donde a grandes números se le 
pueden corresponder graves errores y perjuicios) y , 
en su época , la forma de operar con grandes 
números era confusa y compleja (regla de la inversa 
del seno, etc.) 

Napier estudió las sucesiones de las potencias de un 
número y se percató que los productos y cocientes 
de dos números de dichas sucesiones son iguales a 
las potencias de las sumas o diferencias de los 
exponentes de dichos números (a”.a” =a'"*=). Pero 
estas sucesiones no resultaban útiles para el cálculo 
porque entre dos potencias sucesivas había un hueco 
muy grande y la interpolación que había que hacer 

: ' imprecisa . 


Entonces descubrió cierto paralelismo entre la 
progresión geométrica de los exponenciales y la más 
sencilla progresión aritmética y como se podían 
transformar los primeros en los segundos para 
operar con estos y , una vez hallado el resultado 
volver a trasformarlos en los números originales . 
Con la primera se hacían cálculos muy difíciles y 
engorrosos y con la segunda se resolvía fácilmente . 
Así, por ejemplo , asoció la progresión 
aaa a par”, CON 152535 aum7 E joer 57 

Napier llamó al principio a estos número artificiales, 
pero más tarde se decidió por la unión de dos 
palabras griegas logos (razón) y arithmos (número). 
Este sistema de cálculo fue aceptado con gran 
rapidez. 

Entre los más entusiastas estaba Henry Briggs. 
Briggs visitó a Napier en 1616 y entre los dos vieron 
la posibilidad de hacer algunas modificaciones. 

En 1617 (póstumamente) se publicó Logarithnmorum 
chilias prima (Logaritmos de los números 1 al 1000) 
y en 1624 publicó Arithmética logarithmica. 

Las tablas de logaritmos y las reglas de cálculo 
(reglas numeradas con multitud de tablas paralelas) 
eran imprescindibles en cualquier centro de cálculo, 
hasta la aparición de las calculadoras y ordenadores. 
Actualmente ya no son necesarios para lo que fueron 
descubiertos . Sin embargo, ciertas características 
y utilidades que , durantes estos siglos de gran 
utilidad se les han descubierto los han hecho 
sobrevivirlos al desarrollo de la electrónica . Esto 
ha sido necesario también en el campo de la 
Economía . 


LOGARITMO 


Sean los números reales “a” y “b”, si b>0, bx1 


y N > 0, el número real x se denomina logaritmo 
del número “NV” en base “'b” y se denota por 


Log ,N 


si y sólosiz br=N 
* de la definición se tiene: 


[x= Log,N Sb* =N 
donde: 


b: Base de logaritmo 
NN : Número de logaritmo A" 


(EMCIONES ROAÑOS 


JENCOT JE 


LOGMUTMOS) 


x: Logaritmo de “b” en la base “a” 
EJEMPLOS: 
* Log, 49=2 ; porque: 49=7* 
a Ro 
* Log, 8=-3; porque: a=(¿) 


: 
* Log,1=0; porque:1=3% 

* Log,16=4; porque: 2*=16 

* Log,8=3/2; porque: 4% =/4* =8 


= . 2 1 o 
. Log, 25=-2; porque(0, 2) -($) 
OBSERVACIÓN : 


Dada la siguiente expresion: 
BN emncacinenassn (potenciación) 


La operación inversa , osea : Log, N =x recibe el 
nombre de logaritmación . 


EJEMPLOS : 
*21=4 > Log¿1=2 

:*2=8 0 Log,8=3 

*2%=32 e Log,82=5 

* 2%=64 e Log,64=6 

Diremos que siendo 2 la base en todos. los casos , el 


logaritmo de 4 es 2, puesto que 2 es: el exponente a 
que se debe elevar la base 2 para obtener e) número 4. 


* Analogamente, en base 2 el logaritmo de 8 es 3, el 
logaritmo de 32 es 6 y el logaritmo de 64 es 6. 
EJEMPLO 1: 
Calcular: “%x”,en: Log 5 Bl=x 
(3) 
3 


RESOLUCIÓN : 

* Por Definición : (1/3)* = 81 

* Exponente negptivo : (3 -1)% = 3% 

* Exponente de exponente : 3-* = 3% 

* Bases iguales exponentes guales : / 
* Entonces: x =-4 


EJEMPLO 2 : 
Calcular : Log,g 128 
RESOLUCIÓN : 

Haciendo : Log 4198 Y 


* Por definición : 16* = 128 
* Homogenizamos las bases : (2%) * = 27 


* Exponente de exponente : 24% = 27 
* Bases iguales exponentes iguales : 4r = 7 
* Entonces: x= 7/4 


* Por lo tanto : Log, 128=7 


EJEMPLO 3 : 

Caleular= Log (5) 
3 8 

RESOLUCIÓN : 


* Haciendo ; Log y )-> 
3 


8 
* Entonces : 6) A 
3 8 


OBSERVACIÓN : 


Para la resolución de problemas es importante 
familiarizarnos con estas fórmulas a través de los 
siguientes ejemplos: 


IPASO DE LA FORMA POTENCIAL A 
LOGARÍTMICA: 


* Si: 2%=16 > Log,16=4 


M) PASO DE LA FORMA LOGARÍTMICA 
ALA FORMA EXPONENCIAL : 


* Si: Log,625 =4 > 5'=62 


* Sis Log, 555 =-3> "a 


* Si? Log ¿216=6 => J6”=216 
EXISTENCIA DE LOS LOGARITMOS Ex R 
* por definición sabemos que ; 

,[Log,N=a > b"=N 


Donde: 


[CAM AZIZMEREIA ECO 63 JE - e NCOICLOPEDIA 2012) 
Ne<0;w0> ES 7 * 308 (0-5 — q 8 


II) b,esla'"base”: b>0Ab+1 


EN b a 
“ > 


1) 1 +00 


. [be<0;1>u<l;w > 


111) a ,es el “exponente” ó logaritmo: a e R 


“— e. >» 
pe = 

*— . _ 

n= 0 +0 


aeRóae<-o;0> 


PROPIEDADES GENERALES DE 
LOS LOGARITMOS 


Log, 1=0| [Log, b =1|; b>0,b+1 


* El logaritmo de “1” en cualquier base vale “0” y 
el logaritmo de la base es igual a “1” 


EJEMPLOS : 
Log,1=0 ; In1=0 


*Log,1=0 ; 
n 
*Log,3=1 ; Lne=1 ; Ln, ,(e+2)=1 


IDENTIDAD FUNDAMENTAL DEL 
LOGARITMO , 


si el logaritmo de un número se encuentra como 
exponente de su propia base , entonces está 
expresión es equivalente al número , es decir : 


DEMOSTRACION : 
* Por definición sabemos que : 


Log, N=a ob" =N 


men lez + 
3 
« parte? =[ ¿too ] =[5P =125 
A A 
7 TÍ 
RA 
TEOREMAS SOBRE 
LOGARITMOS 
1D LOGARITMO DE UN PRODUCTO : 


En cualquier base (0<b*1), el logaritmo del 


producto de dos factores reales positivos es igual a 
la suma de los logaritmos de los factores ; 
es decir: 


Dados: A,BeR*,b<0Ab+1 
[Log¿AB = Log,A + LogyB] 


EJEMPLOS : 
* Log, (3«7)=Log, S+Log, 7 

*Logs(=*y')= Logyx? + Logsy* 

* Log (x+1)+Log(x —1)=Log(x+1)(x—1)=Log(x? —1) 


OBSERVACIONES : 


A) Si 0<bx*1 a MN >0, entonces : 
[Log , (MN) = Log» |M]+ Log, [N]| 

EJEMPLOS : 

* Logs (-8)(4)= Logs |-3) + Logs |-4| = Logs 3+ Logs4 

* Log[=(x+1)]= Log|x|+ Log|=+1] 

* Si x>2 entonces: 

Lo g[s(==2)]=Lo g|+|+ Lo gJ<-2]= Lo g.x+ Lo g(<-2) 


B) La propiedad puede ser extendida para el caso 
del logaritmo de un producto de “n” factores renles 
y positivos , es decir 

Si:0<b+1 y M,,My,Mj,. 
* Entonces : 
[Log,(M,M;.--M,)=Log,M, + Log,M, + «+ Log,M,, 
EJEMPLOS: 

* Log¿(2x3x5)= Log¿2+ Log¿3+Log¿5 


»M, ER? 
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* Log. [3x(-2)+(-8)]=Log,3+ Log ,|-21+ Log,|-8| 
=Log,3+Log,2+Log,8 
115) LOGARITMO DE UN COCIENTE 
“En cualquier base b(0<b+1), el logaritmo del 
cociente de dos números reales positivos es igual a 


la diferencia entre el logaritmo del dividendo y el 
logaritmo del divisor” 


A 
Log, 8 = Log, A- Log, B 
EJEMPLOS : 
. Log, 5=Log¿6=Log,3 
* Log, 5=Log,10- Log, 2 
* tag(22)- Log(2x3)- Log 5 
=Log 2+ Log 3- Log 5 
OBSERVACIONES : 
A)Si0<b+1 y 10 > 0,entonces: 


Log, E )- Log, |M|=Log, |N| 
EJEMPLOS : 

“Log, (7)> 10%, bai-108,b8]—. 
= Log, 2- Log,5 


* Log > Log, |x-1|- Log, |*=2] 


Si: x>0 entonces: 
B) Haciendo M= 1, escribimos : 


Log, E ,)- Log, 1- Log, N, por tanto; 


fselaJeina 


EJEMPLOS 

. band -Log,3 

5 Log =-Log (+1) 

MI) LOGARITMO DE UNA POTENCIA 


“ En cualquier base b (0 <b + 1), el logaritmo de una 
potencia de base real positiva y exponente real es 
igual al producto del exponente por el logaritmo de 
la base de la potencia”, es decir : 


Log, A" =n Log, A 


EJEMPLOS: 
* Log¿2* =5 Log,2 
1 

* Log, E5)- Log,3* =-6 Log,3 
* Log,81=Log,3' =4 Log,3=4 
* Log,1024= Log,2'” =10Log,2=10 
* Log,y3/5 = Log,5'” = 
EJEMPLO: 
* (Log,6)' = (Log, 5)(Log,, 5)(Log 25) 

ETT is ed A 


ERES 


1 1 
310e55=3 


"Log, 5% =3 Log, 5 

*Log316= (Log, 167 =(Log,2*)” =(4)' =64 
OBSERVACIÓN : 

* Sean A real, talque neN A 4”>0 


Log, A” = nLog, |A]| 

EJEMPLOS : 
* Log, (-2)* = 6Log, |-2| = 6 Log, 2 
* Log¿(x- 1) =2 Log, |x-1 
*Si: x >2 entonces: 

Log, (x-2)' =4 Log, |x-2|=4 Log, (x 2) 
* Perosi: x<2, entonces : 

Log, (x-2)' = 4 Log, [x-2|=4 Log,(-x+2) 


1%) LOGARITMO DE UNA RAÍZ : 


El logaritmo de una raíz es igual a la inversa del 


ndice del radical por el logaritmo de la cantidad 
subradica! , es decir : 


Log, YA =“ Log, A 


;n22;neZ*;A>0 


n 
b+1 
EJEMPLOS : 
E MM 1 
Log, Na = 5 8,8=3 


1 
* Log,/2 = Log, 2 


b>0; 


» Log, 08 = 5 Log, 
* Log Jx+ =¿Loglx+2) 


V) Si al número y a la base de un logaritmo se 
potencian o se extraen radicales de un mismo índice, 


CAM_EZMEZMERZAA 
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el logaritmo no se altera , es decir: 
y mE 
[Log,a =Log,, a” = Log, Ya 


EJEMPLOS : 
= == sE 
* Logy¿9= Log y, ¿(97 =Log,3" =6 
a A Ma = 
* Log ¿18 =Log ¿q ¿(08 )'=Log,8=3 


COROLARIO : 
Log, A" ;om,neZ* 

EJEMPLOS : 

Log,12* =-F-Log,2=5 

* Log, B1=Log,3' = Log,3=% 


2 1 
* LoB,a (+31 =7 Log, [x+3)=5 Log, le +3| 


OBSERVACIÓN : 

Si el número y la base de un logaritmo se pueden 
expresar en una base común , el logaritmo está 
determinado por el cociente de los exponentes. de 
las bases comunes ; es decir ; 


”l:(b6>0nbx1) 


Log, nb" 


n 


EJEMPLO : 5 
(JA 
Log 7" ==7=2,5 


VI) Si el logaritmo de un número «a» en base «b» se 
encuentra como exponente de una base e (e > 0); el 
número “a” y la base “c” se pueden permutar , es 


decir : RS 


Log ¡“ 
e “BW qe b 
EJEMPLOS ; 


4 gotas _ ¿ez? +7 10245 _ ¿108,7 


Log y (x+3) Log, 3 


+3 =(x+8) 
VII) CAMBIO DE BASE *“b” A BASE “x” 


En general todo cambio ae base implica un cociente 
de logaritmos , es decir : 


EPT 2 A 


¡x>0Ax+1 


EJEMPLO : 
Log 5  Log5 
*Log,5= 2 = 


—Log,3 — Log,3 
* Al pasar a base 7, el logaritmo de 3 en base 2, 
resulta : Log. 3 
Log¿3= Ez 
Log, 2 
CONSECUENCIAS : 
1 
Log,a= Zog,b 
EJEMPLOS : 
1 1 
. 7= . 3 
Log, Log, 5 EA Log,2 


* Log,4 x Log¿3=1 
MI) REGLA DE LA CADENA : 


Si en un producto de logaritmos un número 
cualquiera y una base cualquiera son iguales 
entonces estos se cancelan incluso el símbolo 
logaritmo , es decir : 


*Si a>0,a*1,b>0,b71,c>0,c*1 d>0 
* se cumple : 
[Log,,bx Log cx Log,d = Log, dl] 


EJEMPLOS : 
* Log,3xLog,4x Log,7x Log, 9= Log, 9 
* Log, bx Log,cx Log_d x Log e= Log, e 


SISTEMA DE LOGARITMOS 


Se llama “Sistema de logaritmo de base b'” al 
conjunto de todos los logaritmos de los números 
reales positivos en una base 5; por ejemplo , el 
conjunto formado por todos los logaritmo de base 
2 de los números reales positivos es el sistema de 
logaritmo en la base 2. 


Entre la infinidad de valores que puede asumir la 
base y, por tanto , existen la infinidad de sistemas 
de logaritmos. 


Sólo dos de:los infinitos sistemas que existen, son 
los de mayor aplicación matemática en diferentes 
campos profesionales: los logaritmos decimales 
y los logaritmos naturales, Se aplican por ejemplo 
en Economía, Estadística, Administración, 
Ingeniería, ete, 


([EDICIONTS ROTOS 


| sis META 


LOGARITMOS) 


1) SISTEMA DECIMAL O DE BRIGGS : 
Es aquel sistema de logaritmos en la cual la base es 10 . 
Notación; Log ,¿N = LogN . 

Se lee: Logaritmo de “N” 


El sistema de los logaritmos decimales es el más 
utilizado, sobre todo en múltiples cálculos 
aritméticos, y tiehe como base a 10. Para el cálculo 
de los logaritmos en éste sistema se ha elaborado, 
desde hace mucho tiempo atrás, diferentes TABLAS 
LOGARÍTMICAS, las primeras con cuatro cifras 
decimales de aproximación y las últimas hasta con 
ocho cifras. 
En la actualidad, éstas tablas logarítmicas han sido 
desplazadas y ampliamente aventajadas por las 
calculadoras electrónicas y computadoras 
personales; donde es posible calcular el logaritmo 
decimal de cualquier número positivo y con una 
cantidad deseada de cifras decimales de 
aproximación. 

Log2 = 0,301030.wawoma 

Log3 = 0,477121 22. 

Log5 = 1-Log2=0,698969.wmmnr 

Log7 = 0,845098mwae 


EJEMPLO : 
*Log 100 = Log 10? = 2 
*Log 6 = Log(3x2)=Log3 + Log2 


Parte 
» decimal 
Ñ y 
(característica) (mantisa) 


TEOREMA 2 


Sea V > 1 ; el número de cifras en su parte entera 
viene dado por : 


de 


cifras 


N ) = características +1 


EJEMPLO :; 
Halle el número de cifras de N = 
Log 2 = 0,30103 ; 
RESOLUCIÓN : 
Log N = Log 2% + Log 3*” 
= Log N = 501 Log 2)+ 20( Log 3) 
> Log N = 60(0,30103) + 20(0,407712) 


2% « 3% siendo : 
Log 3 =0,47712 


> Log N = 15,0515 + 9,5424 > Log N = 24,5939 
=> número decifras de N: 24+1=25 


II)SISTEMA MIPERBÓLICO O 
NEPERIANO : 
Este sistema es de mucha importancia en el análisis 


matemático, puesto que su base (el número e) se 
obtiene como resultado del cálculo del límite de una 


L 
función: Lim(1+x) =e 


0 


donde el desarrollo de la función, aplicando el 
binomio de Newton en el caso general, es: 


elije: 


Tray ni Ham 
en el límite cuando PA Y 

ñ ele - EE 

1 A e is 

Lim 1 trtatartart 
Luego : 

TA 
271 At aries 


Para el cálculo de logaritmos naturales también se 
han elaborado tablas logarítmicas de este sistema; 
pero con ciertas limitaciones, dado que no es posible 
emplear criterios similares a aquellos de los 
logaritmos decimales. 

Pero, conociendo el logaritmo decimal de un cierto 
número N, se puede calcular el logaritmo natural 
del mismo número. 


*Lne=. . Lna= 220 ix>0 
* Lne" =n “logr= 02; x>0 


* Ln42 = Ln(7x6)=Ln7 + Ln6 


Dentro de éste sistema, hay que tener en cuenta dos 
valores «notables», que son: 


1 
* Loge =_ =0,434294 
os 
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1 
* Ln10=——=2,30: e 
nl = :2,302585 


RELACIONES ESPECIALES EN 
LOGARITMOS 

ID) COLOGARITMO : 
Se defipe el cologaritmo de un número 1 positivo 
en una base bh positiva y diferente de la unidad , 
como el logaritmo de la inversa de dicho número 
en esa misma base. 

[coog, 1 = = Log, -=-Log,N 
EJEMPLOS : 
*CoLog ,7 =-Log,7 
*CoLog,128=-— Log,2 =-7 


*CoLof y [y a)" Log ,,81=Log,18* -: 
*CoLog100 = - Log100= - 2 
1) ANTILOGARITMO : 


Se define como el operador inverso del logaritmo y 
se denomina también exponencial. 


[AntiLog,x=6*] 6 [Exp,x=0* 
b>0:b+13xR á y 


EJEMPLOS : 
*AntiLog,3=2* =8 


* AntiLog,—1/2=4 uo 


PROPIEDADES : 

[AntiLog, (Log,N)=N 

RESOLUCIÓN DE ECUACIONES 
LOGARÍTMICAS 


Para resolver una ecuación logarítmica, tómese en 
cuenta la definición y los siguientes criterios: 


¡Log, (AntiLog,N)=N 


*Si: 

Log, (F(z))=Log. (G(x)) => F(x)>0 AG(2J>0 F(x)=G(x) 
siendo a>0A—a x= 1 

* Si F(x)=G(x) y ambos son positivos 
=> Log, (F(x))=Log, (G(x)) Para a>0Aa>1 


EJEMPLO: 
Resuelva la ecuación: 

Log,x + Log,x* - Log,x =3 
RESOLUCIÓN: 
Expresamos todos los logaritmos en una misma 
base, en el primer logaritmo, elevando la base y el 
número al exponente 2, se tiene: 
=> Log,x* + Log,¿x* -Log,x = 3 


=> Log x* + Log, x* - Log ¡x= 3 
Usando la suma y resta de logaritmos, se reduce a 
un solo logaritmo en la misma base: 


INECUACIONES LOGARÍTMICAS 


A) Siendo: 0 <b<lAx, > 04 xz > 0 
*Si: Logpx, > LogpXx¿ > %, <Xg 
*Si: Logyx, < Log,Xy > X, > Xz 
* Si: Logyx>a >x<b"* 


B) Siendo: b>1Ax,>0 1x3 >0 

*8Si: Logpx, > Logy*, > x,>g 
* Si: Logyx, <LogyX, > %, <Xz 
* Si: Logyx>a > x>b" 


EJEMPLO : 


Resolver: pag ¿(ot 63) >2 

AjxeR B)xe(-0;1)u(5;+0) C)jrxea 
D)xe(-osMu(Bj+a)  EJxe(-a;-1)0(6j+o) 
RESOLUCIÓN : 


* Por definición: 1?—5x>0 > x(x-6)>0 
0 5 


x e (-0:0)0(6;+0).. 177) 


* Ahora como vV6>1 (base > 1) 
So d6? > 1-51 6>0> (1 -6)(x+1)>0 
-1 
re(-oj-1)U(67ta)a. 


(EDICIONES RFTIÑOS 


IACRSZ EEN 


LOGAUTIOS) 


* Intersectando (1) y (11) se obtiene la solución : 


(MAUn: FI +0) 
RPTA: “D” 


LOGARITMO COMPLEJO 


Sea :Z un número complejo , tal que : 0=Arg(Z), 
entonces su logaritmo se calcula según la siguiente 


relación : 
Es 


O=argumento principal 
EJEMPLO 1 : 


Sea: Z=1 VZe?ri/4+2kx8 
> LnZ = Ln|Z| vi(0+2kr) 


> In(1-i)=LaJ2 274 2er 

donde Gn oa el valor principal que se 
obtiene haciendo Rk=0. 
EJEMPLO 2; 
Determinar: 1 
RESOLUCIÓN : 
* Sabemos que : 

Gi = gilni - e Li(r/2+2kx)) = 0 0/2+2hx) 
donde el valor principal está dado por; 

esl2 


LOGARITMOS DE NÚMEROS 
NEGATIVOS 


El logaritmo para números negativos no existe en 
el campo de los números reales , pero si en el campo 
de los números complejos . 


EJEMPLO : 
Log(-2)5 Log2+1,36439i 
> Log(-2) = 0,30103 + 1,36439i 


APLICACIONES DE LOS 
LOGARITMOS 


En la Biología se puede mostrar que se aplica en el 
calculo del PH que es el logaritmo de la inversa de 
la concentración de iones de hidrógeno, y mide la 
condición amada acidez. 

Los logaritmos se aplican como el elaro ejemplo de 
los estudios de Mendel, quien se dedicó a estudiar el 
comportamiento de ciertas plantas. En esta 
categoría es donde se realizan los mayores avances 


de la humanidad por que cada año descubren miles 
de fórmulas científicas. 

Los biólogos lo utilizan para estudiar los efectos 
nutricionales de los organismos. 


Aplicaciones en la ingeniería, de hecho el 
comportamiento del universo desde el punto de vista 
cientifico es una función logarítmica (la exponencial 
€), también sirven para representar 
comportamientos de crecimientos de comunidades, 


Los logaritmos tienen variadas aplicaciones en 
modelos de fenómenos naturales y sociales: una de 
ellas es la escala Richter. 

ESCALA RICHTER 3 

Una cscala habitualmente utilizada en la medición 
de la intensidad de los sismos es la escala Richter. 
Los grados se calculan mediante la expresión 


A 
R=tog|2), donde A es la amplitud medida en 
micrómetros (1 micrómetro = 10 cm) y p es el 
período medido en segundos. 
EJEMPLO: 
¿Cuál es la magnitud de un sismo en la escala Richter 
si la amplitud es 107% em y su período es 1 segundo? 
RESOLUCIÓN : 


Como 1 micrómetro = 10" * em, entonces 10? cm 
equivalen a 10% micrómetros. Entonces la cantidad 


de grados Richter Res; reto) -100| 
RESUMEN : 


* En el campo de los números reales no existe el 
logaritmo de números negativos 


*Sean a y N dos números reales positivos y a =e 1, 
se llama logaritmo del número N en base a, al 
exponente a que hay que elevar la base a para obtener 
como resultado el número N, es decir: 


22 LogN=b<a'=N 


* El logaritmo de un producto es igual a la suma de los 
logaritmos de los factores, 


* Do Igual manera sucede con los logaritmos de coclentes 
sino que en lugar de poner el signo + se escribe el signo (-). 
* Cuando er una ecuación aparece la incógnita como 
exponente, declmos que la ecuación es exponencial 

* Cuando en una ecuación el logaritmo incluye: expresiones 
que contienen la incógnita, decimos que la ecuación es 
logarítmica 

* Existen dos sistemas de logaritmos más Importantes; el 
sistema decimal y el sistema Neperiano. 


Jess ME a LA ES CICLOPEDI) 


PROBLEMA 1: 


Calcular: Log mn 3125 

10 12 
AJ1 BJ6 C)10 Dig El 
RESOLUCIÓN: 


* Teoremas : Log, ,, 3125= x 


* Aplicando la definición : (5/5)* =3125 

* Ahora el problema se transforma a resolver la 
ecuación exponencial para lo cual se expresa todo 
en base “65”, es decir ; 


1 
(56:52 )x=65% 


2 Como: [pm bp" = pr 


1 
sl 
* entonces : (8"2).=0* 


PROBLEMA 2: 


Calcular «xs en : 
E s=10,(*7) y 
AZ BJ=2 ONE DD) 1 


RESOLUCIÓN : 
* Aplicando la definición : 


y2 


El J 
222012 1= 295 25! = 22 


1 
2xtl=2 > 
x 32% 


; 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 3 : 
Calcular: Log,27 + Log,48-Log ¿26 
A) 5+Log,3 B)3+ Log, 2 C)4+Log, 2 
D)Log,5 E)2 
RESOLUCIÓN : 
* Recordando que : 
DLog,b" =n 
II) Log, (MN) = Log,M + Log,N 
* Luego calculamos lo pedido : 


Log,3* + Log, (16x3)- Log,6* 
=3+ Log, 2* +Log,3-2 


=1+4+Log,3=5+Log,3 Ñ 


PROBLEMA 4: 


El logaritmo de qué número en base 2/3 es 8 
EJ2J2 


A)1024  B)2048 

RESOLUCIÓN : 

* Sea “IN” el número pedido , luego : 
Log, ¿N=8=>N =(2V2)* 


C) 4096 —D)2 


> N=2%x/2" = 266x 21 
> N= 256x16= 4096 


PROBLEMA 5: 
Calcular ; 


Log ¿22 = Log 6/6 
1 2 
a EA DEE 
RESOLUCIÓN : 


* Expresando en base “2” y base “65” los logaritmo 
respectivos , tendríamos : 


Log, ye x28)=Log,15x6% 
(atu 


4 
=Log ¿2% —Log,16% 
53 
“ Pero por la siguiente propiedad : 


Log, ,b” 
* Se obtendrá : 
4 4 
3.3.8 2, 2 
5 2 156 3 15 
E RPTA: “D” 


PROBLEMA 6 : 

El valor de 1047 es; 

AJ1 B)og7 C)1/7 D)7 E) No puede calcular 
RESOLUCIÓN : 

* Debemos aplicar en este caso la siguiente propie: 
dad fundamental : 


* Entonces ; 101047 = 10 %10? =7 


RPTA:* 


PROBLEMA 7: Logy3 


Simplificar la expresión : 910838 


(EDICIONES _RUTINOS 


EEC es9 


AJÍZ  BW3 DNZ 
RESOLUCIÓN : 


*Aplicando adecuadamente las propiedades; 


06 EJ7 


A 
2? 222 JP = 8 = 2/7 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 8 : 
Calcular AntiLogP , siendo: 
 ptog png? + Log 
1 PALog > 21L08 G +Los > 
AJ2— BJO Cc)-2 D)7 E) 0.5 


RESOLUCIÓN : 

* Cuando se tenga sumas y restas conviene 
transformar la expresión a logaritmo de un 
producto o un cociente: 


* Entonces : S 
75 32 5 76, 32 25 
P=Log 7g+ Los 375 Los (5) Lor 9 zz E py 
BIXx76x32 
TE A 


* Tomando antilog en ambos mienbros ; 
antilogP= antilog Log2 = 2 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 9: . 
Calcular el valor = : 
qM= Log,16 + Logy¿ 19 +. * Log, na 
eel y 0 114 
pate 43 C) pala. pes 
dz Dr 51 dE e Ta 
RESOLUCIÓN: 
4 4 
* Log,16= Log, 2% =3Lo8,2 =S 
2_4 
*Log,,, ¿1908 , 27 *=Lo8, ¿== 
2 
*Log,27Y3 = Log,3* x3"* = Log,31% = a 
* Finalmente se pide : 
Pe li 
EN 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 1 Y 


Calcular el Ab de 


3 


2 Gaos) 


ai E)2 C)3 D)6 EJ Jz 
RESOLUCIÓN : 

* Transformando adecuadamente los logaritmos , 
asis 

E [7 206555) , 32, gloes7 


12857 


3 
Ea EE DA 
e 


Log 
2(7+9) 
oa 


=1/16 =2 


PROBLEMA 11: 
Efectuar + 


E=10g ¿., ¿864 + 108 ¿| 


AJ11 B) 12 C)13 
RESOLUCIÓN : 


E=Log NE" )x(64) + Logrgz¿Ú36Ix(6") 
>E=Log, ¡EA + Log, Ú6F.167) 


=> E=Log a a Ney 


A 
>E=Log2% +Log,,2" = ira - 
>E=7+7=14 


6936 
a 14 


E) 16 


RPTA:D” 


PROBLEMA 12 : 
Calcular el valor de la expresión: 

F == Loga= 6coLoge- 2c0Logb + 
Aja Bjac  C)be 
RESOLUCIÓN : 
* Transformado la expresión ; 


P==Loge- 5(-Loge)=2(- Lil Loge" b* 


= F=2 Loga + 6Loge + 2Logb +3 Loga -(Lage" + Logb*) 
=> F= E Loga + SLoge + 2Logb +2 Loga— GLoc—2Logb 
> F=5Loga 


PROBLEMA 13 : 
El cologaritmo con base 10 de ./70 es igual a: 
A)-1—.B)-0,4771 C)05  D)0»  E)-0,5 
RESOLUCIÓN : 
* Se pide: 

coLog/10 =-Logy/10 =-Log10"? = 5 


> coLogVi0 =-0,6 


PROBLEMA 14 :; 
Determinar el valor de : 
- W=Log fantiLog ¿[(Log , 5 + 2)- 1J) 
A)2 B)4 C)6 D)8 EJ 10 
RESOLUCIÓN : 
* Si efectuamos por partes : 
Logy5+2=Log,6 + Log,4=Log,20 
* Reemplazando en W 
* Transformando adecuadamente . 
W = LoglantiLog ¿[Log ,20 -11) 

* Efectuamos : 

Log,20-1= Log,20- Log,2=Log,10 
*EnW: 

W= Log tantiLog , (Log , 10)) 
* Usando propiedad : 
W= Log (antiLog,(Log, 100) 
100 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 15 : 
pa GN PR 
Logo (anits, (ts anita (202) 
> m7 08 DIA E 


RESOLUCIÓN : 
*% Nos piden : 


Log yg [antiog os, 9 [antiLog (Logo38))--9 


EP 
* Pues: =9 

d CS ha 
Fosas 804, 8=Log,2j5 = 76 P8,2=-18 


[ritos 18=13"=J2* 


Log ¿120 oLog ¿V3=-9 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 16 : 


La igualdad : 2:=a'%a" se cumple si y sólo si: 
AJa>LxeR Ba >1,x€ R-(0) 
Cja+1,x>0,4>0 — DjaeR-(1),x% e R-(0) 


RESOLUCIÓN : 

* De la definición de logaritmo se deduce que: 

* La base de un sistema de logaritmo siempre es una 

cantidad positiva diferente de 1 . 

* En el campo de los números reales , sólo están 

definidos los logaritmos de los números positivos , 

* Si la base es mayor que 1, se tiene: 
Log,o=+0 , Log,0=-w 

* Si al base es tal que O <b < 1, se tiene: 


Log,o=-=w , Log, 0= +0 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 17 : 
A que esigual: 3 : i 
PAS 
- — 1+Log,bo 1+Log,ac  1+Log_ab Jj 
II E A 
RESOLUCIÓN : 
* Sabemos que : 


* Luego en lo pedido , se obtendrá : 
Ex a 5" vaa “Loge laa 
* Por propiedad : 

AR 5 año? Ta de" a 


* Se sabe que : Log,m= 


> P=Log,, a+ Log,, b+Log,,c 
A A 


=>P=Log,, abc =>P=1 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 18 : 


(EDICIONES _RUBIÑOS 971 


RESOLUCIÓN : * Dedonde: 
*Si Logyb=4,> b=2* 
> b=16 > * Luego en (1) : 
e ale) bi==1+ [21 
Luego : Log, (15:5)=0 y 
=Log, (128/a)=6 > 128/a =2* PROHEEMA sl Z 


> 128/a =64 > Va =>0=7 


PROBLEMA J9 : 


LAN : 
* Nos piden calcular ; 


pe EN jesneo 
Log,10* = 2Log 10 TN (0) 
* Pero: a —b= Log 6! - Log 4! 


oerca(ejod eos) 


a 
>a-b=Log9 
=> a-b=Log3 + Log10 > Log =a-b-1 
* Roscsplezarido e (Y) 
202,100 
1 EN RPTA: “C" 

Log ¡5% > Log UNA PROBLEMA 22 : 

> . 


Log,c=y => Log,a - 
* Reemplazando en Lan 


E= =2Y 
e 1 x+y 
y x Tiana dadd e ocnto lo pedido: 
RPTA: “E” da Susn 
PROBLEMA zo e RTASO = Log(10x 2 x3' 7 
> E=2[Loglox2"x8*)] 
5 Ex [Log10+Log2"+Log9"] 
; , E 
RESOLUCIÓN : E 
*Dato: Log,,3=b A calcular: Log,,8=x lea 
* Sumando miembro a miembro: 720 
b+x=Log,,24 860 2 
b+x=Log,(12x2) ¿ 180 
90 
45 


b+x= 1+Lo8,2 pia (1) 
* De la pregunta : E 16 
x==Log,,8>x=Log,2 5 


3 = 
AbcernNvona 


[CAL GIEIEIEA 


— TAZA LA ENCICLOPEDIA) 


PROBLEMA 23 : 
Indicar el número de cifras del producto de: 
Log2=0,30103 * 
! sá rafia 0,47712 
13 BJ 14 C) 16 
RESOLUCIÓN : 
*Se aplica el lógaritmo a dicho producto: 
Log (2 x315)= Log 2% + Log 3'" 
> Log (2% x3'* )=20Log2+ 15Log3 
* Reemplazando : 
Log (2% x 315) =20(0 ;103) + 16(0 47712) 
> Log (2% x3!*)=13 ;17740 
* Se sabe que : 
Característica = Kt de cifras - 1 
* Dedonde: 


H de cifras = características + 1 
Hdecifras =13+1=14 
* Entonces el producto 2% x 31 posee 14 cifras : 
RPTA: “B” 


D)16 E) 17 


PROBLEMA 24 : 
La cantidad de sustancia en el instante t es dada 
y = O 9, e *, donde t es el tiempo transcurrido , 
“es constante y Cip es cantidad de sustancia 
Ersan en el instante O, Hallar el tiempo que 
e para que Ma cantidad «original. se 

E a la tercera parte 


h ai yaa 
RESOLUCIÓN : 

* Cantidad inicial : Cy, 

* Cantidad final: Cy,,, eel 

*Poro: Cy = Oe 


Ci $ A et 
OL Co eu y ze Y 
sg qe 


S 3 RPTA: “E” 


ECUACIÓN LOGARÍTMICA 
Es aquella ecuación transcendente donde , por lo 
menos , una incógnita está afectada del operador 
logarítmico . 
EJEMPLOS : : 
Y Logs=-Log, (=-1) * Logl=-1)=2:-8 
*7=1-Lna* 


KE >, == 


PROCEDIMIENTO EN LA RESOLUCIÓN : 
* Sea la ecuación : 
Log,P =Log,Q 
1) Debemos garantizar la existencia de los 
logaritmos , para ello debemos analizar la base y 
las expresiones P y Q que depende de la incógnita, 
es decir , debemos hallar los valores de la incógnita 
que satisfagan lo siguiente . 
P>0A»Q>07a>070% 1 osomrassasos (1) 

11) Hallamos los posibles valores de la incógnita 
haciendo : 

P=Q.. mreressonosecareasosoos > (11) 
11) Finalmente, las soluciones de la ecuación lo 
encontrarás intersectando los valores obtenidos en 


sEy20S C.S= (MA 
PROBLEMA 25: 
Resolver ; Log, (7—x)= Log,.(%-3) 


AJ,40:4) BIG C)B JA EJ 
RESOLUCIÓN : 
Díx>0) y (x*1)y(7-x>0) y(=-3>0) 
ETA 
Dxre<3;7> (1) 


11) Ygualando los argumentos 
Tx =x-3 
>10=2x 
2D nn 
111) Finalmente (DA (MM) : 
solución 
Conjunto 0) 


RPTA; “C” 
INECUACIÓN LOG ARITMICA 
Esta inecuación se caracteriza por tener al menos 
una incógnita efectada del operador logarítmico , 
EJEMPLOS : 
* Log,(6-x)>2 
* Log (7+x)< Log, (1-x) 
PROCEDIMIENTO EN LA RESOLUCIÓN : 
* Sea la inecuación: Log,,A> Log,B 
1)Garantizamos la existencia de los logaritmos, por 
definición se debe cumplir : Cónjunto dé 
Valores 

admisibles 
11) Dependiendo del valor de la base , pueden 
presentarse dog casos ; 


A>0»B>017>0n0% 


(EDICIONES _RUBINOS JE 978 1 acaaa) 
e ; 5 6 2 
Si: A>1 A Log_A> Log,BoA>B comino Lo): a to 2 


Donde: flx) = Log _x 
*2CASO: 
Si 0<a<1a Log, A> Log, B <> A< Bemmrelh) 


Log,B 


Donde: fx) = Log .x 
ZII) El conjunto solución se obtiene intersectando 


los valores obtenidos en(7) y |) - 
cs=050 nO 
CASO PARTICULAR : 
Sea A positivo: Log A 
ESA 
Si: a>1>A>1 
Si: 0<a<1> A<1 


OBSERVACIÓN: 
Resolver : Log (5x6) < Log? 04 
5 z 5 
AJ<-2:8>  B)l2:8] — C)-2:3> D)<-28] EJQ 
RESOLUCIÓN : 


1)(6x-6>0) a (x?>0) 


xe< a 5 
5 admisibles 
1) Luego como las bases son menores que 1,entonces: 


>02x*-5x+6 
>(x-2)(x-3)<0 


E IAS A Y 1) 
HD) De () o (1): 
Eoriiato 
=[253] 


PROBLEMA 27: 
Resolver Los, (*-1) > Log, ¡en 


Al<=251>. BJ<-2 
DO EIR 
RESOLUCIÓN : 


ID) Determinando el conjunto de valores admisibles 
(C.V.A) 


(+?- 1>0) n(2x + 7>0) 
> ((:+D(-1>0) atx>-%) 


> HO, 1, 
2 


=>C.V.A.: <-1:=1> U<ij+0o> 


JU) Luego como la base es menor que 1 , entonces : 
x*-1<2x+7 


—)x*-2x-8<0 
—> (5 4) (x +2) <0 
—y HE <2 3 4> cinncaon (1) 
111) Intersectando (1) y (11) : 
. E<-23 -1> U<I;4> 


PROBLEMA 28 : 
Resolver la ecuación 2041! =3 


AJI6.  BJ9  C)26 557 
RESOLUCIÓN : 
+ Como: 


Log,(x+1)= Log. (x+1)= Log Va+1 

> Log,(x+1) = Log Vx +1 
* Como lo dado se transformará , en : 
2 ..(¡Recuerda que : 62%6% =N) 
* Por la identidad fundamental: 


Vxa+1=3 >x+1=27 >x=26 
RPTA: “C” 


CAL GUETEREA 


- | LA ENCICLOPEDIA) 


PROBLEMA 29 : 

El cuádrupo del logaritmo deun cierto número 
excede en 4 al duplo del logaritmo del mismo. ¿Cuál 
es este número?.. 


4) 10% BJ10 Cc) 10% D)10* E) 10 
RESOLUCIÓN : 

* Sea “x” el número , luego según enunciado, 
plantearemos : * 


4Logx - 2Logx = 4 
——>2 Logx = 4 
—> Logx= 2>x=10* 
RPTA; 
PROBLEMA 30 : 
El valor de «sw en la ecuación: 


Log lx —Log3 == es: 
AJ9/10 B)90 CI3J/10  DJ60 


RESOLUCIÓN : 
* Dela expresión dada : 


2 Log /x - 2Log3 =1 
—— Log (Vx) - Log3? =1 
——> Logs - Log9 =1> Log(;)= 


a 
“=10 =90 
13 >.x* 


EJ30 


Luegom : 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 31: 
Hallar x” en: Log ,,., (2+6)=2 
2 B)4 c)6 D)8 
RESOLUCIÓN : 
1) Conjunto de valores admisibles (C. Y. A.): 
x-1>0>x>1> xrE<1540> 


EJ 10 


ID) Lagos (18 246 
>1-2x + =x+5 
>4*=3x74 = 0 


>(x-4Mx+1)=0 

>xe=4 6 x=-1 
* Se descarta x =-1, ya que no pertenece al C. VA. 
entonces: x =4 

RPTA: “B” 

EROBLEMA 32: 
(Logax)(Log,2>)(L08,.:)= Los." 
BJ C) 10 D)12 
RESOLUCIÓN : : 
* Aplicando la regla dela cadena ,en el primer 


miembro , resultando : Log, 3x =Log,x* 
Lo 


EL 


E) 24 


> Log¿3x = 2Log,x => Log¿3x =2 


í 
>3x=6">x=12 


RPTA: 
PROBLEMA 33 : 
Para la ecuación: 1 + 2 Log x- Log (x+2)=0 
La suma de las raíces es ; 
A) 1/10 B) 116 C) 1/2 
RESOLUCIÓN : 
* Transponiendo convenientemente : 

Log(x+2)-Log x* =1 


>L0(5,)-12 82-10 
z 


>:x+2=10x*>10x?*-x-2=0 
* De donde : 
(6 x+2) (2x — 1)=0 
2 
5 
Nocúmple 
PROBLEMA 34 : 
El conjunto de soluciones reales de la ecuación : 


DJ2  E)-1/2 


2223 6x=- 
2 


RPTA: “C” 


10000's* - 4 x100l0r" 4 4=0es: 
AJ$ BIAJZ) C) (1:42) 
DA-J2/2)  EMAN2;- 2) 
RESOLUCIÓN: 


* 'Transformando , resulta :10or* -(4)10*8" +4=0 
> 108% - (40 to” +4=0 
>:l-4x*+4=0 
>(x*-2P =0 212? =2 
>x=14/2 ; Pero x>0 


>x=yJ2 
* Luego el conjunto solución será : (,/2) 
RPTA:“B" 
PROBLEMA 35 : 
A a 
Resolver : Los ña 


AJ(5:10) ES :10) C)13:100) DIO) al) 


RESOLUCIÓN : 
* Tomando logaritmo en base a ambos Epa A 
E) 100 
Logx =lLoel— 
> (Logx)" = Log100- Logx de and tenemos: 
pda 


Loa Lo 2-0 


(EDICIONES RUBIÑOS 


LOGARITAOS) 


* Por aspa siempre : (Logx+2) (Logx —1)= 
Logx==-2 y Logx=1 
5 vx=10  - 


* En la ecuación original ambos verifican : 


1 
CS= Co ; 10) 
. - RPTA: “B” 
PROBLEMA 36 : 
Hallar todos los «x» tales que ; Log ¡¿x > Log, 
RESOLUCIÓN : 


* Transformando a base 1/3 , aplicando la fórmula 
del cambio de base , se tiene : 


Log ,¡¿% 
Log,x= 18 A 


4 Log yyy 4 
* Luego , la desigualdad se escribe como : 


Log,x Log,s 
Log,x>—-L, > 1og,1-—L >0> Logs [1 
3 Log! El to 


4 1 
4 44 


> tot Los, 7)»0 Los x(1-Log,9)>0 


4 
* Puesto que :1- Log,3 >0 ¡también debe cumplirse; 


Log ,=>0 
3 


* Donde porser: bh e 1;se tiene : 


o . 
Log, s>0=0<x<(3) =>0<x<l 
3xc<0;1> 
PROBLEMA 37 : 
Resolver + Log,|2x—|>4 
A)<- 0; = 312>0<313;40> 
CIR DJS 
RESOLUCIÓN : 
* La desigualdad tiene sentido si : 


B)<-312;313] 
EMS12) 


2e-140=>x +25 de otro lado por ser: D>1; 
Logs |2x-1>4>|2x-1|>654 >|2x-1|> 625 

A) Si: 

2-1>0=3 7 > 3 (DA 2: 1> 0265 x > 313.10) 

* de (D) y (1): x>313 6 313<x<+wm 

BI Si: 25-1<0=3x%< Zola) 


>2x-1<-62 > 2x <-624> x <-312..(f) 
*Dela)y(B): x<-312 6 -o< x<-312 


PECo7s EN 
0 


* La solución se obtiene reuniendo los resultados 
de las dos condiciones : 
-0<x<-312 y 3lB3<x<+o 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 38 : 
Indicar cuantas soluciones enteras positivas ¡poRES 
la inecuación : 


Log , (%* -8x+15)< Log ¡¿ dx" 3: +2 
3 Ea 
12 BJ4 06 DJ O EJA 
RESOLUCIÓN : 


* La inecuación es equivalente a : 


Log y (x* -8x 4-15) < Log , (x* -30+ 2) 


2 2 

* Luego el conjunto de valores admisibles (C. V. A): 

x*+8x+15>0 nx?-3x+2>0 

=>CVA =<-o1>U <2;3>0U<5;40> 
* Luego : 

-8x+16 >x* -3x+2 pues base <0;1> 

13 
rs 


* Intersectando 
S, NM CVA 


* Tenemos CS =<-w;1>u <2; 25 


-> Ninguna solución entera positiva . 

RPTA “D” 
PROBLEMA 39: 
Sea x un número positivo. Determine el máximo 
intervalo donde se encuentra comprendido: 


él Sl 

El e 
AJ<- 00 ,0> B)<0,+ 00 > C)<0,1> D)<-1,0> E)[-1,0] 
RESOLUCIÓN : 


* Como x >0, se tiene —— - 


AR 
x+1 x+1 


* Además: x +1 >100< LL <1 
x+l 


e-1<-L<05> o<1-L<1 
x+1 NL. 


(e) 


PS 
x+1 


* Tomando logaritmo Neperiano en (*) 


10(57)<0> Lo z 
x+1 +1 


Jec-os 0> 


RPTA:“A” 


[OVA FTDITITIN 


EX(9o76 E a LA ENCICLOP 


ARAGTICA 


(OD Indicar correcto (c) o incorrecto (1) según 
corresponda: 
( y 2? =v3, 
Log36 
0) 7 =Logg6 
Log33 ed 
(_ ) Log20—Log12 + Log3 = Logb 
AJece  BJiii  C)cie  D)ici 
(03) Indicar la tabla de verdad: 
( )1-Log6 = Log2 
( ) Logz5Log¿3Log58 =3 
( )Logy¿Íx =0,5 
AJVVV B)VFV C)FVV D)VVF EJFVF 


E) eci 


(Dhresolver: 21ogs=31082*21083 
Log12- Log6 

indicando su C.S. 
AM6;-6) BM6) CIS DM  EMJ6) 
(ODSi: gotas — 5, además: 

Logyb” = 7 
calcular: E=(Log,a)(Log,27) x 
AJ BJ1,5 C)2 D)J2,5 EJ3 


(03)Si (a) esel conjunto de solución de la ecuación: 
Logy(7x+11) =5 

calcular: gLoga6 

AS BI25 Oh DNS ER 

((8)Calcular el logaritmo en base 4 del logaritmo 

de /2 en base É6... 


1 1 3 3 
M5 Blog PO DIG E-2 

(O DSi: Log,Log Log,Log ,a=0 

Log Log,Log Logb=0 


hallar la relación entre a Ab. 
AJa=2b BJa=b* C)a=b'D)a=4b Eja=b 


(09) Calcular: 


AJA 


P tn 
Cil6  D)32 


Bj8 E) 64 


(O9) Calcular el valor de; Logs(*) 
z 


si: Log, 6) =2 Log293=2 


AJ5 BJ3 c)2 DM EJO 
(10) De los datos: 
Log5x) = a 
Logíx -1) = b 
además: a =b + 1, calcular «w» 
AJ10 Bj2 C)3 Dj20 En 


(Desolver en «aw» la ecuación: 
2(7180* ) 4 5(a tota? )=843 
AMÚS) BM3) CHAJ3) DIK/3) EM9) 
(E) Después de efectuar: 
E= (2128 ¡(gi0.0S ) 4 (g1oes )(gLos02s ) 


se obtiene: 
AJE=1 B)JE=2 C)JE=3 D)JE=0 EJE=8 


((ASi: a? > J5=— Log, JE + Log, 2a 
Calcular: E=8*2 


19 23 
12 24 


(DPara que la función esté definida: 
Fíx) = Log, y (99 - x) 


¿cuántos valores enteros puede tomar «x»? 
A) 92 B) 93 C)94 D) 95 E) 96 


(BResolver: 1180 = 224 6% 


indicando su C.S. 
AJ(6:1) Br46:1) CI 
(si: H(n)= Logs Lia 

n+1 


E = H(1)+H(2)+H(3)+.... +H(24) 
Bj2 Cj-1  D)-2  EJ3 


25 
18 


13 
C)1  D) 
). ra E) 


D)t6y Ely 


) calcular: 


AJ1 


(ES (Log,a) es el conjunto solución de la 


ecuación: Logy(x +3)- Logy(x-1) = Log 5.Log,7 
indicar el valor de «a». 


AJ2  BJ4  CJ8  D)16 EJ J2 


((S)Si a > 5 > c > 1, resolver en «e» la ecuación: 
(1+Log,a)Log,xLog,e = Log,rLog,xi 
A) tab) B)íac) C)tbe) D)íabej E)1a] 


(EDICIONES _RUBISOS 


LOGARITMOS 


(DSi: Log,3=a, indicar: Log,¿64 
3 6 5 6 


A) má «a D) E) 
I+a 3+a 


240 


EDsi: mM = l5?+t0ss* y g!rLoas? 
calcular: (M-9)4-" 
AJ8>  ¿BJSI ,Cj16 


SUNDA 


DJ64 EJ26 


COLOGARITMO-ANTILOG ARITMOS 


(ODtndicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda: 
(_ ) Colog»3.Colog57 = Logy3Log ¿7 


0) Cotogy ($) Losy6 


(_) Colog,7 = Log ¡7 
3 

AJ)VVV_ B)FFF  C)VFV  D)FVF  EJVVF 
(Marcar correcto (e) o incorrecto (1) según 
corresponda: 

( ) Antilog¿4= Antilog,2 
(_) CologyAntilogy5=-5* 
( JAntilog, ¿2=4 


A)ece  Bjeci  Cjeie Dice  EJici 

(si: — == /Antilog,2+Antilog;32 
y= JAntilog,,2+ Antilog,2 

calcular: [yx 

AL BJ CJ33 DM EJS 


(BE! valor reducido de: 
E=Colog Log,Antilog, ¿Log , ¿625 es: 


AJ2  B)-1  C)J0 D)1 EJ2 
(03) Luego de reducir: 
E=Log,Log,Antilog,Log,,2,25 se obtiene: 
AJ1 B)2 C)3 Dj4 EJb6 
(DSi: x- [AntilogssLog6Log 5 V5 
calcular: Ix+3 

AJL  Bj2  C)3 DJ EJ6 


(2 Luego de reducir: 


E= /AntiloggsLog¡sLog 7 
se obtiene: 
AJU2  BJ3  CIU5 DJ4  EJ16 


(CBA! reducir: 
E=Cologgsy Antilog; Log y; Antilog.gLogoAntilog)3 


se obtiene: 
A) 12 BJ6 


(OD)sea: 
P=Log, [Antilog,,; [Log,» (Antilog,+ 3)1] 


Indicar el valor de -Colog,P 
A)2 Bj4 C)8 D)3 EJ6 


(UN Calcular: R'=Antilog ¡Colog yy Log 54 
5 


C)24 DJ8 E)2 


indicando la suma de cifras de R. 
9 Bj7 C)12 Do EJ8 


(ODsi: Antilog, Antilog y¿Antilogy3 = 625 


calcular: E=Colog2x 
AJ6 B)1 C) 10 D)-1 E) -2 


(DSi: F(Logy¿x)=Antilog(x- 8) +Cologyx 


determinar: F(10) 
A4)6 BJ8 C)-5 — D)-2 EJb 


(EASi:n = Antilogs'[Logp(Antilogy¿31 


determinar; Colog, 4 
A 2 B)-2  C)J4 D) A E) -1 


(1BSi: a=Colog,Antilog,(Log,12+1) 
calcular: Anilog ¡a 

AJO, Bj2 CJ4 DJ0,25  EJ16 
(U3)Resolver: xLog2-CologLog2=LogLog16 
AJ2) Bl4) ol DAJZ) EM-1) 


(LO) Dado el sistema: 
Logx+Cology=Log2 


2%* = Antilog,6 
indicar el valor de «x». 
As BJ8 cj6 D)2 E) 14 


(UDResolver en «w»: Log, al"*o%ab!=7 


ale BM-ab) Clab) 2) EMa?b?) 
E 


397) TS LA ENCICLOPEDIA) 


¡(ATA ENE ZA 
((9)5i se resuelve el sistema: 
32) = 576... 


Log ¿(Y 2) = Auca 
se logra que: Log(6xy+6x+5y) 


sea; 
M1 BJ2 0J3 Dj4 EJ6 


((D)Si* € R* (1), calcular «x» de: 

3 (1000) 28* = x* 
ANZ  B)2 CJ3 DN3  EN6 
EN) Dado el sistema: 


no B) A C)1,5 DJ4 EJ8 
(OY Calcular a 

Log100— Log, 101 
A B)2 0)3 DJ4 E)7 
(QA Calcular : 

Log, vz 8 
Al B) 21 0) 31 D) 41 E)7 
(E) Calcular :. 2Log, Jn —Log,e 
AJO BJ1 02 D)2 EJ /2 
(63) Calcular : 'Log2+ Logs 
AJI B)2 C)3 D)4 E) -1 
(OO) Calcular : Log300 - Log3 
A) 297 B) 100 Cc)2 Dj4 E)-2 


(2 Utilizando la identidad furidamental, hallar : 
E= 210838 _ gLogs7 y ¡pLogó 


AJO BIZ 018 DJ9 EJO 
(03) Resolver : 

2sLorlz1) — y 
BAJAS) Br(4) C)(2) DJAyB  EJByC 


(09) Calcular el valor de “x” si: 

Log,x? + Log,x* + Log¿x" =50 
A) 18) B)(16) C)132) D)(64) E) 11024) 
(00) Hallar: E= Log¿9Log,25 Log,8 


AJ2 B)J4 C)8 D) 10 E) 12 


(OD Calcular: E=Log ¿3-Log,5.Logy,7-Log,2 


ANYZIO BPYIT  C)17 DPY/210 E)210 
(DResolver: Log(x+1)+ Log(x-2)=1 
Aj BJ4 0)6 D)2 E)-6 


(Hallar “x” si: Log, (Log, (Logx))=0 


A) 125 B)8 C)27 D) 64 E)1 
(O) Hallar: Lo4s2/¿To50 
AJA BZ cría DJ8 EJ16 


((3Si: Log2=a y Log3=b 

encontrar la alternativa equivalente de Log72 . 
AJaj+b? B)2a + 3b C)3a + 2b 
D)a+2b EJ2a +b 


(O Calcular el valor de “x” si ; 
Log, (6x-1)-Log,(3%-5)=2 


wz BJ2  CJ3 DJ4  EJ6 
(DSi: P(x)=Logy(x+1) 

Hallar el valor de : P(1) +P(3)+ P(7) 

AJ2 B)3 C)4 D)J6 E)6 


(13) Resolver : Log (x +3) + Logx=1 
A) 15;-2) B)1-6;2) C)(6:2) D)1-2) E) (6) 


(UDResolver : Log(x+2)+ Log(x -1)= Log18 
AJ(-554) BJ14) C)(455j DJ 1-5) E) 16) 
EN) Si: Log2=a »n Log3=b 

Calcular; Log108 


A)2a+b ' B)2a+2b C)2a +3b 
D)3a+2b E) 3a + 2b 

EDHallar el valor de ; ¿Lora4%2% 

A) 625 B) 126 C) 26 D)5 E)1 


(EDICIONES RUMINOS 


TOGARITAOS) 


(ES Calcular “zx” si : 
Logx = 3log6 - 2Log3 + 3Log2 - 3Log4 
A)18 208, C)4 DJ3. E)2 
(E3Utilizando le definición de logaritnos, hallé 
di a 

3 5 5 

2 B) A me 
A) 5 y 2 y £ 5 ) 6 ) 3 
EB Calcular : E= 210823 y glosst y glogs5 
AaJ9 B) 10 Cc D)12 E) 13 
(ES) Reducir : E= Log,5.Log¿6. Log,7.Log,8 
AI BJ2 C)3 DJ4 EJ6 


AREANDOMICILIA 


(0) Si: Log¿x=3, señale la suma de las cifras de 


e B)7 C)8 D)9 EJ 10 
(OdEfectuar : Log¿8+ Log¿32+ Log,128 

AI B) 12 C)13 D) 14 E) 15 

(3) Calcular : -Log(10*)- Log¿243 

AI BJ2 03 DIJO -  EJS 

(CBResolver : Log_64=12 

AZ BIZ CNE DOME EJ4 
(OHResolver : Log,Log, (x= +2)=2 

AJ(81)  B)(79)  C)183) D)14) EJ 150) 
(08) Resolver: ¿Poso* +9 2og32 _ ¿Jogz ax 

42 B)10 cn DM5 E)J20 


(02 Los valores de “x” que satisfacen la ecuación: 


Log(35-x*) 
—+—52*>=3:son: 
Log(5-x) 
A)Log 2 y Log 3 B)J2y3 C)Sólo 2 
D)Sólo 3 


(Log, 9)” - 4Log,9+4=0;es: 


AJ3 BJ2 CJ5 DJ4 Ey 
ODresolver : 

Log Vx +14 + Log Vx +7 - Log1,2=1 
Ajx =-23 Bjx =23 Cjx =-2 
D)jx=2 EJMás de una 
(CO) Hallar la menor solución: 

Logs (x= -5x)=Log,9 

AJ3 Bj2 CA D)J8 EJ12 


PRACTICAROIA 
Ez 


Log¿4+Log¿9—Log10 
a BJ2 CJ3 
DIJO Es 


(09) Calcular: Log, ya eEa 
s 


A BJ2 Cc)1 


EJ2 


(03) Calcular: 


Log 5 4+ Logs W3 — Logs 5 


AJ1 B)-1 cJ2 
DJ3,5 EJ4,5 
(OH Calcular: 
Log lx +2Log, 8 
AJL5 B)-1,5 CH 
DJO EJ2 
(63) Calcular el valor de: 
G=Log, 64 
AJL BJ2 03 
Dj4 E)J5 
(08) Indica el valor de: 
L=Logg 27 
AJ8 BJ5  C)12 Dg  EJ6 


(02) Calcular el valor de la expresión: 
M=3xLogz Y2 + Loggz Í2 


AJ  BJ2  C)3 DJ4 
(03) Determina el valor de : 


4 5 

v= Log 8) —LoBo,s 8) 
zo 2 

Dja  EJ5 


EJ5 


AJ  BJ2 C)J3 


CAL AGARRE 


(eso ) 


(ODEtectuar : Log,,5 Bl 
AJ2 B)2  C)M/2 DF1/2 


(10) Simplificar: 


M=Log,2xLog, 5xLog,2x Logy3 
AJ7 B)Log,2  CJ6 
D)Log,7 EJ 


(O) Calcolar: 
Log 72xLogg sfLogz 1910876 


AJO B)20 C)30 
DJ40 E)J50 
Si: 
A=2xLo0g 38xLog ¿6 
B=Log ¿20—Log¿4 


En 


Hallar: 75 

AM B)65 C)2 D)25 EJ 

(3) Simplificar: 

A 

Log36 Logy6 

AJi B)2  C)J3 DJ4 EJ5 

(O) Si: a7b =Log, b; agb =Logya 

lan Posta) +36) 

AJ1 B)112 C)J1  Dp1/2  EJ2 


Indicar verdadero (V) o 


04x+Logy;x, y ER” 
LOR Yi xy ER ¿nen 


my Led - 109 ajobecR betczi 


Logue 
B)VFF C)FFV 


AJFVV 
D)FVF EJVFV. 


(LO) Simplificat; 


Log ,16— Log 7,49] E 
Log, al 
ELITE 


1 2 
IZ BM CIZ DJ5 EM 
3 31 de ) e 


Y= 


Reducir: 
Logo +31og2+ Log|5)+Loga 
18 3 
4) 


B)2 CJ3 D) EJ5 


Simplificar: 7Lo*73 , 19Log5 
AJ2 Bj4 CjJ6 D)J8 EJ 0 


36Los 31085Logss 


E me 038 D)=8 EJE 


ve 
E0) Hallar el valor de: 
K=100L 089 10toe atrio. 


AJ10 B)20 C)30 D)40  EJ50 


(O) Calcular: 


Logy¿2+ Log 10000 


AJ5 BJ3 CMA DJ8 E)102 


(OY Calcular: Logy;Y3 


3 4 
1 B)2 CIZ D 
A) ): Un Un 
Log¿2 


(7) sl A=36 480% 


Calcular: Log¿16 
AJ5 BM CJ3 


(OD Indique Vo F según 
corresponda; 
Lnx = Log, xi donde: e= 2,718281... 


E)3 


D)2 EJ 


MLog,.b"=Log bi0bER'NEN:az1 Aya 


1 + 
1D oy Lonas ber ab 


AJFVV B)VFV C)FVF 
DIVFF EJVVV 
(03) Llenar el espacio en blanco: 

L 25=2 

pisa 
Indicar la respuesta: 
B)125 C)625 

Dj56 En 


ACIICA Alle 


(0) Aplicando la definición, 
hallar la suma de las cifras de “a” 
en: Loggx=4 k 
A)J7 BJ8 C)9 Do 


(02) Encontrar “z" 


si: Log¡., (22—3)=1 


Ent 


AJI  B)2 


C)3 


DJ4  EJ6 


(0d) Si: == Log ¿32 


y=Log z 81 
Señale el valor de: x+ y 

aL Br12 c)13 
Dy14 EJ15 


(E) Determinar el valor de 2" 


en la ecuación: LOg(,,974=1 


A)21 By C)35 
DJO EJ9 


(03) Si se tiene: Loga?=6 
x 
Hallar: 


AJ1000 B)20 CJ60 
D)500 E)200 

(0d) Si: Log(Logx)=1 
Hallar: “x" 

AJO BM crow 
D)10* EJ1O + 


((2) Determinar el valor de “x" 
en la ecuación: 
Log (Logo x)= Logy8 


BJ3* 
EJ3 


cJ3* 
D)3" 


(CH Hallar “2”: 


xxLog58= Log ¿2xLo08g33 


AJI B)2  C)J3 DJ EJ6 

(OD)Resolver la ecuación: 
Log(x+1)=1 

AJO BJ5 C)7  D)J9 En 


(LO) Determinar “a+ y”, si: 


—y=9 
AJ9 BJ10 C)1  DJ12 
(0) Determine “a": 
Log(2*)= Log; 2 


B)Log,10' C)Log? 
EM 


EJ13 


AJLog5 
D)Log,10 


(EDICIONES RUBIÑOS 


(2) Hallar “0” en la ecuación: 
Log. (7e)= 1087 


Logsa 
41 BJ2 CJ3 DJ EJ6 


Resolver: 
Logx?*—Logy=2 
2? +10y =11 


Indique el valor de “y” 
AJ10 Bro 
DAO= E102 


(13) Resolver: 


Log, 2+1=Log¿16 
AM B)J2 CJ3 DM EJ6 


cuos 


Si: 
Logs /x=2:Log,8=5 
Hallar “x + y” 


AJ27 
D)629 


B)29 
EJ69 


C)621 


(O) Hallar * A+ B”, sabiendo 


Log, 4 


que: A 
A=Lo0) 5): B= 
Ele Log,16 


EE r 
A)7 BIz CI=1 D)=5 EJO 
(12 Simplificar: 
l25tozs7=e73 + 16108105 %5% 


AJ BJ2  C)3 DJ E)J5 
(E) Hallar “x": 
Logs, 3 +Logs2= 1 

am Bj *C)3 DM Eb 
O si: 

A=Log,7XLo0gs3xLogp 25xLog; 4 

Hallar: “A465" 

AJ7 BJ5 C)3 
(ENResolver en “x”: 
Logs lx—1D)+Logz(x—3)=38 


Da EJO 


AJ5 y -1 
DIS y-1 


B)2 y 3 
EJ5 


CJ5 y 1 


981 


OGARTTPOS) 


REMIDOMIEINARIA 


(OD) Resolver: Log /x =1 


AJ10 BM 
D)1000 EJ1/10 


(03) Resolver: 


LOB 2, n(x+1)=1 


Cj100 


AJ2.BJ30 CI20 DJ4  EJ6 
(03) Resolver: Log,64=4 
AJO, Bl C)0,6 
DJ0,3 E)2 

ODSi: Log,5 23 

Indicar: Jo +4 

AJL B)2 C)8  DJ4  EJ5 


Determine la suma de 
valores de “%x” que satisfacen: 


Log, 9= 


Log, a 


Dj3 


EJ4 


(0D Dare valor de verdad de las 
siguientes proposiciones: 

1 Já 
( JsiLogss=2 +==(3) 
( JSiLog,¿3=x>x=4 
(€ JEl valor de: 
E=586(2-2) y, 7Log7(x+8) 
es10,Vx eR e 


A) VVV B)FVV C)FFF 
D)FVF  E)VVF 


(0 Si a y b son las raíces de la 
ecuación: 


a? — lx + 1=0, calcular: * 

E E 
AJ2/5  BIJ5 qn 
D)2 EJ1 


"TLog.(a*67)+1 
2 
E Log, (b%c)+2 
te ==> 
Logp(ca*)+3 
Calcular: A+B+C 


41 B)2 
DJ5 E)6 


(2 Sabiendo que: 


Log¿m?=a a Log,m*=b, 
hallar el valor de: E = Log,m 


C) 3 


a+b 
3a+2b 


a+b ab 

A €, 
ab Es a+b E 
2a+3b ab 


D, 
Ls ab El 3a+2b 


(03) Sabiendo que: 


a? +b*=5100b; a>0 Ab>0, 
calcular el valor de: 


A) 


E=Logs (e; 2) +0,5Log¿(ab)”* 
a3 B) 3,6 CJ4 
D)45  EJ6 


(a) 


Si:xw=Log,,36 a y = Logg12 
> Ñ 


calcule el valor de: EZ 


AA BZ OZ DM 


1 
2 
(2) Calcule el valor de; 
3Log,a+2Log,b-Log,fa'b).Log,(ab") 
sabiendo que : 
1222003 nb22004 
A)-7 B)-5 
D)-3 E) -1 
(03) Si Log2=a a Log3=b, 
hallar un valor de “x” en: 
2x9 +16x4* =13x6",x+*1 


C) -4 


9-1 pa-2 qa-1 
bre Pos Voz 
la pia 

a 


CA A IENERRTA 


—_JB9ss 


(09) Sabiendo que b.x e R*Ab*1, además: 
AntilogaCotoga Logar=L. 
calcule el valor de; 
M=Log,» (— Colog,Antilog,b*%*) 
A)2003 B)2004 C)1002 D)1000 E)2006 


O Halle el valor de: 

Logí Log) Logí Loge) Logí Logo) 
E=Antilog,p|a “% +b 2-8 ye Le 
AJVabe Bjlabe C)1 Dja+b+c Ejabc 
O Calcular 2k+1, si: = PgAntilogCologl _ 

2Log2+Log1000—1 
AJ1 B)2 C)3 D)4 E)J5 


(MD) Lasiguiente expresión: P=Y (Log, b)” 
equivalente a: 5d 


ALoga()'0;) 


a 

2e 

D)Logy Ya) EJColog.( Yo.) 
y il 

(E) Sabiendo que: Log,ya = 

E= Log., [a J6 , dar como respuesta el valor de E* 


2n . 
B)Log,() xa;) C)Log,()a;) 
á-1 Es 


; además: 


AJ0,5 B)1 C)1,5 D)2 EJ) 2,5 
(E) Hallar el valor de: 

ZA 0 4A? Pm 
B=tog( a) tod ea ES 


si se cumple que; Log ““/B + Log “K/A =2 

AJO B)n Cjn* DjnA EjnB 
(13) Si: Log28=1,; Log21= b y Log25= c, entonces 
el valor de Log27, en función de a, b y e, es: 
AJ3(b-a +0-2) Bj3(b-a-c-2) CI3(b-a +0 +2) 
DJ3(b- a-e + 2) EJl(a + b-c +d) 

(10) Sabiendo que: a, b, e, x, ye R*—(1) hallar el 
valor de: 


C)1  Djxy  EJfabcy” 


(E2) Simplificar: 


(Log, V8) (Logs 4)- Colog¡94 


E 
4 1 
(Log 50)(Log, ,, 110)+ Logs(1) 
5 2 
AF BI 04 Ds Ez 
(E3) Reducir la expresión: 


Loge, Logb Log,a 
Log,c+Logyo+ 1" Log.b+Log¿b+1' Logya+ Logza+1 
se obtiene: 

A)1 B)Log,(bc) C)Log,(ca) D)Log,(ab) E)Log,,8 


(1D si: Log,16=a y Log,¿18=b, hallar en 
términos de e y b: Log,¿24 


b-5 B) a-5 
2b-a—-ab-1 2(25-a-ab-1) 

b-5 a-5 a-b 
A 
Es Calcular «y» en: (Logsy)P%5*=2 
Indicar la suma de cifras de «y». 

A)9 B)10 Cy11 D) 12 E) 13 


¡CLAVES DE LA PRIMERA PRACTIC, 


1 29 290 20040 Ta 
12813) [101 


03)B 091 
06) C 07) BB 08yC 09)C 10)EÉ 
UE 12)B  18)A IME 15)C 
16)  17)E  18)E 19)H 20) C 
23)C 21)D 25) € 


03) D e E_05) B) 


(EDICIONES RUBISOS Js MEZZO 


HEPASO PARCIAL 


(HN PRIMERA MiS ANSIO) 


y PRACTICA IZAN 


(CDDetermine el exponente de 2* en : yr 


44 BJ6 C)8 D)2 EJ3 


(Dreferente a 52”, determinar el valor. de 
verdad de: 

1) 4 es exponente de ¿2 

II) 4 es exponente de 2% 

LI) 4 es exponente de 8 


IV) 3% es exponente de 2 
AJVFVV  B)FFVV  C)FVFV D)VFVF  EJVVVV 


(03) Simplificar : 
(arta 


2004)? 


¡220 
E indique el exponente de x . 
BJ3 C)1 Dn EJ2 
0d En: 
4 
ETT TT 
Ec dE 
5x2 
Determinar el valor de “m1. 
AJ2 BJ C)-1 D) A s EJO 
AÑ 
29.375,99 gn? 
En: > A 
(2? .3?) 
Determinar el valor de “10?” , 
AJO B)100 CJ64 D)65 EJ63 


Determine el valor de : a+b+ab 


42 B)J3 (01) DM EJ1/2 
(03 si *=3 ; determine la cantidad de cifras que 
tiene: att 

aja Bj3 Cc + Da EJO 


a? 2 ea 
(03) Determinar 7: si: a? =4 nb*=26710 


Ayo BJ100 Ccj10 D)J5 EJ1/10 


(DSi: (n+ po 


Calcular el valor de : 


AJ B)1/2 D)3 E)6 
PS 
(1) Si:a? =3 
Calcular el valor de :(a1)” 
AJ9 B)3 CJ81 D)27 E)129 
(DBeducir: 96% +813% 427% 
ADD pgist2 gjgtsel pygt > gygtze 
(E) Determine el exponente de "en : 
a ie R— 15 

Aa7 BJ8 C)x? D)x* Elx" 
(13 Simplificar : — ¡yy pee 

2x3x2x3x 2x3 


SOfattores  SOfaclores 


» determine el valor de “x” 


C)3 


Msi: [ee y «] y =(29)" determine el 


D)--9 E)7 


valor de: ETS ja 04b20 
A) BJ3 0)2 Dm A 
(DSi: a?** - (2a)' = (4a)'*, determine el valor 
de: »5a 

AM BJ2 C)3 DJ4 EJ8 


(DSi y oia 


es par y “n” es impar , determine el mínimo valor 


=77" , donde “m” 


AJ64/3 B)32 C)64/9 D)113 EJ3 
(63) Si: x*-V* =/x—1 ¡determine el mínimo 


valor de: += 
x= 


[AL AZIZNENESA Eos EZ 


AJ3  B)-J2  C)2/2  D)-2/2  EJ2 
(19) Simplificar : Ej 
a 5 
«2(2) 
a 
1 la ar, 1 
A BIHZ CI%VYB DJ  EJ1 
b E 5 a 
Edsitalls sazbz1 » determine el 
b-1 
valor de: E A 
Al B)1/2 C)1/3 D)2 E)J3 


ED Si: atp2 - 2,0? +5%=1 » determine el 
valor de : 


ere P let 


AJ2 BJ C)4 DJ3 Ey1/4 
Batea : (ye Ar Yi6? 
AJá B)2 C)16 DA EN2 
(EBsi:(8x)* = 8% , determine el valor de: y: 
AJ8? BJ8” Cj8? D) 8” EJ8* 
O) silal« E =2x*;x6 R' determine 
bo a J2x 
AJ6 BJ C)2/2 DjaJ2 EJ2 
E3) Resolver : ya 

E =3 
AJ3 B) gus Cyan 3 Dj3"4 EJ3"2 


ÉOsi:2* + 2%t1., 2**2 - 56 ,determine el valor 


2 
de mel +( 
5 5 


BJ5 


CJ6l2 


Os Ye l7 ala dal7 -al3 =Jm= Jn» 


determine el valor de : 


D) 25/4 EJ2/b 


A)2  B)V3+1  CWH3-1  D)4  EJ65 
Determinar la parte entera de : 


ta9+20/6 +Ya9-20/6 


e: 
4J3 BJ2 04 
OCA il CES . 
Ed) + D-D =1 determine el valor 
de: + + 
AJSOO  BJ820  C)324  DJ822  EJS26 


EDSi: 42% +2 - 13 ; determine el valor de: 
E 


lp." +8 


B)2 C)3 DNG EJ6 


qe SEGUNDA VIT ANGO 

PRACTICA VIV ADEVE 

(OD) Sabiendo quex=2+J3 a y=2-V3, 
determine x* - y? 


AJ8/3  BJ1G 
(09) Si. a +b=2005 y ab=-2004; calcule el 


valor de : (a? +1)(67 +1)+ 2ab(a+b+1)-1 


C)32  DJ98  E)112J3 


4A)2 005 B) 4 C)1 DJO E)-1 
(03: tienex = Y6 1 , luego calculez%+ 3x4 85 
A6 B)8 C)7 D)9 EJ6 


(0%) Reduzca : 
(a+b+cY +(a-b+cP +(a+b-c) +(a-b-c) 
Aja?+bi40? B)(a+b+cP 
CjA(a? +6? +0?) Dj2(a? +6? +0?) 
E)4(a+b+c) 
(03) Determine el valor de : 
(at +51) + (a? +0?) (a+) 
MA 
si sabemos que se verifica : a? + b? = ab(a+b); 


además a+bx+ 0 
AJ3 B)J5 C) 13/6 


((8) Dados los números : 
A=(Vas2J2 + /a- 212) +(V3+2/2 Ja: za) 


B=(Va+212 +/3-2/2 a ¿(EEE 5-30) 


D)3/2 — EJ12 


(EDICIONES _RUDIÑOS 


FEICS55 


HEFASO PARCIAL. 


Determine: AB 
4)48 BJ16 
(03 Si tiene que: . 
a+b+o=3 ya +b +0? =1 
Encuentre el valor de : 
(a +b)* + (b+c)? + (c +aJ* 


C)20 D)24 E)32 


AJ5 . BJ4. C)10 D)J8 E)6 
(9 si: (2x -1)*=5, 
halle: (t+2%+1)" -4(2%+1)” 
A BJO Cj10 DIG EJ8 
OD si: pa) =V1+ dx liz, 
calcule : (10,76) 
AJ1  B)-1  C)076  DJ1U2 EJ14 
(DReduzca : 

(3a + 2b)? + (2a — 3b)* 

(a +bP + (a - br > 
donde: a+bx0 
Ani B) 13/2 04 D) 13/4 EJ1 
(Ds: Pl) = +10 
xl 

además : P(P(n)) =2, 
calcule : Ea gos e 
AJB B)7 C)-8 D)9 E) 10 


(E) Si vx e R* y se tiene 13=2 «halle olmeros 
valor dez ee) r(r(r(r) 


M4 B)5 C) 1/2 D)2 E)3 
(si: P(x+1)=3%+ 8324 3x +3, 

halle; PY): 

Ajx+1  B)x+21 C)x+31 D)x + 41 EJx 


(Us: der ]=t+ +5 
x x 


halle: (+ + 2) 
x= 


1 
a? 


1 
+ 
D). Roa 


Mat 


+5 Bjat4 +7 04 +8 


E)x* +8 


A AN 
(Ds: fx) El f+1) A f(x)>0 


4[A00)-1(4)] 
E 
B)6 C)3 D)J6 


determine: 
AJ2 
0 si: 
a(»-7)> al A n(++2)- x Y 
x x x x= 
halle :[A(2)]" - [8(8)]" 
Ay12 B)6 C)8 
(O Si: P(x) =34 +3: +1, 


calcule: P(1) + P(2) + ... + P(9) 
Ana B) 109 co D) 999 


(UB) Si: Píx) =x"-x, determine 
P(Y2+1)+P(/2-1)+P(-242) 

AJ2  B)-6/2  C)3  D)-y2 

(DSi: Aj... =x* y Bay =(x+42), 


E)4 


D)5 E) 13 


E) 21 


EN3 


Aim) Bm) 

Aím-1) 7 Bim-1) 

AJá B)3 C)2 D)1 E)-1 
ED) A(x) representa la multiplicación de dos 


números contiguos a *. 
Determine A(1) + A(2)+ 


determine : 


Am BJU2 cyal3 D)2 EJS 
ED Siendo: 2P(x)+Q(x)=3x-65 

P(x)-Q(x) =6x +8 
determine : P(1) + P(8) 
A) 63 B) 42 191) D)29 EJ10 
(82) Conociendo la expresión : 

EE 2) _1+2n 

n 1+n” a 
calcule (4) xP(6)xf(6)x . ox (09) . 
AJI B)2 C)3 D)J4 EJ6 


E3BEl polinomio : 

Pla; y=x Pod +an? y" ++ y 
tiene grado absoluto 27. 
halle: G.R. (x) + G.R. (y) 


AA IZNE RRA —TE(9ss ) O SN CICLOPEDIA 2012) 
A) 21 B)10  C)31 D)27 E) 24 


(E) Determine el grado del siguiente polinomio: 
Ple)= (+ yl y) + 9) e (+ 919) 


A)20 B) 220 C)30 D) 165 EJ110 
E3) Si: fla") =a*-2 y Pla;b)=b"+a, 
A) 199 - B) 196 C) 23 D) 19 E) 202 


Ed si: 

Pr)=(+t+x?+ 1) 2 Qu)=(5*+8:%+0), 
halle el grado de : R(x) = P(x)Q(x) 

A)12 B) 43 C)17 D)J5 E)7 


(E) Halle el grado absoluto del siguiente polinomio 
homogéneo . 


Plx;y)= qn y ión + rr + om 
AJ19 B)13  C)18  DJ10  EJ1369 
€3) Sabiendo que: 

Plx+2) =6x +1 y Pla*-1)=f(%), 
calcule: f(1) + f(2) + f(3) + ... + f(10) 
A)200  B)226  C)220 D)IG0  E)280 
9) Determine el a + b, silos términos : 
Ple; y)=(a+3)a to 
Qle; y)=bx" y . 
Son semejantes . 
43 BJ6 C)8 D)-5 EM3;-3) 


DSi P(x)=x""" 6x"-"-8 es un polinomio , 
indique el grado des f(a*) = 6" 24, 
A)26 B) 13 C)10 D) 12 


TERCERA Wii 
PRACTICA 1/10) 


(O) Dado P(x=1)=(2x 3)" +4x* Gn Z 

Calcule ; 

Y coef. de P(x - 1)+ término independiente de Píx—1) 

4J60 B)70 C) 65 D) 66 

(02) Halle G.R.(x)+G.R.(y) del dominio. 

Ple; y) =6 0 Uy O zan 
+(10—n)Jx*y"*", m,neZ* 

B)13 C)27 D) 30 


EJ17 


E) 50 


A)34 E) 32 
Re 


(03) Halle el menor grado del polinomio : 
la 
Pla) =x" 40% -gn(x")" 10:48 


A5 B)4 C)8 D)2 El6 
a +y 9 
Si : Pla; y)= = OS 

o Y yr) 22” 

calcule P(3Y2 ;2%/4). 

AJO B)1 c)2 D)Y2 EJ NG 


(Bialle (a +, si se sabe que los restos de 


dividir: — 4-6 +ax*+x+b 


x+-2 
x 20-38 + max 
27 -20+4 
Son (x + 6) y cero respectivamente . 
AJ12 B) 64 C)8 D) 20 E) 76 


(00) En una división efectuada por el método de 
Horner se obtuvo el siguiente esquema : 


Calcule: e+f +8. 


AJ7 B)-7 C)1 D) 10 E)3 
(ODDetermine el residuo en : 
(2-64 a? 
ds - 12 
48 B)M CJ12 DJ 10 E)9 


(03) Calcule el producto de los restos de las 

siguientes divisiones : 

ñ (* 53) +(x-1) 
(«-1) 
4% — 6x7 4% 
x+x+1 

A)-6x*- 4x+3 — BJ4(x+8Mx -1P?  C)jx=-1 
D)1 E)- 5(6x*+ 4x — 3MNx - 1% 
(QDHalle la suma de los restos. de las siguientes 

divisiones : » 


mn 


(EDICIONES RUBIÑOS 


D (+2) +3(2+ 2) +3+1 


E-D(=+8) 
x(x - 1)(x+3)+(2+1)' +67 
my EA 
a+ 2043 
Alóx+1  B)6x+17 C)6x D)x+1  E)J6x+9 
(1D) Hille el resto en : 
xl —D +(x - 2) 
E-= D6 - 2 
Ajx-1 B) 2x C)x-2 D)x+1 EJx 
(O) Indique el resto en : 
a(x+ 1) (x +8) 
(= + 8)" 
A)-8(x+3)* B)B(x+3)* C)JO D)3(x+3) EJBlx+3) 


(13) Halle el resto en la división de : 
Rx) = (1% 2)(x + 2)" conx? - 4 
Ajx+2 B)x-2 c)0 D)J5 
(O) Calcule el resto dividir : 
(eos rs? + 2001) 43 (3 +)" + (a 19048 
entre 1% + 2x +2 
AJ2x B)2x+11 
(O) P(x) es un polinomio que verifica : 
P(2x +1) -P(x) =x"-1 


Sir,(x) es el resto de divivir P(x) entre x- 3 y ry(x) 
el resto de dividir P(x) entre x, calcule r,(x) — ry(x). 


E)J3 


C)2x +1 D)-4x+5 Elx +11 


AJ1  B)-8 C)-1 DJ3 EJ2 
((3)Halle ab, si la división : 
bxl+ax? +70 44343 
ESTE] 
es exacta. $ 
A)18  B)i1  C)¡O0  D)12  EJ8 


(18) Calcule n* para que la suma de coeficientes 
del cociente de la división 122% +Mx+M-M son 


161. Además el resto es 16. *71 
A)9 B) 16 C)25 D)4 E) 100 
(1 Si los polinomios : 


Pla) =x" +0x-2 y f(x) = dx* + 5x — 4 son 
divisibles con x+1 , 2x - 1 respectivamente , 
calcule el valor de d/e. 

AJ2 B)4 C)-112 


DJ4 EJ6 


987 


REPASO PARCIAL 


(19) Sea : fix) =3* + ax? + be + ex+d divisible 
pora? - 1 y x-4.Sial dividirlo entre +3 da como 


resto.66 ,' halle.el resto:en Lea 
x-3 
A) 48 B)24 C)-24 D)-8 EJ40 


(1) Sea: Pz) un polinomio mónico que cumple 


P(1) = 1; P(2) =2;P(8) = 3, además [P(x)] = 3. 
Halle P(4) . 
AJ4 B)3 Cro D)9 EJ a 


EDEI polinomio Píx)= axt+ bx"+ ex? +de+e 


es divisible con 1*+3 y se anula para x = -1, x =- 2, 
Calcule a+b+c+d+e , si se sabe que el resto de 


dividir 2 e 
x 


A) 288 B) 308 C)88 D) 144 E)72 
ED Al dividir un polinomio f(x) entre 22'+x+1, 
se obtiene como resto 1 y un cociente q(x) tal que 
q() =8. ds 
MRE la 

Halle el resto de dividir: ¿(7 
4)8 BJO C)33 D)1 E)6 
(|) Si P(x) = x* - 3b*x + 20? os divisible por 
separado con (x — a) y (x - b) , calcule : 

2 

gunos brarnac>0. 

ab 
AJ2 BJ6/2 C)- 6/2 D) 1/2 EJ 
E3) Si fix) cuundo se divide por x+4;2+7yx=6 


tiene el mismo resto 8 , halle el resto de dividir fx) 
con (x—65) (x* + 11x + 28) 
A)jx+1 B)x-5  C)2x+1 


Le Plz) 
Ed Al dividir Tania: e 9tuvo como 


resto x* + dx— 1. ¿Cuál será el resto de dividir 


Plx), 
a—-8* 
Ayo B)20 C)21 D) 18: EJO 


E) Si: Plx) = 2% +9 + ax +b es divisible 
entre x+3 y x +2 por separado, el valor de 


DJ8 EJx +7 


6 1 
IIA 
ra 


A)264  B)264/35  C)1/35  D)262/36  EJ12/35 


[OU TPFTEITITIS 
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O Si: Px) =2"-mx + a es divisible con 


+1 
P-2+1, calcule: E. 
m+n he 
A B) 1/2 CJ) 2 D)3 E) 1/3 


E Halle mxn , ei 
Rx) = (m-3) 3” +(m-12)x% nx” + nx*+8 
es divisible entré: a* + 1. 


A)-24 B)-18 C)- 12 D)12 E)30 
ES) Si Píx) es divisible por ("-4) (- 9, 
P(x) 

determine el resto de dividir FF, —G 
Ax x+6 B)x*-x C)x D)x-6 EJ 
E) Señale un factor primo de : 

Nay) =2* +ay +2y 
A)xtay ay? B)x*- xy+2y* C)xt-xy ay? 


D)xt+xy+2y!  E)x +2y 
Ed Si A(x) es un factor primo de : 


P(x)=(x +1)*4 27, calcule el máximo valor de A(1) 
835 B)4 c)7 D)9 E) 8 


¡WY cuarta MITE) 
, PRACTICA IZ WII RW 
(07) Señale el número de factores primos de: 
Plxja) =x "+ a+ ax + a 

4)2 B)3 0)4 D)6 

(09) Indique un factor primo de 

Hlx ¡y 52)=(xyz—x—-y-2)* + (xy+yz + zx -1)* 
A)l+x* B)ayz C)jxty+z D)x+y Ejl+x 
(03) Factorice: PlxJ'=x%+ 2x%+ x*-1 e indique 
la suma de coeficiéntes de uno de los factores primos. 
M0 B)-1 C)2 D)3 E)- 2 
(0) Factorice el polinomio de segundo grado 
Plx) = alba? + (a+ b*) x+ ab e indique uno de 
los factores primos lineales . 

Ajax+b Bjay Cja'ix+b D)jbx+b E)ax-b 
(03)Si f1x) es el máximo común divisor de: 

Alx) =a +21 + 20 +1 
Bíx)=x*-1 

1 C(x) =>? —2005% —2006 
> 


EJ6 


indique el valor de (7). 


AJ6 B) 7 C)8 D)9 EJ10 
(09) Señale el factor primo cuadrático de : 

Plx) =3x* +2x* + 20x-7. 
Axt-x+7 B) 4 x47 C) *-x-7 
D) x*+ 341 EJ x-7 


(02) Al tactorizar el polinomio : 

P(x) =x*-6x* + 12x- 32 
se obtuvo un factor primo f(x) =ax*+ bx + e 
Calcule el valor de abe . 


AO B)-8 C)-4 D)4 E)J8 
(03) Luego de factorizar : 
P()=“ +30 +24 x01, 
indique el mayor grado de un factor primo. 
A 1 B) 2 Cc)3 DJ4 EJ6 


(OD)Halle el número de factores primos lineales 
en: Plx)=x%-2x%- 4x*+ 8 


AJO B)1 C)2 D)3 E) 4 
(LD) Indique uno de los factores primos de ; 

Píx) = (+ 1) + (+1)? 
Ajx*-x+1 B) *+ x-1 CC) + 2041 
Djx+2x+2 — Ejx*- x-1 


(Q) Halle el término independiente de uno de los 
factores primos de : 
Pía) =a*-ba*-6a-6 
4)0 B)8 C)-8 D)-65 EJ7 
(|) Hnlle ul suma de coeficientes de uno de los 
factores primos lineales de : 
H(x) = x!- 67 -7x-6 

AJO B)1 C)-2 D) 10 
(13) Factorice : 

[x,y)=162? - 22xy+ 8By* +24x -16y 
e indique la suma de sus factores primos lineales 


AJ2x B) 8x+ 6y+8 C) 8x— 6y+8 
D)8 E) 3x — 2y y 


(1) Halle el número de factores primos lineales 


de: P(a) = (a*+2a-3)(a* + 2a + 2)+ 4. 
0 B) c)2 DJ3 EJ4 


(13) Determine xeR para que el producto 
(2-61) (3+x1) sea : 


E)-1 


(EDICIONES RUBIÑNOS 
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D) Real 
11) Imaginario puro 


B) 165] 2; — Bl 
- E) 15/ 2;- 6/5 


A) - 5/6; 15/2 C) 5] 6; — 15/2 


D)-15/ 2; 5/6 
(LO) Sabiendo que | Z|=1;|W|=2;Z.WeC, 
determine | Z+W/*+|z — WP 


A)J5 BJ8 C) 10 D) 16 E) 20 
(O Según el gráfico : 
bn 
z Re 

a+bi 
a ine di jo 

Eraj* Determine dicho complejo 
A)-1/2 B)1 C)-1 D)-2 E)0 


(A3) Si Z = 2 + 31 , encuentre el área de la región 


que se obtiene al unir los afijos de Z; Z, Z* 
A)J6u" B)24u” C)18u* D)I2u* E) 10u* 


(O) SiZ EC telqueZ" +ZZ =18+12 , además 

Z pertenece al primer cuadrante | Z |. 

4)13 — Bhis C)169  D)9 
- na 235] a 

ED) Sabiendo que ((2+ ¿'+(1-5)"],"=4096, 


determine n . 


EJ81 


AJ3 BJ1 C)2 D)4 EJO 
E Er 

A A 
AJO BJ1 - C)A+i Djii EJ 
|) Reduzca: (3+ 1% + (3-1) * 
AJ0,32  BJO,ÍS ' C)0,08  DJO24  E)012 
ES) Sea la función: f(x) =>"-2 +x +8. 
Determine f(1+¿) , donde ¿=/-1. 
AJ2 +25 B)-2+2i C) 2-25 
D)-2- 25 E) 2-i 
EB Sabiendo que (a + bi)"=8+4i;a,beR, 
calcule: ab"*- a*Tb. 
a) 1/4 BJ4 012  DINM2 EJ1 


ise :( (1 
Or De: -2 


A)J6+2i BJ5 C) -1 D) 25 E)2 + 5 
(O) Halle el número complejo Z que verifica 


1) [Zi] = 8 
m arg[Z(1+i)]= 6 


Bjcisx C)8 
E) cis(8x) 


€2) Exprese en forma exponencial : 


z=(1+/30(1+0[cos E —isen*) 


B)202 


= ES 
A) 2/20? C)/2e? 
s E 


D) 2/2e E)2./2e 


ES si: Z=J8 cia Z, calcule arg (e*) 


1 
BJO Ca 
) de 


(ED Calcule la parte real de : 


AJxl4 


D) 1/2 


E) 14 


EEf QUINTA REPASO 
PRACTICA VINACIÓVE 


(0) Si ay£ son dos raíces de ¿3/77, calcule el 
valor de : 
(ra + pra + py 


A)-1/2 B)1/2 D)1 E)- 112 


(2) Si MEA el valor de [ez 


donde: V=Re(Zi) a W=Im(iZ) 


A) (e+1)(e-1) Bje* +1 
Dje-1 , Eje +1 


(03) En dl gráfico se muestran tres números 
complejos Z, , Z » Zy » tal que |Z,|=|Z,|=| 


"C)je*+1 


IZ,|=1. 


CALA IZAEEA 
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Determine: (Z, +1)" +(Z, +1) +(Z, +1)" 
Nn12 B)6 C) 24 DJO EJ4 
(0 Dé el valor de verdad acerca de las siguientes 
proporciones : 
1) Si: arg(Z — 2 A arglZ+Z)=x 
> Ze nic 
U)Si: Z, € HC »n Zy e MIC 
> (Z, + Ze) e IVC 
TI) Si:Z,=(2; — 1); Zy=(- 2;8) 
> Z,-Z¿=(-1; - 8) 


AJEVV — B) FEF C)VWV D)VEV EJFVV 
(03) Determine: ¿' 

Y 5 S s 
AjeÉl  BJeX  Cje2  Djel Eje" 


(00) Si el polinomio: f(x)= x*+ 6x+ 2£x+b al, 
tiene raíz cuadrada exacta a ;b e ¡R, calcule 
(a +bJ. 
A) 27 
D)2 
(7) Con respecto a la ecuación en x : 
m*(m —8)x = 0, indique el número de proposiciones 
correctas. , / 
1) Si m = 3 ¿tiene infinitas soluciones 
II) Sim =0, tiene una solución . 
UI) Sim =0 Ym =8, tiene una solución . 
TV) Sim > 4, tiene una solución . 
AJO B)1 C)2 D)3 EJ4 
(03) Luego de resolver en x m*(=- 1)=3(3x —m) 
indique el número de proposiciones correctas. 
D Sim=3, tiene infinitas soluciones . 
II) Sim? +9, tiene una solución . 
KI) Si m= 0, es compatible determinada . 


B)1 C) 8 


E) 64 


IV) Sim =-3, esincompatible . 
AJO B)1 Cc)2 D)3 E)4 
(7) La ecuación : 8x*+x-1=0 tiene C. S.=4a ; 0), 
entonces el valor de ia será; 
A)1 B)-1 C)8 pea EJa +0 
(10) Six e R, ¿qué podemos decir de las soluciones 
de la siguiente ecuación? 
*(Vs-1)_4(Vz- ) 
*-2 x=-2 
A) tiene 2 soluciones B) 2 es una solución 


C) No tiene solución D) Tiene una solución 
E Tiene 3 soluciones 


(O) Resuelva la ecuación en x; 
x-ab x-ac x-be 


=a+b+c, 
a+b a+c b+e 
sizabe>0. 
A) a+b+e B) tab+bc+ac)  C)ab + be+ac 
1,11 ra ES 
DR o bara 


(9) Sia ecuación en x:; 


tiene C. S. = (m), dondea,b,cekR*; calcule 
(+ a) 
a+clc+rb/b+a 


B)-1 c)2 D)-2 


A E) abe 


(13) Luego de resolver la ecuación en x; 
EX 
ay 
Indique el número de proporciones correctas . 

1) Esincompatible 
11) Es compatible determinado . 
III) No tiene solución . 


+Z=x(a +b+c); a, b,ceR* 
e 


IV) C.S.= (0) 
nO B)1 C)2 D)3 EJ4 
(2 Halle el valor de x en la ecuación : 
520430, x- 3048, pego 
a 20056 
A) Sía-b) B) 3(a +b) .C)38(b-a) 
D) (3a - 3b) Eja+b 


(Enrcr RUBIÑNOS 


TEA 991 
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(6) Si al suma de los cuadrados de las rafces de: 
ax + bx +c= 05 4 y el producto es 1/2 , calcule 


bi4et. E p 
al 


A) 16/14 B)17/4 C) 19/4 D)21/4  E)J23/4 
(Q) Si ur es rafz de la ecuación: "- 8x + 10 = 0, 
además S, =a" +2, calcule: 


AJO B)2 C)3 D)J6 EM 


(O Halle el valor de p tal que la ecuación 


cuadrática 2px* - 4px+ 5p =3x? + x- 8 tenga el 
producto de sus raíces a dos veces su suma . 


AJ1 B)1 C)2 D)-2 E)6 

(E) Si 1 es raíz de la ecuación en x : 
Arar+b=0, 

calcule (a —b + 1) (a + b+ 1) 

45 B)205 C)38 D) 99 EJO 


(9) Si una de las raíces de la ecuación : 
2% + px + q =0 esel cuadrado de la otra , a 


pata 
Pq . 
412 B)8 0)4 D)J6 EJ6 


EN Six, y x¿son las raíces de: 47 x - 22222= 0, 


indique el valor de : a? +22 44444 

ni B) 4444 C) 2222 D) 6666 E) 44 
ED La ecuación: mx*+(Sm+2)x + 8 = 0 de raíces 
%, y x, de modo que : 


2 
Celina 
ts, 2 Lx, xo 


entonces sobre sus raíces se puede afirmar que 
A) no son reales . B) son reales diferentes . 
C) son naturales . D) su producto es negativo. 
E) son iguales . 


(8) Dada la ecuación : 3? + 4x +7=0 de raíces 


171 
x;, calcule el valor de: —*L 2. 


EX 


AJ1 BJ4 C)-4 D)-112 E) 10 


e Resuelva la ecuación en +7 


2(x) +x3)x? -3x+x,+x,=0, dado que el 
conjunto solución de : 
2x* - 2px+ p*-1=0 es C.S.=(x,5x,)x, =0. 
Indique una solución . 


2 B) a 
A) 2/p a 7 
Dm 2 É-2 

Ip MAEn 


E) Sila ecuación : 1"-3x+1=0 tiene 


1 1 
S. =(0;0), halle: a+2+04+=3 
fa; 0), halle: q O 


AJ3 B)6 C)1 D)J-6 E-3 
3) Resuelva:: 
x 
AJ(8) — BHEBL CI1O) DIM) EM86) 
dial el valor de x en: 
Ae arbjaa de, abeN 
a b 
AJI BJ2  Cjab  Djllab EjJa+b 


E) La ecuación cuadrática : 

(a + x*+ 2ax +b=0 
tiene raíces iguales . Halle el menor valor de b, si 
a es único . 
AJO BJ-1  CJ-2 
E) Las raíces de la ecuación ; 


x*-ax-1=0 y las raíces de la ecuación 

x*- bx-1=0 en el orden obtenido se 
encuentran en progresión aritmética . 

Calcule el valor de; a? + b* 

4 BJ8  C)12  DJ16  E)-32/8 
(Ed Las ecunciones; ax! +bx+0=0 - 


e +bx+a=0 
a,b,ceR; arc; bxr0 
tienen una raíz común. Halle 


E=2+4S> e indique el producto de valores de E . 


A)J1 A D)-2  EJ3 
(EN Sila ecuaciones: x*+pr+g=0 
++ar+b=0 


D)-3 E) -4 


el valor de 


CALAMA 


ExA(993 15 ENCICLOPEDIA 2012) 


admiten una raíz en común , la ecuación de segundo 
grado cuya raíz doble es la raíz común de las dos 
ecuaciones anteriores es : 


A) la - pFx?+2(a — pMb — qle+(b q)? =0 
B) (a - px? - 2(a — p)(b — qjx+(b — q = 
C)(a— bx? — 2(a — dlp — Yx+lp - q? =0 
D) (a DF x*+2(a — bip — qler(p - q =0 
E) (a +p)x? — 2(a — bip — qJx+(p — q? =0 


SEXTA WII 


PRACTICA W224Wex 


(0) Se cumple que: 
ba*+84+9=0 
6b* + 10b+6=2b-2, 
calcule el valor de: a +b 
A) 10 BJ6 C) 116 D)-8l6 


(09) Sia y b son las raíces de : 
(m-2)x*- 2mx + 2m-3=0 tal que: 


E) 8l6 


Le =2, calcule el menor valor de; a=b 
A)J-3 B)-2 C)-6 D)-2J26  EJ2J26 
(03) Si a y £ son las soluciones de:, 
ae brro=0 

talque:a-PB=2a*- f” =26, 
calcule el mínimo valor de ; a+ 

AM B)-1  C)J7  D)-/26  EJ-4 
(03) Sia y b son las raíces de la ecuación : 

xl + x + 1 = 0 halle la ecuación de raíces 
att aotr Lo 

b a 

Aja? -2x + 1=0 
C) x*-3x+1=0 
E) x*+4x4+1=0 
(03) La ecuación ax +b+2=0 tiene a 6 
como raíz múltiple , calcule la suma de raíces de 


EN (2-2). +ab=0 
a b 


AJS/5. B) 6/3 C)-1 D)1 EJ2 


(0d) Si :b*+5 y b* - 5 son raíces de: 


2% - 8x+(1-2a)= 0, halle el valor de a. 
AJgiz B)7 Cc) 1112 D)5 EJ6 


(0) Si x,: x, son raíces de la ecuación 
a*- J3x+1=0, calcule la ecuación de raíces 


2006. ,.2008 
AA 


Ajx*- 2005 +1=0 Bj" J3""x+1=0 
2 e, XE pde 
C)x?+ J3x =- 1 D)x 13% + 505 0 


EJat4 1 = VE 
(03) Dada la ecuación polinomial; 


-2- 3 +1=0, halle la suma de raíces de la 
suma de soluciones 
A)2 BJ0 C)r1 D)3 


(09) Una raíz de la ecución polinomial : 


El1 


aa 34 bt a =0 ,0s J-I(a,beR) 

Determine: a +b. 

AJO B)-3 0) 3 

(LO)Sea la ecuación polinomial : 
"0 ddorm=0 

Sabiendo que presenta 4 raíces y una raíz es 1, 

determine el número de soluciones . 

A)1 B)2 C)8 D)4 EJ65 

(O) Dada ta ecuación polinomial 4 +x-1=0 

de raíces Xx,» Xy, Mya 

determine : (2— x,M2—x,) (2 —x,M(2 - xy) 


DJ4 EJ1 


A) 10 B)1 C)-8 D)8 EJ9 
(A) Dada la ecuación polinorvial : 
24 + 7x= 1 de raíces a,P,0 y $ , calcule 
(1 - aJ(1— BMI- OMI- $) 
AJO B)4 C)9 D) 912 E)2 


(13) Dada la ecuación polinomial : 
2x*- 6x* + 63- 3 = 0, indique una solución . 


axe 4 B) C) Pa 
1 
D)= 
Y 2 


(UDDada la ecuación polinomial; 
20-18 +mx+n=0 


(EDICIONES _RUBIÑOS 


— TRE 093 TE 


REPASO PARCLAL) 


Si sus raíces son tres números consecutivos , 
determinen . 

AJ24 B)- 48 C)16 D)-6 E) - 120 

(6) Sabiendo que 2 es raíz simple , 8 es raíz doble 


y- 1 es raíz triple del polinomio P(x) de menor grado 
posible , tal que su término independiente es —86 ; 
determine la suma de sus coeficientes. 


AJ-32 * B)-64 C) 64 D)- 16 E) 32 
(8) Dado el polinomio mónico de menor grado 


posible , tal que 0 es raíz simple ; 1 es raíz de 
multiplicidad 2 y 2 es raíz de multiplicidad 3, 
determine la suma de los coeficientes 

AJO B)1 C)2 D)4 


(Co) Resuelva la ecuación : 


18x* + 37x* - 20 = 0 e indique la menor solución . 
A)-2/8  B)2I8  C)-3/2  D)SI2  E)-6/2 


(1) Si x, , x,» xy, x,50n raíces de la ecuución 


E)3 


x'-x'-1=0, calcule el valor de ; 
Aralra+o 

A)-1 B)-2 191) D)1 EnM/2 
(9) Si. la suma de raíces positivas de la ecuación 
bicuadrada x*+(6-3aJ)x*+a*= 0 es 
6, determine a. 
AJ2 BJ4 C)J6 D)J3 

Las raíces de la ecuación bicuádrada'; 


xl + ax + b=0 están en progresión aritmética de 
razón r . Indique la ecuación bicuadrada , tal que 


EJ6 


gal 
dos de sus rafces Sean y yyg, + Ya* -100b - 2 
Ajx*- ax+b=0 B)x'- 6x*4+4=0 
C)x*- bx*+a=0 Djxt+ 4x4 4=0 
EJxi+ 6x*-4=0 

Ed) Dada la ecuación 6/24 /597+ 6 =0 
de raíces x, ; xy3 xy; x,, calcule el valor de 
[eel + les) +ool 

AI BJ4 CIH4 D)2 
(8) Si las raíces de la ecuación : 


x'- 10mx* +24m=16 están en progresión 
aritmética , calcule el valor que toma m . 
AJ4I3  B)-4/3 C) - 3/4 D) 3/4 


(E) Si las raíces de la ecuación ; 


3x*- 10(m + 5)x*+ 60m =0 están en progresión 
aritmética , calcule el valor de m 


EJ3 


E) 4 


A)-5 B)J6 C)-4 
(EB Con respecto a la ecuación : 


(1 x+ 1D) (+ 1 (2x-1)=0 
Dé el valor de verdad de: 
1) Posee 8 raíces. 
M) 1 es raíz de multiplicidad 2. 
II) - 1 es raíz de multiplicidad 3. 


A)JFVF.  B)VVV  C)VFV  D)FFF  E)FFV 
€3) Halle la suma de las raíces no reales de la 


ecuación : x*- 3 + 6x-3=0 
A)2 B)-2 C)4 D)-3 


ES) Halle el cardinal del conjunto ; 

A=(x< Qat+ 6x + 6)'+ abr o) 
AJ1 B)2 c)0 D)3 
E2) Dada la ecuación polinomial : 


x+(n - 1x*- n =0 de coeficientes enteros , 
indique para cuántos valores de 1. las raíces son 
enteras . 
AJO B)1 Cc) 2 D)3 E) más de 3 
€3) Halle la menor raíz de la ecuación + 

0, 001%” + 0,06x' +1,1x+6=0 
A)J-30 B)20 C)-10 D)-0,001 E)-0,002 


ED)Halle la mayor raíz de la ecuación : 


D)4 E) 1 


EJ3 


E)J4 


x*- 60% + 1100x - 6000 =0 
A)J5 BJ 16 C)20 D) 30 
EN) Dada la ecuación : 
2% Bx + ax? + de+ e=0 de coeficientes 


racionales . Si dos de sus raíces son 14/2 y 
1+i,determine:d+e. 
A)-12 B)- 8 C)- 10 DJ12 EJ 0 


UY SÉPTIMA [TIO 
¿N PRACTICA (WI AO0E0P 


(02) Dada la ecuación polinomíal : 
2 -x* + 1= 0 de raíces a, b, y e, determine: 


E) 60 


. , , 
Cs b' qe 
a+l b+1 c+1 
AJ1 B)-1 c)0 D)-2 E) -3 


(2) Sabiendo que las ecuaciones polinomiales : 
4 (34 mjad+(4 + n)x +(5+p)=0 


374 (24 m)Jx9+(2 +) +(4+p)=0 
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tienen una raíz en común , halle dicha raíz . 
Al B)-1 C)0 D)2 E)2 
(03) Si 1; 2 y3 son soluciones de la ecuación 


A+aox+br+o=0 
entonces a + e esiguala: 


AJ-12 B)24 C)36 D)-61 E)- 63 
((2) Gónsidera los polinomios : 
Pl) oe 
Ql)=xt- 2? xt 1 
tal quez,, 2,» 2,» z, Son raíces de Q(x) . 
Calcule; P(Z,)+ P(Z¿)+PIZ,)+ P(Z,) 
AJ1 B)2 C)3 D)4 EJ6 


(03) Si x,- x, son soluciones reales positivas de 
la ecuación recíproca 


axí+(b — 8)? — 101 (a — 5)x+6+b=0, 
indique: (%,+x,) 
AJ1 B)2 C)3 DJ4 EJ5 


(09) Dada la ecuación cúbica ; 
Ax? + Bx* + Cx + 2=0, donde el conjunto 


n4+2 n+2 e) 


solución es : A 
41 +1 +4 


determine C. 

43 B)6 C)-6 D)-3» 
(02) La ecuación polinomial en x+ 
(0 Deo 2] (90) 0 (3 2)- 2 


se reduce a una trinomia cuyas raíces son 
Kyo Hg y mono. y Kg 


E)-2 


Calcule: a+ a ma + 9 


A) 8 B) 12 C)- 12 D) 144 E)-8 
(03) Resuelva : 
3x2 14 10 7 


PA PO A 
y calcule xp(2— 6), donde x, es solución . 
AJO B)1 C)-1 D)2 E)2/3 
(09) La ecuación en x: 


A == tiene 1 xy como, solución 


única. Indique el valor de: 


(atm) +(xem) +2 m) + +5 my 


AJ2005 B) 2003 C)1 DJo E)5 
(10) Al resolver la ecuación en x.: 
E Ra 
+ aeatsl 
A a(-x+1) 


C++ 
se tiene que -1, «a, son dos de sus soluciones. 
Indique el valor de 2. 


AJ1 BJ4 C)2 DW3 EJ JZ 
¿E H2 _2x*— bx eS 
(O) Reosuciva: ESPE SE TIAS 
indique la ondaa E soluciones . 
AJO B)1 c)2 D)8 EJ4 
1 2410 11 
Orea: a ao 


Si x, es solución, indique la ecuación de 
raíces xy A 2Yy 
Ajax? - 9 + 18=0 
C)x*+ 9x - 18=0 
E) x*%+ 18: +9=0 
E Resuelva: 

a Am aL O mez? 

Ll 141 4-1 41 2 

Calcule : 


(Suma de soluciones) x (Producto de soluciones) 
AJ B) 5/2 C)- 5/2 D)-5 EJOo 
(12) Resuelva: 

304 124 Ibx — 2,1-3r 


EEE 
cardinal del conjunto solución . 


AJ1 B)2 C)3 DJ4 

(6) Sia es solución de la ecuación : 
HS x FEA (a — 26 E 
5la7-x+1) d+x— s 

Calcule el valor de a* . 

AJ2 B)4 C)J6 

(10) Resuelva la ecuación en R.: 


Me 
pjs 
po x. 2) y dé el 


B)x* -9x - 18=0 
D)x?+ 9x +18=0 


=1 6 indique el 


E) 0 


D)8 EJ16 


y 
Aedo 

—P4x-—1 4 _ 

complemento de su conjunto solución . 

aJ0 B)1 02 D)3 E)R-(-1) 


(EDICIONES RUBIZOS 


5H 995 JE 


REPASO PARCIAL) 


(1) Señale n para que el sistema : 


nr+7y=2 . 

Lc+(n — 6jy =n-- 6 tenga solución única. 
8)7 B)-1neRA1;5-7)  C)-1 
DineR-(1;- 75056) EJ6 


(US) Srel sistema : 
(a —1)x + by=9 
3ax+(36+ 2)= 36 tiene infinitas soluciones , 


calcule ab. 
AJ5 B)16 


(Ds el sistema : 
nx — 6y=5n - 3 
[Zx+(n —7)y =29 — 
AJ2  BI(253)  C)(452;3) 
ED) Si el sistema : 

E +y=9 


07 D)J6 EJ8 


7n es inconsistente , halle m. 


D)(4:3)  EJ4 


y= - x+a tiene solución única , indique el 


menor valor. que toma az . 
AI ÍJZ Bj a dz 0) 52 DIBJZ E) — 5/2 


Resuelva el sistema : $ 


a+ y=6 
E +2y=4 Ñ 
eindique x,+ y, mínimo , si (x ; y,) es solución. 
AJ5/2  B)-5/4  C)4l6"  D)6/4  E)3 
Resuelva el sistema en NY. 

xyz =78 

+ y 24 22906 
y dé como respuesta (x-+y + 2) - 
A)18 B) 20 C)30 D) 42 E)8 
€ Señale el número de soluciones del sistema : 

a — 3 =y%+8 
É +y=-4 

1 Bj2 C)3 D)4 EJ5 


(E) Determinar el número de soluciones de : 


vas > 


(3) Luego de resolver el sistema en R 
Yelo 
y lx — 2 = 25 
a?+(y - =/3)'= 49 
indique un valorde: x+y+z. 
A)10/3  B)9 C)2+/3  D) 


Ed Si: 2 -y=1L2y-2 =2y2-x2=3, 
entonces x +y+z es: 


2 EJ8b 
2 


AJ6 B)J2 C)3 DJ4 EJ5 
€) Siendo : 
A=[-4;0); B=[-2;6]: C=(2:7], halle el 


número de valores enteros que pertenecen al 
intervalo (AB) - C 

AA AB CHE DI 
Es) Sea: -1<b<a<0,0,beR 
De las proposiciones , indique cuáles son verdaderas. 
D a>b 

ID at>b* 

Ha <b* 

IV) ab>0 

A) Todas Bjsolo II 
D)H y HI EJ IL UL y IV 
€) Sabiendo queab>0 1 a>b,a,beR, 
indique el número de proposiciones correctas : 


Elmás de 4 


C) My 1V 


Da*>6* mi! 

a b 
UI) a? >b* IV)a +b>2J/ab 
AJO B)1 C)2 D)J3 EJ4 


EN Si x<(6 ; 11], indique el número devalores 


enteros que puede tomar: 2% — 1 
-2 
A4J0 BJ  C)J2 DJS  E)másde3 


Y OCTAVA REPASO 
As 
y) PRACTICA PAYA 


((D si x < (0;2), determine los números a y b tal 


x 
que: a< <b 
x 


A)2 y 10/3 B)0y2 C) 1/3 y 2 


A 


996) TN CICLOPEDIA 2012) 


CAL AENA 

D)0 y 8/3 E) a 

(02) La desigualdad 1,152 se satisface 
x E =+y > 

cuando : - 

A)x>y B)x>0 1 y>0 C) x<0 A y<0 

D)x= y Ex+y>0 


Sea: a+b=4,talquea;beR”. 
Halle el menor valor de f' donde: 


f=lat+ 9 + Jos 9 
AJ4J/S  BJ2/3 C)/2  DW/2+1  El6/3 
(03 Si xe(-3;4), halle la variación de: 


d+ 2x-a? 
AJ[6; 11] B)[-11; 5) C)(-11;6] 
D)[-11; 5] E) [0;6] 
(03) Determine el máximo valor de K, tal que 
(+50 7) >K,a,b<0 
9a 16b 
AJI BJO  C)1O0IS — DI40/8 — E)S/8 


(0) Si x.e R*, determine el mínimo valor de; 


AJ2 C) 4/2 DJs EJB 


(Q2)De las siguientes proposiciones , indique cuáles 
son verdaderas : 


1) La variación de (x*+ 2) + 20s[2;+ «o) 


Bj2/2 


10) La variación de :x0+2 es [2;+ 00) 
a x 


177) Pz >1+L va er 
x 

AMyH Brno CI1y HA Dj Todas EJ 
03 Sia, b, e son números reales no nulos, tal 
que 3(at+ b%+c*)22(a +b+0). 

determine el mayor valor de 2. 

a B)2. C)3 DJ4 E) 65 
(17 2,b,c, d son números positivos , tal que 


SE 


+b +d, 
(a +e Je 5 E] 


variación de n- 


)» n ,halle la 


Aro ;12) B)[16;+:0) 
D)(=0w ;16] EJ[16) 
(10) Señale el mayor valor de 2,si se cumple 


C) (0;16] 


a+ bó+c% d'>2(abed) para todo valor 
positivodesa,b, e, y d. 
AJ1 BJ2 C)3 D)J4 E)6 


(O) Dadas las proposiciones : 
D) ElC.S.dex* >9es (3; +00) 


HI) 4< x*< 9 tiene como C. S. = (2; 3) 
IHI)A1 resolver (x% - 3)(=x+1)>0 se tiene 
C.S.=(- co; 1)U(8 ;+0) indique el valor de verdad. 


AJVVV  B)VFV  C)VVF  D)FPF  E)FVV 
(12) Luego de resolver + 

E lO +17, se obtiene 
C.S.=[a ; b]. halle (a + 6) « 

AJ5 B)J6 C)7 D)J8 E) 9 


(E3) Determine el menor valor entero de a de 
modo que: a? de + 0% > 1; Ve eR 

AJ3 B)J4 C)65 D)J6 E) No exiate 
(9 Sila ecuación :3x*- 10x +0 =0,ceR tiene 


raíces positivas , halle el intervalo de valores de 
x*- di+ ax>1;VreR 
4)3 BJ4  C)J6  DJ6  E)Noexiste 


(1) Si a > 5, indique el número de soluciones 


enteras que tiene: ax? +5 < (6a + 1)x 
4,2 B)3 0)4 D)6 E) 6 


(1d Si se cumple que : -a + nes2;VxeR, 
entonces: 


4) ne[- J2:42] 
C) ne (-0;4] 
EJne|- V8 ; J8] 


(()) Rosuelva : 2 + 2ab < (a + 2b)x , donde 


B) ne (-2;2) 
D)ne[-2;2] 


b>a>0 
Al(=o:ajuf2b;+)  Bl(a;2b) 

b 
olzsa) DJ (20; — 26)u(=a; +0) 
EN=2b;-a) 


(3) Si [a; b] es el conjunto solución de: 


(EDICIONES RUBINOS 997 MES — HEPASO PARCIAL) 
a : . Calcule: -a+b+e 

2 s(V+1) +(Vx-1)”, calcule e E AJ10 BJ > CM D9 E 

M0 Bl, Ol DIEZ E2 E aresoler(x-b) (ec) (ax +ax-1)<0 


(DSi (8:5) es el cunjunto solución de: 


añ + 8b <8, calcule Za + 3b.. 
A)-22 . B)-90 C)-16  D)36 
(2) Determine n , si el polinomio : 

Píx) = x?-2x + n es menor que 1, VeeR 
AJ[2;-+0) B)(-0o;1/2)0[1/2;2] 
C)(-252] D)j-:2]  ENX-o;2] 
EDS P(x) = (nx *+ (nx +1>0, Ye ER, 


determine el menor valor entero de n . 
AJ1 B)J2 CcJ0 D)J4 E)-1 

(É3) Luego de resolver x*- 3 < x*, indique la 
suma de las soluciones enteras . 

AJ1 B)2 191) E)5 
e Señale cuántas soluciones enteras presenta la 
inecuación: 4 +2% +1 <a? 

A3 B)J4 CO DJ6 

E) Resuelva: (x*-2) (x*—5)x* <0 


(os JZJo (42: 15) 


E)- 26 


D)J4 


E) 1 


BI(= 00; -V2)u[v2; 35) AY 
Cc) La; -J2)u (42; 185) 
DI: J2)u(Y2 : Y5) 


EN- 0 2) [125 Ya) 
(ÉS) Resuelva :.(x*-x) (2 - 1)% >0 
AJO; DO[1; +] BJ(0; 1)U(1; +0) 
Ol-o;O)u(1i+o)  Dil=0;-1)U(L; +0) 
EN-0;-1)u(-1;0) 
(E0) Al resolver :(x— 1) (a+ a) (x*+ bx+c) >0, 
el conjunto solución es: 

Lo; Mu(1;2)u(2; +00) 


Calcule el menór valor de a +b+e. 
A3 B)1 C)-1 D)-2 


ED Al resolver : 


(senx +2) (3% + 5) (257 x*) (2-1) < 0, 
se tiene el conjunto solución [a ; bJufe; + «0) 


E)-3 


se obtiene como conjunto solución : 
(00; BJU(e;+:0), b+e Indique infíA) 


A es el conjnuto formado por los valores de 1 . 
AJ-4  B)J-3  C)-4/8  D)-314  EJO 


E9) A! resolver la inecuación polinomial : 
(ax + 2) (2 — b)%* (x+e) **% > 0, el conjunto 
solución es (e; — eJu[b;+w) 


Calcule el valor de: a +c"+b",si be 0 
AJ2 BJO C)-2 D)J3 


n/l 
(a) si (aja a es el conjunto solución 


de: x*-7*+1<0, 


cule LE 
calcule: ¿+G 


A) -1-V5 B)-3 +46 C)O0 D)5 ENT -5 


ar+l xa ta 
BÉ x+b' 


(02) Resuelva la inecuación: 


donde: a >b>1 

A) (-b;1] B)[-11b;1] c--11 
D)(- >; —b)u[-1;-1/b)U[1;00) E) (-o;-b] 
(03) Indique la cantidad de números enteros de 
conjunto AMB. 


O 
a(20r/ 2 +304+2 >1) 


AJ1 B) 2 013 
(OB Resuelva (eras dl 
E 


D)4 EJ5 


A =a:-3) (3) o(3:+=) DR E 


(03) La siguiente inecuación : 


> 5 
-3 x=-3 


se satisface para : 


CAL GIRA 
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A)-2<x<26x>3 

B) -1<x<36=x>4 

€) -3<x<1'6 2<x<3 

D) - 10<x<3 

E) Todos los números reales diferentes de 3. 


O»: dos : 
A=(=er/ L< 7 = 3) 
B=(x0r/30-2+1>0) 


Halle: (AN BJ" 
A)[1;2] 
D)(2;8) 


B)(152) 
EJ- 0; 1)u 
(—D)(c+ 2, 

A+ bere 
Si el conjunto solución es: C.S.=R-(1; 2), calcule 
el mayor valorde :a+b+c. 
A -1 B)-3 C)3 


C) [2;8] 
(2; +0) 


(02) Dada la inecuación : 


D)o 
1 
(03) A! resolver : ("48-292 -0) 


obtiene como conjunto solución (1; 8) 


E)-4 


20 5 


Indique el valor de af . 
04 EJ3 


A)-6 B)13 
s_ 2 
ax (10+0)x*4 8:42, 


Dire: 
*-1 


se obtiene (-co;b]u[e ;+ m)-(%);k>c 

Calcule el valorde + 5 +c*+k+a 

donde e€Zra<I4 

AJ2 B)-2 C)4 D)4 EJ9 
(LO) Indique el valor de K de modo que la solución 
de la inecunción : 


O Al resolver : 


A a] 


s3 


TEE 
se obtiene el ptas solución (-«; aJu[b;e] 
Calcule el valor de : PE +e 
AJI BJO de Ss D)á E) 5 


(O) Resuelva : 


E ES 1427 34? 

e 1 22 de 1 
( al 2 Jl 141% Jl je 
Indique la cantidad de cifras de la mayor solución . 
A) No se puede determinar B)1 CcJo 
D)2 E)3 
(E) Halle el intervalo en el cual debe estar 
comprendido n para que la inecuación : 

S(2n + 1x* — 2(4n + 5Jx + 6n+9 
- 6 +6 
se verifique para todo valor de x. 
AJó6 B)(-2;3) CMO;4) DI-w;7) EJR 


(2) Sobre el número de elementos del conjunto 


Ml(xs9 ER / ly = lx y =é- y)» se 
puede afirmar que : 

A) en realidad no tiene elementos . 

B) tiene 1 elemento . 

C) tiene 2 elementos .. 

D) tiene 3 elemento . 

E) tiene infinitos elementos 


<n+2 


(3) Encuentre el valor de x en la ecuación : 


Vx-1+2/x-2 +/x+2+4/x-2 =9 
A3 B)6 C)6 Dj 11 EJ18 
(LO) Sen A el conjunto definido por : 
As(xeR//3% +1 - x= 1=42% - 6) 

D n(a)>1 

ID) ixe A talquex*+1>5 
II) 3x,5x, tal que x,+x,=6 
IV) 3x, € A tal que /5x, e N 
V) n(A)=1 


¿Cuántas son verdaderas? 
A)J5 BJ4 C)3 


(1) Según la ecuación : 


Yala ta le l13, encuentre x= 


D)2 


AZ BI2V/Z  CI3J3 yo al 
(3) Si x, es la solución de la ecuación : 
1 3 
+ E 
Jer2lis dor 2 lx J7+ 2410. 
AJ5 B) 10 C)17 D)26 E)37 


(EDICIONES RUMINOS 
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Os: 
Ja +ab ¿Vx — ab _3a 
Jx+ab=Jx=ab b” 


determine el conjunto solución . 
Ya?+ b? Ya?+ b? 9a?+ bi 
A E 
249? 24 62 
Dz | me | 


Ed Sean: x-1:Y3 +4 y V2x0+16 los lados de 


un triángulo rectángulo , determine un cateto. 
AN1IO  BN3  CWNG6  DWN7  EWN8 


Ed) ¿Qué podemos afirmar de la siguiente 
ecuación? 


V2x + 14 V2x 42 ot V2x +10 =/x0+ 
+ lt da O 


A) Notiene solución . 

B) Tiene infinitas voluciones . 
C) Tiene dos soluciones . 

D) Tiene una solución . 
E)Tiene 55 soluciones . 


(E) Dada el conjunto : 
y =(x02/Jx +1 + VE +4 e, 1 
determine n(y) 


(a>b>0). 


AJ1 BJ2 C)3 DJ4 E)J6 
ES) Sean x e y números enteros positivos , tales 
PATO ; 
que —+->+=== 1, determine x + y. 
de y iy 
AJ5 B) 13 cj12 D) 16 EJ6 
E) Resuelva la inecuación irracional : 
Nr de MS JU] 
Ve = 141 
A)(0;2] B)[1;2] C)(1/2:2] 
DA251] EJ[1;5+0) 
(E3)Dado el conjunto : 
F =(x E2/x+2(5-4x > 5), 
determine n(FNZ) 
A6 B)5 C)3 D)4 E) 7 


EN) Resuelva la inecuación irracional : 
dx+2>24 -x 


AJ[25+0) B)[4;+-0) C) [-2;-+0) 
D)[2; 4] E)[-2; 4] 
2) Sabiendo que el conjunto solución de 


Ye — 3+jx — 8|s|2 — afes[a; B], 


determine (a + b).. 


A)7 B) 5 Cc)6 D)8 E) 4 
Tr 

ES) resuelvo: |a1-laf=sen(5) 

AJ158] BJ) -(=8:-158;1 CM8;1) 

D)(1;-1 EJ (-3;-8 

E) Si lx -8|=p ;p>0, donde x < 8, calcule: 

le + p] 
AJO B)22 C)1 D)J6 E)J8 


DECIMA 


WM PRACTICA 


(0) ¿Cuántas soluciones tiene ; 


1 
je 20 + b]=3% a ? 
AJO B)1 C)2 D)3 EJ4 
Halle el número de soluciones de: 
16 | f=jós - a] 
AJO B)1 C)2 D)J3 EJ4 
Halle la suma de soluciones de la ecuación ; 
[2 |] 48s*- 9] 
AJ8 B)16 co D)4 E) 64 
(7) Resuelva 
a 
C)(- 0;-2]u[- 154 0) D) [-2;- 1] 


EJR 
Halle la suma de soluciones de la ecuación : 
[2e — 6j+]x +2J=7 


A) 11/3 B) 14/83 C) 17/2 Djo E-l 
(QB) Resuelva : x*+x+3 <|2x*- 4x+9] 

A)[2;3] BJR C) [3 ;+0) 
D) [2;+00) EJR —(2;3) 


(7) Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones ; 


Case 


HENEZA 


I) Si |a]< — 8, entonces -8 <x <8 

11) La ecuación x?— 2|x|+3=0 no tiene solución. 
ID Si jx+y|= Ixtla, entonces x, y e R* 

IV) Si |xp|= xy, entonces %, y  p* 

AJFFFF B)VVFF  C)FVVV D)FVVF E)FVFF 
(03) Si (+ co E co)-fa) es el conjunto 


solución de : $5 a 20, 
halle : a+ le 
AJ-2 BIO C)1 D)2 EJ3 


(7) Sean : 

A=(xeR/|x?- 2% - 3|<ss — 5) 

B=(xe R/|x 2/2 2% - 3) 

Calcule : ANB. 

AM2;6) B)(-w0;5/3) C)Jó D)(2;5/3] E)9 

(CO Dadas las siguientes proposiciones ¿Cuáles son 

verdaderas ? 

Da;be R/a>0A|b|<1>(ab+a+1)>1 
5ab 

at+b?s 35) 

ITIIJsi:3+a?*-a* <M;¡VaeR=>M23 

AJFEF. — BJVVF  C)FVF  D)VVF  EJVVV 


(O) Resolver : na . 
(va+ va) +(Ya=/8) <34 


H)si:asbe R* >( 


AJ-35x53 BNESxwS2J8E  C)-45x54 
D)-J2<x</2  EJ=J3s xs J3 

Sean P y Q conjunto tales que : 

SipeP , entonces pe Q . Luego se puede afirmar 
que: 


A) Si -3€Q, entonces-3 e P 

B) Si 13% P entonces 134 Q 
C)Si 10% Q), entonces 108 P 

D) Si 0,10€Q , entonces 0,10 4 P 
E) Si 14 P, entonces1eQ 


(|) Indiquela gráfica de g(x)=F(2+|x)), 
sila gráfica de f es : 


8 


(13) Dada la siguiente función ; 
F(x)=4 xa; xe[0;1] 
Determine f(x), donde f * es la inversa de f. 


Af 21173)” Brf (2)=(8-VaZz)' 
Of (laz) Dr (s+ Vaz) 
Er (aa J4=)' 

(A) A resolver la ecuación : 

x + Log 494 ( 2) 2") = xLOg y 494712 + Log y ¿9,72 


antros podemos decir, que el número desoluciones 


» o B)1 Cc) 2 D)J3 EJ4 
(3) Indique la verdad o falsedad de los siguientes 
enunciados ; 

I) Sea : 

P(x)=ax +bx* +cx+d;a+0,d+0 

si P tiene tres raíces reales , entonces E) 
tendrá las mismas raíces. ] 

11) Todo polinomio complejo siempre tiene raíces 
complejas y sus respectivas conjugadas . 

TII)Si la suma de las raíces de un polinomio es 


- (EDICIONES RUBINOS 


TOO TEN 


REPASO PARCIAL 


racional , entonces cada una de ellas también es 
racional 

AJFFF B) VVF C)FVV D)VVF E) VVvv 
(A)Calcule el conjunto solución de la siguiente 


inecuación + E 
(«-27) +4x+2<0 


Sea Y un número real no nulo ¡determine : 


(E+L)JAT+U),siE,L, T yU 
satisfacen el siguiente producto de matrices : 


Y O|(E L|_(Y O 
T UNT UJAE L 
AJO B)1 c)2 D)J3 
(UB) Sea Píx)=x"+x+1 y la sucesión : 
dk 


EJ 4 


2 
S,(x)= 2 1r6)] , Entonces el menor valor de 
S, (x) cuando n es arbitrariamente grande, es ; 
Ao * B)4 c)j8 
D) arbitraria muy grande Elno existe 
Sean los conjuntos : 
V=(A ¡E;[;0 ;U) 
B=(1;2;3;4;6;6) 
se desea elaborar placas (para autos) de la forma 
v,05b,b,b,b, donde u, e V,b, e B de manera que no 
existan símbolos repetidos entonces el número total 
de placas diferentes será : 
A)480 B)32260 C)1321  D)32400  E)7200 
(E0)Demostrar que la ecuación : 


xy -a-By-2-4=0 
posee infinitas soluciones en números enteros. 


EBsean a,b,e números reales no nulos y a+ b- 


Probar que sí las ecuaciones x%+ax+bc=0 y 
+bx+ca=0 tienen una raíz común, entonces las 
restantes raíces verifican la ecuación a*+ex+ab=0. 


(8) Sean x, y, z números reales positivos. 
DSi x+y+2>3, ¿se verifica necesariamente que 
1, 1 <a, 
xx yz 
II) Si x+y +2 <3, ¿se verifica necesariamente que 


2 pi qe 237 

yz 

(E3)Se pide encontrar todos los números enteros 
positivos n tales que "45" es múltiplo de 


rd ie 


EDsSean x, , x, las raíces del polinomio 


P(x)=3x*+3mx+m*-1, siendo m un número real. 
Probar que Plx) =P (4) . 


(3) Encontrar todas las funciones f':IR > IR tales 


xfa) + f(x) =20-a* 


(EN Un grupo de chicos y chicas han comido en un 


restaurante en el que ólo se sirven pizzas cortadas 
en 12 raciones . Cada chico comió 6 6 7 raciones y 
cada chica 2 6 3 raciones. 

*Se sabe que 4 pizzas no fueron suficientes y que 
con 6 pizzas hubo de sobra. 

Calcular el número de chicos y de chicas del grupo. 


EDdiCuántas ternas ordenadas de números 


naturales (a, b, c) distintos de la unidad hay tales 
que axbxe = 77 


ES) Demostrar que si entre los infinitos términos 


de una progresión aritmética de números enteros 
positivos hay un cuadrado perfecto, entonces 
infinitos términos de la progresión son cuadrados 
perfectos. 


EDsean a y b enteros. Demostrar que la ecuación: 
(<-a)(=-b)(x-3)+ 1=0 admite a lo sumo una 


solución entera. 
(E0)Dado el polinomio: 


plx)=x* +Bx*+Cx+D, probar que si el 
cuadrado de una de sus raíces es igual al producto 


de las otras dos, entonces B*D=C* 


(ED Considérese la sucesión definida como 
0/=3,y ,8,,=0,+0,% 


Determínese las dos últimas cifras de 2200 


CALETA 
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(82) ¿Cuántos números, comprendidos entre 1000 


y 9999, verifican que la suma de sus cuatro dígitos 
es mayor o iguál que el producto de los-mismos? 


¿Para cuántos de ellos se verifica la igualdad? 


(ES)Sean r,8s,u,v números reales cualesquiera. 


(EDSe consideran las funciones reales de varinble 


real fíx) dela forma : lx) = ax + b,siendo a y b 
números reales, 

¿Para qué valores de a y b se verifica 
para todo número real x. 


(E3)Se sabe que el polinomio Píx) =x"-x + k 


tiene tres raíces que son números enteros. 
Determínese el número k. 


(E0) En la orilla de un río de 100 metros de ancho 


está situada una planta eléctrica y en la orilla 
opuesta, y a 600 metros río arriba, se está 
construyendo una fábrica , Sabiendo que el río es 
rectilíneo entre la planta y la fábrica, que el tendido 
de cables a lo largo de la orilla cuesta a S/.9 cada 
metro y que el tendido de cables sobre el agua cuesta 
a8/.16 cada metro, ¿cuál es la longitud del tendido 
más económico posible entre la planta eléctrica y la 
fábrica?. 


1200(x) =x 


(E2Halla todos los pares de números naturales x, 


y (x < y) tales que la suma de todos los números 
naturales comprendidos estrictamente entre ambos 
es igual a 1999. 


(ÉS) Sean a, b y e números reales no nulos (con 


suma no nula) ales que: 141,11, 
a be a+b+e 
Prueba que también se verifica: 
LAI 1 


ae gos Ho me AAA 

(ED)S* representa por Z el conjunto de todos los 

enteros. Hallar todas las funciones f : Z > Z, tales 

que para cualesquiera x, y enteros se verifica : 
Fx+F(y1)=F(x)=y. 

(O) ¿Existe alguna potencia de 2 que al escribirla 


, en el sistema decimal tenga todos sus dígitos 
* distintos de cero y sea posible reordenar los mismos 


para formar con ellos otra potencia de 2?. Justificar 
la respuesta 


1WC 18 
130 19C 
298258 


19D 
18,8 


1 E 
19,0 
20 2100 


120 
108 


190 
IA 


18 A 
198 200). 


PROGRESIONES) 


(Enre ¡ONTS_HUBIÑNOS 


OBJETIVOS : 


* Conocer los conceptos de sucesión y de término 
general de una sucesión. 


* Reconocer las sucesiones que siguen una ley de 
formación. 


* Reconocer las progresiones distinguiendo las 
aritméticas de las geométricas. 


* Determinar la diferencia de una progresión 
aritmética y la razón de una progresión geométrica 
a partir de dos términos consecutivos. 


* Calcular términos específicos y generales de 
progresiones aritméticas y  progresiones 
geométricas. 

* Determinar el valor de la suma de términos de 
progresiones aritméticas y  progresiones 
geométricas y entender la demostración de las 
fórmulas correspondientes. 

* Identificación de una progresión aritmética'o una 
progresión geométrica a partir de una serie de 
términos consecutivos. z +. 

* Conocer la Interpolación de medios aritméticos y 
geométricos. ñ 


INTRODUCCIÓN : 


En álgebra la palabra progresión se emplea casi con 
igual sentido que en el lenguaje común . Por ejemplo, 
supongamos que pedimos a un grupo de niños 
formarse en fila india (alineados uno detrás de otro). 
Empezamos a repartir caramelos: al primero le 
damos dos ; al degundo, 6 ; al tercero , 8 caramelos ; 
al cuarto , 11, y así sucesivamente hasta haber 
entregado lo que le corresponde al último niño de 
la fla. 

Ya sea que repartamos caramelos de 3 en 3 a un 
grupo de niños o contemos las estrellas de 2 en 2. 
aparece nitidanente la nocion de progresión. 

Es claro que debemos disponer de una cantidad 
suficiente de caramelos para poder llevar a cabo el 
reparto. Si se asume que dicha cantidad es finita, es 
posible determinarla, porque el número de alumnos 
que integran al grupo (sea grande o pequeño) es 
finito. Cabe señalar que los números , los cuales 


indican la cantidad de caramelos entregado a cada 
niño, están ordenados de manera creciente ; es decir 
forman una progresión cuyo número de términos 
vaa ser limitado y dependiente del número de niños. 
Estamos frente a una progresión finita. 

Si en una noche clara , mirando el oscuro cielo 
estrellado , empezamos a contarlas de dos, cuatro , 
seis, ocho, diez, doce, ....y no llegaramos a contarlas 
todas , aún teniendo un poderoso telescopio, su 
número sería infinito y como estamos 
enumerando, los términos de dicho infinito será 
denominado infinito numerable. 

Por ello, cuando la progresión tiene un número 
finito de terminos, se denomina progresión finita 
y cuando la progresión tiene un número infinito 
de terminos, se denomina progresión infinita 


SUCESIÓN 


Una sucesión es un conjunto de números que 
presenta un cierto orden de acuerdo a una ley de 
formación . 

En términos de conjunto las sucesiones se expresan 
como ; 


(anlner 3 015 0950ui Op 
Toda sucesión debe ser determinado a través de su 
término e-nésimo (a,,), es decir : 
«Paran=1>a; 

* Para n 


> 47 


»Para n=k> a) 


En esta notación usaremos en adelante . El número 
a, es el primer término de la sucesión: a, es el 
segundo : ...; a, el enésimo término (término 
general) de la sucesión y los números 1; 2; .... 5 1 
indican el orden . 

Las sucesiones numéricas se presentan en la 
siguiente forma : 


LN) DIRECTAMENTE MEDIANTE LA 
REGLA DE CORRESPONDENCIA 3 


EJEMPLO : 
a, =3n; de aquí cada término 


CAM EMZHERETA 


—_— 
site NCICLOPEDIA 20 12) 


(a,):3x153x253x3; 3x4; 


IWM)HMEDIANTE FÓRMULA 
RECERSIVA 7 Ñ 


UNA 


denominado método recurrente que permite calcular 
el término general de la sucesión por los precedentes 
que dan unos términos iniciales 


EJEMPLOS : 

Sea:a,=n*+a,, ;a,=1 

Luego : 

Para n=2>0)=2%+0,>0,=4+1=6; 
Entonces : a, =6 

Para n=3>a,=3*+0,>0,=9+5=14; 


Entonces : 44 =14; 


... y así sucesivamente - 
1) MÉTODO DESCRIPTIVO : 


En algunos casos se da en forma verbal , es decir 
describiendo sus términos . 
EJEMPLO : 


La sucesión (a,,) donde a, es el n-ésimo número 
elevado al cubo : 


a =1 ;0y ¡ay= 
CLASIFICACIÓN DE LAS 
SUCESIONES 


Atendiendo al número de términos las sucesiones 
pueden ser : 
) SUCESIONES FINITAS : 


Son aquellas que tienen un número limitado de 
términos . 


EJEMPLO : 
(a,):2:4;658;16 
1) SUCESIONES INFINITAS : 
Son aquellas cuPa cantidad de términos es ilimitado. 
EJEMPLO : 


1.1 
lalo tgi gr 


OBSERVACIÓN : 


Una sucesión consiste en escribir el término enésimo 
(a, 6 T,), de modo que dependa de los valores que 
tome el índice “n”. 


EJEMPLO : 


—; sile damos valores a N:1;27 
n+1 


Dado: T, = 


» Obtendremos : 


Dis 2 E E] Te 
EA AN E -+ 3 3 | E 
"Par 2 91 6|3%+1 10 ET 
O también: 
EJEMPLO 1 : 


Determinar los 3 primeros términos de la sucesión 
cuyo término enésimo es : a, =7-2n* 
RESOLUCIÓN : 

* Asignando valores a “a”, 
DPara:n=1>a,=7-2(14)=65 

1) Para: n=2 07 =7-2(2?)=-, 
ll) Para: n=3>a,=7-2(3*)=-11 
* Luego lo pedido será: 6 ¿=1 y-11. 
EJEMPLO 2 : 


Determinar la Ley de formación de la siguiente 
sucesión : 


así: 


RESOLUCIÓN : 


* Para determinar la Ley de formación , debemos 
relacionar adecuadamente cada término con el lugar 
que ocupa en la sucesión; es decir el “a,” con 1; 
“ay” con 2 ; “ay” con 3 y así sucesivamente . 
* Luego analizar la sucesión dada , se obtendrá: 
1 a 
ha ==ó6 - —— 
AAA 
BE 
244 
yz 
3+4 


(EDICIONES RUBIÑOS 
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EJEMPLO 3 : 
Determinar el término del lugar 2006 , en la 
siguiente sucesión : 


A 2 
fo, nen 
A n-1 
RESOLUCIÓN : 
* Se le pide 8370, es decir a “n” se le debe asignar 
el valor 2006, luego : 
Pero por diferencia de cuadrados - 
2006? —1 e E 
2006 = ——— cono) 20067 — 1 = 20067 — 17 
2000 720061 
=(2006+ 1)(2008— 1) 
_(2006+1)(2006-1) _ 
2006-1 
EJEMPLO 4 : 


Sea la sucesión: 
2,=4,,+0,350,=2,103=3 


> 2005 2007 


calcular: “a,” 

RESOLUCIÓN : 

* Como ya tenemos “a,” y “az”, entonces hagamos: 

n=3 , luego : 

2,=03+0,>0,=3+2>0,=5 

* Ahora para n=4: 
0,=03+0,>0,=6+3=8>0,=8" 
> Rpta: a, =8 

EJEMPLO 5: 


Sea la sucesión : (T,,) + 


Calcular “R”, si: Ta - es] 
RESOLUCIÓN : 


* Colocando los términos en función del lugar que 
ocupan, se obtendrá: 


5x1 5x2 5x3 5x4 ón 
ddr idea] 
* Luego de el otro; =+ 
6k _9 px ES 
139 10=9k+92k=9 
PROGRESIÓN ARITMÉTICA 


(P. A.) 


Son aquellas sucesiones en las que se cumple que 

cualquier término , después del primero es igual al 

anterior más una cantidad constante llamada razón 
* (r) o diferencia . 


NOTACIÓN : 
+M,.03.03 - 
+a,.(a,+r)(a3+r)- eo. [a, +(n-1)] 
Símbolos de una progresión aritmética : 
PA.: Significa progresión aritmética 

+ : Iniciodeuna PA. 
Primer término de la P A. 
Último término de la P A. 
Número de términos de la RA. 
Razón o diferencia constante . 
Suma de los n primeros términos de una PA. 
Medios de una P. A. 
EJEMPLO : 

3;7;11;15;19;23 


paa a) 5254) 


A, A Uy U, 05 0 
Este ejemplo es una progresión aritmética porque 
los términos van avanzando de 4 en 4, esta diferencia 
constante se llama razón . 


RAZÓN ARITMÉTICA (r) : 


Se obtiene restando un término cualquiera de la 
progresión con su término anterior. 


FA, Gn 1 
* Si: r>0, la progresión es creciente . 
* Si: r<0, la progresión es decreciente . 


:0, la progresión es trivial . 


-> Ep] 


58511514517 

* Entonces: r=17-14=14-11=11-8=3 
EJEMPLOS : 

*De: 205133651 5 cum 

* Entonces : ”=-1-6=6-13=13-20=-7 
TÉRMIVO CUALQUIERA (a): 


Un término cualquiera es igual al primero más el 
número de términos disminuido en uno, 
multiplicado por la razón . Así tendremos : 


Dr 


a+ 


EJEMPLO 1 : 
* Hallar el vigésimo segundo término de : 
22729536543 5 cn 


[CAM AZIEZRERESA 


RESOLUCIÓN: 
* Datos: n=22;a,=22;r=7 


* Luego: | 2, 2y+(n r 5 
> (39 = 22+(21)7 = 22+ 147 = 169 


EJEMPLO 2: 

En: 28; 14 ; .... Calcular el sexto. y el décimo 
tercer término . 

RESOLUCIÓN : 

*Setiene: a, =2;r=6 

>04=0,+(6-1)r +04=2+5x6=32 

> 14 0, +(13-1)r +05 =2+12x6=74 


NÚMERO DE TÉRMINO (mn): 


202141 


EJEMPLO : 

Hallar el número de términos de : 18;21:24;27;..,+ 981 

RESOLUCIÓN : 

* Datos: a, =981;0,=18;r=3 

Luego : 
n= a +1= 
SUMA DE LOS “n” PRIMEROS 

TÉRMINOS DE UN P. A. (S, ) 


La suma de los términos de una R A, es igual al 
producto de la semisuma de los extremos por el 
número de términos . 


PA 922 


También : 


EJEMPLO 1 : 

Hallar la suma de los 10 primeros términos de la 
progresión : +1 36511; cua. 

RESOLUCIÓN : 

* Hallamos: r=6-1=5;a,=1 

* Entonces: ay =1+(10-1)6 =46 
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EJEMPLO 2 : 
* Calcular : S=28+32+36+. 
RESOLUCIÓN : 

* Datos: a, =28; 0, =80;r=4 


* Calculando “n* nr 1 


+80 


* Calculando “S”: S =( 
EJEMPLO 3 : 
Calcular : S =65+8+11+....(30 términos) 
RESOLUCIÓN : 


pS z 2) =756 


* Se tiene:a, =65 


* Aplicamos «| S 
* Luego: roo) 5 [Stein =1005 


MEDIOS ARITMÉTICOS 


Son los términos comprendidos entre dos extremos 
de una sucesión aritmética . 


¡RRE 


Extremo Medios Extremo 
anterior aritméticos posterior 


6;10;14;18;22 
e 


3 Medios 
aritméticos 
EN GENERAL 
+81 .92.. m0. Ap-1 5 An 
m=n- 2 (medios) 
¡Aritméticos 
Medios : Difer ol 
rx=0 
Primer Último 
Término Término 
INTERPOLACIÓN DE MEDIOS 
ARITMÉTICOS 


Interpolar “m” medios aritméticos en! 
números “a” y “b”, es formar una PA. cuyo 
término será “a”, el último “b” y el número de 
términos “ +2”. Para poder interpolar se debe 
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calcular la razón de interpolación - 
Si se desea interpolar “m>” M-A. entre los números 
“la” y “b” se debe formar : : 


EJEMPLO 1 : 
Interpolar 4 M-A. entre los números 2 y 27. 
RESOLUCIÓN : 


* Se tiene que: a=2;b=27;m=4 


* Luego: Ts» 
* Interpolando: 2;7;12;17;22327 
Medios 
interpolados 


EJEMPLO 2 : 
Interpolar 6 medios aritméticos entre 8 y 26. 
RESOLUCIÓN : 
*Del dato: a=8;b=26;m=5 
* Reemplazando : y =24-8, 
5+1 
* La progresión será ; 
+8; 11; 14; 17; 20723526 
dE 
5 medios 
FORMAS DE REPRESENTAR UNA 
PROGRESIÓN ARITMÉTICA 


Enla resolución de problemas sobre RA. es necesario 
expresar los términos de la progresión bajo las 
siguientes formas: 

D) Cuando no de conoce el número de términos: 


+0;0+r;0a+2r;a +33... 


r=3 
És de 


TI) Cuando el número de lérminos es impar: 
2 0-Br5a0—2rj ajaja +rja+2r; a +3 


III) Cuando el número de términos es par . 
23a—br3a-3r;a—-r;a+r;a+3r;a+br ja 


NOTA.: 

Se' comienza por los dos términos marcados , luego 
se agregan en ambos lados la misma cantidad de 
términos hasta completar los términos requeridos . 


EL TÉRMIVO CENTRAL (TF, ) 
(Cuando “n” sen impar) 


_S1+Sp _ Sh 


ERE n n 


00: + 
numa de terminos de los lugares impares 
*Sp= My 40H UG Horna HD y 
sima de terminos de los lugarer pares 
*S, = S¡+Sp 


suma total 


EJEMPLO 1 : 


Hallar el término central de la siguiente progresión 
aritmética sabiendo que tiene 47 términos. 


385445505 momo 5 314 


RESOLUCIÓN : 
q a 
2 
TÉRMINOS EQUIDISTANTES 


DE LOS EXTREMOS 


Sean a, y a, dos términos equidistantes de la 
siguiente RA.; 


"p"términos 


Se cumple : [Q, +4, =0,+4,, 


ALTERACIÓN DE LA PROGRESIÓN 
ARITMÉTICA 


*si se suma o resta a todos los términos de una RA. 
por una misma cantidad, se tendrá otra PA. cuya 
razón será igual a la razón de la PA. original (la 
razón no se altera). 


*si se multiplica o divide a todos los términos de 
una PA, por una misma cantidad diferente de cero , 
se obtiene otra PA. cuya razón será la original 
multiplicada o dividida por dicha cantidad. 


PROGRESIÓN GEOMÉTRICA 


Es una suctsión de números , en la que cada término 
siguiente es igual al término anterior multiplicado 
por una constante, llamada razón (q) de la 
progresión. 

También se puede decir que es una sucesión de 
términos de la siguiente forma: 


[AM AZIZMENE ZA 


MT 00s) 
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PA 
cuyo término enésimo tiene la. forma : 


* Donde: 


1 > 1er. término de la progesión geométrica. 


4 > razón de la progresión geométrica. 
n= número de términos . 
1, > término de lugar o enésimo término. 


NOTACIÓN : 
Los elementos de una sucesión geométrica se denota 


EJEMPLO : 
:6:18:54:... 
x3x3x3 

OBSERVACIÓN : 


A la progresión geométrica también se le llama 
“Progresión por Cociente”, donde la razón debe 
ser diferente de cero (q +0). 


RAZÓN GEOMÉTRICA (q) : 


Se encuentra dividiendo cualquier término por el 


*Si: g>1., la progresión es creciente. 


.(su razón es q=3) 


0<q<1 , la progresión es decreciente. 
q <0 , la progresión es oscilante. 
q =1, la progresión es trivial. 
EJEMPLOS : 
* Sean las progresiones geoméricas : 


Aeliidi Bi q=2>1 
EZ P.G. Creciente 
++81:27:9:39.. >4=5 


4 xP P.G. Decreciente 
++ 1:39: 2... >q=-8<0 
ADACO) P.G. Oscilante 


TÉRMIVO CUALQUIERA (t_): 


Todo término de una RG. esigual al primer término 
multiplicado por la razón de la progresión con 
exponente igual al número de términos precedentes 


al que se determina . 

ar 

Tal quen = número de términos. 

yy = POE tn — 08 ts | y 


* Entonces : | £, 


Logg 
EJEMPLO : 
En 3; 12; 48; ...... Calcular los términos de lugares 
20 y 35. 
RESOLUCIÓN : 


*Setiene: t,=3;9=4 
* Aplicando : 4, =4,.q”* 
> bag = 3:41 = 340? 


* Además : has =3x 4% 1 = 34% 


TÉRMINOS DE UNA P.G. LIMITADA 
(8S,) 

La suma de los términos de una E G. finita es igual 

al último término por la razón menos el primer 

término ; todo esto dividido entre la diferencia de la 

razón y la unidad . 


* Donde: S,, =£y +ty +tytemotl,, 


* Dado que: E, =t,g"* 


sa tig” -1) 
q-1 


EJEMPLO : 

Halla la suma de los nueve primeros términos de la 
progresión : ++22 d: B2 musa 

RESOLUCIÓN : 


4 
* Hallamos : 4=7=2; 4, =2 


* Entonces : Sy =2+4+8+....(nueve términos) 


N 2 
* Luego + Sy 2D 6111022 


SUMA DE TÉRMINO DE UNA P.G. 
ILIMITADA DECRECIESE (SUMA, ¡rs ) 


El valor límite de la suma de los infinitos términos 
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de una PG. infinita decreciente es igual al primer 
término , dividido entre la diferencia de la unidád y 
ln razón ; donde necesariamente el valor absoluto 
de la razón debe,ser menor que la unidad . 


ea 
E 5, E 
* Es decir : 


;lgl<z 


> S =E +3 Hg HH 
suma Límite 


* Donde: -1<qg<1;q*0 


EJEMPLO : 
Hallar la suma de la siguiente PG.: 
1 


227:9:3:1: 


RESOLUCIÓN : 


* Se pide: 274943414 
9_1 E 
* Luego: 9= 37 =3 > PeG. decreciente 


* Como tiene - términos, entonces se trata de una 
suma límite : J 
27 27 _27x3_81 

== ===40,5 
2 2 2 


3 


3 
MEDIOS GEOMÉTRICOS 


Son los términos comprendidos entre dos'extremos 
de una sucesión geométrica . 


(0: 6;12;24; 48,96: 
20 p41952ds ON 


Extremo Medios Extremo 
anterior eométricos posterior 
2;6;18;54; 162 

3 medios 
geométricos 
IVTERPOLACIÓN DE MEDIOS 
GEOMÉTRICOS 


Interpolar “m>” medios geométricos entre los 
números “a” y “b” es formar una progresión 
geométrica cuyo primer término es “a”, el último 
“B” y el número de términos “ +2”. Para poder 
interpolar se debe calcular la razón de interpolación. 
Para interpolar “rm” medios geométricos entre los 
números “a” y “b” se debe formar: 


* Aplicando : £, =£,.q"* 


b=a. quel [q = mp 


EJEMPLO 1 : 
Interpolar tres medios geométricos entre 2 y 32. 
RESOLUCIÓN : 


* Se tiene: a=2;b=32;m=3 


Interpolando: q = sf? = 
2;4;8;16; 32 
Paid ido 
medios interpolados 
EJEMPLO 2: 


Interpolar cuatro medios geométricos entre 160 y 
6 


RESOLUCIÓN : 
* Del dato: a=160;b=b5;m=4 


2 


5 1 1 
, * Reemplazando : 9= «E = 5 E 


* La progresión será : 
++160: 80: 40: 20: 10 : 5 
4 medios 
PROPIEDADES : 


En una sucesión geométrica 4,2 £2: £g: 
se cumple ; 


I) Razón : 


EJEMPLO : 
3:6;12:24:48:96: cuco 


11) Términos generales : 
MER e l£- =bq > 
11) Termino central (£.) si n es impar : 
=tf, 


te 
7:21:69: 189: 567 


> 63? =7(567) 


En 


CAL AZIZHEREZA 
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* donde: 


EDEIZES E 
producto de los términos de lugares impares 

ET TES ES A 
producto de los términos de lugares pares 
P, = P¡Pp....... Producto total" 


IV) Térininos equidistantes de los extremos : 
Si: 


P,= 


* Entonces se cumple : 
EJEMPLO : 
1:2:4:8:16:32:64:128 


=> 
2x128=4x64=8x32= 256 


V) El producto de multiplicar los “n” términos de 
una progresión geométrica limitada se obtiene al 
extraer raíz cuadrada al producto de términos 
extremos elevados a la “n”. 


P=x(t, 4.) 


EJEMPLO : 

Hallar: P=2x4X8...oox 2048 
Ti términos 

RESOLUCIÓN : 


* Por fórmula: P=,((2x 2048)" 


FORMAS DE REPRESENTAR UNA 
PROGRESIÓN GEOMÉTRICA 


A) Cuando no se conoce el número de términos 
$ataq:ag” :ag* 
B) Cuando el número de términos es impar . 


a.a 5 


D) Cuando el número de términos es par . 


OBSERVACIÓN : 

*sise multiplica o divide a todos los términos de 
una EG. por una misma cantidad diferente de cero , 
los elementos resultantes forman otra RG. pero con 
la misma razón de la progresión original . 


* sia los elementos de una RG. se potencian o 
radican, los términos elementos resultantes forman 
otra RG. cuya razón estará afectada por la operación 
correspondiente. 

Mos recíprocos de los elementos de una RG. , forman 
otra PG. , cuya razón es la recíproca de la anterior. 


PROGRESIÓN ARMÓNICA(P.M.) 


Es aquella sucesión ordenada que se caracteriza 
porque sus términos son los recíprocos de los 
términos de una PA . 

Sea la PA. +0,.07.03 « cos « Oy Up, 

luego la progresión armónica está dada por la 


sucesión : 
a, 07 05 


EJEMPLO : 
cnconión e Ego 

sucesión: 75 G 33 
es una progresión armónica , dado que sus 
recíprocos forman la siguiente progresión 


aritmética: 2 ;8 ;14 ;....... ;6n-4 de razón igual a 
r=6 
PROGRESIÓN 
IMIPERGEOMÉTRICA 


Es aquella sucesión en la que dos términos 


consecutivos : 4, A0,,, verifican la siguiente 
relación : 
a, an+ 
a A lasO 
On  M+y 


si a=0 , se transforma en una progresión 
geométrica 


SUMA DE LOS “a”TÉRMIVOS DE 
UNA PROGRESIÓN 
MIPERGEOMÉTRICA 


(na + B)a, a 


S, 


a+ Py 
EJEMPLO 1: 
Dado: 
E 3 
1x3" 3x5'"5x7 (2n-1M2n+1) 


es una progresión hipergeométrica , ya que: 
3 E 


ren o DES) 
> Saa 21 
an 2n+3 


>a=2nB=AnJ=3 


(EDICIONES REINOS 


aso LLE li 
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lala) 
-arBor E 


3 3 
: 0-5) 
a 2-13 

(STE 
Ea =3(1- 5) 

EJEMPLO 2 : 
Calcular : 

1 1 1 
“al ara 
RESOLUCIÓN: 

Se trata de una progresion hipergeométrica, dado que : 


AO 


1 
Se TS (d+ +4) 


=D sa=inP=00y=4 
n+4 


5. (1M4+B)a,- 70, 
arB=y 


1 
El n(a+1)(n+2)(n+3) aria) 


1+0-4 


na P) 
aa] ny 
OBSERVACIONES : | e 


1) Para calcular la suma de los «rn» términos de una 
serie en la que cada término está: formado por «r» 
factores en progresión aritmética , estando los 
primeros factores de los diversos términos en la 
misma progresión aritmética se procede así: 
escríbase el término de lugar «n» , añádase el 
siguiente factor en el extremo, divídase por el 
número de factores asi incrementando y por la 
diferencia , y súmese una constante festa constante 
se puede obtener dando valor a n, como por ejemplo 
1). 

11) Para calcular la suma de los «n» términos de 
una serie en la que cada término está formado por 
el recíproco del producto de «r» factores en 
progresión aritmética, estando los primeros factores 
de los diversos términos en la misma progresión 
aritmética se procede así: 

Escribase el término de lugar «n», suprímase un 
factor del comienzo , divídase por el número de 
factores así disminuido y por la diferencia , cámbiese 
el signo y súmese una constante festa constante se 
puede obtener dando valor a n, como por ejemplo 11. 


EJEMPLO 1 : 
Calcular : 


S=1x3x54+3:5x7 +. +(29—1)(2n +1)(2n +3) 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicando la regla práctica , así; 


pa (2n—1)(2n+11(2n+3)(2n +5), y 
4x2 
* para determinar C, hagamos n=1; entonces la serie 
se reduce a su primer término, y tenemos 


1x3x6 16 
peo 0 E 

_(2n—1)(2n + 1)(2n + 8)(2n +5) 15 

A 4x2 +5 


>85, =n(2n* +8n*+7n-2) 
EJEMPLO 2 : 


Calcular ; 
ll 1 1 
aa ara Dia) 
RESOLUCIÓN: 
Y 
DD 
* Haciendo n=1, se obtiene: 


1 1 1 
rrrrrr E PETT Y AT] 
o E 


18 3n(n+1(n+2)(n+8) 
EJEMPLO 3 : 


Calcular ; 
a RA (n+2) 
1x2x4  2x3x5 n(n+1)(n+8) 
RESOLUCIÓN: 


* En este caso la regla práctica no se puede aplicar 
directamente , pero podemos hacer el siguiente 
artificio : 


SA (n+2)? 
""nn+1(n+2Nn+3) 
n(n+1)+38n+4 
>4,= 


* n(n+1)J(n+2)(n+8) 


>0.= 


1 3 4 
ars lr ds) 
*Cada una dí :stas expreslones puede tomarse ahora como 


tó. ino de una la cual la regía es aplicable : 
* Hagamos n=1 ,entonces : 

3 LES 4 29 
marxa aa aaa 
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29 1 3 4 
35 3 202) ns) 
NOTA: . 


$ AM edner—D a+ Mar 2) dner—D 


y (r-D! ri 
PROGRESIONES DE OKDEN 
E SUPERIOR 


Es aquella sucesión en la que su término n=ésimo es 
un polinomio en «2» cuyo grado es mayor o igual a 
2. 


ida ade Lite 
AIVIAININA 
DAA AAA 


AIXNINI NT 


m on 


NIN 


Po Tren. 


le, =4, +00] 1+mOj Tera r Teo. 
[S, =8,C) 4007 +mOl +10 4 aa. 
EJEMPLO 1: 
Determinar el décimo quinto término de la siguiente 
sucesión: 4 ¿6 58; 43 ¿945185 soon 
RESOLUCIÓN É pl 
bsteostastostos 
4;056;8;18 ; 43 ;94;185,, 
AIXINI NI NIN" 
1 3 10 25 51 Dl. 
XAIAINININ AT 
2 7.15 26 40 
NIAAINX INT 
5 8 11 14 
XAINZN/ 
3 3 3 


* luego : 
[E =4+107 1205 "46034305" 


> ti =4 +10] + 20146010 + 303" 


TAMIZ), LARISA 12A ML 
123 1XLAS Ad 


ita) a 
hy = 5023 
EJEMPLO 2: 


Determinar la suma de los 20 primeros términos de 
la eiguiente sucesión : 


455585 43 594: 185 sona 
RESOLUCIÓN : 
tstortastosto 
4;5;8:;18 ; 43 ;94;185. 
XINANINI NIN 
1 3 10 25 61 9l... 
NIXAILXAI NIN 
2 7 16 26 40 
NINININIT 
5 8 11 14 
NINAS 
E: E! 


“luego : 


S, =4C7 +1C5 + 203 +5C7 +3C5 
> Soo = 1CP ICH PILOT + 60Í" 4 30P 
20x19 20x19x18 
=> San - 4(20)+ 1 3 Ja 
20x19x18x17 70) 
1X2x3x4 1x2x3x4x5 
=> Soy = 73287 


EJERCICIOS DIVERSOS 


EJERCICIO 1 : 
Determinar el término enésimo de la siguiente 
sucesión : 
10:23; 60; 1695494 5 cenar 
RESOLUCIÓN : 
* Las diferencias sucesivas gon : 
10; 23 ; 60 ;169 ; 494; 
A72 NINAS 
+13 +37 +109 +335 


ANI NS 
+24 +72 +216 


N7NZ7Z 

x3 x3 
* Luego las diferencias de segundo orden forman una 
progresión geométrica cuya razón es 3; por tanto, 
podemos suponer para el término general , la 
siguiente Forma (método de los coeficientes 
indeterminados): 

a, =m3" *+pn+q 

* donde para determinar las constantes «mw; «p» y 
«q» se da valores a «n» (se tabula ) , como por 
ejemplo: 1 ; 2; 8 zw... entonces , resulta el siguiente 


[EncroxeSs_RUDINOS 


E ELLE po 


PROGRESIONES) 


sistema: 
m+ p+q=10. 
3m+2p+q=23. 
Ya+4p+q=60. 


* que al resolver el sistema resulta : 


* reemplazando estos valores , se tendrá : 
a,26x3" +n+3 
>0,=2x3"+n48 

EJERCICIO 2 : 


las cantidades B, ; By; B, ¡B; 
se conocen como NÚMEROS DE BERNOULLI 
EJEMPLO : 


Calcular ; 
A E 
RESOLUCIÓN : 


* en este caso sólo es necesario las constantes B, y 


Calcular: 
all 
A e e a 
1x2 |3) 2x3 (3) 3x4 U3 
"n"sumandos 
ENBOLÚOION: EJERCICIOS PROPUESTOS 
*En ente. caso.¡se deduca que 3d, = 6) S + * Verificar que se cumplen las siguientes relaciones 
- n(n+ 
“suppricnido que: A ERA E Ri 
248 _A, B 'n"sumandos E 
HR SA AB AB= F 
sn) nl nera 1) 
* Por lo tanto : “n'sumandos Y 
3 2 
E: DE 1 El 1xax7+4x 7010473018 4.05 0704900 446060) 
"nx an (n+Dx3" "n'sumandos 4 
* en consecuencia, aplicando la, regla práctica — [A paxziexoxorioo re ln) 
adecuada se obtendrá : "n'sumandos Ss 
3 OM (E roo 2x6 101370114. EPIA 
(n+Dx3” "n'sumandos 5 
q day F00 
SUMA DE LAS POTENCIAS DE tata 
EXPONENTE “r” DE LOS “.n” CAS 
PRIMEROS NÚMEROS NATURALES ¡q , 1, 1 
Da a TAO” nl 
EAS a 1 1 
2 poza MIE ME CESTO 
E E Jun E A ————mraumandos E 
r+1 2 6)21 30, 41 El $ 1 1 1 1 
O también : EFTTETÓ 2odo" aos 24 6(3n+1)(3n+4) 
7 1 pH me 2) .r-3 E E E E 
¡Sn= r+l EAB y Go n A ra ao A 
E nisuriandos 
AAA En 2,3 a 
6 a MEET ET AP DTM OTI 6 n+3 '(n+3Mn+4) 
oa m'runiandos 
le donde : 1 ES 5 3 2 De 
rs ra 


1 Za 


"n'sumandos 


CAM AZIZIERMEZTA 


To Ta BCICLOPEDIA 2012) 


14:30:52:80;.... > 0,=3n*+n 4 S, =n(n+1]P 


[14] 826:54:92%... > ap=5n2+Sn 0 Sy Y 
[15] 91103295545... > 0,282 en42 A Sp=6(27 — ata 
12, 2%3 3x4, 4x0 9 
—_ A ora = 
A a 
me 2,2 £ e 25 
a (ana 2 
[18] E Ets E A | e 
'n'sumandos 
1x2 2x2* 3x2% +. 
19] + =- = 
a a (+2)! 
"n"sumandos 


EL, 5, 11,40, 1 n+1 


MOT 


E A E E ma 
mexale) Mzxsrala) “naaa, 


"e sumando. 
2 a ps 
y a ED E A, 
A A 


Ll Á e A 2 
7 na 0 za 7 

[25] de pod 3 
A 212 a 12 


"n'sumandos 


ale) 
EEE TE TE EA E 
*n'sumandos 


MISCELÁNEA 
1) calcular el valor,de; 
AMATER? 4 (4-15)? Rpta:? 
(6+/35712—(6-/35)91? 13 


2) extraer la raíz cuadrada de: 
(a?+ab+bc+caJ(b*+ab+be+ca)J(c+ab+bc+ca) 
Rpta : (a+b)Mb+c)(c+a) 


5 É 5k? +12k+8 
ES +1 (k+ 2) 
1 


Rpta po AqIqAIA AA 
PL 1 (n2 

6) determinar la suma de las quintas potencias de 

las raíces de la siguiente ecuación: 


7 *4+4x-3=0 Rpta: -140 
MÁS A CERCA DEL ÁLGEBRA...... 


Álgebra, rama de las matemáticas en la que se usan 
letras para representar relaciones aritméticas . Al 
igual que en la aritmética, las operaciones 
fundamentales del álgebra son adición, sustracción, 
multiplicación, división y cálculo de raíces . La 
aritmética , sin embargo, no es capaz de generalizar 
las relaciones matemáticas, como el teorema de 
Pitágoras , que dice que en un triángulo rectángulo 
el área del cuadrado que tiene como lado la 
hipotenusa es igual a la suma de las áreas de los 
cuadrados cuyos lados son los catetos. La aritmética 
sólo da casos particulares de esta relación (por 
ejemplo, 3; 4 y 5, ya que 3? + 4? = 5?). El álgebra, 
por el contrario, puede dar una generalización que 
cumple las condiciones del teorema: a? + b* = e?, 
El álgebra clásica, que se ocupa de resolver 
ecuaciones, utiliza símbolos en vez de números 
específicos y operaciones aritméticas para 
determinar cómo usar dichos símbolos. El álgebra 
moderna ha evolucionado desde el álgebra clásica 
al poner más atención en las estructuras 
matemáticas. Los matemáticos consideran al 
álgebra moderna como un conjunto de objetos con 
reglas que log conectan o relacionan. Así, en su 
forma más general, se dice que el álgebra es el idioma 
de las matemáticas. 


La historia del álgebra comenzó en el antiguo Egipto 
y Babilonia, donde fueron capaces de resolver 
ecuaciones lineales (ax=b) y cuadráticas 
(ax? +bx =0), así como ecuaciones indeterminadas 
como : 2 + y? = 22, con varias incógnitas. Los 
antiguos babilonios resolvían cualquier ecuación 
cuadrática empleando esencialmente los. mismos 
métodos que hoy se enseñan. 

Los matemáticos alejandrinos Herón y Diofante 
continuaron con la tradición de Egipto y Babilonia, 
aunque el libro Las aritméticas de Diofante es de 
bastante más nivel y presenta muchas soluciones 
sorprendentes para ecuaciones indeterminadas 
difíciles. Esta antigua sabiduría sobre resolución de 
ecuaciones encontró, a su vez, acogida en el mundo 
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islámico, en donde se la llamó “ciencia de reducción 
y equilibrio”. (La palabra árabe 0l-vabr que significa 
*reducción', es el origen de la palabra álgebra). En 
el siglo EX, el matemático al-Jwarizmi escribió uno 
de los primeros libros árabes de álgebra, una 
presentación sistemática de la teoría fundamental 
de ecuaciones, con ejemplos y demostraciones 
incluidas. A finales del siglo IX, el matemático 
egipcio Abu Kamil enunció y demostró las leyes 
fundamentales e identidades del álgebra, y resolvió 
problemas tan complicados como encontrar las x, y, 
z que cumplen x+y+z=10;2?4y? =2* ¡y az =y% 


En las civilizaciones antiguas se escribían las 
expresiones algebraicas utilizando abreviaturas sólo 
ocasionalmente; sin embargo, en la edad media, los 
matemáticos árabes fueron capaces de describir 
cualquier potencia de la incógnita x, y desarrollaron 
el álgebra fundamental de los polinomios, aunque 
sin usar los símbolos modernos. Esta álgebra incluía 
multiplicar, dividir y extraer raíces cuadradas de 
polinomios, así como el conocimiento del teorema 
del binomio. El matemático, poeta y astrónomo 
persa Omar Khayyam mostró cómo expresar las 
raíces de ecuaciones cúbicas utilizando los 
segmentos obtenidos por intersección de secciones 
cónicas, aunque no fue capaz de encontrar una 
fórmula para las raíces. La traducción al latín del 
Algebra de al-Jwarizmi fue publicada en el siglo XH. 
A principios del siglo XTEL, el matemático italiano 
Leonardo Fibonacci consiguió encontrar una 
aproximación cercana a la solución de la ecuación 
cúbica 2% + 2x* + ex = d. Fibonacci había viajado a 
países árabes, por lo que con seguridad utilizó el 
método arábigo de aproximaciones sucesivas. 

A principios del siglo XVI los matemáticos italianos 
Scipione del Ferro, Tartaglia y Gerolamo Cardano 
resolvieron la ecuación cúbica general en función 
de las constantes que aparecen en la ecuación. 
Ludovico Ferrari, alumno de Cardano, pronto 
encontró la solución exacta para la ecuación de 
cuarto grado y, como consecuencia, ciertos 
matemáticos de los siglos posteriores intentaron 
encontrar la fórmula de las raíces de las ecuaciones 
de quinto grado y superior. Sin embargo, a principios 
del siglo X7X el matemático noruego Niels Abel y el 
francés Evariste Galois demostraron la inexistencia 
de dicha fórmula, 

Un avance importante en el álgebra fue la 
introducción, en el siglo XVI, de símbolos para las 
incógnitas y para las operaciones y potencias 
algebraicas. Debido a este avance, el Libro XII de la 
Geometría (1637), escrito por el matemático y 
filósofo francés René Descartes se parece bastante 


a un texto moderno de álgebra. Sin embargo, la 
contribución más importante de Descartes a las 
matemáticas fue el descubrimiento de la geometría 
analítica, que reduce la resolución de problemas 
geométricos a la resolución de problemas 
algebraicos. Su libro de geometría contiene también 
los fundamentos de un curso de teoría de ecuaciones, 
incluyendo lo que el propio Descartes llamó la regla 
de los signos para contar el número de raíces 
verdaderas (positivas) y falsas (negativas) de una 
ecuación. Durante el siglo XVIII se continuó 
trabajando en la teoría de ecuaciones y en 1799 el 
matemático alemán Carl Friedrich Gauss publicó 
la demostración de que toda ecuación polinómica 
tiene al menos una raíz en-el plano complejo (véase 
Número (matemáticas): Números complejos). 

En los tiempos de Gauss, el álgebra había entrado 
en su etapa moderna. El foco de atención se trasladó 
de las ecuaciones polinómicas al estudio de la 
estructura de sistemas matemáticos abstractos, 
cuyos axiomas estaban basados en el 
comportamiento de objetos matemáticos, como los 
números complejos, que los matemáticos habían 
encontrado al estudiar las ecuaciones polinómicas. 
Dos ejemplos de dichos sistemas son los grupos y 
las cuaternas, que comparten algunas de las 
propiedades de los sistemas numéricos, aunque 
también difieren de ellos de manera sustancial. Los 
grupos comenzaron como sistemas de permutaciones y 
combinaciones (véase Combinatoria) de las raices de 
polinomios, pero evolucionaron para llegar a ser uno de los 
más importantes conceptos unificadores de las matemáticas 
en el siglo XIX. Los matemáticos franceses Galois y 
Augustin Cauchy el británico Arthur Cayley y los noruegos 
Niels Abel y Sophus Lie hicieron importantes contribuciones 
a su estudio. Las cuaternas fueron descubiertas por el 
matemático y astrónomo irlandés William Rowan Hamilton, 
quien desarrolló la aritmética de los números complejos para 
las cuaternas; mientras que los números complejos 
son de la forma a + bi, las cuaternas son de la forma 
a +bi+qj + dh. 

Después del descubrimiento de Hamilton, el matemático 
alemán Hermann Grassmann empezó a investigar los 
vectores. Á pesar de su carácter abstracto, el físico 
estadounidense J.W. Gibbs encontró en el álgebra vectorial 
un sistema de gran utilidad para los físicos, del mismo modo. 
que Hamilton había hecho con las cuaternas. La amplia 
influencia de este enfoque abstracto llevó a George Boole a 
escribir Investigación sobre las leves del pensamiento (1864), 
un tratamiénto algebraico de la lógica básica. Desde 
entonces, el álgebra moderna. también llamada álgebra 
abstracta ha seguido evolucionando; se han obtenido 
resultados importantes y se le han encontrado aplicaciones 
en todas las ramas de las matemáticas y en muchas otras 
ciencias, 


ALONE EA ESCICLOPEDLA) 


PROBLEMA 1 : 


Hallar la razón en la siguiente progresión 
aritmética: 


es 5 195 
ó 30 términos 
2 BJ3—Ci7  DJ8  EJG 
RESOLUCIÓN : 


*De: a,=a,+(n-1)r 
* Despejando “r”, resulta : 


* Delos datos: 4, 


* Reomplazando en (1) : 
19521 _ 174 _ 
30-1 "29 


PROBLEMA 2 : 

Hallar el número de términos de la siguiente 
sucesión : 18; 24530536 3 cama. ; 282 

AJ20 —B)26  C)19DJ38EJ45 
RESOLUCIÓN : £ 

* Datos: r=6; a, =18; a, = 282 
* Luego aplicamos : 


282-1818 45 


RPTA: 


PROBLEMA 3 : 

Dada la progresión : 40544548; 62.5 serinn 
Hallar el vigésimo término . 

AJ20  B)13 _ CJ207 D)116 E)124 
RESOLUCIÓN : 


* Datos: r=4;a,=40;a,,=?;n=20 


* Luego aplicamos : [a, =a, +(n- 1)r 
* Reemplazando datos: 
39 =40+(20-1)4 > a) =116 
RPTA: 


PROBLEMA 4 : 

Calcular la suma de los 28 términos de la siguiente 
progresión aritmética: 36 ¿40 ¿445 cumunemorn 

A) 7080 B)2600 C)3200 D) 2520 E) 4000 


RESOLUCIÓN: 
* Datos : 
a,=36;r=40-26=4;n=28;S,=? 


* Luego aplicaremos : 


S, [$ +0, 
2 
* Reemplazando datos : 
[pee -14 
pp [A 
2 

PROBLEMA 5: 

Calcular : 21427433 +... + 256 

4) 5500 B)4975 C) 5620 D) 4970 E) 6610 

RESOLUCIÓN : 

* Identificando términos + 

r=27-21=6;a,=21;0,=266;n=? y S, =? 


* Primero aplicamos : 


Jas > Soy = 2620 


n= 200 +21 >= 25-21-40 
% Luego: | Sn «(15%)n 
> Sy = 21.238) 9 > Syo = 276% 20 = 5620 
RPTA: “0” 


PROBLEMA 6 : 
Calcular : S=85+90 + 95 + 100 +...+ 2360 
AJ66080  B)72040 C)565600  D)J567460 
RESOLUCIÓN : 
*% Datos : 
r=5;0a,=85;0, =2360;n=?;S=? 
* Hallando “n”: 
== 412 
r 


+1>n=456 


2360 - 85 
n plis 
5 


* Hallando “S”: 


5=(22441)y (2300165) 455 
2 2 
=> 8 = 557 460 
2, RPTA: * 
PROBLEMA 7: 


Calcular el valor de “a” en la siguiente progresión 
aritmética : (5a+2); (2047); (304) 
u7 BJ2 C16 DJ1 EJ4 


(EDICIONES _RUBIZNOS 


PROGRESIONES) 


RESOLUCIÓN : 
+ (6a +2); (2a+7); (3-4) 
* Por término central : q“ ó 


5a+2+30-4 
2 
>16=40>4=a 


>20+7= >4a+14=80-2 


RPTA: “E” 


PROBLEMA 8: 


La suma de los 4 primeros términos de la progresión 
aritmética creciente es 6 veces la suma de los 2 
primeros términos de la misma progresión . ¿Cuál 
será la razón de esta progresión si el primer. 


1 
=> 
es q? 


1 
vz 


B)J3 Cc) D)1 EJ2 


Col 


RESOLUCIÓN : 1 
* Sea la PA. en la cual el primer término es 3 
¿TD 
+r5 Fear pear 
s 3 


* Del enunciado : 
aL ++ +3r= E +31) 
3 3 3 3 


yl 


razón “r”: 


> Gor=o(z nt +0r= O or p=b=2 


3 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 9 : 
Las edades de tres hermanos están en BA. creciente 


¿suma es 63 y la suma de sus cuadrados es A 
Poio A S 4 
AJ24  BI2b  C)27 D)28 ES 
RESOLUCIÓN : 

* Sean las edades : (a—r);a;(a+r) 
* Pero según enúnciado : 


(a—r)+a+(a+r)=63>3a=63 >a=21 

* Además : (21-rJ?+217 +(21+r)? =1395 
> 2217 +r?)+ 21% =1395 
>21?=72>r=6 


*Se pide: a+r=21+6=27 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 10: 


a o 


A 


los díez primeros términos es 7 » . 
A)da*-3 B)84 CI1HO DJ120 EJ100 
RESOLUCIÓN : 
* La progresión es : + a; a?; 3450. 
* Luego por término central : 
a? Es at=2a > 0=2 
* Entonces la progresión resulta : 
4254565... (10 términos) 
e; 


r=25r=2 


*Pero: S, =3[2a, +(n—1)r] 


>S0 Pres a0-1a> Sjo=110 


RPTA: “C” 


PROBLEMA 11 : 


Hallar el número de términos de 

de términos es 570 y el número 

y 30 es igual al número de térmi 

30 yx. y? 

AJ11  BJ17 C)21 D)19 EJ23 
RESOLUCIÓN : 

* Según enunciado : 


* Observe que: a.=30> 


Eo) 


>570=30xn>19=n 


2+4, 39 
2 


* Como : 


> S=(0.)n 


PR DBcaEs 1 2: : 


AJS> BJ4 015 DO 
RESOLUCIÓN : 


* Sea la progresión 


* De donde se observa que : 
a, =a,+(n-1)r 


.,3= 23; pero: 


CA NENE 


Hors 


=(x+1)r =20.. 
* Además se aptecia que : . 

Ogejg =59 * 

33 +(3+3-1)r =59 

> (31 +2)r =56... 


* Ahora de (1) + (10): 


* Resolviendo : =4 


* Luego en (1) : (4+1)r=20 >r=4 
, RPTA: 


gr 
PROBLEMA 13 : 


Timoteo no puediendo cancelar una deuda de 

pda le propone a su acreedor pagarle del 
¡te modo : S/. 600 al final del primer mes y 

indiana S/. 60 más que el anterior. ¿Cuál 

será el importe del último pago? 

A) SI. 1400 B) 1200 €) 1600. D) 1260. E) 3000 

RESOLUCIÓN : : 


*Datos : S=12950; a, =600; r =650 
* Como: $, =[20,+(1- Dr] 

* Luego :12950 =[2(600) +(n - m60]% 
* Operando : n=14 


* Ahora :|a, =a,+(n- Dr 


> 414 = 600 +(14-1)50 > a, = 1250 
RPTA: 


«p» 
PROBLEMA 14: 
La suma. de los tres primeros. términos de una B A: 
es 65, la suma de los tres últimos es 307 y la suma 
's los términos es 3100. ¿Cuántos términos 
Ea la RA? h , p 
490 —BI40 * C)90 Dp42 y =+' 
RESOLUCIÓN : z 
*por dato: 0, +4, + ay =66 )miembro a 
+0 1+0.n-2=60) miembro 
(a¡+a, )+(a,.+09)+(0,,3+07)=372 


>3(a,+0,)=372>a, +0, =124 


sumando 


* Además del último dat - 
(8-5=:). n=3100=> Es). n=3100 +n=50 


RPTA: “E” 


PROBLEMA 15: 

Un peón debe llevar una carretilla de arena al pie de 
cada uno de los 30 árboles que están al lado de una 
calzada ; los árboles están a 8m de distancia y el 
montón de arena está a 10m antes del primer árbol. 
¿Cuánto habrá recorrido después de haber terminado 
su trabajo y vuelto la carretilla al montón de arena? 


AJB250m — BJ6200 — C)7450 D)6680 —E)7560 
RESOLUCIÓN : 
sá 2 3 30 


* Para cada uno lleva la arena y regresa al montón 
(hace doble recorrido) 


28= 20 +36 +62 4 uan 


* Luego: 
r=16 8,5 [2a, +n- 11]% 
n=380 [ >S=|220)+(30- m0 


4,=20) 5 =[40 +4641.15 =7560 
RPTA: 


PROBLEMA 16 : 
En E Pp geométrica: ++ 18D 
Calcular HE 
Tax Ta de me: E j 
wz ln 02 DB ar 
RESOLUCIÓN : y, 
* Primero calculamos ; 9=2=3; 7, =1 


7,10 


* Luego aplicamos : 


* Entonces : T, =1x3%!=3% 
Ta =1x38%1 238 AT)5 =1x8 518 
gu gu 


. 
EA 


* Se pide: 


PROBLEMA 17: 
Hallar el doceavo término en 


(EDICIONES RUBISOS HE 1010 MEE PROGRESIONES) 
.AJBI BJ 343 C)243 D)729 EJ 0 *Seobserva que: 

RESOLUCIÓN : SABE 7,=36; ; 

* Primero calculamos : . 36 2” :S.= 


T,=T, q 
* Reemplazando datos : 


* Luego aplicamos : 


EA 
--= 30 =243 
Se 

RPTA: 


Ta = ¿(7 > 
“5 


EIA Eo z 
Calcula 08 =3+6% 2 (30 términos) 
Ur ma az 292 
RESOLUCIÓN : 
.3 349412 +... (80 términos) 

x2 x2 


RESOL UCIÓN : 
2 


* Datos: a ST, = 538,7 =* 


* Luego aplicamos : 


5 ¿517 
¿(5-1 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 20 : 


RESOLUCIÓN 
+ S =36 +18 49 +u.o 
EE 


Ll 


10 


* Como se trata de una suma límite , luego 
aplicamos: 


RPTA: “Cc” 


>q=% E =481=8 


* Entonces la sucesión geométrica será : 
5:15:45: 135 : 405 


PROBLEMA 23: 


RESOLUCIÓN : hi 
* Por propiedad de la razón : q=2=“2 


aa 


SS el 


* Luego : YE =71 


(OPA FT ZITITION 


TE 00) 


E 
* Buscando bases iguales : 272 = g6r442:0 


* Jgualando exponentes : 
A 4 dro 4 0 


RPTA; “D” 
PROBLEMA 24 : 
Hallar el valor de “a”.enla PB G.: 

' (11=a);(2a=1); (94:43); 
AI BJ6 Cj8  DJ12 > EJ 
RESOLUCIÓN : 

* Por propiedad del término central : 


[a F=z, 


* Para el problema ; (T¿)* =7, .Ty 
(2-1) =(11-a)(92 +3) 
>4a* - 4a+1=990 + 33-9a? — 
>13a* - 1004 -32=0 
>(130+4)l(a-8)=0>a=8 


RPTA: 
PROBLEMA 25 : 


Hallar el término 18 de la PG. sabiendo que el 
quinto término es 32 y el octavo es 4. 


aL Dor mim 
RESOLUCIÓN : 

* Por propiedad : T,qr>” 
* Datos : T¿ =32; T¿=4 

* Entonces : Ty =T, q** 


> 1=8208 > E= 0 + ha 


* Ahora consideremos A T,y y Tp, así: 


Tia=T, 910? 
10 
LES 
> T= 8] Tino 25 
RPTA; “B” 


PROBLEMA 26 : 
1 
Sien una RG. 02= 3 00 = zp entonces el 
término a, es: 
vB 


al 


Cc  D E 


RESOLUCIÓN : 


* Datos: 43 = 


* Se sabe que: la, =a,.q"* 


* También : 
=03-q A 
7 
ES 
TEA 
* Luego : 
E 2-1 1 1 
493=4,.q dr iaiar 4 +0 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 27; 


La suma de los seis primeros de una P G, es igual a 
9 veces la suma de los tres primeros. Hallar la razón. 


AJ1 B)2  Cj3 DJ6  Elz 
RESOLUCIÓN : 
*Seala PL G.:0,,4y, 47, 0,, 03, 04 
o 
* Calculando Sy: Sy = UD 
q-1 
s 
-1 
* Calculando Sy: sa ? 


* Luego por datos : S¿=9(8y) 


8 a 
> la 0) - gala -1) 
q-1 q-1 


* Efectuando : 
(a *+1)q* -1)=9q*-1>q*4+1=9>q=2 
RPTA: “B” 

PROBLEMA 28 : 

Si se aumenta una misma cantidad a los números 

20 ; 60 y 100 se forma una progresión geométrica 

cuya razón es : a 

AF BI C2 DIE E 

RESOLUCIÓN : 

* La progresión geométrica u formarse , serás 
(204 2):(60+ x):(100+ 2) 

* Luego considerando el término céntral , se 

obtendrá : (50 +) =(20+x2(100+x) 

=> 2500 +100x +x? =2000+120x+x* 

> 500 =20x > x= 25 


(EDICIONES _RUBINOS 1021 EA PROGRESIONES) 
"Sé pide la razón, la cual será: E 
—50+x _ 60425 6 E 


20+x 20+25 3, 
- RPTA: “E” 
PROBLEMA 29 : 

Una familia está constituida por 4 miembros, el 
padre y sus tres hijos . Si el menor de estos tiene 32 
años . Calcular la'edad del padre sabiendo que dichas 
edades están en progresión geométrica y que la suma 
de las edades de los otros dos hijos es 90. 

A) 64 años B) 62 años C) 66 años 

D) 58 años E) 62,5 años 
RESOLUCIÓN : 

* Sean las edades : 32 : 32q : 32q* : 32q* 

* Pordato: 32q* + 32q = 90 > 16q? + 169 -45=0 
> (4q+9M(4q-5)=0 


* De donde : 
y=-2 .q=2 
q qomo cumple) a=7 
* La edad del padre será : 
s 
s24* =32(5) =62,5 años 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 30 : 


A las 8 a.m. Felipe y Rita escuchan una noticia. 
Felipe comunica esta noticia 


noticia a tres de sus amigas, cada una é 
lo comunica a otras tres damas, y así sucesivamente. 
eo persona demora 10 minutos en comunicar 


oticía a sus oyentes, ¿cuántos caballeros y 
ántas damas conocerán ésta noticia a las 9 2.m2 
Dña B) 105;1 005  C)127:1093 
RESOLUCIÓN : 

* Utilizando el'diagrama del árbol para enfocar 
mejor el problema observaremos : 


Felip 


* De aquí se concluye que el número de caballeros 


* Anélogamente el número de damas será : 
z 
143437 4....+3* = HE 1 - 1098 
RPTA: 


“pa 


PROBLEMA 31 : 
Hellar la suma de : 
LIZ 1 
7 Att 
AJ7US  EJ6/12 C)1/16 DI2I6 
RESOLUCIÓN : 
* Separando adecuadamente, así: 
1 2.2 
S= a +L+... JH Z+-) 


S 
NE ca TS UE 
suma límite suma límite 


RESOLUCIÓN : 
* Transformando adecuadamente cada sumando : 


A 


a E 


8 _1),(16_ 1] 
mE lA 81 81)*" 


CUL as MERA 


1023) 1153 TS LA ENCICLOPEDIA) 


- =[142444 8 416. 1, L 
>s= (14244484164. - (+ L+2+.) 


suma límite 


sunta límite 


RPTA: “B” 

PROBLEMA 33: 

Dados -4,; dz 5 Uy; .. 

progresión aritmética ; 
1 1 


di: —— + Hen 


a... a, término de una 


HE 20 
309 


Lx 10 
y 2,27 =309 ; determine el valor de «K; 


AJ19B)20— C)31 

RESOLUCIÓN: 

*Sea «d» la razón de la progresión aritmética: 
A, Ap; Ag; A, 


D)21 E)23 


1 Hi L-— ¿20 
aja ayas "tag ax 309 
* Multiplicado por «d»: 
E A A 
A/A, 4,0, 80, Ax.¡G% 309 
Oz 0 ¿037 0p Oy, ¡25 O e 
a/a, aja aja, Ag ¡Uy 
ACTAS 
a a a E 
*Pero: az= a, +(K-1)d 
Ag = 309... 


* Reemplazando tenemos: 
9 +(K-1)d- 9Í _ 208 
A 
> (K=1)d =20d -» K=21 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 34: 

Determine cuántas progresiones de la siguiente 

forma 2 :(m+1)* :(m+2)* existen e indique 

la suma de todas las ra.ones de las progresiones . 

AJ-2 BJJg  CJ3 DJ6  Ej9 

RESOLUCIÓN : 

* Tenemos la E G. : 


* Sabemos que: b2=a.e 
> ((m+1)?? =m* (m +2)? 
> (m? +2m+1)? —(m? +2m)? =0 
* Factorizando : 
(2m? +4m+1)(1)=0 
>2m*+4m+1=0>m=m,;m=my 
* Luego tendremos dos progresiones geométricas : 
> Para m=m,:mi5(m, +1) ;(m,+1)% 
>r E _2mi paz 

» Para m =m,2m¿(m,+1)*;(m* + 2)% 
(my +1? _ 2m3+4m242 

2 


> m= 
ES mí 2mi 


* Pero: 
2mi+4m,+1=0 A 2mi+4m,+1=0 


* Luego: 


LE NE 
O ETA 


?-2) 
O e | 
2)? — 
A 


PROBLEMA 35 : 
Dadas la progresión aritmética (x,) y la progresión 
geométrica (y, ) tal que da 
za:a+m:b:a+9: 
am :4m Puna 
Calcule el valor de =D) 5) 
n= Yn 
D) 3/10 E) 8/5 


AJ10  B)10/8 C)5/8 
RESOLUCIÓN : 
* Tenemos P A.: 
EAT AA Za 
NS 
a am b aw 
» Vemos que la razón es m ¿ 


(EDICIONES RUTINOS : 900 CS js] TROGRESIONES) 
b=a+2mA a+9=a+3m 14+38r* =4r 
'm=3 3r?-4r+1=0 


*RG: > 
Lado2is Yer gaia 
id 
>(am) =(m)(4m) 
pero Como a>0>a= 2 


(xn): 255; 8113... 
> xy =2+(n—1)3 = 3n—1| 
Mon): 3; 6; 12; 4... 
> ya =302 1 


4 5,8 


* Multiplico por 2: £+ +14 


3.6 12 

*” Restando término a término en la forma indicada: 
AAA 
Si A 


A 


e 0 : 
* Nuevamente multiplico por 2: l 


=2S 


.=8 


28= Er2rt+ ad 


da 
ata 
«Restando en . forma indicada 


8 4_10 5/2 
s=%+2 IO | 
3 E 


RESOLUOI ÓN : 


* Tenemos la progresión geométrica de razón r : 
3932 >y=xr A 2=x5* 
* También tenemos la progresión aritmética : 
25 dz 
a 
* Sabemos que: a +e=2b 
>x +32 =4y 
x+ 3? = der 


3 -1 

<< 
(3r-1) (r-1)= 0>r= 
* Como :x + y 


Sl 
*Tenemos : on CS 


Kon 


3 (n+1)-n 
Cc 
Pr nd 


IN A 
Pp n+1 (n+1)? 


A mm 


* Sumado : 
E 1 
e resTaR 


=1-(Kyn21) 
=2-—Kpn 


PROBLEMA 38: 


CALI A 


- Hallelarazón si:m-p=1 y nn >1 


E E OE Ip En pS 


RESOLUCI! 'ÓN : : 


* Tenemos la progresión geométrica :Mó5 3,5 P' 
* como: b*=ac E 


> q=mip? 
>mp=3 ómp=-3 
*Además:m-p = 1;m>1 
m=p + 1 yvemos que p>0 

*Luego: mp =3 

>(p+1Mp) =3 

>p?+p-3=0 
14-18 

2 


>p== 


*Para hallar la razón r de la RG. :; 


PROBLEMA 39: 

Dada la progresión: 73 0,103:0y32.00. 

Sila suma de todos los términos es Y2 +1 además 
az y r es la razón dela progresión y indique 
el valor de yg". 
43 B)2 Cj4 
RESOLUCIÓN : 


* Sabemos que para la PG. de razón r € (-1:1) 
CACA 


EJ 1 


* Se cumple: 
ba, 8, 
0409409 +04 02727 
aj+ayray ray 2d e /2+1; 
* tenemos: 
1 a 2-1 
ar=3> a" a 
¿Y 
Pz 
A JE Ji arar) 2-1 
ar(1=r)=L-1 
a r(1r)=L 


* Como : ar=3 SS a=5 


* Luego: ag=ar” = 


"entonces : 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 40: 
Dada la progresión aritmética : 65951317; =.. 
¿ Cuántos términos como mínimo debe tener la 
progresión para que entre los elementos existan 10 
cuadrados perfectos? 
A)109 B)110 C)116 D)119  E)121 


RESOLUCIÓN : 

*Dada la progresión aritmética : 5; 95135175 mu 

*Tenemos que: a,=5+(n-1)4=4n +1 

*Si queremos a, sea cuadrado perfecto : 
>4n+1=p*>4n= p*-1 

* Vemos que p debe ser impar: p =2K + 1;KeZ' 

> 4n=(2K +1)* —1=(2K + 2)(2K) 

n=(K+UK;KeZ'>n=2;6;12520;. 

Los términos cuadrados perfectos n son ; 


CALA 
” para tener 10 términos cuadrados perfectos «mn» 
debe ser mínimo : 11Xx 10 = 110 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 41 : 
Dada la progresió: EEG a 
tal que: Xy. Igo Xg e x= 1 
slo x, + xg+ x, =65 


Calcule el valor de : 


ar . PA DJ6  EJ26 
RESOLUCIÓN : 
* Sean: 


=a: = . zar. m2... 
X= 07 X¿=0r3 xy=0r 7... 3x,. =41 


x,=ar”* 
” E 
2, =ar 


(EDICIONES RUDINOS 


TROGRESIOSES) 


_ * Multiplicando tenemos : 
(Lg x= (abr Y" > agro =1 
== 


PROBLEMA 42 


Dada la progresión : ¿3 men 
Indique el producto de los términos de la 
progresión. 
AJ1 BJO  C)mp  D)Faltandatos  EJb 
RESOLUCIÓN : 
* Tenemos la progresión aritmética : 

m;n;. 305 b; a+b; ... p 
* Vemos que la razónes: (a +b)-b=a 
* Luego , tendremos : 

mn: 0 0 ap 
* Producto de términos = 0 

RPTA: “B” 


(Q)) Calcular la suma de los tres primeros términos 


de la siguiente sucesión : 
(a, =2n-3), y 


AJ1 C)7 DJ9  EJ8 


(09) Calcular la suma de los tres primeros términos 


B)3 


de sucesión , cuyo término general es : T, =n*-2 


AJ25  B)30* C)32  D)37  EJ41 

¡Determinar “ayy” en la siguiente sucesión : 

2 
E, | 
(e.= arm 
AJ31  B)30  C)32 D)29  E)900 
(Q%H) Determinar “a,99y” en la siguiente sucesión - 
(a,=2006-m),..., 

41 BO C)2005  D)2006 E) -1 


(03) Calcular “a yoo” en la siguiente sucesión: 


(=D 

AJO Bj1 Cj2 D)2005 E) 2006 
(20) Calcular la ley de Formación de la siguiente 
sucesión : 

dae 3 253543 E joan 
AJ2 Binw2 C)rf41 Dinw1 Elnm-x 
(Q2Calcular la ley de Formación de la siguiente 
sucesión : 

nen * 3? 


5 OS 


D 2 


1 1 1 22 
e O mis Pan 


+2 n+2 


(03) Determinar el término general de la siguiente 
sucesión : 


tada á 
n+1 3 n 
MA 


(7) Determinar el término enésimo de la siguiente 


sucesión : 


Lale ¿155 VE 5 NE suma 


B) Jón  C)J6n EJE 


(0) Calcular “a,y” en la siguiente sucesión : 
:3:4; 


(en 35 


B) 21 CC) 22 


Ajn D)5 


A) 28 
(O) See la sucesión : (a, =D"(n+D),.. 
Calcular : as +a,+a5 
AJ5 BJ cJo 
(ES la sucesión = (a, = (1x6), 
Calcular : as +a7 


D)24  E)26 


DJ6 EJ7 


AJ5.  Bj5%  Cj3x5% D)4x6" EJO 
(Sea la sucesión: 4, =1+ 2a,,50,=5 
Calcular : “a” 

A5 B)71 C)68  DJ47  E)23 


(E) Sea la sucesión : T,=7, ¿+T, ;T,=8AT,=10 
Calcular : 7,+T, 
A) 46 B) 56 


C)32 D)34 EJ37 


(Sea la sucesión: [S, =n*+n),.,, 


LA 


CAL GEIERRA _—— JES(1036)| 
. Calcular la suma de las dos últimas cifras de Sapo 
M4 BJ6  CI12  D)14” EJ18 


“(18) Sea la sucesión « (a, =1(n4D),,.y 


Calcular : 2 + 23 +43 +.....+ 82006 
AJ-1 " B)2006 C)-2006 D)-1003  EJ1003 


MERA TER AGMEADRIGIOA; 


PROGRESIONES ARITMÉTICAS 


(O) Hallar «x» para que x+1; 43-27 3x+6 estén 
en RA. 

AJM2 BJ2  C)8  D)4 
(ODSi: +x+y ;4x-8y ; 6y+8x 
Son tres términos en progresión aritmética , luego 
xly es: 

AS B/bl2 C)1/B  DJ38/2  EJ4I3 

((3)P) tercero y sexto término de una PA. suman 
67 y el quinto y décimo 99. Hallar el décimo término 
AJA BJ18  C)32 D)39  EJ67 

sx, 3x* y 10x forman una PA., entonces 
la razón de la progresión es : 


E)-4 


AJ2 Bj4 c16 DJ8 E) 10 
(03) ¿Cuál es el número del lugar 121 en la PA? 
+17; 21; 25; y 


AJ316 B)373 C)406  D)463  E)497 


(ÓDEn una PA. el producto de primer y quinto 


término es igual al cuadrado del término central 
disminuido en 4. Hallar la razón - 
AJ1 B,2 CJ 213 D)3 E) 3/2 


(OH Culcular la suma de los 4 primeros términos 
en la siguiente PAL 

+ e 2, Za? 0) 
A)21/2 B)24/2 C)28/2 D)32/2 E) 14V2 
((9Si las edades de “José , Carlos y Pedro forman 


una progresión aritmética cuya suma es 63. Calcule 
la edad de Carlos si se sabe que no es el mayor ni el 
menor, y 

AJ22 B)23  C)24 D)20  EJ21 


((DLa suma del tercer y octavo término de una E 


A. es 41 y la relación del quinto al séptimo es 19/ 
25. El segundo término es : 


A)J8 B9 C/10 D)11 E) 12 
(10) En una PA. la razón y el número de términos 


son iguales y la diferencia de los extremos es 30, 
Calcular el valor de la razón. 

AJ5  Bj5 CJ6  D)-6 EJ 

(OU na P A. tiene un número impar de términos. 
El central vale 22 y el producto de los extremos 259. 
La diferencia del mayor menos el menor es : 

AJ1O  B)20 C)30 D)40 E)60 

(La suma de los «n» primeros términos de una 


PA. es 117;la razón 2 y el primer término 6 . Hallar 
el valor de n 
A) 13 B)9 C) 12 D) 10 E) 16 


(13) Hallar la razón de una PA. donde la suma de 
«n» primeros términos es: 5, =6n* + 7n 


AJ10 BI CJ14 DJ13 EJ12 

(1D En vna RA.: a,+a¿=14 
azta,=8 

Hallar : yy 

A)-=86 B)-80 C)-79 D)B4  E)-84 


(3) El quinto y noveno tórmino de una PA. son 
17 y 33 respectivamente . Halle el décimo término . 
A)31  B)27 C)35  D)43  E)37 

(Lo) Si se sabe que a; a* y 3a son los tres términos 


de una PA. Dar la suma de los 10 primeros 
términos. 

AJ110 B)111 Cj112 D)120 E)111 

(0) Sila suma de los cuatro términos de una PA. 
creciente es 16 y la suma de sus cuadrados es 144 . 
Hallar el mayor . 

AJ8 Bj6 Cj12 


(A calcular el número de términos de una RA. 


cuyo primer término es (a-2) , la razón (2-a) y la 
suma de todos sus términos (10-6a) 
A)2 B)3 C)5 D)J6 E)J8 


(1) Interpolar 30 medios aritméticos entre 7 y 
100 , señalando el valor del quinto término . 
A) 10 B) 19 C) 18 D) 16 E) 15 
(EN De una progresión aritmética se tiene la 
siguiente información : 

L9 5; 40, 6=20, 

a; 
obtener : Say 


D)10  E)-2 


(EDICIONES RUTINOS E 


JE 0275 


PROGRESIONES) 


" AJ920 B)820 C)760 D)J680 E)960 


(TAREN DOMEINTARIA: 
ODDe una progresión aritmética se sabe : 

a, =16;n=10;8,=70 
Obtener la razón : 
AJ1 Bj2 


(O)En la PA. 


+0,3,6,9, 12, ormorsmasnsrs 
Hallar la cantidad de términos que se deben tomar 
a partir del undécimo término para que dé una suma 
igual a 495 . 
A)9 Bj 10 


C)3 D)4 E)5 


CM. DJI2  EJ183 


((3)Si el número de términos de la P.A.: 


2y . 
(2) mu) es 8.Hallar el cociente entre las 


suma de todos sus términos y la razón . 


ai m2 o mi em 
(ODEn la PA.: (2-6); (2-1); (344); (1:49) .... Hay, 


37 términos. Hallar el último término . 
A) x-20 B) x+174 C)x+1 
D)x+2 E) x-4 . a 


(03) La suma de los n primeros términos de una 


PA. es2n*+3n . Hallar el término que ocupa el lugar 
50 y dar como respuesta la suma de sus cifras . 
A) 16 B) 12 C)9 D)7 E)3 


Ga8IIDA PRacTIca leelo) 


PROGRESIONES GEOMÉTRICAS 


OD Enla RG: —(2-3): x :2x. Hallar x. 


A8J3  Bj6  C)J8  DJ10  EJI2 
(Hen la P G.:7,=2 

T,, = 128 
Hallar la razón : 
aJ2 B)112 C)U3 DIJ2 EJJ3 


(OB)Hallar 4 números en E G. tal que la suma de 


los dos primeros términos sea 28 y de los otros dos 
176. Indicar el mayor número. 


A)120 B)126 C)110 D)118 E)130 
£ 
(Calcular: ¿£ dela siguiente progresión : 
+214:82 cooros 
AJ2  Bj4  Cj8  D)16 E)20 
(03) En la siguiente P.G.: ++/2:n:2/n 


Calcular el valor de «nm». 
AJ1 Bj4 C)3 


(08) De la siguiente P G.: 


DJ)2 


EJ5 


Calcular S¿y, e indique en que cifra termina dicha 
suma . 


AJI BjO  Cj6— DJ2  EJ3 
(ODSea: +a:c:d 

a:b:d 

a+d= 150 

e-b=15 


Hallara +b+c+d 
A)280 B)285 C)290 D)295 E)300 
(O3)La suma de 3 números en PG. es 248 y la 


diferencia de los términos extremos es 192. Indicar 
el mayor de los números . 
AJ120 B)160 C)180 D)200 E)220 


((D Calcular la suma de los «n» términos en la E 


G. 
1:52:20 cncaao 


pre 
4 


1 


5-1 
4 


n+6 


N—= C) D) 


b+ 4+1 
Bm Eí 
(1D) Dividir el número 221 en 3 partes que forman 
una PG. tal que el 3” término excede al primero en 
136. Indicar el menor. 
AJ31  B)16  C)17 
Os le sumamos 3 números consecutivos a 3;7 y 
16 respectivamente obtenemos una EG. Calcular la 
razón de la progresión . 
a4)1 Bj2 C)3 D)4 
(Bla suma de los 5 primeros términos de una 


progresión geométrica es 156 y la diferencia entre 
el 6% término y el primero es 76. Halle la razón si 
es un número entero menor que 9 . 
A1 Bj2 C)3 D)4 


(E Calcular el producto de los 10 términos de una 


D)19  E)34 


EJ5 


EJ65 


CALETA 


OA IIA ACCOPEDA) 


- progresión geométrica cuyo sexto y último término 
son 4 y 0,26 en ese orden . 


42% Bj2% ,Cj2N  DJ2%  EJ2P 


(UB se deja caer una bola desde una altura de 17 
metros cada rebote la bola se eleva los 2/3 de altura 
desde la cual cayó , la última vez . ¿Qué distancia 
recorre la bola hasta que queda teoricamente en 
reposo? 

A)J36m B)65m C)85m D)68m  E)100m 


(6) En una PG. se cumple : i-8 
" 


T,+T,= 45 
AJI6y30  B)I2y28  C)16y25 
D)10y20  EJ10y16 


(UO)¿Cuál es el término central de una PG. de tres 
términos positivos , si el producto de los dos 
primeros es 24 y el producto de los últimos es 64? 
AJB Bj9 Cc16 D)3 E) 12 

(O) hHallar los cuatro ángulos de un cuadrilátero 


sabiendo que están en PG. y que el último es 9 
veces el segundo . Indicar el menor ángulo . 
AJ9  Bj18% C)12 DJIP EJ11? 
(ES) Calcule la siguiente suma límite : 
APA 

S= ep +7 
sugerencia multiplique a S por 1/3 y reste con S 
y luego aplique la suma límite . 
AJUA  BI94  C)2/3 D)1M 
((9e tiene la siguiente sucesión que forma una 


progresión geométrica — a -47'0:.. reduzca : 


¡9 
a U903 45040, 
1-5] ae . ] Er 


E) 8/2 


aj E 


AJO Bj1 0y2. DJ3 EJ4 


ED Sen la sucesión geométrica ; 


(ODDados 3 números en progresión geométrica de 
razón 4 se sabe que el cuádruplo de la suma de los 


menores , excede en 28 unidades al mayor, ¿cuánto 
vale éste? 
AJ102 B)112 C)122 D)132 E)142 
(02) Hallar la suma de los infinitos términos de: 

a Ain a 

=H 

Vat 
A) 9/24 B)3/16 C)5/16 D)9/16 E) 5/24 


(Q3 Calcular la suma límite 


2 4 6 8 
s-(5) +2(5) +a(5) +45) E 
A BIZ CIF DI4  EJ20 


(13 Un niño lanza una pelota desde la ventana de 
un edificio y esta recorre como indica la figura , es 
decir las alburas que aleanza la pelota es : 


HHHH 
Hg 


GH no 


O 16*""" “alcule la suma de estas 


AH B)2H  C)383H  D)6H  E)H¡3 
(03) Sabiendo que x,=1; x,=1/2; x,= 
Halle; 


Fzo01 = Fxooz — 2%2003 


AJI  BM2004)* C)3%5 DJO EZ 


TERCERANERAGICANO(AIGIDA 


(O DEn una progresión aritmética se conoce que: 


a,=10yay=7 
Calcular el término 84 
AJS  Bj2  Cj2 


(Hallar la suma: 


S=7413+ 19 +25 + ..... + (6n +1) 
Ajn*+2n  B)2n'+8n C) 3n* + 4n 
D)2n'-3n — E)3n*-4n 


D)-3  EJO 


(03) De una progresión aritmética se sabe que: 


a, +a,=57 
8,+ a, = 99 


PROGHESIONES) 


(EDICIONES _RUBISOS ES 029 ET 


¿A qué intervalo pertenece la razón?" 

A)10:6> B)<0; 6] C)<6;7> D)<6:7] E)<-150> 

QDEn una PA, la razón y el número de términos 

son iguales, la suma de los términos es 166 y le 

diferencia de los extremos es 30. Calcular el último 

término. 

AJ)29  Bj35  C)37 D)39  EJ41 

(03)Preporcionar la suma de los 20 primeros 

términos de la siguiente progresión decreciente: 
ADS ana 

A)-600 B)-420 C)-400 D)-390 E)-280 


(Oe interpolan 6 medios aritméticos entre los 


números 4 y 22. Calcular la razón de interpolación 
42 Bj3 C14 Dj5 EJ6 


(O2)En la progresión: + 3 > ama « 30 6 maes 


el número de términos comprendidos entre 3 y 30 
es igual al número de los comprendidos entre 30 y 
p. Calcular la razón si además la suma de todos los 
términos es 670. 

AJ6 B)6 Cj4 DJ3 E)2 


(03) De una PA se tiene: S, —a, = (n-1 J(n + 3) 
donde: 

a,: Término general 

S,+ Suma de los «n» primeros términos . Si «To» es 


impar, proporcionar el término | central, 
An+1 Bjn+2 C)jn+S Din%4 Eln+6 


(O) En la progresión: + a.bed 2 


la suma de sus términos es «fe y la razón es «2m». 
Hallar: aña? 


An Bi-3n* C)j6n* D)j-4n* Ej12n* 
((0)Dada la progresión aritmética: 
AUS E A 
arb' b+c c+a 
ae 

obtener: Pre 
a4J2 BJ cr Dj1/2 EJv4 
(OBEl término en la posición 17 de: 

++ 8: 32: 128: .... 
esigual a 2* Señalar el valor de «Re» 
AM1 B)39 0J38 DJ35 E)32 


(BD) Las edades de un padre y sus dos hijos están en 
progresión geométrica; el producto de todas las 
edades es 1 331 Indicar la edad del hijo mayor. 
AJ7 Bj9 cu D)13 E) 14 


(3 indicar el menor de 4 números en PG sabiendo 
que la suma de sus extremos es 140 y la suma de los 
términos centrales es 60. 
AJA BJ6 cr0 


(Asi a los números 3; 7 y 13 se les suma una 


misma cantidad resulta, en ese orden, una 
progresión geométrica. Determinar la razón de 
dicha progresión. 

AJO,6 — BJL2 D)2,5 


((SMostrar los cuatro medios geométricos 


interpolados entre 160 y 5. 
A) 65; 10:20:40 BJ 10; 30:60; 90  C) 80:40:20; 10 
D) 120:90,60;30 E) 10; 30; 90; 120 


Msegin. 


DJ16 Ej46 


CI1,5 EJ3 


++ (2-3) :x: (x + 12) 
+=y Vx: (y +3) 
++ 2y: 2x0: 2 

calcular «z» 

4112 B)16 C) 20 D)24 E) 32 


(O Los términos de lugares 2a y 2b de una 

progresión geométrica son, respectivamente, m* y 
¿m?. ¿Cuál es el término de lugar a + b? 

A)mn Bm? Om 

D)íminP?  Elmi+n? 

(E) Si: a; b; e; d están en progresión geométrica, 

además: a-d=7 


calcular: (ae)? + (b- 
A) 91 B) 49 CC) 34 


e? + (b-d)* 
D)19 E) 14 


CLAVES DE LA PRIMERA PRACTICA 


08)C 09) 


1) B 12) B 13)E 14)C 15)D 
16) C 17)A 18) HB 19)B  20)4 
01) B_ 0%) B 03)A 0%) H 05)D 


OBJETIVOS: 
“Entender el concepto de Kmite de una función. 


* Calcular límites finitos, infinitos y al infinito. 


* Determinar la existencia o no existencia de límites 
y calcularlos. 

* Evaluar límites de funciones haciendo uso del 
Teorema del Sandwich. 

* Determinar si una función es continua o no en un 
valor dado o en un intervalo . 


IVTRODUCCIÓN: 


Los antiguos griegos lograron establecer de forma 
deductiva que la razón entre la longitud de cualquier 
circunferencia y su diámetro era una constante; el 
cálculo de esta constante, designada actualmente 
con la letra griega xr, entusiasmó desde la 
antigiedad por igual a matemáticos , astrónomos, 
filósofos y curiosos aficionados. Hoy en día los 
grandes ordenadores han logrado calcular 7 con 
más de un millón de cifras decimales. 
Arquímedes (287-212 a.C.) observó que la 
circunferencia podía tomarse como el límite de 
polígonos regulares inscritos y circuhscritos'. 
Apartir de esa observación diseñó un método para calcular 
el valor de x ; para lograrlo , calculó los perímetros de 
varios polígonos regulares inscritos y circunscritos a tuna 
circunferencia de diámetro igual a latunidad . Arquímedes 
fue duplicando en cada paso el número de lados de su 
polígono 


llegando a medir el perímetro de un polígono de 
96 lados . Aunque en cada'caso el perímetroera demasiado 
grande, fue acercándose a la medida de la circunferencia 
conforme iba dupjicando el número de lados. Finalmente 
estableció que el valor de ase encontraba entre 3 10/71 y 
3 1/7 


200 
ADO 


PEE posa demoatrar que su método llevaba 
'unsolo valor; en otras palabras, la longitud 


de la circunterancia que utilizó era el límito común de los 
delos polígonos regulares inscritos y circunscritos 
a medida que los lados crecen indefinidamente . 
La circunferencia no es la única curva que sa puade definir 
como el límite de ciertos procesos, existen otras que por decir 
lo menos son amonstruosaa» , 
El concepto de límite es un hecho fundamental en la 
matemática mod 
otras ideas como la derlvad: 
matemáticos dedicados al 11 derivadas o 
Integrales se vieron obligados a trabajar con procesos infinitos 
que no entendían bien. Estos problemas tardarían dos siglos 
on aor resueltos. 


IDEA DE APROXIMACIÓN 


Sea x, un punto fijo en la recta numérica tal como 
se indica, 


Y 7 recta numérica 


EN 
Cuandoun número desconocido x se aproxima a Xy, 
lo puede hacer por valores mayores o menores que 


x, 
Y NANO OOOO 
rr En == 
Por la izquierda de x, (menores que xp) 
En uste caso se dice que x se aproxima a x, por la 
izquierda , por tanto se simboliza como xx, 
expresión que se lee : '“x es menor que x,pero cercano 
ad”. 
Por la derecha de x, (mayores que x,) 
En este otro caso , decimos que x Be aproxima a xy 
por la derecha , por tanto se simboliza como 2-=>2%%, 
expresión que se lee : 'x es mayor que xp pero 
cercano a él” 
En los siguientes ejemplos , analizaremos qué 
sucede con las imágenes f(x) cuando las preimágenes 
x varían . 
EJEMPLO 1: 
Sea la función : f(x) = 20 + x, si asignamos valores 
a ““x” cercanos a 2, ¿qué sucede con f(x)? 


RESOLUCI ÓN : 


Por la derecha 
IIS 


(EDICIONES _HUBINOS [vio 1031 12 LÉTES 


" » Si tabulamos los valores anteriores y efectuamos 
una gráfica , se tien 


8 ER s E Xx 
FEE 
Por la izquierda de2 Por la derecha de 2 
* Intuitivamente podemos darnos cuenta que al 
aproximarse los valores de «x» al valor 2, se tiene 
que las imágenes flx) se se aproximan al valor 22 . 
* Esto se simboliza denotando : 


«Cuando x > 2, se tiene que f(x) +» 22 ». Sabemos 
que estamos aproximando, por ello no hacemos 
hincapié que para : x = 2, se obtenga f(x)= 22: 
EJEMPLO 2: Í 
Consideremos una función as varisble real. 


f)= 
¿Qué sucede six toma valores muy cercanos a 17 


RESOLUCIÓN : 


* Para ello simplificamos la expresión inicial 
obteniendo en forma equivalente. 


fld=x+L:x=1 M 


Loa 
ES p 


: z 
(Valores por la izquierda) (Valores por la derecha) 
* Valores a la izquierda de 1 : 


* Valores hacia la derecha de 1: 


1,005 | 1,008 | 1,01 | 1,015 | 1,1 [ 1,2 | 1,6] 
2,005 | 2,008 | 2,01 | 2,015 | 2,1 | 2,2 | 2,5 


¡%Valores a la izquierda : 


* A medida que se toman valores para x más 
cercanos a 1, se observa que flx) se va acercando a 
2. Esta es la primera idea que tendremos, sobre el 
límite de una función en un punto dado . Podemos 
afirmar que cuando x tiende a 1, entonces fx) tiende 
a 2 que simboliza: si *->1, entonces f(x)->2 6 
Limf(0=2 

* Para obtener el valor límite 2, se ha reemplazado 
en la expresión f(x) ==x+ 1 el valor de 1 para x así: 
Limf(e)=Lim(x+1)=f()=1+1=2 


EJEMPLO 3 : 


En la función h()=27 analizar el 


comportamiento para valores de x muy cercanos a 
l. 
RESOLUCIÓN : 
” Se hace la tabla para valores muy cercanos a 1 
tanto por la izquierda como por la derecha : 
* Valores a la derecha : 

4 Ts [2] 18]25 
[fca]oss[as|1]125| 2 [2325|355| 8 [10 


14 | 13 [1221] 105] 104] 108 
so | 25 [538 


5 + [1 Jo] oz Jos] 7 [o.s]o.9 
* Observemos en la tabla que a medida que nos 
acercamos a x por la derecha , h(x) toma valores 
cada vez más grandes , tendiendo a «+. En cambio, 
cuando nos acercamos a 1 por la izquierda , los 
valores de h(x) son cada vez menores , tendiendo a 
—«. Podemos afirmar que Limh(x) no existe . 


My y 


0,6 
-25 


[0.05 Jo.95]0.97 
-20 |-25 [33,8] 


J ñ 
E y 


PO l 
Y x-1 no existe 


+4 


++ EH 
EJEMPLO 4: 
Sea una función real sd EN real : 


fa É 


¿Qué ocurre si x toma le muy cercanos a 2? 
RESOLUCIÓN: 
*Para ello, simplifiquemos la expresión inicial obteniendo en 


forma equivalente: +2) 2) 


> [f(x)=x+27 42 


5 xo2 


¿=e2 


AR AZEZHEREA B 


ESosa)T 


st VUICLOPEDIA 2012) 


. * Dándole un enfoque geométrico : 


12 Xx 
Vaso »:) e pon ) 

a tnguberco 

* En las proximidades de x = 2, usamos dos 
conjuntos de valores de x, uno que se acerque hacia 
2 por la izquierda y otro por la derecha tal como se 
ve en el siguiente cuadro : 


tiende a 2 por izquierdo Xtiende a 2 por derecha 


|1,76| 1.9 /1.99|1,999|1.9999| 2 |2,001|2,01|2.1|2,26|2,5 


[sl] 
(58 


(9,76 3,9|3,00/8,999|3,9999| ? |4,001|4,01| 4,1|4,25|4,61 


L fix) tiende a 4 Fx) tiende a 4 


*Aunque x no puede hacerse 2, podemos ir tan cerca 
como queramos de 2 y, como consecuencia ffx) se 
hace tan próximo como queramos a 4. Usando 
notación de límites, decimos que el límite de f(x) 
cuando tiende a 2 es 4 y se escribe asf: 


Limf(x)=4, 
anicrne arado Unit 2 antsro lan 
en la expresión F(a)==+2 ; el valor de x por. 
Es decir ; 
Lim f(x) = Lim(x+2)=/f(2)=24+2=4 
22 22 


DEFINICIÓN INFORMAL DEL LÍMITE 


Si existe un número real «L» que f(x) esté cerca a 
«Lv» para todos los valores de «x» próximos al 
Número «xp», entonces se dice que : 


Se lee “el límite de fix) quando *x” se aproxima a 
05 UL >, 

EJEMPLO 1: 

«* Limx =2 


* Lim(2x+3)=5 


5x-2_ 5-2 7 


e EE 


1 243 
*Limb=65 
des" 


EJEMPLO 2 : 

A continuación analizaremos los siguientes límites 
teniendo presente que la existencia de un límite no 
depende de que esté o no definida la función en el 
punto a que nos aproximamos. 

Y 


Xx. 
mm 1149) aa) 

1) La función f,,, está definida en : x, = 2; se tiene: 

Lim fu=4, 

ID La función g,, no está definida en; x, = 2; se 

tiene: Lim Bu) 4. 

111) La función h,,, está definidaen : xy 

pero se tiene : Lara ho +4. 

EJEMPLO 3: 

Seguidamente , ilustramos algunos casos en los 

cuales el pois no existe : 


=2;h,4=2 


1) Tenemos que: Limfi, no existe, ya que: 
* Cuando : x>3'; se tiene ques f>4 

* Cuando : x+3*; se tiene que: fi, +3 

TI) Tenemos que : Lim g¡,, no existe, ya que: 
* Cuando: x->0"; Be tiene que: Ey >+0 

* Cuando: x->0*; tenemos que: 8 >=0 
OBSERVACIÓN : 


La definición dada es “informal”, ya que no precisa cuán 
próximo debe estar “*” de “x,” (o cuán cerca debe estar 
f., de L). La interpretación de “cuán próximo debe estar” 
no esla misma, por ejemplo, para un carpintero (para quien 
puede ser cuestión de milímetros) que para un astrónomo 
(para quien puede ser cuestión de miles de kilómetros). 


CÁLCULO DE LÍMITES 


I) MÉTODO DE LA CASCELACIÓN DE LUS 
FACTORES COMUNES 5 


Si: Lim f(x) es de la forma 2,, se recomienda 
ce ) z: 


(EDICIONES _RUBINOS 


Joss EN 


TES) 


factorizar el término (x — x) tanto en el numerador 
como en el denominador para sí correspondiente 
cancelación . . 


EJEMPLO z 


Calcular : Limp E+ 47-10 


RESOLUCIÓN : 


* Veamós qué sucede si construimos una tabla que 
nos muestre la aproximación ; 


1-0,5 -0,4 |-0,1 vo o [noz 0.1 [os 0,5 


7,5 |7,6 |7,9 290 | 8 |801|81 [5. 8,5 


* Lo que ocurre es que cuando “x” se aproxima a 

cero, la imagen f,, se aproxima a 8, es decir: 

q 549716 Ea 
Es 


ES 


* En este caso la forma ae o toma el 


valor 8. Si aplicamos la recomendación dada para 
este cálculo , este proceso laborioso se puede obviar 
factorizando , así: 


: 

Lim (EHIPIG _ yyy (ERA 

0 x= 0 x » 
Lim="E28) . mt 8128 
>0 x 20 | 


IM) MÉTODO DE LA RACIONALIZACIÓN : 


Si Lim ft=)es de la forma 2 y éstán presentes 
mo y 


radicales, se procede a multiplicar y dividir por la 
conjugada de cada una de las formas radicales ; de 
modo que se cancelen factores comunes de la forma. 
(=-x,) 


EJEMPLO 1: 
ES 


Calcular : Lim 


RESOLU! RON y 


* Veamos lo que ocurre construyendo una tabla de 
valores que nos muestre la aproximación , para lo 


cual te recomendamos usar una calculadora . 
a sE Pa z PA 


4 |4,001 
|5,9494| a |3,9975|3,999' 


* Lo que sucede es que =- *z” se aproxima a Fl 


la imagen fu 5 se aproxima a 4- 


41 


* Luego : Ln =4 b 


> La forma indeterminada 2 toma el valor de 4. 
Aplicando la recomendación dada para este cálculo, 


tenemos : 
5-4 (Jz+2)  Wílz+2) _ 


dl 
Ss a 2 (2) 


= Lim(Jz+2)=4 
EJEMPLO 2 : ee 


Hallar Lim 24%E 

> +8 
RESOLUCIÓN : 
* Tenemos : 


ima 4-2 13-53 
Pe lo Epa ON 


A TES ira == 


* Después de resolver estos ejemplos, te has 


preguntado, ¿por qué a la expresión $. se le llama 
forma indeterminada?, ¿qué opinas al respecto? 
EJEMPLO 3: 


Sea “f” la función definida por: 


sl 


e) Lim f=3 N Limp fa, =0 
RESOLUCIÓN : 
* Del gráfico se tiene : 
3) Lim f=1 b) Lim fix, No existe 
e) Lim fo=0 d) Lim Fiz No existe 
e) Lim fu, = D Lim fas =0 
OBSERVACIONES: 


* Cuando se afirma: “x se aproxima ax, con 24xp”, 
nos preguntamos : ¿cuánto nos aproximamos? Para 
precisar esto , tomemos en cuenta que , cuando x se 
aproxima a x,, existe una diferencia entre ellos (la 
cual será el error cometido), por tanto se mide a 
través de un número 5>(0,de modo que ocurra , 


l:=xp]< 5. y como x + xy nos quedará 0<|x- x,] 
< 5. Por ejemplo, si 5=10*, entonces 9 < |x—xp] 
< 107* equivale a decir que la diste” uadex a x, es 
menor que la distancia 107* = 9,u01. 

* Cuando afirmamos “fíx) se acerca a L”, también 
nos preguntamos: ¿cuánto se acerca o aproxima? 
Para respondernos, calculamos la distancia de fx) 
aLatravés de: |f(x)-L| < € y damos valores 
para £ . Recordemos que podemos saber por 
anticipado cuánto queremos que se acerque o 
aproxime. El análisis anterior trae consigo la 
definición formal de límite que señalamos a 
continuación, usando medidas dadas para trabajar 
con las aproximaciones . 


FORMALIZACIÓN DE LÍMITES 
CONCEPTOS PREVIOS : 
VECINDADES : 


Se llama vecindad de centro x, y radio 5>0 al 
intervalo abierto de centro x, y extremos xp-5 y 
xo +5; ysedenota por Va(xp). 


Valeo) = (20 —5; xo +0) 


1] ó 
AE AS 
álAA 2424 

x,-Ó E x+ó BR 
EJEMPLO: 7 


Vi(2)=(2- 01248) si 5- =0,1 
> Va(2) = (1,9; 2,1) 
VECINDAD REDUCIDA : 


Sea una vecindad de centro x, y radio ¿ (V,(x»)), 
llamaremos vecindad reducida de centro x, y radio 
5 al conjunto que resulta de quitarle xy a la 


vecindad V¿(xp) y se le denota V¿(xo), es decir: 


Y; +(x%0)5 Volxo) (xo) 
EJEMPLO > 4 
V;(5)=(5-06;5+8)-(5) si 8=0,2 
> V7(56)=(4,8; 5,2) - 16) 
PUNTO DE ACUMULACIÓN : 


to xy, que no necesariamente pertenece al 
into A, se llama punto de acumulación de 
“cualquier 


vecindad V¿(x,) contiene al menos 


AMET VCICLOPEDIA 2012) 
V5>0; Vilxo) Ar $ > 
EJEMPLO : 
Sea A =(2; 8] x, = 2 es punto de acumulación de 
A, pues: 
2-5 25 
S AA 8 
(Valores por la derecha) 
* Para toda vecindad reducida : V¿(%0) 
Vilxo)nAr O 
OBSERVACIONES : 


Un intervalo abierto con centro en xy, tal que x+ xo 
es de la forma: ]ro-5;x0+0[-(x0o), que 
geometricamente corresponde a: 
E EX t 
Xo—b Ho Hb 
5 = radio 5= radio 
Donde 5>0, siendo 5 la letra griega delta . 
EJEMPLO : 
Considerando fíx) = 20 + x, Dom f =R; tenemos 
que x, =2 es un punto de acumulación del conjunto 
A= Dom f= R, ya que según la definición se tiene: 
(12-3;2+5[ (21) 0 +0, tal como se observa del 
siguiente gráfico : 
A=Dmf=R 


245 
112-5 ; 2451 

DEFINICIÓN DE LÍMITE : 
El número £ se llama el límite de la función real de 
una variable real f, en el punto xy- 
(x, no necesariamente pertenece al dominio de f') 
Si para cada ¿>0, es posible hallar un valor 
positivo. ¿ (delta) que depende de (épsilon); tal que : 

vxe Domf n0<|x-xo|<b => [f(x)-L|<e 
* O tambien ; 
Vs>0,38>0/x< Domf A0<|x-xo|<8>|f(x)-1[<s] 
Se dice que L es el límite de fx) cuando x tiende a 
xy y se escribe como : 


OBSERVACIONES : 
* El punto xq puede estar o no en el dominio def. 
* La. definición indica que “xeDomfs0 


(EDICIONES RUBIÑNOS - 


LÍYITES ) 


<|x-x0|<s ”. Si este conjunta es diferente del 
conjunto vacío , se dice que xy es punto de 
acumulación del dominio f (en caso contrario , 
afírmamos que «xy no es punto de acumulación). 

* El límite de una función es un punto si existe es 
único. 


LVTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA : 
Y, 


xo-5 o *xo+ó Xx 
(Valores por (Valores por 
la izquierda” "la derecha) 


* Del gráfico : L—:<f(x)<L+e a xp -6<x <xo+ 5 
* de donde: [f(x)-L|<e n la=x0]<8 
EJEMPLO : 

e x-4 
Si: f(x)= =x+2;x*2 
*-2 
Para demostrar que Lim f(x)=4 , de acuerdo con la 
definicion, para todo número positivo, € debemos 
encontrar otro número positivo 5, dependiente de 
E, tal que sí: .* 


E 


O<lx-21<5, entonces -d| 
-2 


<e 


* Si: $=£, entonces : 
at -4 
=-2 
* De este modo el límite queda determinado . 
TEOREMA DE UNICIDAD DEL 
LÍMITE 
Sea f una función real de una variable real y xy un 


punto de acumulación del Domf. El límite de una 
función si existe , es único , es decir 


-4|=lx+ 2-4] =lx-21<e 


1) Lime=c; Lim|e-f(x)]=c-Limf(x)=eLy 
o pol 8 

2) Lim|f(x)+ g(x)] = Limf(x)+ Limg(x)= L; + Ly 
a pls ón 

3)Lim[f(=) 8(x)]= (Limf(2)) (Lim g(=)) =L, Ly 


Limf(x) 
4) LS Lo. donde La+0 


8(=)) Limpi) La 
5) 


Limif(a)Y = [LimfcoT =Lj, donde neZ' 


6) Lim Af) = y Lim F(%)=3/L,, siexiate s/L, 


7) Dado el polinomio: 
P(x)=a,2"+8,. 2" +...+a,x+a, tales que los 
coeficientes a, son números reales se tiene : 


Lim P(x)=Pls0) , 
8) Sean P(x) y Q(x) polinomios dados con Q(x,) +0, 


- rimPC) - Plxo) 
o 6) 


9) Limif(x)| = |Etm £(=)| =|£,| 
* Si n es par debe cumplirse que L, 20. 
10) Lim(Log. f(=)) = Log, (Limf(x))= Log, Li; L,>0 


11) Limete! = Pa =c;ceR'-(1) 

12) Limkrca”)» (Lim, a” 1% con ty ar 6) 
EJEMPLO 1: 

Calcular : Lim 2x"—6x*+6x-1 
RESOLUCIÓN : 


* Aplicando el criterio de una función polinómica : 
im 2x* -5x*+6x-1= 2(3)* -6(3)* + 6(3)-1=26 


EJEMPLO 2: 


im 537-703 
Calcular : Lim 527 


RESOLUCIÓN: 
. 
Lim Sé -7%-8 _ 52) -7(2)-3 


Si Limfíx)=L, y Limfíx)=L, => L¡=Ls 
e Er 


TEOREMAS FUNDAMENTALES 
Si Lim fíx)=L, y Lim g(x)=L,, donde L,, L¿eR 
Ela - 


y e es una constante real , tenemos log siguientes 
teoremas : 


2 2-6x+1 2(2 -6(2)+1. 
EJEMPLO 3: 
% dx 3 
cs e 
RESOLUCIÓN: 


im 24:43 _ (0 -4(Y+3 
a 276 ZA IADAG 


CAME IZIERETA > 


EStosa 3 _ [NCICLOPEDIA 2012) 


EJEMPLO 4: . 


Calcular: Lim a 
RESOLUCIÓN y 


AA J0ES 4 3 


x*-25 (67 -25 
EJEMPLO 5: 
Calcular: Lim 
RESOLUCIÓN: 
sb (a+2)M(x-3) _ 
+2 dx 2x4 2 Mx +2 Mar IM 1) 
a (3=8)—_ 62-38) -_ 


22 ARDE ARNM 6 
EJEMPLO 6: 


RESOLUCIÓN: 
* Sea x = y donde M.C.M. (2;3) = 6 


e_JWz=y*; para x=64 
x=y> 
E, y =64 > y=2 
* Ahora reemplazando se tiene : 
(y-2)(y*+2y+4) 


= Lim = = 


(9, -2My+2) 


Li Y A2yad_ 44414 a z 
Pz y+2 


2+2 
EJEMPLO 7: 


ey EEE VETE 


-1 


Calcular : 


RESOLUCIÓN: 


Vi + J4x +5 —J3x +13 
«1 


(Wi-De(/ar+5-3)-(/3=+13 -4) 


-1 


Lim 


x>1 


des 


pin "a Para 3) 
E II AIRE 
Ta 3+3 4+4 2 3 8 2 


EXTENSIÓN DEL CONCEPTO LÍMITE 


Haremos la extensión a los casos siguientes: 
* LÍMITES LATERALES : cuando x se aproxima a 
y por un lado : o bien por la derecha o bien por la 


pe 


* LÍMITES INFINITOS : Los que son usados como 
herramientas necesarias para analizar el 
comportamiento de las funciones . 


* LÍMITES AL INFINITO: igual que el caso anterior. 


LÍMITES LATERALES 


Los límites laterales de f por la izquierda y por la 
derecha de x, se presentan cuando el análisis se 
realiza restringiendo el dominio de f a los conjuntos 


* Domf n(=x;%0), para el límite de f por la izquierda 
de xp. 

+ Domf (xo;00), para el límite de f por la derecha 
de xy. 

1) LÍMITE POR LA DERECHA : 

Se dice que L es el límite lateral de f(x) cuando x 
tiende hacia “a” por la derecha y se denota por: 
¡Lim f(x)= Lim f(x)=L 
las? o 


(3>a) 


* Geometricamente : 


1) LÍMITE POR LA IZQUIERDA < 


Se dice que M es el límite lateral de f(x) cuando x 
tiende hacia “a” por la izquierda y se denota por: 


fix, 


imflx) 


* Geometricamente: 


TEOREMA: 


El límite de f existe y es único , cuando x tiende al 
valor de “a”, si y sólo si existen los límites laterales 
y además son iguales : : 


ICIONES_ HAOEIÑNOS 


E L > Limf(x)=L=Limf(x) 


EJEMPLO 1: E 


* Sea fía)= 3-2 con dominio en [2 ;w [, luego x se 
puede-aproximar a 2 únicamente por la derecha 
(x > 2*) en cuyo caso fx) se acerca a cero . 


* Es detir , se tiene LimJz=2=0 


EJEMPLO 2: 


En forma similar , si ffx)=x*%-3,con 
Domf = [-2 ; 5] , tenemos que : 


*Cuando fx ->-2*), ocurre que fíx) =2?— 3 se acerca 
a 1, es decir : Lim(x"-3)=1 
*Cuando x > 65"; se tiene que f(x) =x?- 3 se acercan 
22; es decir: Lim(x*-3)=22 

pas 
EN GENERAL 3 


Sabemos que cuando x se aproxima a x, se tiene 
que 0<|x-xp]<8. A partir de esto , tenemos : 


O<lx-xo[<5 => xo-5< x<xp +8 (con + x0). 


Xo—5 Mos! 
RR 
izquierda dex, derécha dex, 


> xe ]xo - 6; xo +8|-[x0) a 
> x.€ lxp -5; xo[ u lx; xo+ 8] 
* En la definición , el término 0<|x—xp|<8 será 


reemplazado por ]xp — 8; xp[, para el caso de límite 


por la izquierda , y por ]xo; xo +8[, para el caso de 
límite por la derecha - 
* Interpretación geométrica : 

8 


pp 


E 


« Lim f(x)= L, + Limf(x)= L, 
Es e. 

+ Limf(x)= Ls + Lim fíx)= 
s>2 223 


EJEMPLO 1: 
Si: 
H(x) [ 


TS AS : A 
ae 2 > los Hg 
¿existe Lim H(x)? 
RESOLUCIÓN: 
Lim H(x)= Limi(x+2) =-1+2=1 
10397) 
LimH(x)= Lim(x* +2) = P+2=3 
A 
* Luego como los límites laterales son diferentes , 
entonces no existe Lim H(x) . 
* Gráficamente : 


EJEMPLO 2: 


Calcule el límite de fx) cuando x tiende a 1, si es 
que existe para ; 


11 E 4 
RESOLUCIÓN: 
Limf(=)= a 1 Lin pe 1) 
= Limlx]+1= Limlx]+ Lim1 
= Limmlxl+1 
* por límites laterales: 
Limlx]=Lir Limi=1 5 U<x<2) 
* También': 
Liml+1=1 Lim0=0 (O<x<D 


* Como los límites laterales zon diferentes entonces 
no existe el límite . 


CA ANTE A [os Maa NUICLOPEDIA 2012) 


EJEMPLO 3: 

Sea el límite : Lim(2x-6)=1 

Halleun 5 tal que |(2x-6)-1| < 0,01 

siempre que 0 < |[x-3|<5 
RESOLUCIÓN: 

* En este problema nos viene dando un valor de 


£=0,0+. Para hallar un 4 apropiado intentemos 
establecer una relación entre los dos valores 


absolutos .. (26—6)—1] y le-3l 
> ((2:-5)-1]=12x-6|=2lx-3] 
* en otras palabras la desigualdad +: 
((2x-5)-11<0,01 
* es equivalente a : 
2lx-31<0,01 = le-s1<202 0,005 
Un $ adecuado para el £ =0,01 es 0,005 . 


y=1,01 
y=1 
DE OSa 
x=3,005 
SS 
x=2,995 
TEOREMA DEL EMPAREDADO 
(SANDQWICH) . 


Supóngase que g(x)< f(x)s h(x) para todo x= en algún 
intervalo abierto que contenga a:xy, excepto 
posiblemente en xy . Supongamos también que : 


Lim g(x)=Limh(x)= L. 
pida === 


Entonces se tiene que Lim f(x)= L 
=>. 


Es decir; 

S [6 <st=) Sh(=)]n[Limf(x) =L= Limht=))) 
>[Limg(x)=L] 

de 


TEOREMA DE LÍMITE DE LAS 
FUNCION COMPUESTA 


El siguiente teorema justifica el cálculo de los 
límites de las funciones compuestas. Si 


Lim. fíx)=L y Limg(=)= Xo, donde zy es un punto 


de Pit ED fog . 
Entonces: Lim|[f o g](2)= Lim f(g(z))= L 
=> 22 


TEOREMA DE TRANSLACIÓN 


Lim f(x=)=L si y sólo si Limf(h+xp)=L. Este 
5%9. 420 

teorema permitirá reducir límites dados en cero, lo 
cual es de mucha utilidad en el cálculo de límites 
trigonométricos . 

EJEMPLO 1: 2 ze 
Sabiendo que 1-3 fía)s o 
x>0,hallar Lim f(x). 


para todo 


RESOLUCIÓN: 
Por el teorema del emparedado , tenemos : 


tsglo E) aranin(1+=) 
50 4 2 


Luego: Limf(x)=1. 
EJEMPLO 2: 
Si l3-2x*+4x < flx) < dd x%+2x Para 0<x<2- 
Hallar: Limf() 
RESOLUCIÓN: 
Tenemos: 

Lim 3 - 22% +4x = 6 = Liml4-a* + 2% 
Luego : Lim ftx)=Y5 
EJEMPLO 3: 


Limlx+21= Limih+3|=3, ya que se efectuó el 
cambio de variable : x-1I=h >x=h+1. (Si 
x >1, se tiene que h>0) 

EJEMPLO 4: 

Supóngase que se desea calcular Limi2x3, 
mediante el cambio de variable x= Zi = h (esto 
significa que la variable antigua x es reemplazada 
por la variable nueva Rh). 

* Entonces tenemos: x=h +2, cuando x>2,6e 
deduce que h->0, luego reemplazando en la 


(EDICIONES RUBISOS EMB 039 MEN 


LÍMITES ) 


expresión dada : e 
LimJ2x-3=LimJ2(h+2)-3=LimA2h+1=1 
5d prisa re 


OBSERVACIÓN : 
¡paro 0> Lim|ftxA= 0] 


xp 


EJEMPLO 5: 
Demostrar geometricamente que: Lim 
RESOLUCIÓN : 


* Construimos una circunferencia de centro (0 ; 0) 
y radio 1 como se observa en la figura . 


sen x 


ab 


tanx 


O cox C 


* Por áreas : 
Áreadel — _ Áreadel _  Áreadel 
triángulo OAC "sector AD triángulo OBD: 


e 


*Dividiendo por ¿sen x se tiene ; 


* Luego , tomando límite cuando x>0. 


Lim cosx=10 y Lim 2-1 
0 x0 008% 


> Lim 222 - 1 
20 7 
INTRODUCCIÓN A LOS LÍMITES 
INFIVITOS (+0 ó -w0) 
El símbolo + no representa número alguno, se 


utiliza para representar cantidades ilimitadamente 
grandes (+00) o ilimitadamente pequeñas (-00). 


EJEMPLO 1: 


A continuación analizaremos lo que ocurre con las 
imágenes fíx)=—*—, cuando x se aproxima a 3. 


x 
=-3 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando : 


* Cuando x-»8*, los valores de f(x) se hacen 
ilimitadamente grandes (es decir: fíx)>M, vM>0). 
Luego f no tiene límite cuando > 3*; sin embargo 
escribimos ui x)=+0. 

* En forma similar, al escribir Lim f(x) =->w, estamos 
diciendo que el límite no existé; Ya que f(x) se hace 
ilimitadamente pequeña cuando x-=3" (es decir: 
f(x)<-M;VM>0). 

EJEMPLO 2: 

Analicemos qué ocurre con fíx)=241, cuando x se 
hace cada vez más grande (72 +00) o cuando x se 
hace cada vez más pequeña (+ ->=w) . 
RESOLUCIÓN: 

*-Graficando , tenemos : 


EXTI 


* Cuando x se hace ilimitadamente grande (es decir 
x > N, para cualquier N > 0), tenemos que fx) -»1, 


luego : Lim fx)=1. 
* Cuando « se hace ilimitadamente pequeña (es decir, 
x<-N para cualquier N>0), tenemos que fíx)>1, 
luego: Limfix)=1. 


TEORKEMAS SOBRE LÍMITES ENFLVITOS 


Si ne W se cumple: 
E ii | 
20% 


Si "n” es un entero positivo, entonces; 


Lim? - 
pair 


E 


Lim-L=+. 
oz 


CAM IZEZMEME SA 


E ITA 


Si"n" es un entero positivo, entonces ; 
4 0 1 ¡sin esimpar 


Lim= z 
o 27 leo; eines par 


5) Sean f y g funciones tales que: 
A) Limf(x=)=b- 5 Limglx)=+0 
Se cumple: 
*Lim(f(:)+ g(=))=<0 
pd 
*Lim(f(x)-8(x))=+05 si b>0 
“Lim(f(x)-8(x))=-w5 si b<0 


La) 
"EEe=0 


B)Limf(x)=b » Limglx)=-w0 
Se cumple: 
» Lim(f(x)+ g(x)) =-0 
*Limíf(x)-g(x))=-=03 si b>0 
* Lim(f(x)-8(x))= +0 si b<0 
»LimL2)= 0 
m2. glx) 
6) Sean f y g funciones tales que: 
A)Si 
Se cumple: 
» Limíf(x) + 8(x)) =+co AD 


* Lim(fix)- g(x)) =+0 


mflx)=40 5 Limglx)=w 


B)Si Limf(x)=-=w0 » Limpl=)=-0 
Se cumple: 

* Lim(fCx) + g(x))=-0 

* Limifta)- 8(a))=+:0 
O)Si Limf(x) y 46 N Lim g(x)=-o 
Secumple: AAN 

+ Lim(f(x)-8(x)) == 
OBSERVACIÓN: 


Usando los siguientes símbolos , podríamos resumir 
asf: 

4) (+0) +(+0)=4+0 — B)(=0)+(-0)=-00 
O) (+o)-(+00)=+0  D)(=0)-(-00)= +0 


E) (+0) -(-0) =-w 
Es E 


_f+o;n>0(par) 
E E abate 
+0¡k>0 
da EIA 
—03k>0 
PD IRA 


SE Lim 20 +aja7 e. + O 
DE ERES, 
Entonces de acuerdo al valor de los grados “n” y 
“m" de los polinomios, se tiene: 
O sim<n 


2 sim=n 


Do 


Taco sim>na22>0 
Bo 

o sim>nr22<0 
Bo 


OBSERVACIONES: 

Cuando su cálculo puede ser posible directa 
(reemplazo directo) o indirectamente (mediante 
transformaciones) entre ellas tenemos ; Siendo a 
una constante no nula (a >0) 


a a g[no esta definida 
cm 20 o onvexiate 
«Lim2= -2=0 

ise a 
«Lim2= .«L=0 

Cad F3 
«Law 

a 


€) Sea f: R>R, definida por: 
1-12) 
E Lim1+2)' =e=2,71818... 


FORMAS INDETERMINADAS 


Se dice que aquellas expresiones que para un ver 
desu(s) variable(s) adoptan cualquier valor, o 


(EDICIONES RUBIÑOS 


LÁVITIES ) 


caso no es posible su cálculo. 
* Entre ellas tenemos: 


A o 
e .0-o q= 
o 5 co 
AA * 0x0 * 070 
NOTAS : 


En algunos casos no se puede predecir el límite de 
la operación conociendo simplemente el de cada 
operando . 


POR EJEMPLO: 

*Si, Limf(x)=w y Limg(x)=0 

entonces no se puede decir nada respecto al 
Lim[Ai=) g(z)) 

*Si, Limf(x)=0 y Limglx)=w 

entonces no se puede decir nada respecto al 
Lim!f(x)-8(2)] 

Las dos situaciones corresponden a las llamadas 
“formas indeterminadas” 0.co y «w-«w. Otras 


formas indeterminadas son : 


2,2; 150 
0 


EJEMPLO 1: 


y 0? 


Halle : 


RESOLUCIÓN : 5 


* La forma más práctica de calcular los límites 
cuando x>0w o x->-w es dividiendo tanto el 
numerador como el denominador , entre la mayor 
potencia de x que aparece en la expresión dada . 
Luego se aplica : 


Lio. E 
a 


* En nuestro ejemplo , dividimos entre x* tanto el 
numerador como denominador es decir : 


ES 
o bx t-3142_ y. zx _6-0+0 us 
En arras ga 2 E 3400 3 

id 

EJEMPLO 2: 

2-3 

Hallar : Lim 228 
Mr 

RESOLUCIÓN: 


* Observarás que este límite es de la forma : 2 
“o 
* Dividiremos numerador y denominador entre x* : 


22 
Lim E Li E Li 
ne xi lo mw +1 os E 140 
5 > 
EJEMPLO 3 : 
a 

Calcular : Lim 322221 

e Pa 
RESOLUCIÓN: 


* Cuando x toma valores positivos bastante 
grandes se toma: q*= 


Lim BE H2%-1 po 
rr S 


EJEMPLO 4: 


20+6 
+2 


RESOLUCIÓN: 
* Este límite también es de la forma : 
*Dividiremos numerador y denominador entre x: 


Hallar : Lim 


3: 

PELIN IE mn +0 

Le 2 0 
z 


EJEMPLO 5: 


Calcular : Lim 
mo 247 
RESOLUCIÓN : 


* Cuando x toma valores negativos bastante 
grandes, se debe tomar x=-«/x* con el cual 
dividimos el e y denominador , es decir 


El 
im AA a Ps lr 
a a ml 2 107 
z 
EJEMPLO 6: 
Tim 2 +3x-2 
a e 


RESOLUCIÓN: 
* También el límite es de la forma : 2 
* Dividiremos aquí numerador y denominador entre x*: 


3 2l-£ 
inn 2 BE ae 
E O O 
2% 
OBSERVACIÓN: 


Sean P y Q polinomios de grados m y n 


(AM AZIZHEREDA. 


IA 


respectivamente, para calcular Bim.P2 q dividirás 
OS ini, donde 
min (7, 1) significa elegir el menor de m y n , 
EJEMPLO 7: 

Hallar 3 Lim 241 E +1 


RESOLUCIÓN : : 

* Para evitar problemas con los signos haremos el 
cambio de variable de x =-y, luego y >-+0. 

* Entonces ; 


Lim EL - Li IL 


pre 


tip 


* Ahora os dividir od y rado 


entre y: 
E 


ini 2. 


AOS 


= 140 =-1 


ATAR 8: 
Calcular: Lim (V23%-6x +3 +42x) 


RESOLUCIÓN : 


* En este tipo de ejercicios para poder aplicar el 
método de los ejemplos anteriores es necesario 
expresar la función, como un cociente y para esto 
se racionaliza . 


Lim(V2x"=6x+3-42x) . .. 


Lim (d23765 +3 20/2327 bx04 3 + 2) 
227 - bx +3 +4/2x, 


bx +3 


= Lim 
eo (Vai 6x+3+ /2x) 
*Como +0 > a=dx? 
> Lim(J2=5x+3 -J2x) 
3 
st 
eE dz 


> Lim 


rara 


EJEMPLO 9: 

Hallar: Lim(Jx+2-42) 

RESOLUCIÓN: 

* El límite de la forma «w-—«, multipliquemos y 

dividamos por la expresión conjugada de (+3 -—x) 
= Lim(Jz73-d5)eLim(dz73 dz): Earl 


+2 dx 


> Lim (242) x= 
[+24 45 


A 27 


EJEMPLO 10: 


Calcular, derdr+ dor 
SN 
RESOLUCIÓN: 


* Como x > +c0 = dividimos entre /x numerador 
ioanidor 


o +3 
1 1,3 
+ a lo Jo 
Ein. ESA EAS ¿M4 pi 1 
para o 


EL NÚMERO “e” COMO LÍMITE 


La expresión (+2) tiene límite comprendido en 
2 y 3 cuando n +00. 


2<Lim(1+1 el <3 


Cálculo PS dee: 


1 a TT 2 

2 (1+1/2)* 2,25 

5 (1+1/5)* 2,48832... 
20 (1+1/20)% 2,65329.wa 
100 (1+1/100)1% 2,70481... 
1000 (14+-1/1000)1000 2,71688... 
10000 | (141/10000)!0000 2,71816... 
Mes (1+1/m)" 2,71828182... 

DEFIVICIÓN 


Al número e definiremos como el límite de 


la expresión (1+2)' cuando n= +0 es decir 


¡donde e =2,718281828459045 vean 


OBSERVACIÓN: 
y 
1) La función (1+2)” tiende al número e , cuando 


2 +00 , es decir : 


2) Sea al Es «1 cuando x>+0, 230; 


(EDICIONES RUBISOS 


TEO E LÍMITES 
entonces EJEMPLO 2: 
A 1 s 2 
Lim[1+2) =Lim(1+2)=e x+3 
Lt 5 0 Calcular ; Lim] 2x8] 
CÁCULO DE LIMITES DE LA FORMA RESOLUCIÓN : 
Lim(fGay" ; ES e [ 2 la 
ah EN x+1 on +1 


Para el gálculo de los límites de la forma : 
Lim(f(=)Y" se consideran los siguientes casos : 


1) Si existen los Mmites Lim flz)=A y Lim gí=)=B 
son finitos , entonces : 


Lim(Fx)P"" = (Lim Pan ae 


2) Si: 


entonces es inmediato . 


Limf(=)=A4+1 y Limg(x=)=3 


3) Si Limfíx)=A=1y 
Lim g(x) = 40 
CASO 1 : INDETERMINADO 


En estos casos los límites , se calculan de la siguiente 

forma : 

* A la función f(x) expresamos así : 
fx)=1+0(x) donde Limy(x)=0 

* Luego se hace la sustitución y se aplica la 

definición del número e . 


Y Limltaaca)) 


EH 
e 
OBSERVACIÓN : 


En.el cálculo de los límites de funciones logarítmicas 
se aplica la propiedad siguiente ; 

Lim Ln(f(x))= Ln[ Lim £(x)] 

part pod 


PROPIEDAD : 


Lim! 19H) = Lim(1+khY”” =e* ;vheR 
n h-0 


a 

EJEMPLO 1: 

Calcular : L=Lim(1+2) 
AE 


RESOLUCIÓN : 


x 
2 
e an Mo 
= Lim||1+ ) emi er 
mo +1 
EJEMPLO 3: 
Calcular : 


Lim lao 
RESOLUCIÓN: 
Lim(Vx AE yo = Lim [1 (Ya Fay 


£ Y 
di 
(Verd) ls dei 
do 
dl 


+ 
A 


EJEMPLO 4 : 


Calcular : Liml Ln, Ez 


, 
RESOLUCIÓN: 


EJEMPLO 5: 


Calcular: Lim £E=2 
.. x 


RESOLUCIÓN: 


*Sea a=e* -1 > e* =1+0, tomando logaritmo: 
> Lne* =Ln(1+a) 
> xLne=Ln(1+a) > x=Ln(1+a) 

* Cuando x>0 > «+0 entonces: 


CAME IZHERETA Eo) A NCICLOPEDIA 2012) 
zio TR 1 aproxima a cero por la derecha o izquierda, f(x) 
CT a zar +0) ue Enfi+a jo tiende al valor de 1 , sin importar que f(0) no esté 

AE definido . 
3 meti! x enzx 
<A * Los siguientes valores de 22% se obtienen al 
EJEMPLO 6: E 2 5 
. Sc considerar el valor de x en radianes . 
Calcular : Lim AAA 
a 2 3 4 sn 100 
RESOLUCIÓN: pe 0,8414 0,9568 |0,0s10 0,9896 0,9933... 0,1988) 
*Sea: 3x—-1=a >3* =1+0 
Ln(1+a) 
= Ln >=. AD 
> Ln3*=Ln(1+a) => «== 


* cuandó x-+0; a +0 entonces : 


ad F a 
Cc TANTO] 
Ln3 
> Ln3 = Lim -Ln3 + -Ln8 
0 Lne 


En(1+a)2 
EJEMPLO 7: 


Calcular ; Lim Ú— 
AO, 


2 


RESOLUCIÓN: 
E .- : 
Lim E-2* AE -1)-(2* -1) 
0 x= 0 x 
: 
= Lim ó=!- pim 
A e 
=Ln6-Ln2=Ln7 3 
EJEMPLO 8: 
9.6% 
Calcular : Lim 9-=6- 
RESOLUCIÓN: 


* Ahora debemos expresar en la forma del ejemplo 
anterior , dividiendo entre x : 


OBSERVACIÓN: 


, cuyo dominio son todos los 


La función fx)= => 


reales, excepto cero ; nótese que cuando x se 


[0,9588 |0,9816 [0,9896 |0, 9933... 
a 


” Observa que el límite de la función es uno . 
* Simbolicamente: Lim 2% «1 


LÍMITES TRIGONOMÉTRICOS 
Después de haber calculado los límites de funciones 
algebraicas , pasamos a definir y a estudiar el 
cáleulo de límites de funciones trigonométricas . 


* Tenemos los siguientes límites notables : 


| imsen <= 0 | imeoss= 1 | Lim tos -1] 


A parte de estos límites se pueden deducir otros, 
para lo cual en algunos de ellos habrá que usar 
cambios de variable , como por ejemplo : 


a) Limtgx= 7) 


0-0 
(ya que Limtanz= Lim?222 0-0) 
b) Lim 1821 
ri , 
senx 
Lim 100% - pim 2212, E 
(0 que 0 E o x cosx 
Lim 2222 pim 2 1x1=1) 
A ty 


e) Lim secx=1 
pt : Mn 
(ya que Limsecx= Lim =3=1 


d) Lim x- escx=1 
ad Limescx= a 


= 


(EDICIONES _RUBIÑOS 


En 10%5 


LÉMITES 


EJEMPLO: pS 
* Calcular los siguientes límites : 


PA PEL am RP de 
a ax 
'senGx _ y, senóx Gx _ 1 _ 
a dd 


: 
sent 
1 1 


SiLimg(x)=0 => Lim*2(E(E) - y 
puta ma  g(x) 


PROPIEDADES : 


DPara todo p y q pertenecientes a los reales, tal 
que g20, se verifica , 


Lim*22(Px) - P 


Lim 3en(p2) <P. 
0 sen(qx) q 


=0 tan(qx) q 
LimÍ224Px) .. Pp. Lim 22(PÚ - P 
x-0 tan(qx) q 0 sen(qx) q 


LÍMITES INFINITOS 


Sea f una función definida en un intervalo abierto 
que contiene a “a”, excepto quizá en “a”. La 
expresión : 


D) Limfíx)== significa que para cada m > 0, 


existe 5>0 tal que 
Na) >m. 
Geometricamente, no importa cuan grande sea m 
siempre existe una franja 5, lo suficientemente 
pequeña alrededor de a ,como para quela gráfica 
que se halla dentro de la franja esté arriba de la 
recta y=m. 


si O<lx*-al<ó, entonces 


11) Lim f(x) =—w significa que para cada m < 0, 
0 


existe 5>0 tal que si O<lx-al<ó, entonces 


=a 
OBSERVACIONES : 
Sea fíx) una función , se cumple : 


DLimf(x)= Limf(11 y) 
117) Lim fx)= Lim fí1ly) 
1411) Lim 0) =Lim Fly) 
EJEMPLO: 

La gráfica de la función : 


* Desde ahí se puede afirmar que Lim f(x)=0 

* Utilicemos la definición para demostrar que en 
efecto es así. 

* Sea m un número positivo cualquiera. 


* Luego: 1 


1 
f(x)>mo>mo E z 


> <= leo <= 
mn. 


Grana AO TENOR 


*Porlo tanto, basta tomar ¿=-—¿- para garantizar 


ln 
que si O<lx-0/<5, entonces fíx)>m. Así, hemos 
demostrado totalmente que : 
Lim f(x) =w0 
- za 
Es fácil adoptar las definiciones anteriores al caso 
de límites laterales. 
DEFIVICIONES 2 
1 Limf(x)=-o>WmeR35>0 tal que: 
a<x<a+d>ofíx)>m 
2) Limf(x)=+0 05 YxeR35>0 tal que: 
a<x<a+rd=>fíx)<m 
3)Limf(x)=+0<0VxelR358>0 talque: 
aer 
a-d<0<a > f(x)>m 
4 Limf(x)=-o>VreR35>0 tal que: 
xa 
a-i<x<a > f(x)<m 
OBSERVACIÓN : 


Consideremos las funciones f y g , cuyas gráficas se 
muestran en las figuras adjuntas . 


En ambos casos podemos decir que no existe el límite 
de la función , cuando x tiende a “a”. Pero esto no 
permite diferenciar situaciones como las de f y g. 
Así tomaremos el convenio siguiente : 


DSi Limft)=B y Limfi2J3M, con L y M finitos 

entonces: Lim aye existe si y sólo si L=M. 

II) En casos como el de la función f, donde 

Lim f(x)=w y Lim f(x)=< diremos que Lim fíx)=:0 

Cae peas me 

TIDSi Lim f(x)=-<0 y Lim fíx)=-« diremos que 
pu ra 

Lim f(x)= —o. 

TV)En casos como el de la función g, donde 

Lim g(x)=-<0 y Lim g(>)=> diremos que no existe 

lim glx)- 

* Lo mismo diremos si Lim fíx)=w y Limpf(x)=-0 


EJEMPLO: 


Consideremos la función f(x)=" , cuya gráfica se 
muestra en la figura adjunta : * 
Y 


* De ahí se puede ver que : 


DLiml =-o 
0 Xx 


TEOREMA : 


A)Si n es un número natural par , entonces ; 


B)Si n es un número natural impar, entonces: 
1 

Lim_—_— 

se (1-a)” 


Y 


1 
A 


EJEMPLOS: 
1 1 
* Lim * Lim——= 
0 a os (37 
* Lim n= 
18? (1-3) 
ASÍNTOTAS 


Las asíntotas son líneas rectas, que prolongadas 
indefinidamente , se acercan a una curva sin 
alcanzarla . 


Veamos el gráfico. 


(EDICIONES HUBILVOS 


1047 


LÍMITES) 


<£, = asíntota vertical 
<£y = asíntota horizontal 
Li <£g = asíntota oblicua 
DEFINICIÓN : 


La recta x=a es un asíntota de la gráfica de la 
función f si: 


* Lim f(x)=00, asíntota superior izquierda. 
esa 


* Lim f(x)=cw, asíntota superior derecha. 
* Limf(x)=-<, asíntota inferior izquierda. 


* Lim f(x) =-o, asíntota inferior derecha. 
aa 


1) ASINTONTA VERTICAL 
Se dice que la recta vertical x = a es una “asíntota 
vertical” del gráfico de y = fx) si: 
3 +0... A, Vertical Superior Derecha: 

Limf(x)= . Ñ 

pos —... A Vertical Inferior,Derecha 
Limf(x)= 400... A A Sureña A 
20 00... A Vertical Inferior Izquierda 
NI) ASÍNTOTA HORIZONTAL 


Se dice que la recta horizontal y=b es una “asíntota 
horizontal” del gráfico de y=f(x) si: 


b=Limf(x) ; b=Limf(x) 
IM) ASÍNTPTA OBLÍCUA 


f(x) 
x 


A) Si Lim =m, y Lim[f(x)-mx]=b 


Entonces diremos que la recta L: y =mx +b es una 
asíntota oblícua derecha de la gráfica de f. 


de pS Y =mxtb 


Asíntota Oblicua Derecha 


B) Si Liml2-m, y Lim|fix)-mx]=b, 


entonces diremos que la recta: L: y =mx +bes 
una asíntota oblícua izquierda de la gráfica de f. 


Asíntota Oblicua Izquierda 

OBSERVACIÓN : 
* Cuando se analice la asíntota oblícua izquierda se 
debe sustituir en la definición , +so por co. 
* La asíntota horizontal se identifica cuando m=0 
EJEMPLO 1 : 
Sea fíx)=3+2- 

x-6 
* Entonces verifica Limf(x) = +0, Limf(x)=-0 

per 0 

* Lo cual permite identificar a la recta =6 como 
asíntota vertical superior derecha, así como asíntota 
vertical inferior izquierda . 


* ASÍVIOTA HORIZONTAL : 
Lim A(x)= Lim A(x)= Lám[9 + 5)-. 
so -o do x-6 


EJEMPLO 2: 
Hallar las asíntotas verticales de la gráfica de la 
dx 
-4x+ 3 
RESOLUCIÓN: 
Ma A 
(«-1)(==3) 


función : fx) = 


* Como: fx)= 
* Luego: 


dx 
Li, = 
si a*—-4x+3 


da 
Lim =-w 
A Pa 


o 


CA IZ ITEM 


EN oxs)[E 


* Así la recta x = 1 es una asíntota vertical superior 
izquierda e inferior derecha a la gráfica de f. 
También: A dé A 
de 

Lim == Lim =_ 2 

sas 3-43 +3 ri = 
“así, la recta x =3 es una asíntota vertical inferior 
izquierda y superior derecha de la gráfica de f. 
* En el'ejemplo'se puede verificar que: 

E f)=0= Cd Nix) Así la recta y = 0, esuna 
ia poa ela izquierda y a la derecha de 
la gráfica de f, con esta información adicional 
podemos trazar la gráfica de f de una manera 
aproximada. 
Y; 


EJEMPLO 3 : 
Sea fla función definida por flx)= 


Determinar las asíntotas verticales, horizontales y 
oblicuas de la gráfica de f y tracela , , 


RESOLUCIÓN: 
a 
*x, 
Va? 1 


* ASÍNTOTAS VERTICALES : 
se 


aa 
MA rap 1) 
> x«=-1 es una asíntota o de la gráfica de f.. 


Li Lim 
Ii GE DD. 


=> x=1 es una agíntota vertical de la gráfica de f. 
*ASÍNTOTAS MORIZONTALES : 


Dr =(-0,-1)0(1:00) 


y] 
= Lim 


a? x 
nto 29 noVat—1 


Limf(x)= Lim 


** Por lo tanto, no existe asíntola horizontal para la 
ráficade f. 


* ASÍNTOTAS OBLICUAS 3 


OEA 
A DS A e 
e MESE 


Li ie 
=Lim 


xo 


Vx? -1 
(22 ada Dl? +20 V27=1) 
Va? ae? +2 dx? +1) 

Lim HE =1) 
PES 7 rada? +1) 
= Lim 


al dea +xdx?+1 De 


=Lim me 
IN JE 
=>b=0 
> La recta y = x es un asíntota oblicua derecha de 
la gráfica de f.. 


* Cuando xp 00. 


¡am da? 


e ob 
2 


=> m=-1 


> Lim pa 05) Ep) 


im dl) 
dale da) 


(EDICIONES _HUBINOS 


TE 0x0 


LÍMITES) 


-*a?-1) » 
ale de -1) 
Lim» 


a e ld 


1 


" 


=0x1=0 


ea A h- 2) 2 
d yz 
>b=0 


* La recta y = -w es un asíntota oblicua izquierda 
de la gráfica de f. 


CONTINUIDAD DE FUNCIONES 


La noción de función continua tiene naturaleza 
global, al menos intuitivamente ; al decirse que una 
función definida sobre un intervalo es continua si y 
sólo si la gráfica de una función ne puede dibujar de 
un solo trazo sin levantar el lápiz del papel . Sin 
embargo , la noción de función “continua tiene 
naturaleza local, es decir, es relativa al comportamiento 
de la función en un entorno abierto de un punto. Así 
pues, se dice que una función f es continua en un 
punto xy e Dom f , si y sólo si existe el límite de la 
función f en ese punto x, y su valor es fíx,) 


En las conversabiones de la vida diaria, la palabra 


continuidad es entendida con el significado de 
ininterrumpido. Así decimos que un trazo continuo 
es aquel que se realiza sin interrupciones Veamos 
cómo esto es aplicado al estudio de las funciones : 


* Como el gráfico de f no está interrumpido en xy 

decimos que f(x) es continua de x,. Nota que en 

este caso se cumple que: Lim f(x) =L= flx,) 
2% 

* El gráfico de h está interrumpido en xy, luego 

htx) no es continus en xp. Nota que existe Limh(z), 


pero se tiene que Limh(x)+ h(xp). 
23% 


Dom g 
El gráfico de g está interrumpido en x,, luego g(x) 
no es continua en xy. Nota que no existe Lim Blx) 
y por lo tanto Lim g(x) * 8x0). 


Los gráficos IS POTOR nos dan la idea de 
continuidad en un punto , la cual pasamos a definir 


CONTINUIDAD EN UN PUNTO 

(CONTINUIDAD PUNTUAL) 
Una función es continua en el punto x = x, de su 
dominio, si y sólo si Limfe)=fíx0). Esta 
definición nos indica que una función f será 
contínua en el punto x=x, de su dominio , si se 
satisfacen simultáneamente las tres condiciones 
siguientes : 


1) fíx,) debe estar definida (es decir f(x) existe) 
11) Lim f(x) debe existir (es decir. Lim fix)= Lim f(x)) 
o, 12% 
111) Lim f(x) y flop) deben tener el mismo valor 
xoxo 
(es decir, Lim f(x) = fxo)). 


OBSERVACIÓN: 

F no es continua en un punto xy si no se cumple al 
menos una de las condiciones anteriores, y en tal 
caso decimos que f es discontinua en el punto x,- 


CONTINUIDAD DE UN IVTERVALO 


Se dice que una función f(x) es continua en un 
intervalo abierto I, si f es continua en cada punto 
x, del intervalo L. 
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EJEMPLO 1: 


a 5 
seña) 2572, Domf-R=U) y f(x)=2 


cuando x=1. Analicemos la continuidad de f en el 
punto x¿=1. 
RESOLUCIÓN : 
Graficando la función f(x)= 


(<- Dí +2) SER 


*Con Domf : R-Í1 y f(x)=2,cuando x=1 
* Aplicando los criterios de continuidad en x,=1. 
DADV=2 Mm Limf(x) Lim(x +2)=3 
111) Lim f(x) Ei0d) 


* Luego f(x) no es continua en xy =1. 
EJEMPLO 2 : 
x, € Dom f =[a;b] 
Wrimf(x)=f(x0) 
ma 


xy e Domf, fíxo) 
B) Lim f(x)=f(x0) 
es 
y y 


* En ambos casos f es continua en el punto x,. 
EJEMPLO 3: 


Esa; M2? 7er 3... 
PERE 
3 
5 ¡six=3 
Analizar la continuidad de f en el punto x, = 3 
RESOLUCIÓN : 
*La función puede escribirse como : 
e A L2x-1; six*3 
Ñ 19=| 5 ;0x=3 


los criterios de continuidad en x, = 3, 


f(x)= 


a 


*f(3) =5 
*Limf(x)= Lim(2x-1)=5 + Lim f(x)=R(3)=8 
* Luego f(x) es continua en xy =3 . 
EJEMPLO 4: 
x*- 241 

-1 
RESOLUCIÓN : 
xo=1eDomf; Lim f(x)=0; f(1), luego f es 
discontinua en x¿=1. 
OBSERVACIÓN: 
Esta discontinuidad puede evitarse , para ello 
redefinimos la función f así : 
x?-20+1 

x*-1 
1) ; 


¿Es flx)= , continua en xp=17 


¡al 


fí)= 
*=1 

Esta discontinuidad se llama removible , 
PROPIEDADES : 

D Si f y g son continuas en x = x,, entonces 
también lo son fig; fxg 5 cf ; Mg (conglx,)+0, 
cer) 

1) Todas las funciones polinómicas , racionales, 
raíz , 1 — ésima , trigonométricas , exponenciales y 
logarítmicas son continuas en su dominio . 


11) Si g es continua en x, y f' es continua en g(xp) , 
entonces (fo g)(x) es continua en x,; es decir : 


Si Limg(x)=b y si fes continua en b, entonces: 
ps 
Lim fíg(x)) = f(0) = 1 (Lim £(+)) 
xo 5%o 


OBSERVACIÓN : 


En la definición dada de continuidad puntual se ha 
asumido que x, es un punto de acumulación del 
dominio , ya que si no lo fuese , entonces diríamos 
que f es continua en x, y no habría nada que 
analizar , tal como se muestra en los siguientes 


gráficos . 


* Tenemos que xy = 5 no es punto de acumulación 
del dominio de f, luego f es continua en x, =b. 
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*La función f tiene dominio (a ; b; e ; el). Ninguno 
de estos puntos es un punto de“acumulación del 
dominio. Luego Fes continua en cada uno de ellos . 


* En cambio si x, es un punto de acumulación del 
dominio de f, para saber si es continua o no en dicho 
punto, sería necesario un análisis del caso . 


* Reafirmamos que en todo lo que reste de este libro, 
trabajaremos únicamente con puntos de acumulación , 
DEFINICIÓN : 

+ Se dice que f es continua en Ja ; b[< Dom f, si y 
sólo si es continua para cada x,¿e/a ; DI. 

» Se dice que f'es continua en [az b] - Dom f , si y 
sólo si: 

* fes continua para cada x,eJa ; b/ 


. Lime, f(x) = fía) 


. Lima fc) =f(b) 


PUNTOS DE DIS CONTINUIDAD 


A continuación estudiaremos los puntos de 
discontinuidad que se Docia= o a partir de los 
siguientes gráficos : 


* Tenemos que f es continua en todos los puntos. 


* xy=2 lo llamaremos PUNTO DE DISCONTINUIDAD 


* La función f sería continua si definimos f en 
xp =2 
* ¿Cómo definimos fen x, = 2? 


Observa que basta hacer f/2)=3, donde 3= Lima) 


11) 


* fes discontinua en x, = 2. 
* La función f sería continua si redefinimos fen x,=2. 
* ¿Cómo redefinimos fen x, = 2? 

Basta con f(2) = 3, donde 3= Lim f(x) 


* La “nueva” función f, tiene la forma ; 
Mx) 2 
fa) 
8 ;x=2 


* También decimos que x, = 2 es un punto de 
discontinuidad removible o evitable. 
Y 
ñ LL 
un) -X 
-1 


e) 


* Fes discontinua en x, =0 
* No se puede redefinir fen x, =0 , de modo que 
sea continua . 


* ¿Por qué no se puede redefinir fen x, = 07 
No se puede, ya que no existe Lim f(x) 
soso 
* En este caso se dice que xy = O es un punto de 
discontinuidad escencial. 


TIPOS DE DISCONTINUIDAD 


E) DISCONTINUIDAD EVITABLE 3 
Diremos que la función real de variable real f: 
R>R tiene una discontinuidad evitable o 
removible en el punto x =x, si 
1) Existe el número Lim f(x) 
rg 
1) xy e Domf'o bien xp € Domf se tiene que 
LEA f(x) * fíxo) en este caso definimos la función: 
Fx) ¡Bix+R xo 
F(x)= 


Lim f(x); 8i x=xo 
pela 
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ID) DISCUNTINUIDAD NQ EVITABLE 


O IRREMOVIBLE : 


1) DISCONTINUIDAD DE PRIMERA 
ESPECIE : 

PDiremos que f(x) tiene una discontinuidad de 
primera especie si existe los límites laterales 
Lim f() y Lintftx) finitos y diferentes .* 

2. ss 

2) DISCONTINUIDAD DE SEGUNDA 
ESPECIE : 

Diremos que la función f(x) tieneuna discontinuidad 
de segunda especie en el punto x,, si no existe 


Lim ft) si uno de los límites laterales es £00. 
DEFINICIÓN : 

Un punto xy, se llama PUNTO DE DISCONTINUIDAD 
ESENCIAL si se cumple que : 


xo e Domf y Limffa)+ Limia). 
% 2. 


OBSERVACION : 

Si la discontinuidad es escencial , el gráfico inicial 
no se puede corregir de modo que la función sea 
continua . 

EJEMPLO 1 : 

Tenemos que x, = 3 es un punto de discontinuidad 
removible de la función : 


2x-1;xe3 * 
F()= 
ja=8 


ya que al graficar tenemos que la discontinuidad 
“ge corrige” definiendo f13) = 65. 


2x-1 1x3 
Nx)= 
5 ;x=3 
Y| Y 


10)» 


La discontinuidad — gl. 
Se “corrige” 


X 


EJEMPLO 2: 


* Tenemos quex, = 3 es un punto de discontinuidad 
esencial de la función . 

203,153 
lesa + ya que como se observa ésta 


ho puede ser corregida . 


EJEMPLO 3 : 


-3x+2 
O id 


RESOLUCIÓN : 
* Analizaremos la discontinuidad en el punto x=2 : 
D f(2) =-1 Existe 
IM) 3Limf(x) o Limf(x) = Lim f(x) 
22 2” or 
Limf(x) > Lim(x-3)=2-3=-1 
222 2 
Limf(x) e Lim(x-3)=2-3=-1 
7 2 
>3Limf(x)=-1 
22 
121) Lim fix) = (2) =-1 
EJEMPLO 4 : 
f()= 


RESOLUCIÓN : 

Primeramente simplificamos : 

F)= 2-2 11412 _ (2- (Dx +3) 
x5-5x+4 G-0(-1 

> flíxd=x+3 x+1; 4 

*Luego la función f(x) tiene puntos de 

discontinuidad evitable en los puntos x=1 ,x=4 

ahora definiremos la función de tal manera que sen 

continua en todo x. 


Limf(e)=Lim(x+3)=1+3=4 
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-2x? - 11412 


Limf()=Lim(x+3)=4+3=7 
* Entonces : 
+8 para x+1:4 
f(x)=/4  : para x=1 
7 ;parax=4 
* Por lo tanto fx) es continua Vx 
EJEMPLO 5: 


RESOLUCIÓN : 


LÍMITES) 


(EDICIONES HUBINOS 
+Sea f(x) =senx; gx pl -2 ¡ en donde g(x) 
+9 


es continua Vx £ R y f es continua en todo gx) : 
para e R. Luego: 


HG) (00) m7) dd belen 


+24 
compuesta y es continua WreR» 


CONTINUIDAD DE UNA FUNCIÓN EN 
UN INTERVALO CERRADO 


Se dice que la función f(x) es continua en un 
intervalo cerrado [a ; b], si se cumple : 


D fix) está definida en todo punto x e [a;b] 
1) f(x) es continua en todo punto x del intervalo 
abierto (a; b)es decir: 

Limf(2)=f (xo) Vx e (ab) 

Eno 
11) fl) es continua por la derecha en el extremo a, 
es decir: LimP()=f(a) 

120 


IV) f(x) es continua por la izquierda en el extremo 
Das Limf()= f6) 


OBSERVACIONES: 
* f(x) es continua en el intervalo [a ; b] si es continua 
Va ela;b] y, además, es continua por la derecha 
en el punto “a” y por la izquierda en el punto “b” 
* Del mismo modo sé define la continuidad de la 
función en el intervalo semiabierto (a; B] y/o 


también en [a;b). También en los intervalos de la 
forma: 


(a;+0):(-o;b);[a;0);(-0b]; R=(=0;0) 
EJEMPLO 1 : 
¿Es f(x)=V/x-1 continua en x, = 1? 
xo =1€ Domf =[1;+) 
Limf(x) = LimJa—1 =0 


* Además f(1) =0 

* Luego, f es continua en x,= 1 por la derecha. 
Por tanto, f es continua Wap >1 

EJEMPLO 2: 


x-1 
¡0O<x<1 
Dada: F(+)=/[x=-1] 
4 ;x=1 
é f es continua en (051)? 
RESOLUCIÓN : 


*Si xq e(0;1), entonces : 
Limf(x)=Lim(-D=-1=f(xp) 
zo pel 

* Luego, f es continua en (0;1) 

* Además : 

ayJLimf)= Lim(D= 1=f(0) 

> f es continua por la derecha de xy = 1 

By Limf() =Lim(-D) =-1+4=f(1) 

) sr rr 
> f es continua por la izquierda de x, 
Luego, f es continua en [O ; 1) 
* Si redefinimos : 
r=|> ; xe[0,1) 
-1; x=1 

* Es decir f(x) = -1, vxe[0;1]- Luego, f es 
continua en [0 ; 1] 


APLICACIONES DE LAS 
FUNCIONES CONTINUAS 


Las funciones que son continuas en intervalos tienen 
propiedades interesantes que las hacen 
particularmente útiles en matemática . Entre estas 
tenemos el teorema del cero que es de enorme 
utilidad en el cálculo de las soluciones de ecuaciones 
polinómicas . Veamos esto : 
IDTEOREMA DE 
IVTERMEDIO : 


Sea f continua en el intervalo cerrado /a ; b] tal 
que fía) + f(b). Si k es un número comprendido 
entre fía) y f(b), entonces existe al menos un 
número ce Ja;b[ tal que f(c)=k. 


VALOR 


¿IÓ A A 


Car a OZMEREZ A 


MELO — as NCICLOPEDIA 2012 


INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA: 


* Para ke R tal que fla) < k < fíb), existe un 
ce la ;b[, donde fe) =k 


* Tenemos f(b) <k < fía) entonces existen €,, €, 
,e, ye, ela; b[ tal que fe) = k 


fa) | “2 b 


* Si en este teorema deja de cumplirse la hipótesis 
de que fes continta en [a ; b] , entonces la 
conclusión, «existe al menos un e ela;4] tal que : 
f(c)= k» no necesariamente se cumple . 
En el gráfico , para k, existe e, tal que: 
fle,) = k, 5 pero para k, no existe e alguna. 
El siguiente teorema es fundamental para encontrar 
las raíces de una ecuación . 
Ml) TEOREMA DE BOLZANO - 
WEIERSTRASS (TEOREMA DEL 
CERO) 


Sifes continua en /a ; b] y si fía) xf(b)< O, entonces 
existe al menos un número e e ]a;B[ tal que fíc)=0 


IVTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA : 


* Tenemos que f(6) < O < fía), entonces existen e, 
y €, pertenecientes al intervalo Ja ; b[ tal que 
fe,)=0 y fles) =0 


* En este caso fía) < O < f(b), entonces existen e, 
en Ja ;B| tal que ffe,) =0 


a b 
* Si en este teorema deja de cumplirse la hipótesis 
fía)xf(b) < O, entonces la conclusión, «existe al 
menos un número e € ]a;b| tal que f(e)=0» no se 
cumple necesariamente . En este gráfico no se 
cumple. 


EJEMPLO 1: 

Resolver la ecuación : 3% +x*-137-x + 12=0 
RESOLUCIÓN : 

*Seafíx) =x* +2? 13x-x + 12 = 0 una función 
polinomial , la cual es continua en todo R. 


* Para aplicar el teorema del cero necesitamos 
construir intervalos de la forma /a;b] tal que 


fla)xf(b)< 0. 


* Como f(0) = 12 > 0 y f(2)=-18 < O, tenemos 
que fIOJf(2)< O. Luego decimos que existe un 
número r e J0 ; 2[ tal que fr) =0 
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LÍMITES 


* Aplicando lo anterior, tenemos que las posibles 
raíces racionales son los divisores de 12; esto es +1 
31231437 443.16; +12. , 

* Teniendo presente que reJO;2f , elegimos r=1 
para hacer la prueba 

* Aplicando el método de Ruffini se tiene : 
11418 1 12 

sl 201 2 


12-11 -12 [0 


=>x=1 es un cero. 

Luego un factor es(x—1) 

* El polinomio queda expresado como : 

f)=+ 1384 12=(x 1) +2 11212) 
* Ahora trabajemos con f,(x) =a* + 2x*-11x-12: 
> Como f,(0)=-12 y f,(-2)=10, entonces 
F(0)xf,(-2)< 0. 

Luego existe un número re]-2; 0//f, (r)=0 

* Aplicando Rufini a f(x) : 


EUA A 
Luego un factor es(x+1) 
El polinomio original queda expresado como : 


Nx) = 0-13 0412 = (10 +2x-11x-12) 
(1) +1 (04212) 
= (2-1)Mx+1)(x+4)(x-8) 

* Entonces fíx)=0 > (x-1)(x+1)(x+4)(x+3)= 0 

eS x=1,0=-1,12=4,x=3 
* El conjunto solución es [1; 1; 4; 8] 
OBSERVACIÓN : 
Hay un teorema que nos indica que dada la ecuación 
polinomial : 

ata, 2 e tax +a=0 

Sus posibles raíces racionales son de la forma 
/q, donde p es un divisor de a, y q un 
divisordea,. + * 
EJEMPLO 2: 
Resolver la ecuación 18x* + 9x*—2x-—1=0 
RESOLUCIÓN : 
* Sea fx) = 18x* + 9x* - 2x — 1 una función 
polinomial, la cual es continua en R. 


*Las posibles raíces racionales son: +1, +1/2, +1/ 
3,+1/6,+1/9, 41/18 como f(0)=-1<0 y f(1)=24>0 
entonces f(0)xf(1)< O. Luego existe un número 
reJO;1[, estas son: r=1/2; 1/3; 1/6; 1/9; 1/18. 


* Haciendo la prueba con r=1/2 aplicando Ruffini : 


==12| 1 9 9 72 
18 18 7 [5/2 >==hn0 es un cero. 


* Haciendo ahora la prueba con r = 1/3 
18 9 -2 -1 


=843|1 651 


18 15 3 |0 > *= en un cero. 
aa 
= El polinomio queda expresado : 
x)J=18x*+ gx? 0 1>(=-L)ass*+160+3 


* Luego : fíx)=(3x-1)(6*+5x+1)=(3x -1)(2x+11(8x+1) 
* Entonces = f(x)=(3x -— 1) (2x+1)(3x+1)= 0 


ex 


* El conjunto solución es : E 


EJEMPLO 3: 


¡ * Demostrar que la ecuación +"-16x +1=0 tiene 


tres soluciones en el intervalo [4 ; 4] 

* Por otro lado f(0)=1 > 0 y f(1)=-13 < O, entonces 
RO)xf(1)< O. 

* Luego existe un número 2:,eJ0; 1[ tal que f(x,)=0. 
Entonces x, es una solución en : JO;11 <[4; 4]. 
* También f(3)=-17<0 y f(4)=5>0. Luego existe 
un número x, e 3 ; 4f tal que f(r,)=0. Entonces xy 
es una solución en J3; 4 < [-4;4] 

* Por último, f(-3)=19>0 y f(-4)= -3<0. 

Luego existe un número x, e /-4:-3/tal que f(r,)=0. 
Entonces x, es una solución en J-4;-3/< 1-4:4] 

* Lo anterior prueba que 2%-15x+1=0 tiene tres 
soluciones en [-4; 4]. Notése que estas soluciones 
son números irracionales. 


EJERCICIOS 
(ODCalcula los siguientes límites : 


a Lim Br Limdx 0) Lim2o+2 
AS E 


x 2 2-8 
; NT ES 

D) Lim(3x+2) E) Li E 

pls a A 


(03) Calcular los siguientes límites : 
A) Limla*-7(2:-1) — B)Lim(3%*-2(2-1D) 


C)Liml35* —4xM9x+1) D)Lim(-2:* -2x+ 12% +1) 


CAMLIZHZREMZAA 
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((3)Sca f(x) una función definida gn /0; 8]. Calcular 


x-1,x+2 PA 
mato=| 3 gris Lim gx), si existe 
41, 3<2 
B)h(2)=1 5 ,x5=2 ,Halla Limh(x), si existo 
-1,x>2 Ss 


a-x+1,x<2 Hallar (a) para que 


O fx)= Er0-10>2 eta Ligr(o 


((3)Calcula los siguientos límites : 


5 p 3 
mí im C)Lim > 
2x8 12 (14 2) 2 (2-3) 
x.+9 bx pen 
Pa 0 ma") 
5 


(OD)indica la verdad o falsedad de : 


A)Si Dom f = R- (x0) ),entonces existe Limf(x) 
necesariamente . 3% 


B)Si Dom f = R, entonces siempre existe Lim fl 
Juetifica la respuesta en cada caso . * 

(indica la verdad o falsedad de: 

AJSi flx,J=L, entonces Limp(x)= 

B)Si flx,)=L, entonces existe Limf(x) 

Juetifica tu respuesta en gada caso. 

(O) indica la verdad/o falsedad de las siguientes 
proposiciones ; 


A)Lim(x*+2x-1D)=7' — B)Lim(x"+3x?-x)=8 
et pts 


CrLimblz -Ve+2)=1 D)Limlx'-a?+2)=40 
((D)Sca r(=)=E*2. Indica la verdad o falsedad de: 


A)Cuando x > ko, las imágenes f(x) se aproximan a 1 


B) Cuando x +-—=, las imagenes f(x) se aproximan a 1 


C) Cuando 8", flx) + 103 
D)Ouando x 3", flx) > 6 


(1) Confecciona una tabla de valores y calcula el 
límite, en el punto x, = 3, de la función : 


f(a)=“EHL2_ A continuación calcular el mismo 
límite , pero analíticamente . 


(UD Confecciona una tabla de valores y calcula el 
límite cuando x,=0 , dela función : f(x)=2 
z 
(AConfecciona una tabla de valores y calcula el 
límite , cuando +>+0 , dela función + f(x)=1 
z 


(3) Con el gráfico siguiente calcula cada uno de 
los límites que se indican. 


A) Lim. f(x) 
rs 

B) Lim fx) 

C) Lim f(x) 
rl 

D) Lim fíx) 
of 


3-2 -1 
(E) En el siguiente gráfico , calcula cada uno de 
los límites que se indican : 
A) Lim f(x) Y 
pt 
B) Lim f(x) 
prenda 


C) Lim f(x) 
ot 


D) Lim f(x) 
0 


E) Lim f(x) 
50 


(13) En el siguiente gráfico , calcula cada uno de 
los límites que se indican: 


A) Lim f(x) 
B) Lim f(x) 


C) Limf' (x) 
D) Lim f(x) 
AN 


-31 
H 
(UD En el siguiente gráfico , calcula cada uno de 
los límites que se indican. 


(EDICIONES AUBISOS 
AD Lai f6%) 1) Lim 6) 
Cc) Uli fx) D)Lin fx) 
E)Limfcd F) ión Nx) 
6) Lim'f(x) HB) Lim f(x) 
pd 2 


(OCalcula los siguientes límites : 
4) Limlx?+2x- D B) Lim(w" +31? au) 
E ps 


O) Limlslx Hz + 2) 


D) Lim(x* — x? +2) 
e 
(U3)Calcula los siguientes límites laterales : 


AE 
er x-6 


. 
B)Li 

(e -2 
1 


*- 
D)Lim. E) Lim 
ar x-1 .-3 


A+x-6 
+3 


(OD Calcula los siguientes límites ; 

x 5-36 2 1220 2 
pita pois: ETS 
y Lim 2 


x0 x-6. 
(e+3r - 
a E 1 


B) Lim: 


El)ináica la verdad o falsedad dela dfirmación: 
Una función f puede ser continua en % =x, y no 
estar definida en dicho punto .. 


(EDindica la verdad o falsedad de la proposición: 
Existe una función f tal que Limf (x)= f(xy)para 
todo x, de su dominio . Justifica tu respuesta . 


(indica la verdad o falsedad de : 
Bix ss 
ArG)= fe ? 


,no es continua en xy 
de usd 


x>4 
qe escontinua en xy =4 


BJE(x)= 


Ia sd . 
, escontinua en xy =4 
+3;x>4 


Orea 


EB)indica la verdad o falsedad de : 


La función definida por f(x*)= 3 Se puede 
redefinir en x=3, de modo que sea continua en x=3 
Justifica tu respuesta . 


1 


1087 YE 


1 LAMAS) 


Ora la función f, analiza la continuidad en 
y = 1. f= +1 La 
3-1 *;six>1 


EB)Analiza la continuidad de la siguiente función 
en xp= 


f)= Ae +4x-2;0x<3 


x ¡aix23 
Ed sea: 3-ax* ;x<1 
fía)= 
lx ;x21 


Demuestra cómo debes elegir el valor de “a” para 
que la función f sea continua de xy = 1. 


(E2Dada la función : 
Lel 
Mx)=j * 
0 ;%=0 
¿Es continua o discontinua en xy =0 ? Justifica tu 
respuesta efectuando el gráfico de la función . 


3x0 


(ES) Dada la función f(x) =x— |x|, analiza sí es 


continua o discontinua en su dominio . Justifica tu 
respuesta efectuando el gráfico de la función . 


Dr función : feJ=2, no está definida en 


= 3. Trata de definirla de modo que sea continua 
en xy = 3 . ¿Qué clase de discontinuidad hay en 
este punto? 


Ed Analiza la continuidad de la función fen 


x= 2 Bat; x<2 
fa)=48 ¡;2a=2 
A sa>2 


Trata de redefinirla para que sea continua en x,=2 
De ger así, ¿cómo lo harías?. 


(EDHolla las raíces de las siguientes ecuaciones 
ajx* +4x? - 11x-30=0 
bja?+x*-26x+24=0 

c)6x* +51? - 14: +x+2=0 

d)36x* +72x* — 13x? - 2617 +x+2=0 


(CAGE 
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C)3 — DJ25 E) 01 
RESOLUCIÓN : 
ad+a?-2a?_0 
* Evaluando: 73 —=G 


* Factorizando el numerador y el denominador para 
simplificar el binomio (+ — a) ; entonces : 


 a4ax—2a? _,. (x-alx+2a) 
Lim ELE - pg 
ze a?*—a ze (x-ajJ(x+a) 
- a+2a a+2a 3 
=Lim_———= =2 
0 x+a ara 2 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 2 : 
E es po AH 8Br+ 7 
D ES 
dal a? 2 
B)2..C)0 D)12. EJ AZ 


RESOLUCIÓN : 
* Se reemplaza a x por —1: 
[E Ens —1)+7 +0. 


a yz 0 


* Como 2 es una expresión indeterminada , se 


factoriza numerador y denominador buscando 


cancelar los factores que hacen cero la función 
d+ 8x+7 (2+1)(x+7) 
Lim—_—— e Lim 
laa 2 Mr 12) 


* Se cancela +1 en el numerador y en el 


A mE +7) 
denominador: 244 2) 
* En la nueva dee equivalente se reemplaza a x: 
sd [Cy+71_6_ 


2 1[60-=2] -3 
RPTA: “B” 


PROBLEMA q: 


* El binomio: 2 (1) =x + 1, debe ser simplificado 
para levantar la indeterminación . 


* Veamos : 
a mx 4+1) 

A a O TER] 

Zi ad (IP (41 _ 3 

ido IN 
RPTA: “B” 

pi ád: 

Calcular : a . 

va mi 0% DIE EJ 

RESOLUCIÓN : 


* Veamos que al sustituir x = 1, el límite toma la 


forma 2. Para levantar esta indeterminación 


0 
introducimos una nueva variable : 


Común índice : M.C.M. (3 ;4) = 12 


=(Y Y = 1 
«superf 
o 
(1 y 
* Intercambiando límites : si *->1, entonces : 
y>Wi=1>* 
* Luego : 
4 E 2 
L=Lim LA — OPA AA 
y1y-1 721 (y-D(+y+1) 


Yiy+y+l_4 


=LimY 3 
y J+y+l 3 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 5 : 
Calcular: Lim IE ln Es O 
ea D) 2 EJf2-1 
RESOLUCIÓN : 
* Evaluamos : /1+0+0*-1 x20 
0 


* Racionalizando el denominador : 


E 1, 
ira +1) +1) 


* Efectuando el numerador se tiene: 
a a | x(r+ 1) 


Lim. 
0 i++? +1) ARES +1): 


(EDICIONES RUBINOS JE 059 JE LÍMITES ) 
(£simplificando la “x” que hace la indeterminación) (2x+3F (3x - 2) (2xt3F, (8x2 
x+1 E E Lim Lim == q 
=2 E 
lar +1 =J1+0+0=1 2 - - 
RPTA: “A” PA ev 
PROBLEMA 6 : el JESs o E L- Cri 
. 1 pa 
% +2 q pz 
Hallar := Lim E 
A LEIA MEA 
aJ1 BJ1 cjo D)4 EJ-2 E 
RESOLUCIÓN : RPTA: “D” 
* Al sustituir = 1,, el límite toma la forma oe. PROBLEMA 9 : 
E +2 y 4 ] Calcular; ,, Jx-Ja+Yz=a 
n6-36-0* 36-062) 2% Ata? 
Síx+2)(: + a dx 4) 1 1 y 
A a — la — 2624) UA as Do EL 
e Al-1P E 4-1) RESOLUCIÓN : 
1 SD) 1 324) OTE la alaza o! 
RPTA: “C” E ri] 
EROBLEMA 73 * Desdoblando convenientemente : 
E -3r+4 A 
Calcular; Lim im E 
eE a -a? + -a? 
az BN -o ¡2 D)-1 E)8 + Calculando cada límite independientemente . 
RESOLUCIÓN : 
eS a NE + Lim N3=E 
* Evaluando se tiene : = 7 id 
* Dividimos el numerador y denominador por el —_,, (Jx-Valz+Ja) a 
término cuyo exponente sea el mayor de todos los a ANA E Su 
términos . z 
* Dividir entonces por “e?” Lim E rre 
E 2,4 
e A 7 A A A A 
ma (EE A E] e A) ES 
? ES 
vaa 
2 dd 3,4 3,4 
a amoo, Va ralVz+ Ja) a Na. 
A fee 1 Jrz0 RPTA: “A 
E - PROBLEMA 10 : 
RPTA: “A” — Calcular cada uno de los En 
PROBLEMA 8 : 
Calcular : dy ES 2P 
+6 o 
AJ8 B)32 0136 pa 50. Min "MA 
RESOLUCIÓN : TEE Fe az 
* Evaluando se tiene : = e 25 PAGAS 
* Dividiendo el numerador y el denominador por im 3042 NI Dira PEE 
as MI Sr TAS 


CAL AZIEREA 


Al1Loco) A TAN CICLOPEDIA 2012 


RESOLUCIÓN : 
D Lim - Lim4.Lim 


E E 


s ta. E 
me A 
IV) Lim: 3x+ 2 s 3x+2 


AD 


Er IES Tr O 
ro 


er +3 6x 


ñ =LimÉ-Li ARAN 
a Lim A 
q 
Da” 2 ua ¡pa 
2+£ 
de 
VID Li a 
A a a ee 
= Lim R Lim (2) = +0 
4x 
A 
cria Ca Y 
a y UE 
PROBLEMA 11 : o. 


Sea h(x) la función de la figura adjunta, qué puedes 
afirmar acerca de los siguientes límites: 


A) Limhtx) 
B) Limhis) 
O) Lim h(x) 


RESOLUCIÓN : 
A) Tenemos: Limh(x)=3, Limh(x)=3. 
nz > e 

Como son iguales , decimos que existe Lim h(x)=3 
B) Lim h(x)=5= Limh(x); luego existe Limh(x) y 

O pS ls 

Lim h(x)=5 
C) Tenemos: Limh(x)=2 y Limh(x)=4 

2% e 

Luego no existe Lém h(2) 


PROBLEMA 12 : 


L3x22 
D Sea f(x=)= . Hallar Limf(x). 
1 2 22 


; 


+3 3 


KM) Sea fíx=)= - Hallar Liz y 
Co eii 


ias 


a-2x;x<1 


TD Si fla)= ; hallar el valor de “a” 
-ajxzl1 


para que exista Lim fx) 

RESOLUCIÓN: 

D + Limf)=Lim(1)=1 
pe] na 


como son diferentes, 
* Limflx)= Lim -1)=1| no existe lim Ra) 


TI) En este caso no es necesario usar límites 


laterales , tenemos: Limptx)=Limlx*+3)=12, 


UD + Limfíx)= Lim(a - 2x)=a- 2 

pes Les 

* Limf(x)=Lim(6x - a)=6-a 

ae at 

12h 
* Para que exista Lim f(x), se debe cumplir que : 
Lim fíx)= Lim Nx), de donde:a-2=6-a=>a=4 
PROBLEMA 13 : 
Sea la función + y =f.,,5 cuya gráfica es : 
Calcular : ¡Y 


A) Limfix) 
ml 
B) Lim fx) 


RESOLUCIÓN : 
A) Analizando en el punto de acumulación : x =-1 
D) Lim fíx)=-w 

y 
11) Lim fix)=0 
111) Como" Lim f(x) + Lim fa) 

Sr cd 

pi 
B) Analizando en el punto de acumulación: x = 2 
D) Lim f(x)=3 1) Limf(x)=3 

o pd 


* Entonces no existe : 


[CE + EL 


LÍMITES 


III) Como: Lim f(x) = Lim f(x) = 3 
er aa 
* Entonces : Lim f(x)=3 
PROBLEMA 14 : 
Calcular si existe ; Lim F(x); donde; 
- AU 


RESOLUCIÓN : 
Lim f(x)= Lim(x*+3)=14+3=4 
«or sar 
Limf(x)= Lim(x+1)=1+1=2 
rl a 
* Como: Lim fx) + Lim fx) 
ar rr 
* Entonces : Á Lim f(x) 


PROBLEMA 15: 
Calcular si existe: Linn (x); donde; 


8-2x ;8ix>2 
RESOLUCIÓN : 
Lim f(x) = Lima? = 2? =4 


pa a 


aa a E 2x=8- 


10)= E a ;eixs2 


454 
* Como : Lim fx) = Lim f(x) 
pa 197 

3 Lim fla) =4 
PROBLEMA 18 ; 
Sea la función ; x*-6;x>1 

f(x)=36 ¡enl 

e o leráix<l 
Calcular si existe_Liw f(x) y trazar la gráfica de la 

ión: 2 ES A 


* Entonces : 


RESOLUCIÓN: 

* Se observa que antes de “1” y después de “1” se 
observa diferentes reglas de correspondencia por lo 
que es necesario calcular los límites laterales . 


Lim fiz)= Lim(=? -6)=6 


Lim 6) = Lim(-x-4)=-6 

ET 
* Puesto que los Total y son 
iguales entonces : Limfix)=-5 


* La gráfica serás, 


PROBLEMA 17: 
Calcular los límites laterales A y =1 de: 


foj= (+97 
Ye 
RESOLUCIÓN : 


1) Límite lateral por la derecha: x% > 1 
x>1 o1<x<2 o lx]=1 


jeiixz21 


¡sio <l 


* Luego : 
Lim f(x)= Lima? + 2) = Lim(x? +2)=3 
rl ar ar 


KI) Límite lateral por la izquierda : 1 < 1 
Lim f(x) = Limsx = YVI=1 


=P 
PROBLEMA 18: 
[x*J 

x 
RESOLUCIÓN : 


Calcular ; 


Lim 
rad 


1; Six” e[1;2) 
[x*]=42; Si x* e [2;8) 


*Si: xel1i2) > 
3; Si x? e[3;4) 
1; Si x e[1, 42) 
> [x?] =42; Si x e[V2;V3) 
3; Si x e[J3;2) 
* Luego: Lim Lim E 


PROBLEMA 19: 


2x-1 
Calcular ; a a a 
RESOLUCIÓN : 
* Vemos que este límite toma la forma 7=: 
2-1 2 
Lim >= =%=1 


zo 2x+1 2 


LA AICHENE AA 


o TIO A) 


* Estos límites se calculan usando la definición de e. 
* Haciendo 2x =h x-—0w, h-»0 se obtiene: 


Ñ A 7 me 
TR SA Le] 
e e 
h 


1] 
4 


1 


PROBLEMA 20 : 


tatoo: Lap cer(d 42) uE 4-2). 


RESOLUCIÓN : 
"Sen: da d+ 4-2=u4 > 2? =u(u+4)+4.Six>0, 


entonces : u=/0*+4-2=0 
* Luego : 


L= 


Lim Senu_ _ a | 
uso u(u+4) uso a ura 
m E 

des a + z)= 4 
PROBLEMA 21: 
pe y +1 

a : Lim 
a a) 
RESOLUCIÓN : a 
* Se tiene que: 


(Lex Méx +x0)_ y, (all) 
L=Lim 
sl sen(1-x*) (1 2)uen(1- 3%) 


A A 


ER OBLEMA 22: 


Mii CtantE 
RESOL Ul Cr ÓN: 


* Evaluando en x= 0;J1+0 41 _ 0 (indeterminado) 
0 0 


* Racionalizando el numerador : 


* Dividiendo numerador y denominador por 4*. 


A E senx 
x) 2 IES 


Lim. 6 
E si tanz] Jararo 

á =¿2 | (Vi ssenz+/c092x) 

2 

PROBLEMA 23 : 

A » 
Calcular + Lim(1+ aensJ%" - 

4 ' - 

RESOLUCIÓN : 


* Toma la forma pu: 
* Recordando que : 
* Transformando se tiene : 


Lim(1 de m5 =e 


sens 


si, 
Lim| la + sena jo" 
id 
* Haciendo senx=h como «>0=>h-=>0. 
* Tendremos ; 


a 
[tama em | =el=e 
4 

PROBLEMA 24 : 
Halle las asíntotas de y = 
gráfico. 
RESOLUCIÓN : 
* Dominio =(-ay1]u(2;+0) 
* ASÍNTOTA VERTICAL : 
-I 
ar Va 
> x = 2 es una asíntota vertical derecha. 


* ASÍNTOTA HORIZONTAL : 


=+0 


y 
Lim,[£ + peR 


nt Y 


* Es decir no se obtiene un número real , luego no 
existe asíntota horizontal. 


* ASÍNTOTA OBLICUA : 


: Le xaenx —lcos2x JT + xsenx + /cos 2% 
Lim: - 
230 2% V1+ xsenx +lcos 23 
2 


ir 1+ xsenx — cos 2x 
20 tan? E T+senx + cos 2x) 


2sen?x + xsenx 


a VIT + senx + /cos 2x) 


> Asíntota oblicua derecha sería: y =x +1 


* Analogamente por la izquierda se encuentra como 
asíntota oblicua izquierda a la recta: y =-w"=1 


(EDICIONES _HUTDISOS 


DE 1063 113%] 


LÍMITES ) 


* Bosquejando el gráfico: E 


PROBLEMA 25: 
Sea f la función definida por : 


flx)= 


Determinar las asintotas verticales, ' horizontales 
y oblicuas de la gráfica de f y trácela - 


RESOLUCIÓN : 
27 +5x-8 
= ¿Df =R-(3, 
fx) +3 Df (3) 
* ASÍNTOTAS VERTICALES : 
2 
Lim f(x)= Lim. 20" +b6x-8 
23 7 x+3 
= Lim (res +5x- 3 (5 (0) =w 
> +3 
82 
Lim. f(x)= Lim 
ns 
areas +5x-8)- => (5)(0) =-w 
za” 


>x =-3 es una asíntota vertical de la gráfica de f 
* ASÍNTOTAS HORIZONTALES : 


po e 
y 
Limts)= Lim 244058 _ 5 EE mo 
ei a rd O 
Ed na 
> la gráfica de f no tiene asíntotas horizontales. 
* ASÍNTOTAS OBLICUAS : 
* Cuando x>0 ENE 
3 ds 
_m=Liml 2 Lim 24 +6%-8_ y, 5 2 9 22 
mo xx e sx+3) TAE 
z 
2% +65-8 
b=. Lim f(x)= 2x)= tim [ PE t ESE 22) 


>La recta y = 2x-1 es una asíntota oblicua derecha 
para la gráfica de f. 
*Cuando x=+-0 

m= Lim) - 2 


a 
b=Lim(f(x)-2x)=-1 
a 
la recta y = 2x-1 es una asíntota oblicua 
izquierda para la gráfica de f. 
* Como f es una función racional, entonces f se 
puede escribir así : 


=24-1-—L 50 
1) = 2% 1 


«cuando 2 +05 


5 
+3 
* Por lo tanto f(x) se acerca a la recta y =2x-1,la 
cual viene a ser una asíntota derecha e izquierda de 
la gráfica de f. 


PROBLEMA 26 : 
Sea f la función definida por; F(x)=- 


a asíntotas horizo: 
la gráfica de f. y trácela, 2 
RESOLUCIÓN : 


= LA DF=R-[-9 
10)= 55 DF=R-(-2:0:2) 
* ASÍNTOTAS HORIZONTALES : 


Limf(x)= Lim E E 


Lim f(x)= Lim > 
= la gráfica de f no tiene asíntotas horizontales, 
* ASÍNTOTAS VERTICALES : 


5 
Te a) -2) taa 16 


Ends a 2) Lim 


CA GEES 


HEalLoco na ARAS CICLOPEDIA 2012) 


5x=-2 es una asíntota vertical de la pas def. 


1 1 eS 
pd a Lim ¿Ca)=w 


aos EIA 
IDO e 
5 x =0 es una asíntota vertical de la gráfica de f.. 
1-x 
Li ————__— 
22 Lalx+2)(x-2) 


Lim fl) = =—L(0)=-w 


a al rr 15 
= Lim_————-- Lim -2 (-0)=0w 
222 2a(1+2) x39 x- 16 
O LE ena E 15 
Elia E =-2(0)=- 
sor 2xa(x +2) 2-2 167) = 


>x = 2 es una asíntota vertical de la gráfica de f. 


* ASÍNTOTAS OBLICUAS : 
x=, 1-4x* 
2x* -8x 


* entonces mt 


recta y=-% es 
2 


Como: f(x=)= Lim 14 


> Za? -8x 


una asíntota 
oblicua derecha e 
izquierda de la 


gráfica de f. 
PROBLEMA 27 : z . + 

(Il; sixz1 
¿La función fa)=] es contiriua en x=1? 
ES ljsix<l 
RESOLUCIÓN : 
*leDomf 


* Lim fl) no existe 
* A1)=1% Lim fla) 

=1(x) no es continua en x= 
* Sin embargo : 


“le Domf 
* Entonces fx) es continua por la derecha . 


«Limfl)=1 — +f)=Limf) 


PROBLEMA 28 : 
-1 ;8bx=2 

La función f definida por flJ=4 2? +x-6 

.. +ax+b” a 
es continua en x2, calcular : ab. 
RESOLUCIÓN : 
* Por definición : f(2)=1, 
en 2 =2, entonces : 


luego, si f' es continua 


Limf(x)= ES 1 
2 +ax+b 
>r+6=x +ax+b 


>x:-6=ax+b 


* Igualdad se verifica si: a =1yb=-6 
*Se pide: (1)(-6) =-6 

PROBLEMA 29 : 

Dada la función : (a) = 527 7» se afirman 


1) La función es discontinua en x = 3/2 y x = 7/3. 
11) En el punto x,=3/2 la discontinuidad es salvable: 
11) Si f(3/2)=1/5, la función es continua en -=3/2 
Son verdaderas : 

RESOLUCIÓN : 


Factorizando 
tiene : 
2-3 


DO 
para aquellos valores que anulan al denominador, 
estoes: 24-3=0 Y 3x-7=0 > x,=3/2 Y x2=7/8 
(VERDADERA). 
A a 

(2x—3)(3x-7) 3x-7 
La función tiene discontinuidad salvable en x,=3/2 
Luego, la afirmación es VERDADERA . 


1D Efe) = Lo EA 
o (ESFALSA), 

PROBLEMA 30 : 

Explicar por quéla ecuación cora: =x tieneal menos 

una solución - - 

RESOL UCI 'ÓN : 


* La ecuación se puede escribir como : eosx -x =0, 
de donde f(x) = cozx — x. 

* Como g(x) = cosx y h(x) = x% son continuas enR> 
tendremos que f(x)=c08x-x es continua en R. 

* Por otro lado , como f(0) =1>0 y 


el denominador de la función se 


La función f'es discontinua 


KI) Vemos que; ft=)= ,=238/2 


(EDICIONES RURINOS 


SJ 1065 MES 


LÍMITES ) 


550, entonces: nor-1(z)<o 


* Luego existe E un número x e ]0;1/2 tal que 
fix) =0. a 

* Lo anterior prueba que la ecuación cosx = x tiene 
al menos una solución. 

*Los anterior se puede visualizar efectuando las 
gráficas. de las.funciones g(x)=c08x; h(x)=x en 
un sistema'de coordenadas tal como se indica . 


En el punto de 


p/híxx | intersección p se 


gla)J= tiene que h(x)=8g(x) 
es decir : cosx= x 
PROBLEMA 31: 
Calcular : ppal EJ 
Jas-=2 
AJ1 -BJ2 03 D)4 EJ0 
RESOLUCIÓN : 


* Hacemos : arc cos(1—x)=8 > 1-x=c080 
* Entonces elevemos al cuadrado : 


(1-x)? = 
>1-2x+x*=1-sen?O 


cos* 0 
>2x%-x* =sen* 19) 
* Además: si x>0 > cosó>110>0 
* Ahora reemplazando (1), én lo pédido resulta : 


AR 


8-0 send 


PROBLEMA 32: 
Er 


begito a . 


al]. = 
40 BJk 
RESOLUCIÓN : 
* Hacemos : 

1-Jx=y>x=(1-3P. Sizx1> y>0 
* Reemplazando : 
cosh(1-yP 


y > 

cos =+E(y*-2y) 

21 ol 37-29] 
+0 


y 
* Ahora aplicando : 


RPTA: “A” 


3% 1 


cos(a +B)=.eosacosf— sena senf 


* Se obtiene : 


a E 


220 y 


elos] 


* Como: cos5=0 y senz=1, resulta : 


= E 
Ma E sen| ¿yt9-2] beca 
-. y 20 2-2) 2 


E —F(0-2)= 
=- Lim (9-21 Z(0-2)=x 
PROBLEMA 33 : 
. á Le 
Calcular + Lim(3+2e0)* € 
, al 
RESOLUCIÓN : 


*Sca y= Lim (a+ 20m". entonces : 


=>] 


= Lim Átx -2x)-[Ln(3e *"* +2)-Lnfe *2=))) 


Ln y= Lim E 2x)- Ln 


| +2|+0x-22)-t0m2) 


a) 


3 
dona 


= Lim paa 


=r./2 


= Lim ((0+ 2 senx))=2 

ma 
* Entonces: Lny=2 = y=e* 
PROBLEMA 34 : 


A—x-3 : 
Cs EE 204 
E pa + corr MA 
RESOLUCIÓN : 


*Sea: fíx) =27-x-3 y glx) =sen'x + cosx 
* Luego : Limf(x)= +0 y-1< g(x)52;VreR 
A Entonced: Lim EEES 
++ gen 2% + 008% 
PROBLEMA 35 : 


=+00 


RESOLUCIÓN : 
*Sizm>0>l>30 >0<l<1:va>1 =[1]=0 
= z z 


* Entonces : Lima!!! = Limx?=1 
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PROBLEMA 36 : 


RESOLUCIÓN : 
(a 1 (23 - 5)x —3) 


*Si y = 
O A + DG) 
Dom h =R-(3;4) 
* Interceptos: 
E Yix =0=> y =6lá 
jeX:y=0> in 
Y ax =5/2 . (secante) 
* Asíntotas : 


Lim (2D? (2x5) 


e RD O 


(0-1 (2x6) __ 
e (a—dMo+1) 
* Entonces una asíntota A será : 
E + quo 
* Entonces una asíntota horizontal, será : y == 
(«1% (2x 5) 


G6-D6+1D) 23m 
x 


x=4 


jor 


Lim 


Io ho 


im (619 (2x - 5) 
xo (x—-4d)Mx+1) 
* Luego una asíntota oblicua será * y = 2x- 3 


-2=-3=b 


PRIMERANA, TA 


ps: Limla* +2:+4) 
Be 07 


Dosiculer: 1 Lm[+2) 


JOIRIGIDA: 


D)8 


E) 10 


1 1 
Aj BJ 03 DJ ENS 
3 
(03) Hallar : Lim e) 
+3 
4)2 B)5 ejes D-6 EJ] 
7 > 
CHHallar: Lim 
salx 
AJ1 BJ2 C)J3 D)4 EJA 
(OA Calcular : 1i0[57) 
a 
2 9 
A)1 B)2 C) D) 9 E) 3 
2 
(O9)Calcular ; Lim ) 
*-1 
AJ1 B)2 C)J3 D)J4 E)J5 
(Calcula La q) 
AS + 1-2 
E E NA 
v3 y? + 15 Ei REI 
(69 Calcular : Lim Ya -1 
21 Vx —1 
7 6 de 5 
E? 
dx? 20 +7 
4 E 
(ODCalcular : Lim O 
4 1 1 
AJA Br az DJ> E 
Li A+ 1 
(0D) Calcular : Lim ll 
a B)2 c)0 D-2  EJ1 
, xd +6x*-4x+1 
Ou 
*l REAL 
A) 1 B)2 191) D)8 E) 16 
6x* -3x+1 
Calc a 
A) 2 B)-1 c)o D)1 EJ2 
. (34 2) (2-8) 
Dr 
37 68 7 87. 79 
a 6 Ed 8 e) “y 20 1 ig 
(E) Calcular ; Lim Ea 
o [y 3 +3x-1 
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A-5 B)-2 Ccjo D)1 
1 
(B)Calcular : Lim E 
Sa +1 . 
A1 BJÓ C)-1 D)2 
(Mcalcular: 14 mm +1 
sora 2443 
ao * -B1 c)2 Dj=o 
bx +20+1 
Lim 
(OCalcular : Lim 7 
E 
Lim 3-2 
(3) Calcular ; Lim ATA 
1 3 
na B)5 Ea Dr 
2 4 6 
Ap BE Os De 
Y le 5 de 
EN 
ED Calcular: Lim E 
AJ1 B)2 C)8 D)4 
EBCalcular: Lim. 
Pla 
A) 400 B)-0 C)1 DO 
Li 
8) Calcular: Lim E 
Aro Bj=w (977) D)1 
Dones: 19 EE 
Icular : Link 
4 =J8x 14 
A -2 BJ ” Ccj0 D)1 
V2-1- 
(E) Calcular: Lim 
2] 1-Jx 
El 1 4 
05 B-5 0-5 


A-2 BJO c)2 D)4 
Ed) Hallar: Lim[(2x- 1D + 2%? —5] 
si 


AJ3 B)-3 C)2 D)-2 


E)3 


E)-2 


E) +0 


E) 
1 
EJZ 
Y 
EJ8 
E)2 


E)2 


E)2 


EJ6 


EJ0 


2 
Eñialar: as 29 +2(0+7) =] 
yA GDA +2 


A) 0,5 B)0,3 C)0,1 D)0,05  E)0,01 
Ed Hallar : Lim[Wa3x+6+8/5=3:] 
A)J-1 B)31 cy0 D) 52 E)1 
(OD Evaluar: al E +] 
+1 m1 

TEO oz Dz Ena 

2 3 

VI+x-1 
Evaluar: Lim 

nl a 7 

E NA 
03 3 DIA E) 


MAREA E aMIEIUARA 


20-60 +74 3 


(ODCalcular ; Lim 
2 


-1 
A-8 B)-5 cJ0 DJ8 EJ6 
(Calcular: Lim(x* - Max? +1) 
2 
A) 67 B)80 C)91 D) 104 E) 202 
9-a? 
(EHHallar Lil np ) 
Ad B)8 C)10 D)12 EJ6 
Vrz-1-£ 
((BCalcular : Lim ———2 
co 
1 1 1 1 
M3 Bj A 
3(x*-1) 
Oi + 13 
A)-1 B)-2 E)2 


Cj0 D)1 


la función: ra) 2008 
(OD Sea la función: F(x)= a - 


Entonces el Lim F(x) es: 
2008 


A)2008  B)2007 C)1  D)-1  E)Noexiate 


AVATTATIITAN 


(03) Ses F la función definida por la regla de 


correspondencia: 

pa —3<x<-2 

s 

Fa+b-1033=-2 

Jx+3 — 63% >-2 
Sabiendo que Lim F(x)= F(- 2), calcular el valor 
de: ab e 
AJ1 B)2 C)8 DJ4 EJ6 


. 2 gon 
(O) Sea la función: (1) = 5 
El valor de Lim F(x)es: 
sw 
AJO.01  B)002  C)0,03  D)0,04 E)0,05 


(0 Sean F(x) y G(x) dos funciones polinomiales, 
tal que: 
Lim [F(x)+G(2)]=2 A Lim [F(x)-G(2J]=1 
a pre 


Calcule el valor de: Lim [F(x).G(x)] 
0 


a mi 


(03) Calcular: 


3 
az 
el 


La Lin -x Land En 
52 -12x+16 
6 5 1 y 1 
ES 0 De Eo 


la - 7-6 


Sen la función: H(x)= 
O ea a tinción: H11=) 1285 7+7x-10 


Calcular: Lim H(x) 


17 12 7 7 

BE dass DI E 
a E 05 Dz 
(0) Calcular: Lim|-E2%+2 

32 Jdx+ 1-3 

2 7 .q3 2 

WE BJ O DIG EJ 
2x-x 

Calcular:, Lim. 
O 21/26 + 33 
AS BJ12  C)27 D)64 EJ 18 


O vicio tan[ ==) 


1 


1 1 1 

O ES E)- 
y ) 3 ) )-2 )-1 
(0 Se sabe que: 


L=Lim 


2 


(CAE 
(a—b)x+2003 
Si L es un número real finito y diferente de cero, 


calcular: J2L+1 
ANS BJ2 


(O) Sea: 


L= Limas +ab4+— 


C)3 DIG EJ6 


(a-65Jx* +bx?-a 
xa+1 


Además: -7 < L <-65 
Calcular: E=1/1?+1L42 
AJ2  BIVZ  C)2V2 
(E) Sea “n” un número entero positivo, tal que: 


a 
cl 2ne]-o 
o 7 2 


DJ1  EJN2+1 


Entonces la suma de los valores de “mn” es: 
AJ21 B) 16 C)10 D)J6 


(3) Calcular: 


L= Lim 


E)5 


Vaz VAL 4 6% 
Vaz? Vat Laa 
3 8 
Ea as D)2 
Br Ye ), 


4 1 
y m5 


(1 Calcular el valor de: 


E=Lim(J9x + J25x+1-9x + /36x +1) 
==. 


1 1 
AG BIE OLD) 
(83) Calcule: Lim(x+Y1=x*) 

2. 
AJ1 B)2 C)-1 Djo E) 2 
2x+3Yi0" 
(O) Sabiendo que: Z=Lim| 20 
ol 2x—-1 
1+LnZ 
ta lor de: M==—= 

dor como respuesta el valor de; M=7 2 

3 2 1 1 . 
y BJ (E Diz Ele 
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(EDICIONES _ROBIÑOS 
(O) Sabiendo que: E 
” 2 
A= Lim) ; B=Lim(a?+2+1)% 
pss E 20 


son las, raíces de una ecuación cuadrática, dicha 
ecuación es: 
Ajxt-ele+l)x+e'=0  B)x*+ele-1)x-e*=0 
C)x*-e e + 1)x-+e'=0 Dja*-ele*- 1)x+e*=0 
E)x* te + 1x+e=0 
2x*-1 

3 3x+1 

O halar: L- Lim ne) ae 


> 


ata 1 


Ale Bei je? Dei Eje 


(O) Sabiendo que: 


Q=Lim 1 20082: +1002 ed 
2003x: — 1002 


P+1 

q 

C)1002  D)4007 'E)1 
542% +4%-8 
a, 


calcular el valor de: M = 


A) 2.003 


Ed Sabiendo que: F(x)= 


B)2002 


el valor de Lim F(x) es: A 
A)JLn10 B)Ln6 C)Lni5 -D)Ln40 E)Ln120 


LÍMTES 


LATERALES 
(ODCalcular sivexiste: Limf.,,, donde: 


fa= arsicx>0 
lx :sizx<o 


C)2 


4,0 BJ1 D)3 E) 4 
(09 Calcular si existe. Lim fio , donde: 
3x-1;8si:x<2 
fo = Pal 
da+lisira>2 
4)0 B)1 C)2 D)8 EJ Z 


*Resuelva los problemas siguientes mediante el 
gráfico : Y 


(3) Calcular : Lim fi, 


AJO B)1 C)2 D)8 E) A 
(OA Calcular : Lim fe») 
AJO B)1 C)2 D)-1 EJA 
(O3)Calcular: Limf.., 
aJ0 B)1 C)2 DJS EJA 


(Q9)Del siguiente gráfico cuya función es f., - 
Y 


Estudiar si existeen: x=-21x=1 


x+38i:xS-2 


Osa: A re 


Calcular : 
a O 
Ses: y e Sea 
A 
Hallar: 
A) Lim 81) B)LimBi»)  CLimBr) 
(0) Ses: ES 
m0 ela 
Hallar 10-x3si:3B>x 
Li B)Li C)Li 
4) Lima fc.) ) Lira fe. ) Lim fi 


Gaza [> ELO] vs o + 3RTEATTITA ET) 


(LO Dada la función : . 
j 20+3;8i:x<1 


fia =12 ssizx=1 


Hallar: 
punt 2 Emo mon 
O ¡E 
Hallar el Lim—- si existe. 
0 q 
AJO BJ C)-1  D)x  E)Noexistelímite 
(hallar: Lim E ax? +9 
x-+0 |] 
AJO B)1 C)-1  D)x  E)Noexintelímite 
(3) Dada la función : 
3+x ios <-2 
Hallar : 
Li B) Lim C) Li 
A)Limg8i)  Bl)Limgi)  CILimB( 


(Q)) Calcular si existen; Lim fx) y Limf) 


pd 
Donde jsi: *< 4. A 


fio) =]% s8i: I<x<4 
4-xjsi:x>4 
AJlyA B)ly2 C)2yH D)1Y0 EJAYA 
(13) Dada la función : 


Hallar: 
Li 
aL Sn Lo 


B) Lim fe) 


Olmo 


(£0) Calcular si existen: Limfo Y Limfo, 


pong: 1-x?;8i:x<1 
Feo = ¿sizl<xs 2 


l==3|5 si: x > 2 


AJHy1 BJAy2 CIIYH  D)8:4  EJ28 


TAREA Soi JARA: 


(ODDada la función : h,, = 


Hallar : 
A) lim hi) BlLimbio  C)Lir li 
(02) Sea «fla función definida por : 

2047 ¡0i:x<-1 


fio) =138-2x ¡si:-1sx<2 
a? —-3o+lisicx>2 
Estudiar ; Lim fi Y Lim feo 
Justifique su respuesta 


(03) Sea «g» la función definida por : 


Br) =j17 -3x30i:-2<x 53 
2-4 :si:x>3 
Estudiar: Lim £(,) y Lim 8.) 


Justifique su respuesta 


3 2 

x-20” -4x+8 

(OACalcular si existe ; Lim == 
lx-21 

M4 B)8 c)2 D)1 EJO 

3x+lal 

¿Lim 

(OA Calcular si existe : Lim 7 
4J0 C)2 D)3 EJA 


B)1 


02) 56 03) 15 0%)AX 
07) C 08) 09)B 
13)C 10)B 
18) C 19) 
23) 5 


12) D 
17) B 


01) 02) D 03)É 


DERIVADAS) 


OBJETIVOS : 


* Adquirir con claridad el concepto de derivada de 
una función en un punto. 


* Distinguir entre derivada en un punto +=x, de 
una función fíx) y función derivada de fx). 


* Calcular rectas tangentes a una curva f(x). 
* Aprender la técnica de derivación de funciones f(x). 


* Interpretar aspectos de crecimiento/ 
decrecimiento, concavidad/convexidad de funciones 
a partir de la función derivada y derivada segunda 
de una función fx). 


* Identificar el problema del trazado de la tangente 
auna curva en un punto. 


* Identificar la tangente como límite de las secantes. 


* Determinar la pendiente de la tangente como 
límite de las pendientes de las secantes. 


* Obtener geometricamnente la derivada de una 
función en un punto. ' 


* Determinar la ecuación de la recta tangente a una 
curva en un punto por medio de la derivada. 


* Determinación de valores máximos y mínimos de 
funciones f(x) y resolver problemas de optimización 


INTRODUCCIÓN : 


El concepto se derivada se aplica en los casos donde 
es necesario medir la rapidez con que se produce el 
cambio de una situación. Por ello es una herramienta 
de cálculo fundamental en los estudios de Física, 
Química y Biología. También en las ciencias sociales 
como la Economía y la Sociología se utiliza el 
análisis matemático, para explicar la rapidez de 
cambio en las magnitudes que les son propias. 


Conocer la variación de una función en un intervalo 
grande no informa suficientemente bien en el sentido 
de entender como se produce dicha variación. Se 
necesita estudiar variaciones de la función en 
intervalos cada vez más pequeños para llegar a 
entender el concepto de variación instantánea o 
referida a un punto, es decir el de derivada en un 


punto 

Un hallazgo importante en el estudio de la derivada 
de una función es que la pendiente o inclinación de 
la recta tangente a la curva en un punto representa 
la rapidez de cambio instantáneo. Así pues cuanto 
mayor es la inclinación de la recta tangente en un 
punto mayor es la rapidez de cambio del valor de la 
función en las proximidades del punto. 

El concepto de derivada segunda de una función 
derivada de la derivada de una función también se 
aplica para saber si la rapidez de cambio se 
mantiene, aumenta o disminuye. Así el concepto de 
convexidad y concavidad aspectos geométricos o de 
forma de una función están relacionados con el 
valor de la derivada segunda. 

La derivabilidad de una función en un punto 
(propiedad relativa a la existencia de tangente en 
un punto) está asociado al de continuidad. Este 
aspecto también será tratado en esta unidad. 
Finalmente veremos la relación que tiene la derivada 
con los problemas de optimización de funciones. 
Estos problemas decimos que son de máximo o de 
mínimo (máximo rendimiento, mínimo coste, 
máximo beneficio, mínima aceleración, mínima 
distancia, etc). 


Conocer la gráfica de una función permite tener un 
conocimiento muy preciso de su comportamiento . 
En muchos casos sencillos que hemos visto en temas 
anteriores, basta el análisis de unos pocos elementos 
para poder construir su gráfica . En otros casos se 
requiere de herramientas un poco más poderosas 
para graficar la función con mayor precisión . Vamos 
a estudiar algunas de esas herramientas , todas las 
cuales están basadas de una u otra manera en el 
concepto de derivada . E 

Comencemos analizando la función /(x)=-3— 
De esta función podemos decir que : uE 

Y 


CAL AZIZIEEIA 


NNGo7a 0 A CICLOPEDIA 2012) 


*D,=R 

* Es continua en R 

* Es impar (la gráfica de f' es simétrica con respecto 
al origen) 

* Intefcepta al eje X una sola vez en (0 ; 0) 


* La recta y =0 es una asíntota horizontal a la 
derecha y a la izquierda, pues Lim f(x)=0 
120 


* F'es positivo si x > 0 y negativa si »<0. 


Con esta información ¿ podemos realmente precisar 
cómo es la gráfica de f? 

A continuación mostramos las gráficas que 
corresponden a funciones que satisfacen las 
características mencionadas anteriormente y que , 
sin embargo , son muy diferentes . 


Y Y 


e] 


- 
xXx 
Y 


x 


Nos quedamos sin conocer aspectos importantes de 
la gráfica , como la ubicación exacta de los puntos 
Py Q . Con las herramientas que vamgs a estudiar 
en este tema resolveremos estos problemas . 


PENDIENTE DE LA RECTA 
TANGENTE 


De la geometría analítica , el cálculo tomó la 
representación gráfica de las funciones en un plano 
de coordenadas cartesianas: El problema de 
calcular la pendiente de la recta tangente a una 
curva no se pudo resolver con las herramientas que 
hasta ese entonces tenían las matemáticas . Hoy en 
día , cualquierá de las ramas del conocimiento , 
necesita de la investigación científica como fuente 
fundamental para el análisis de los fenómenos, 
objeto de su estudio . El método gráfico es de gran 
ayuda para el buen éxito de dichas investigaciones . 


*En el gráfico se observa la curva que representa 
una función y que depende de xr. 


* Para trazar la tangente a la curva en el punto 
= x,, inicialmente se dibuja una recta que corte a 
la curva en el punto x = x, » La pendiente de dicha 
recta es : 7 
Y m2 
-*o 


Dm => 


* Si hacemos más pequeño el valor de Ax , la recta 
secante corta a la curva en el punto correspondiente 
a x=x, y la pendiente de 
=Y2Yo 

225% 
* Podemos proceder haciendo más pequeño el 
incremento Ax y de esta forma ir acercando la 
secante a la tangente . Si hacemos que Ax >0 
entonces la pendiente de la recta secante es igual a 
la pondiente de la recta tangente . 


* Como la imagen de x es f(x) laimagen de x+4x 
será fíx + Ax) , por lo tanto la pendiente está dada 
por la expresión : 
f(x + Ax)- fla) 
ee 
EAN lga = 
am=iga se olaa “pendiente” de la recta L, 
* Se observa además que la pendiente de la recta 


m= Lim > , Siempre que exista . 


(EDICIONES HUBIÑNOS ME1073 EN DERIVADAS) 
EJEMPLO 1: ECUACIÓN DE LA RECTA 
Calcular la pendiente de la recta tangente a la curva de TANGENTE 


ecuación y =3x*- 1 en el puntox =3 
RESOLUCIÓN : 


* Se escribe la expresión que permite calcular la 
pendiente de la tangente : 
me Lim LEA 16) 
2 "4530 Ax 
* Como f(x)=3xw* — 1 entonces : 
f(=+4x)=3(x+.4x*?)-1 
lo tanto : 


* Por to: 
Lim Ple+tasd- 160 - y ¡7 [St ta)" -1]-(90* 1) 
Ldntrer ya Lt dr 


* Se desarrolla el cuadrado del binomio y se reducen 
términos semejantes : 


3? +Grdr+3 (ax)? 1-37 41 


pi Ax 
2 
e mo [$64 , 304 ] 
4x-0L Ax Ax 


*Se reemplaza a Av por cero y se calcula la 
expresión: m =6x +0 


* La pendiente en 4 =3,esm = 6(8) = 18. 


EJEMPLO 2 : 


Calcular la pendiente de la recta tangente a la curva 
y=3%,0n x=2. E 0 


RESOLUCIÓN : 


* Se aplica la definición de pendiente de la recta 
tangente a una curva . 


m= Lim 22 = Lim P+42)- 12) 
4x0 bx 4x0 Ax 
ya 3 
A Lim 3 + 43) — Ba 
40 Ax 


* Se desarrolla el cubo del binomio : 
o 3 Pat ar + sra)” +(40)') 81? 
m=Lim 
aro Ax 
2/9 , AR 
> m=Lim E +9% +4x+9x(40)” +3(4x)” - 3x 
pr] ax 
axtar+9x (a +8 lar” 
Ax 
atar ota, eu 
acol Ax ar ar 
> m=Limlox* +9s(4:)+3(49)] 


3 m= Lim 
+0 


* Luego se cancela Ar, resultando : m = 91? 
* Reemplazando para x =2;m = 9(2)* = 36 


Una recta se caracteriza porque el valor de la 
pendiente es siempre el mismo, no importa cuales 
puntos de la recta se utilicen para su cálculo ya que 
el ángulo de inclinación se mantiene constante .. 


* La recta de la figura pasa por los puntos : 
Py= (ers 91)+ Po=(%2 592) 
* Por lo tanto su pendiente es 


Y 
EPA 


% Si tomamos cualquier otro punto P=(x; y) por 
donde pase la recta , se debe cumplir que : 

IN im 

xx XX 

* Por lo tanto la ecuación de una recta de la cual 


conocemos la pendiente y un punto por donde pasa 
es: 


m= 


Enya ire y-y= 5 
EP q decir: y-y/=m(x-x,) 
EJEMPLO 1 : % 
Calcular la ecuación de la recta de pendiente m = 4 


que pasa por el punto P = (-3; 5) 
RESOLUCIÓN : 
* Se escribe la fórmula de la ecuación ; 
yy =m(x-x«)) 
* Se reemplaza la pendiente y el punto conocido ; 
A) 
* Al reducir, resulta la ecuación de la recta : 
3x-4y+29=0 
EJEMPLO 2: 
Calcular la ecuación de la recta tangente a + 
y=Y-x,enx=8. 
RESOLUCIÓN : 


CAME ZREMETA 
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*Cuando x = 2 y toma el valor : y=(2)* -2= 2 
Por lo tanto la recta tangente pasa por el punto 
P=(2:2) . k 
*La pendiente de la recta se calcula con la expresión: 
a: pt 
*Sercemplezan fix) y fíx + A 
o erat 
9 2 
as>0 Ax 
* Se desarrolla el cuadrado del binomio : 
Lim AR mx 
O Ax 
* Se reducen términos semejantes : 
., 2x Ar+(AxY — Ax 
m=Lim AAA 
220 Ax 
* Se distribuye el denominador : 


2 
E ES (00 ds] 
A O ZE 

* Se cancelan factores : 

= Lim(2x+ 4x1) 

pridt] 

+Se pasa al límite : m, = 2x —1 
* Cuando x =2, la pendiente vale m = 2(2) -1=3 
* Por último se halla la ecuación de la recta : 
y-y =m(x-x,)>y-2=8(x-2)> y-2=3:-6 
=>3r-y-4=0 
EJEMPLO 3 : $ 
D Hallar la pendiente de la tangente a la curva 
xy =2, enel punto de abecisa x=, 


DI) ¿En dónde la pendiente de la tangente es 


3 1 
la -2? 
igual a 
MI) ¿Quéle ocurre a la recta tangente a la curva 


IN. rico co 
RESOLUCIÓN 
1) Tenemos que : 7 ()= 
fuego: « SU 
y, fla+h)- fla Es 
a, h a 
O a Te 
tala tala as 


11) Esta pendiente será —1 cuando: 
IIA TA 
225 a? =16 

te a 8 


* Es decir, cuando: a =4, a = 
* Luego Aa xy =2 tiene 


, - pa pas 
pai 


2 
Jl) Nótese que la pendiente —7 siempre es 


negativa . Cuando a se aproxima a cero (ya sea por 
la izquierda o por la derecha) , la pendiente decrece 
ilimitadamente (esto es , m—>—0) y la recta 
tangente se hace cada vez más vertical . 
EJEMPLO 4 : 
Analicemos el movimiento de una partícula a lo 
largo de una trayectoria en línea recta que en los 
primeros f segundos recorre una distancia de 5f% 
metros . . 
¿A qué velocidad se moverá la partícula cuando 
hayan transcurrido exactamente 4 segundos? 
RESOLUCIÓN : 
* Considerando que x(£) = 5H es la posición de la 
partícula en el instante 1 y P,, el punto fijo que 
tiene abscisa ¿=4. 
* Eligiendo Q .como un punto variable , con abcisa 
i=4+h 
* La velocidad media (pendiente de la recta secante) 
está definida como : 

o, 


E 
y, = Hen 


* En el lapso que transcurre desde £ = 4 hasta 
¿= 4 + h, la velocidad media está dada por: 


y, = Fea 


* Reemplazando : 
esteis sy” _ 
* Esta velocidad. media D,, se iia a un valor 


preciso , cuando Q se aproxima a P,. (es decir, 
cuando h se aproxima a cero) 


(EMIONES ROTIÑOS 
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DERIVADAS, 


* Esto indica que la velocidad medja se aproxima al 
valor límite de la velocidad instantánea V, en cuyo 


caso : . 
V = Lim V,, = Lim5(8+ h) = 40m/a 
40- 40 
* Es decir, la velocidad en el instante ? = 4,es 
V = 40mls . 
*Generalizando , tenemos que siendo V (1)= Lim 1 
nos queda :- 
ave 
Vy) = Lim (CO) letra 
40 
OBSERVACIÓN : 
* El cambio en el valor de x , que es xy-x,,5e 
denomina variación de x y se denota por : 
Áx=x9-%) 
* De manera similar , el cambio en el valor de y, 
que es y¿- y, , se denomina variación de y, esto es: 
dy=Y-9=1(x3)-f (91) 
*Se denomina tasa de variación promedio (TVM) 


de una función y = f(x) sobre un intervalo de la 
variable independiente que va de 


Ez 


xux+ cala razón q. 


Ay _ [+ 0x)- f(x) 

Ax Ax 

mide la tasu de variación promedio de! Ja función 
y = fx) con respecto a a. 

Geometricamente, la TVM es la perídiente de la 
secante por P y Q y por/tanto la variación 
instantánea en P será como caso límite la pendiente 
de la recta tangente en P. 


Es decir : 


* De lo expuesto hasta el momento, podemos 
concluir que las soluciones de los problemas de la 
recta tangente y de la tasa de variación instantánea 
están basados en el cálculo de un límite de la forma: 


Lim = (60 +) (20) 
+0 


mE 
* En muchos otros problemas , estos límites se 
siguen presentando, por lo que es conveniente darles 
un nombre . Ásí diremos que a un límite de la forma 
anterior se le llama derivada de f(x) en el punto 
de abscisa xy. 


DERIVADAS 


Se llama derivada de la función y = fx) en el punto 

x ; al límite del cociente incremental - 
Lim=% = Lim L6+4)-£() 

40 Ax 4x0 dx 


E dde 7 3 
* También se puede representar así: 


=p Ds im L 6440-16) 
y'=fP a Ly rea] 


DEFINICIÓN : 

La derivada de una función f es otra f* (se lee «f 

prima») cuyo valor en cada punto xp e Domf es 
+h)- 

f'(x0)= din ERE pl 10) siempre y 

cuando exista tal límite . 


Al proceso empleado para encontrar la derivada se 
le llama derivación (diferenciación) . 


OTRAS DEFINICIONES 
EQUIVALENTE DE LA DERIVADA 


Fx) -f (xp) 


AJF (20) = Lim 


B)f' (+0) = timPle)olso=?) 


C) Sea f una función definida en un intervalo 
abierto I que contiene a , x= a . Se dice que f es 
derivable (diferenciable) en el punto x= a, si existe 
el siguiente límite : 

im LF) 
=>0 x—-a 

* En este cago al valor límite se le denomina derivada 
de f'en el punto (a ; fía) y se le denota por : fia) 
Así tenemos : 


[AM_ EZ HZMEMETA 


NOTACIONES PARA LA 
DERIVADA 


Allo largo de la historia se han utilizado diferentes 
notaciones para la derivada , las cuales en mayor o 
menor grado y en dependencia de la aplicación de 
que se trate , se sigue utilizando en la actualidad . 


Si y = f(x) ¿la derivada se puede denotar como : 


“dftx) S 
dx emos DO, f(x 
| raerange dy ES 


y 

A |icaucny 
fo % 
y' : Newton (fundamentalmente cuando la variable 
independiente es el tiempo) 
Se leen : “* Derivada de f' con respecto a x ” 


EJEMPLO 1 : 


Sea flx) = 4- 9x calcula f'(4) 

RESOLUCIÓN : 

* Aplicando la definición : 

0 =rimk EDF - y, ¿ml 4-9(4+m1-l4-900)] 
pta h h 


E 
1'()= Lim 


EJEMPLO 2 : 


Calcular la derivada de la función y= bx? +1 enel 
punto =3 


RESOLUCIÓN : 
* Aplicando la definición : 


flar 4n- f(x) 


= Lim(-9) = 
$0 


-9(4+h)+9(4) 
h 


y'= Lim 
e 2 
> y = im ó 5442) +1-(6x? +1) 
4x0 dx 
2 2 Ex? 
> y Lim Ple 429 d+ (a) +1 69? 1 
pri Ax 
2 2 2 
Le yi= Lim 5E+10x Ax +6 las )+1-bx*?-1 
presa Ax 
> y =Lim lOs 4x4 6(49Y 
TES Ax 
2 
>y=tim im] ose, EU] 
dx Ax 


* Se aplica límite a la suma de funciones : 
y'=10x+0=10x 
* Se calcula la derivada en += 3: 


Y" ¿=10(3)=30 


EJEMPLO 3 : 

Si fíx)=3x? + 5x + 4, hallar f(x) 
RESOLUCIÓN : 
PEL 


fa = Lim 

MEA (3x? +55+44) 
> faz no 

O 8? 6x4 
> fo = Lim 


h 
2 3h? + Gh + 5h 

A 

> fo = Lim(3h+6x +5) =6x+6 


> fi) =60+65 


*Six=2, obtenemos fí, =17, lo cual confirma 
la respuesta en el ejemplo anterior . 


Obsérvese la ventaja de calcular f;;) como función 
de un x arbitrario, pues asf se tiene una expresión 
que permite calcular la derivada en cualquier 
número en que ella exista . A tal función se le llama 
función derivada . 
EJEMPLO 4 : 
calcular la derivada de la función 
y = cosx , aplicando la definición de derivada . 
RESOLUCIÓN : 
*Si y = cosx , entonces : 
cos(x + Ax)-cos(x) 

Ax 


y= En 


*Se tiene al aplicar ; 
cos(x + y)=co8xco8y -senxseny 


cosxcosAx — senxsenAx — cos(x) 


bara Ax 
. cosx(cosdx—1)-—senxsendx 
> ys Li ——_——_JJzzJJzJJJ==—2>2> 
450 Ax 
ES '= Lim [ estteosds- 2 senxsenAx 
ler Ax Ax 


* Se aplican las propiedades de los límites : 


y =Limooszloosdz—1 _ y ,,, percsends 
o de presi TS 
Limione Lim (209280 _ y senáx 
9 o SS A 


* Calculando el límite se tiene : 
y'=cosx(0)-—senx(1) > y'=-senx 
* Entonces ,Si: y=c08x > y'=-senx 
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DEHIVADAS) 


IVTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA 
DE LA DERIVADA 


Consideremos el fráfico de la función frepresentada 
por la curva y = f(x) , tomemos los puntos A y B, el 
punto B miy próximo al punto A cuyas coordenadas 
son (x 5'/(x)) como se muestran en la figura : 


. Y, recta tangente 


En este caso hemos supuesto un hk > 0 . Observemos 
que B es un punto de la gráfica de f que se desliza a 
través de ella a medida que variamos h . Si hacemos 
que h ge aproxime a cero , la recta AB inicialmente 
secante se convierte en tangente . 

* Observemos que antes de hacer esta aproximación 
de h a cero, la pendiente de la recta AB era : 

aa fl+h-f0) 
*Y ahora haciendo que k-> 0 , la pendiente de Ja 


recta (que ahora es tangente) es : 


RADA A 
ia h 


* Y es lo que hemos definido como la defivada de f. 
* En conclusión : 


PENDIENTE DE LA RECTA TANGENTE Lp: 
£()-f(a) 


my =1g0= Limmg = Lim a 


pit 
> [my = fa) 


La pendiente de la recta tangente a la gráfica de la 
función f,en el punto (a ; f(a)) es la derivada de fi 
evaluando en “a”. 


ECUACIÓN DE LA RECTA 
TANGENTE 


Zp=y-fla)=f,, (xa) 


En el punto (a ; f(a)) 


ECUACIÓN DE LA RECTA NORMAL 


2, =y=f(a)==(2-a) 
(a) 


F '(x) representa geométricamente (en caso de 
existir) a la pendiente de la recta tangente (de la 
gráfica de f) en el punto (x ; f(x)), con 


xe Domf y donde Domf* c Domf (m= f '(x)) 

*Si S=S,, es una magnitud física que depende 
ds 

del tiempo 2, entonces 0 es la rapidez 

con que cambia $ en el instante “£” . 

* En particular, sea: 


En el punto (a ; fla)) 


a) 


[AM IZIZHERESA 


ME 078) 


* La recta normal a la gráfica de una función f, en 
el punto (a ; fía)) es aquella recta perpendicular a 
la recta os en dicho punto . 


EJEMPLO LAN 
Determinar las a de las tangentes de la 
parábola y =x* enel vértice y en el punto de abscisa 


* o. . 
RESOLUCIÓN : 
Y) 


0 1/2 x 


1 (2)=mp =(x*)'=2x 
* Luego : 
f'(0)=2(0)=0 > my =0 


naa mar 
EJEMPLO 2 :. 

Determine la ecuación de la recta normal y tangente 
a le gráfica de la función f(x)=w*, para x= 2 
RESOLUCIÓN : Ni 

* Calculemos las coordenadas del punto : 

(2;f(2)) = (2; 8) . También.calculemos la pendiente 
de la recta tangente en (258) en base a la derivada: 


m=f' EL EE 


en el vértice) 


. (en n=) 


(e 2Ma? + 2044) _ 
2 
=Lima* +2+4=12 > my =12 


23 mp = Lim 


2 


* Luego: 

Lr:y-f(2)= fi -(a-2) > Yy :y-8=12(x-2) 
y 1 
Iy:y-F(2) «(x-2) > Yy :9-8=7¿(-2) 


CASOS DONDE EXISTE LA RECTA 
TANGENTE Y NO EXISTE LA 
DERIVADA EY ESE PUNTO 

D Y, 


:=x, es tangente al gráfico de fen xy 
£6)- f(x) _ 


xp 


£6)-f (%) 


LX 


Lim 
23% 


=-+0w 


x=x, es tangente al gráfico de fen ap 


LimL69-£ (eo) Lim 6)-1(%0) __,, 
mo 5% sono E, 
x= x, es tangente al gráfico de f. 

DIE y 
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DERIVADAS) 


££0-1 (70) 


xo 


mim LF 


ERA 


Lim 2 


= +00 


a eo tangente nl práben dal fi 
DERIVADAS LATERALES 


Por definición , sabemos que la derivada es un límite 
, y como un límite existe si y sólo si los límites 
laterales existén y son iguales , tendremos las 
siguientes definiciones de derivadas laterales ; 

A) DERIVADA POR LA DERECHA DE f 
EN EL PUNTO x,: 


f:(so)= Lim Co t2- 160) 


si tal límite existe . 
B) DERIVADA POR LA IZQUIERDA DE f 
EN EL PUNTO x,: 


[Et = pap LEI 


pi tal límite existe 
* Es consecuencia inmediata de la definición de 
límite que f *(xp)existe si y sólo si lan derivadas 
Jnterales existen y son iguales . 
P(x0)=f,(x0)=f. (xo) ,. 

* Por tanto f'es diferenciable en xy. 
CONDICIONES DE EXISTENCIA DE 
LA DERIVADA 
En consecuencia inmediata de la definición de 
límite, f'(xp) existe si y sólo si las derivadas 

Interales existan y son iguales , es decir ; 


UNEZ £- (50) = £4 (o) 
TEOREMA a 
(Derivabilidad - Continuidad) 
[f es derivable en (a ;f (a)) > f es continua 
en (a; f(a)) 

EJEMPLO 1 : 

x+3; <2 % A 
Sea f(a)= a A Eecuda ;hallar f'(2), si existe : 
RESOLUCIÓN : 


* Como la ruptura del dominio está dada en 2, 
debemos aplicar derivadas laterales - 


ES £_ ES (2+3) 


pera 


f (2)= Lim 
zo 


= Lim =1 


(0) = Lim LP HL) 
E A8)= Lime m7 = 


Lim EC+m0-D-2+3) 
Ao h 


20) 


=>Como f (2) f, (2), entonces f '(2) no existe . 


EJEMPLO 2: 
Sea f la función definida por: 


ra ¡x=<2 


343 0>2 
Determinar : 


DIC), 2) 
1) ¿Es fderivable en x« =27? 


RESOLUCIÓN : 
dt f(2) Lee tnssl 7 
des 


Df. (2) = Lim 
eb 
= Lim =2 


pe 12) [re 7) 


f (2) = Lim = Lim 
so? 
ALE da 
boro 


1) Como f. (2) + f, (2), entonces no existe f'(2). 


=Lim(h+4)=4 
4 


EJEMPLO 3 : 
¿Es derivable en xy = 1, la función f(x)=lw-11? 
RESOLUCIÓN : 


*£0= Lim E ER 
IZ, bl 
= Lim E 


* Luego: f, (1)=1 
pa 0) 


*f (n= lan 
ES E 0 
ok 
VAL -h_ 
ple 
*Luego :f'(1)=-1 


*Como f,(1)+f. (1) > f no es derivable en xp=1 


CAM_IZIZHENZA 
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OBSERVACIÓN : 


* Desde un punto de vista geométrico , las derivadas 
laterales representan pendientes de rectas 
tangentes por cada lado del número analizado . En 
muchos casos estas tangentes laterales no coinciden 
y la curva presenta puntos angulosos . Por el 
contrario , en aquellos puntos de la gráfica donde 
las derivadas laterales coinciden se dice que la curva 
es «suave». Cuando una función se define por tramos 
es muy probable que la gráfica que resulte no sea 
suave en los puntos de unión de los tramos e incluso 
la función ahí puede ser discontinua . 


* Si f noes continua en x¿, entonces f no es 
diferenciable en xy. 


* Si fes continua en xy no se puede afirmar que f 
sea diferenciable en xy. 


Y 


EJEMPLO : 
La función f(x) =lxw -1| es continua en xp =1 , pero 
no es diferenciable en xp =1, como ya se vio . 
* Luego f '(x) existe Ve e R-(1) 
DIFERENCIABILIDAD EN UN 
INTERVALO 


En muchos problemas-se requiere que una función 
sea derivable , no es uno , sino en todos los puntos 
de un intervalo . Definamos éste concepto con 
precisión +. 

DEFINICIÓN : 
Sea f' una función se dice que : 


1) Fes derivable en (a ; B) si para cada xen (a ; b) 
existe f(x) 


II) f es derivable en la;b) si f es derivable 
en(a;b) y existe f, (a) 


II ) f es derivable en (a; b] si f es derivable 
en(a; b) y existe f.'() 


IV ) f es derivable en [a ;b] si f es derivable 
en(a ; b) y existen f. (a) y f.'(b) 


EJEMPLO 1 : 


Sea f una función cuya gráfica se muestra en la 
figura adjunta , indicar los intervalos en los que f 
es derivable . 


Yi 


RESOLUCIÓN : 
f es derivable (o 


(o; 4), [4;6), (6591 y (9 ;00) 


EJEMPLO 2 : 
Sea f la función definida por : 
3r+1; -25x<0 
rar, 5 0Osxs1 
¿Ea diferenciable en[-2 ; 1] ? 
RESOLUCIÓN : 


* Veamos esto : 
* Es fácil determinar que : 


diferenciable) en 


3;-2<x<0 
E ba 2x; O<x<l 
para: x=0 
> 107 Un ¿0008 ee e 
a 
¡LDL - py 
ADS ed h p= pl 
*Como f.(0)+f,(0) entonces f no es 
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DERIVADAS) 


diferenciable en x = 0 por lg tanto f no es 
diferenciable en [-2; 1]. Obsérvese que no ha sido 
necesario calcular f,(2) y f (1) 

EJEMPLO 3: 

Dada la función ; 


; rl *<2 
Analizar si es diferenciable en todo *p" 
RESOLUCIÓN : 

* Graficando la función tenemos : 


lels > 2 


Xx 
*Vemos que no es diferenciable en x= 2; entonces 
no es diferenciable con todo R. 


DIFERENCIABILIDAD Y 
CONTINUIDAD DE UNA FUNCIÓN 
Los conceptos de continuidad y diferenciabilidad 
están relacionados entre sí. Veremos que si una 
función es continua en x,, entonces puede ser 

diferenciable o no en dicho punto 


TEOREMAS 3 


D) Si fes diferenciable en x,, entonces f'es continua 
CE 


11) Si f no es continua en x,, entonces f no es 
diferenciable en ¿£y. : 

HI) Si f es continua en x,, entonces no 
necesariamente es diferenciable en xp (es decir, si f 


es continua en x,, entonces puede ser diferencimble 
o no en dicho punto xy) 


Y Y 


* Como f no es continua en xy, no existe f*en xy, 
ya que f no está definida en x,- 


* g y h son continuas en x, 
* Existe la derivada de g en xy, 
* No existe la derivada de h en x, 


EJEMPLO 1 : 2 
E +13 x50 


La función f defini (+) = 
función f definida por f(x" paid 


¿Será diferenciable en x = 0? 
RESOLUCIÓN : 


*Como Lim f(x) + Lim f (x), se tiene que no existe 
0 0* 


Limf (2) y en consecuencia f no es continua en 
x=0, 
Por el teorema (11) anterior , decimos que f no es 
diferenciable en x = 0. 
EJEMPLO 2 : 
Encontrar los valores de a y b para que f'(1) exista, 
Bi: 

f(x) -| e ja<l 

ax+b;x>1 

RESOLUCIÓN : 
*Sif '(1) existe, entonces f es continua en 1=1. 
*Luego f (17) = f(1*) de donde1=a +b. 
*Comof(11)=2 y f(1')=a 
* Se obtiene a = 2 
*Resolviendo las ecuaciones a =2, a +b=1, 
se obtiene a =2;b=-, 


EJEMPLO 3 : 


¿La función f definida por fa:) =l2] es diferenciable 

en x=07 

RESOLUCIÓN a 

* Tenemos que; ro=( AE 
os 


*Ahora: a f(x) =Limf(e) = F0)= O, luego 


“x Fes continua en x=0. 
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* Analizamos la diferenciabilidad.en x= 0: 
1 00)= Lim HOB-10,, E cn. 0 


0 
r0r- £(0) _ = LimP2 h- 
hor 


ADÍS ae = nds 1 
h Como £.(0)+ f.(0) entonces no exite f*(0), es 
decir f' no es diferenciable en x=0. 


REGLAS DE DERIVACIÓN 


A continuación estudiaremos las reglas necesarias 
para operar con funciones diferenciales en un cierto 
intervalo". Para el efecto emplearemos una lista de 
derivadas de algunas funciones especiales , que 
permiten deducir otras más complejas . Asimismo 
aprenderemos a evaluar las derivadas de funciones 
en puntos xy de su dominio . 


TEOREMAS FUNDAMENTALES 


Conozcamos los principales teoremas que se utilizan 

en el marco de la diferenciación de ciertas 

expresiones . Para esto , sean f , g funciones 

diferenciables en un intervalo , una constante , 

entonces : 

lr +etol= «Derivada 
dela suma» 


f +8 (x) 


casos ha resultado demasiado tedioso . 
A continuación exponemos una serie de reglas , las 


= Lim (-D=-1cuales, junto a las anteriores , nos permitirán 


calcular con prontitud las derivadas + 


Función Derivada 
f()=cjceR f'G)=0 
T)=x f'(x)=1 
F()=ex;ceR f'x)=0 
6) =vYx fx)= 70 
f(x)=x"¿neR f)=ne" 
fG)=|x| f=E:x+0 
[+] 
flx)=e" fla)=e 
f(x)= Lnx fio =L 0 
FE f'(x)=a*Lna 
fisica (a>1/az1) 


f(x) = senx f'(x)=co8x 


liro-«ol=rmxoretaxr] f(x) = cosx f (2) =-senx 
- F(x)=cscx f(x) =-cscx cigx 

[Jere =ef wo, cer | Ft FG =sectx 

[ro-«T=r0-e0] f(x) = cotx f (2) =— esc? x 
F(x%)=secx f(x) = secx tgx 
DERIVADAS DE FUNCIONES 


MAC ROOTAC)) 
[eto 

Todas estas reglas pueden demostrarse a partir de 

la definición de derivada . 


DERIVADAS DE ALGUNAS 
FUNCIONES ESPECIALES 


Hasta el momento, el proceso seguido para 
encontrar la derivada de una función se ha basado 
en aplicar la definición 


OCIO) 
Mi o e 


a 
Elx) 


» lo cual en algunos 


TRIGONÓMETRICAS INVERSAS 
1 
1) fíx) = aresenx > UN Lx <1 


i. 


2) flx) = arcosx => f(x)=- ¿=1<x<1 
3) f(x) = arc tangx > Pa xeR 
4) fix) = are ctanz > f ()=7 zi ER 


5)f(x)=aresecx > pri =<-Iyx>1 
la? 1 
6) f(x) = arc esex = 


REBINOS E oss DERIVADAS) 
1 
> If (a)=- ¿x<-Ivx>1 a 
Pu) *. vx CEN A A 
*Aplicando la regla de la derivada de un cociente : 


EJEMPO 1 ; 


Hallar la derivada de cada una de las funciones 
siguientes: 


A)f(x) = 4x* B) flx)= 47 + 30% 
Ci fx) = Polis +6x D) fíx)=(2*+2x-3) (xx) 


3 2 = 3 
e F) fx) = 3x' 


6) fl) =3x'+2x — H) fe) =4-3'+x42 
DAA dp) FB 
RESOLUCIÓN : 
A) f'lx)=3 dx? = 12%* 
B) f'(x)J=(4x")' + (3x*)" = 12x* + 6x 
O) f'(x)=(3x*)'-(2x*)' + (6x)' = 123-647 + 5 
D) fx)=(2* +20-3)" (1 a) + (2420 -8) (ax) 

= (2% +2) -x) + (2% + 2x + 8)(3x*- 1) 
la? 24 2) (1 42) (a? — 304 2) 42)! 


EJf(a)= Pía 
¿(23M 2)-(3* 842) ] td 8 
lar 27 (+2) 
F) f(x) =3 da = 12x? L . 


G) f(x) = (3x*)' + (2x3) =12 42, 
B) F(x) = (4x7) (80 + (xJ* 4 (2) = 123% 6x + 1 
Da +30+1)'(a7 — 93) + (07 48x41)(x* - 9x)” 
= (20 + 3)(x” -9x) + (a *-2x + 1)(25 - 9) 
(at 34 Da? Da? 4 Ga 1? - 0)" 
(ax) 


DF 


(2 +3)(27 91) (a? + 3x4 (2% -9) 
(e? 9x)* 
EJEMPLO 2 ; 
Hallar la derivada de la función : 
Nx) =11" ;neN 
RESOLUCIÓN : 
fa) = 11 = f(x) =x" y 
> => = Ho (2) 
EJEMPLO 3 : 


1 Lar 
Siy= 


== » hallar y”. 


(Bea 


y 2 (t+2)- ere +2) 


(a? +2) 
2x7 +2) (21 + 3M(2x) _ -25* 6044 
(a+ 2) («2 +2)" 
EJEMPLO 4 : 
pit dd » 
Seo Fx) == 33) Moller f * (2) 


RESOLUCIÓN : 
* Aplicando la regla de la derivada de un cociente : 
l=al*- 8'(x) 
260] [etoT 


* Tenemos flx) = 3(x* — 5x + 1)* 
£ 0 =3l(e -50+1"*] = a|- 


256 
(a? 641" 


FUNCIÓN DERIVADA EVALUADA EN 
UN PUNTO 


Con f'(x) designamos al valor que f* le hace 
corresponder a x . Si xy e Dom f”, entonces f(x,) 
es un valor numérico que se obtiene al reemplazar 
x por x, en la regla de correspondencia de f* ; esto 
quiere decir que la función derivada está evaluada 
en Xp- 


¡Se simboliza por: f'(x0)=F '(laexo 


La última expresión nos indica que para hallar f” 

(xo) , primero debemos calcular f'(x) y a 

continuación reemplazar x por x, (donde xp € 

Dom f') . bi 

EJEMPLO 1 : 

Dada la función f(x) ==" + 4/%,, hallar,: 

DF 1D f*(4) 1D f (xp) 

RESOLUCIÓN : 

* La derivada de fíx) =x" + 4 /x es: 

2 2 
f(x) =3x? +=3x* + 
2Vx 


fea] 
(e? 5041)" 


Es 
Vx 


CAE EZHEREA 


1084) ICLOPEDIA 2012) 


1) Fara x= 1, nos queda f* Mp3 h=5 


TI) Para x=4;f' (4)=f' loa, (222) 

- Vx 

2, 2 
=3 = 
(4) hara 49 

UI) Para 

ai 2 
xx fx) =f" (%0)|xuxp =8%0" Ar 
EJEMPLO 2: 
Calcular la derivada de y = 
RESOLUCIÓN : 
*La función y es el cociente de las funciones 
f=2x y g = 3x + 1 ; porlo tanto para calcular y' 


se aplica la fórmula para hallar la derivada del 
cociente de dos funciones . 


,_2(8x+1D)-2x(8) 


Le ES 
q en el punto +=3. 


(a+ 17 
e al 

(2D? (31 
>» y (3)= E e 


(s(a)+1y? 100 50 
EJEMPLO 3: 
Hallar la pendiente de la recta tangente a la cura 
fx) = aenxcosx , en el punto de abseisa Xo =7. 
RESOLUCIÓN : . 
*De: f(x) = senx-cosx, tenemos: 

f(x) = (senx)" cosx + (senx)(cosx)" 
"Luego : 


AL taj=coss cosx +senx-(-senx)=cos*x — senta 


REGLA DE LA CADENA 


Cuando una variable y depende de una variable 
independiente x* en una forma muy complicada, es 
conveniente considerarla como una función 
compuesta de dos o más funciones . 


EJEMPLO : 
y = (30 +26) 
*entonces podemos considerar : 
y = Jí donde y=3 +x-5 
Esto a veces se representa esquemáticamente como 


una “cadena” de variables , lo cual da nombre a la 
regla que veremos más adelante: J>4=>x 


y podemos leer , y depende de y; y depende de x: 
Estudiaremos la derivada de una composición de 
funciones , la cual es de gran importancia en la 
resolución de problemas físicos , químicos , ete . 


DERIVACIÓN DE UNA FUNCIÓN 
COMPUESTA 


La derivada de una función compuesta está basada 
en el siguiente teorema : 


TEOREMA : 


Si u es diferenciable en x, y g es diferenciable en 
u(x), entonces g ou, es diferenciable en x., luego se 


len Ca(u(a))]'=8" (u(x) .u' (2) 
Parte Parte 
Externa Interna 


EJEMPLO 1: 

Supongamos que deseamos encontrar la derivada 
de la función f definida por flx) = (5x% + 7)%. 
¿Será necesario elevar el binomio a la potencia 16, 
para posteriormente derivar ? Lo anterior no es 
necesario , para esto existe la REGLA DE LA CADENA . 


* Por el teorema: 
Blu(e)) = (6: +7)" > u(x) =6x* + 7 
luego : g(u) = u!* 


* Ahora: g'(u) =16u' y u'(x)=20% 


> ola +71" =g'(u(=).u' (x)= 15u!*.20: 


=15(6x'+7)*.20%* = 300% (6x* 47)" 
* Observa que para obtener el resultado primero se 
deriva la función externa (la función potencial) y el 
resultado se multiplica por la derivada de la función 
interna (que es Bx% + 7). 
EJEMPLO 2 : 
Calcular la derivada de la función: y = (3x- 2)? 
RESOLUCIÓN : 
* La función cúbica es externa y Ze=2 es la función 
interna. y"= -2y = gy 
y=3(3-2 3 9(3x-2) 
Externa Interna 


[EDICIOSNTS_RUDINOS 


DER 0s5 5 DERIVADAS) 


EJEMPLO 

Calcular la derivada de la función h(x)=(6x — 2)? 

RESOL UCIÓN : 

*La función h(x) es una función compuesta por : 
Rx) =6x-2 y glx) =x* 

*Por lo tanto : 

hl=)=(g0D(x)= ElÑz)) + ht) =(5%- 29? 

h)=8 (MN: (x) >h'(x)J=3(6x-2% 5 


da Derivada de 
depancón Lo función 


COROLARIO 3 


Suponga que g es una función diferenciable y que 
neZ. 


D) Siflx) =x", entonces f(x) =nx* 


KI) Si f(x) = [g(x)]", entonces : 
F” (%) =nlg(2)1"".8" (0) 
EJEMPLO 4 : 


Hallar la derivada de cada una de las funciones 


siguientes : 
D fx) = (4x*-3x +6)" G 


al 
-2 


ID fe) = 10 + RA A 


1 : 
IV (6) =——G - 
AO - 


RESOLUCION : 
Df? (2) = 6(4x* - 3x + 6)'(8x - 3) 


me 23) (Es) 


_ e 3r+1 3(x-D-(8x+1) 

(2) l( Gr ) 

36D" (2D) _ 21(8:+0* 
(«27 (+-27 


UD f(x) = 4[(0* +1) + 4P.6(% + 1)*, 2% 
= 48x( + 1) (07 +1) + 4 


mf)= ( 


31 '()= 


- 2(2x + 8)” (2) 
pen 
(er-3* 


If '()= (23+3)*>f '(x) = 
af ()=- 


NOTACIÓN DE LEIBNIZ PARA LA 
RECLA DE LA CADENA 


Sea y = g(u(x)). Queremos expresar , ahora , el 
teorema anterior de manera más simple . 
* Para esto hacemos y = u(x)[u depende de x, 


entonces =p (<)] 
* Nos queda : y = g(v) [y depende de v, entonces : 
dy_ 
20 
* Reemplazando en el teorema anterior : 
= le (u)]= 0) (o 
dy _dy do 


dx do dx 
EJEMPLO 1: 
Halle la derivada de la función : 
fx) = (307 +25) 
RESOLUCIÓN : 
* Sén y = fíx) , luego podemos escribir : 
= / donde p=3x*+x-5 
du dy _dy du 
de du dx 


* Nos queda : 


di 
4 y 


=6x +1, como 
du 


* Entonces : Dm 4jP.6=+D 


=4(3%% + x-6).(6x+1) 
EJEMPLO 2 : 


a 
Calcular: ¿193042 


RESOLUCIÓN : 
*Seay=Vx 3x0 +2 = (a! - 82? +2)”, debemos 


PA Es 
calcular 2 


* Efectuando el cambio de variable : 

u=a—-30 +2 man (u depende de x) 
* Nos queda y =Yu =u** ( y depende de 1) 

* Utilizando la notación de Leibnitz : 


* Pero: 


CAM EZEZIERE A 


* Reemplazando en (1) : 
dy 1,23 (433 9x2 
gu laa) 


3 a 2 lar? 9%) 


A 1 EOS 
| rre 
dx? - 91? 


aro 
EJEMPLO 3: 


Hallar : 
RESOLUCIÓN : 


d 2 20 
—A3x* + 2x1, 
Eoceno 


d 
*Sen y = (24 + 2: 1)", debemos calcular 7 


* Haciendo el cambio de variable: 4 = 3% +2: -1 
(u depende de x) 


* Nos queda : y =u*" (y depende dew) 
* Utilizando la notación de Leibnitz : 


dy - dy du (201? 
a (20u'%) (6x +2) 


=20(342+2:-1)” (65+ 2) 
TEOREMA < 


Si f es una función continua e inyectiva , definida 
en un intervalo , entonces su función inversa f * 
también es continua . 


TEOREMA 2 


'Sif' es una función inyectiva diferenciable, entonces 
su función inversa — f”es diferenciable : 


OBSERVACIÓN : 
Si asumimos que f “es diferenciable , la fórmula 
obtenida en el teorema anterior se puede deducir a 
partir del hecho que :- 

Ar) =([rof" (y))=y: VyeR, 
En efecto , si derivamos ambos lados , obtenemos 


PO). aq 1 y entonces 


Y conf'(f (y) )20 
A 


EJEMPLOS : 
DSi y=Yx=x", 


dy_1 
tonces Y =2 
entonces > 


2) Si y=Y/g(%) y ges diferenciable entonces de 
44” donde 4 =g(x) se sigue que: 


Lin. e: (2) 


de dude 
* Es decir: 


ato) - LLeo]” - 
A 


Ey 
CIA (2) 


df_1 d pu) 1 7) 
pet = Al = Er 
vaa) tl +1) ge +1)" 25 
EJERCICIO : 
Halle la derivada de la función y = [g(x)] "" 
asumiendo que g es diferenciable . 
RESOLUCIÓN : 


* Es claro que y = ””” donde y = g(x), luego : 


el Pla. (x) 


> Esdecir: [gor Tletoj" 
Peso leo D-Aleor -g (2) 


DERIVADAS DE FUNCIONES 
TRASCENDENTES 


De acuerdo a lo estudiado anteriormente tenemos 
que las funciones logarítmicas y exponenciales 
son continuas en todo su dominio de definición . 
Se demuestra que dichas funciones son también 
diferenciables . Tenemos las siguientes reglas de 
derivación . 


D Si: flx) =e*, entonces : f(x) = e" 
II) Si: f(x) = es”, entonces : f(x) = g'(ajet” 


III) Si: flx) = Lnx , entonces: f(x)== 


e E AO) 
IV) Si: f(x). = Ln[g(x)] , entonces:f (x) = 16) 


V) Si: f(x) = Logyx , entonces : f(x). = 2 Logs 
VD Si : f(x) = b*, entonces : f(x) = (Ln bJ.b* 


(EDICIONES RUBILSOS 


od IZA li z 


HIVADAS) 


EJEMPLO 1 : 

Derivar: fa) =e +2 

RESOLUCIÓN : E 
fa)= e Ele +2] =(34? +2)0**> 
EJEMPLO 2 : 


Calcula? la derivada de: y = Lna%. 
RESOLUCIÓN : 


y=Lna?, luego Y 


EJEMPLO 3 : 


Calcular la derivada de y =Ve* +1 
RESOLUCIÓN : 
uo lo 


* Se aplica la fórmula de la derivara de una raíz . 


dy L Ml pl pa 
FE ge+1) ae +1) gl +D e 


EJEMPLO 4 : 
Calcular la derivada de y = cos(Ln a*) 
RESOLUCIÓN : 


* La función y= cos(Lnx”) ; es de la forma! y=c08 
u donde u es una función de la forma 1.= Ln v 
donde » es una función de x . 


*Si y =coo(Lnzx') > y 


EA ren(Lnz*) 
E 


=p =2seníLnx?) 


EJEMPLO 5 : 
Calcular f(x), si: f(x) = Ln(senx) 
AN : 


laten], A tmenx)= 5 .cose=0tgx 
sens 


a 


DERIVADAS DE ORDEN 
SUPERIOR 


Si la derivada de la función f definida por f(x)==* 
esuna nueva función f”, definida a su vez por 
£ "(x)=5x* ; es fácil concluir que si podemos derivar 
la función f ”, obtenemos una nueva función f”, 
definida por f(x) = 5(x)* = 5x4x” = 20x”, a la 
que llamamos segunda derivada de f', mientras que 
a la anterior, primera derivada de f. Sabemos que 
la derivada f * es diferenciable, obtenemos otra 
función (f')”. Continuamos con este proceso, 


construimos lo que llamaremos derivadas de orden 
superior ; 

Si continuamos derivando, obtenemos las funciones 
Lt) =P (2) ; f(x) =f'U(x), ete . Cualquiera 
de las siguientes notaciones se usan para las 
derivadas de y = f(x). 

PRIMERA DERIVADA : 


CA 


NN 
SEGUNDA DERIVADA : : 

er q q 

ASES LE 


D"f 


2, 


Ten presente (por defini 
Sabemos que representa la segunda derivada, es 
decir, es la “derivada de la primera derivada”; 


¡2 d 

así: DY = 2), donde el símbolo 3— indica 
de? dxeldx de 

Je operación derivar . 

EJEMPLO 1 : 


EJEMPLO 2 : 

Sea y =x7, hallar : y”” 

RESOLUCIÓN : 

* Tenemos : 

y=x?* > y =bx* > y” =(6x*)'= 5(x%)* 
= 5(4x*) = 20%” 

* Ahora: y”” =(20x*)" =20 (x*) =20 (3x*) = 60 

EJEMPLO 3 : 

Sea y =senx, hallar: y? 

RESOLUCIÓN : 

* Tenemos : 

y= senx> y'= co8x > y” = (cosx)'= - senx 

>y” = (senx)” = -(senx)” = -— cosx 

ay! = (- cosx)' = (-cosx)'= - (- senx)= senx 


=> y” = (senx)” = cosx " 
DERIVACIÓN IMPLÍCITA 


En les funciones que hemos estudiado Hasta ahora 
la variable dependiente se expresa en términos de 
la independiente, y = fíx) - 

Los problemas prácticos conducen a ecuaciones en 
las cuales “y” no está explícitamente despejada , 
no se expresa a “y” en función de *x”, 

Por ejemplo , la ecuación de la circunferencia 
con centro en P = (0; 0) y radio 6, está dada por: 
y +x=36. 

Como en esta ecuación , no se ha expresado a “y” 
en función de “x f(x) , se dice que la variable 
dependiente “y” está implícita como función de 
e, 


EJEMPLO : 
Dada la ecuación de la circunferencia : 


y +x* = 4, encontrar la expresión para calcular 
la tangente en cualquier punto . 
RESOLUCIÓN : 

* Un procedimiento que se puede aplicar consiste 


en despejar a la variable “y” para expresarla en 
función de “'x” . En este caso be obtendría la 


ecuación : 
y=tN/4-ax* 


* De los dos valores de la raíz se escogería uno de 
ellos para trabajar con la semicircunferencia. Luego 
se procede a derivar respecto a x . 

* Otro procedimiento , más práctico ; consiste en 
calcular la derivada implícitamente , Para la 
ecuación y! + x* = 4, se derivan ambos miembros 
de la igualdad respecto a la variable independiente 


tan) E 
ar) = 200 
*Se aplica , derivada de una 8uma de funciones : 
d ds, e 
q (7)+ )= 0 
* Para derivar el primer término del lado izquierdo 
de la igualdad se Bplica la regla de la cadena ; y en 


el segundo término , la derivada de la función 


* La derivada respecto a x del miembro de la derecha 
es cero, porque 4 es una constante. 2yy” +2x =0 


* En la ecuación se cancela el 2 y se despeja y”. 


$ Geométricamente , la ecuación y* + x*=4 


le a una circunferencia de centro en el 
0) y de radio igual a 2 , ilustrada en la 


* En algunos puntos de la circunferencia , se han 
dibujado las rectas tangentes . Estas rectas 
tangentes tiene diferentes pendientes de acuerdo a 
la ecuación : 

Y Yo = Mixx) 
” La pendiente de la recta tangente varía de 
dy x 


y 


acuerdo con la expresión + 
DEFINICIÓN : 


Una ecuación Q(x,y)=0 , define implícitamente una 
función y = f(x) si, sólo si al sustituir «y» por f(x) 
en la ecuación , se llega a una identidad . Por suerte, 
no es necesario despejar “y” de una ecuación en 
función de x para hallar su derivada ; en su lugar 
se puede emplear el método de derivación implícita. 
Dicho método consiste en derivar ambos lados de la 
ecuación con respecto a x para después despejar y” 
de la ecuación resultante. En los ejemplos de esta 
sección y de los ejercicios correspondientes, se 
supone que la ecuación dada determina a “y” en 
forma implícita como función diferenciable de “a”, 
de modo que se pueda aplicar el método . 


EJEMPLO 1 : 4 
Si efy+2y =30+2y hallar Ge 
RESOLUCIÓN : 


* Pensamos en “y” como una función de “x*” , y 
derivamos ambos miembros de la ecuación respecto x ; 


d; 
* Obtenemos : lr +6y? - 2) =3- 2xy 


d d 
* Se fuctoriza 72. y luego se despeja 2: 
dy_ 3-2y 


de x*+6y*- 
EJEMPLO 2 : 


A 
DSi: 0 +y'=26, hallar y Y Le 


TI) Determinar la ecuación de la tangente a la 
circunferencia x* + y? = 25 en el punto (3; 4) 


(Enr ES RUDINOS TE 1059 ES DERIVADAS) 
RESOLUCIÓN : a EJEMPLO : 
1) En la ecuación x* + y? = 25 derivamos con Sea : sent 
respecto a x, abi: A C: ; k:escte 
y=senkt * 


2+2y y'=0 > y=E 
43 y 
KI) Para el punto P(3 ; 4) ; la pendiente m de la 
recta tangente es : y"en (354) iguala —< - 
Luego , la-ecuación de la recta tangente es : 
y- le-a 
EJEMPLO 3: Z 
Calcular la derivada implícita <> en la ecuación : 


dx 
x 2 
, -2y=0 
ais 2y 
RESOLUCIÓN : 


* Dado que “y” depende del valor de *“x”, entonces 
se derivan ambos miembros de la igualdad , respecto 
de la variable x ; 


de. )- d 
Ele Ed E 


* Se aplica la regla para derivar la suma de 
funciones : 


5) 260-m=Z0) 


* Para derivar el primer término del lado izquierdo 
de la igualdad , se aplica la derivada de una potencia 
y para el segundo y tercer término, la regla de la 


cadena; 
Er 2% =0 


+So fnctoriza la derivada de “y respecto a “a”. 
x, dy 
+29 -(y-1)= 
327 0-D=0 


TY ES 


dy 
de “de 4(1-y) 


DERIVADAS PARAMÉTRICAS 


Sean f y £ , 2 funciones derivables en 7. La derivada 
de C definida por: 


x= fít) 
S =g8(t)” 
“enel dl P= (200) 5 Yag1) 


A 


* Se despeja 


¿tel 


Calcule D, y 
RESOLUCIÓN : 
D,y = (coskt) - Rp D,x = cost 


coskt 
D¿y=k—— 
NT 


DERIVADAS PARCIALES 
Sea f una función en dos o más variables . Tenemos 
una función de tres variables : 
w=flix;y;z) 
Se tiene : 


y derivada parcial de f respecto a x. 
E derivada parcial de f respecto a y . 


= derivada parcial de f respecto a z . 


Para obtener las derivadas parciales de una función 
respecto a una variable en referencia ; las demás 
variables se asumen como si fueran constantes . Las 
derivadas parciales tiene aplicación en matemáticas 
superiores como , por ejemplo , en la resolución de 
ecuaciones diferenciales . 

EJEMPLO : 


Obtener las derivadas pe de la función : 


fs y;z)=3* y Y z 
RESOLUCIÓN : 


a Las variables "y" y 
—=6xy7 — 


"z" se comportan 
como constantes 


jr os 


APLICACIÓN DE LA 
DERIVADA * 


IHREGLA DEL MOSPITAL - 
BERNOULLI 


imP0) Fi) 
eo Elx) data 


Lim (a) en donde la expresión py 


CAM AZMEZMERE IA 


151090) Ta LA ENCICLOPEDIA) 


0 
forma q $ a para x= a y además f(x) y g(x) son 


expresiones derivables en “a”. 


lLimE2 > tim 26) — im 20 — pimp LEC — 


a ela) xa gx) 0 q" (a) > 8" (2) 


Se deriva separadamente-las funciones f(x) y g(x) ; 
hasta que el límite de la fracción sea determinada . 


EJEMPLO : 

Colaues Lima 

RESOLUCIÓN : 

* Al evaluar para x = 0, resulta tenemos la 
indeterminación 2. 

* Aplicando la regla de L ” Hospital : 


Lim 226% _ py, (sen 6x)' 
0 Lr 0 (2x)' 
> Lim 2c086x _ Bcos0 _ 5 im Sen 5x _ 5 
o. 2 2 2 x>0 Lx 2 


OBSERVACIÓN 

Además las formas : 
0-o;m-w;0% 30m 6 1% 

pueden ser transformadas a las formas O 

EJEMPLO : a 

Calcular; Lim(senaJ( 9 + 

es 
RESOLUCIÓN : 


818 


3 
ANÁLISIS, DE CRECIMIENTOS 
Y DECRECDIIENTOS 


Este acápite está dirigido a reconocer cuándo y 
dónde una función es creciente o decreciente, siendo 
esto de vital importancia para efectuar el desarrollo 
de máximos y mínimos . 


»ndiente(+) 


* Al trazar la gráfica , de izquierda a derecha , 
observar que la función ferece en un cierto intervalo 
(la flecha apunta hacia arriba) . 


-pendiente(-) 


Xx > 
FUNCIONES MONÓTONAS 


* Al trazar la gráfica , de izquierda a derecha , 
notamos que la función f decrece en un cierto 
intervalo (la flecha apunta hacia abajo) . 


Observa que la recta tangente a la curva, en 
cualquier punto donde f crece , tiene pendiente 
positiva; mientras que en donde decrece tiene 
pendiente negativa . Luego decimos : 


FUNCIONES MONÓTONAS : 

Sea f: Df > Runa función . Se dice que Fes: 

1) CRECIENTE : sia ,be Df y a < b, entonces : 
fía) s f(b) 

U) ESTRICTAMENTE CRECIENTE : 

Sia,beD, y a <b, entonces: fa) < f(b) 

II) DECRECIENTE : 

Si a, beD, ya < b, entonces: fía) > f(b) 


IV) ESTRICTAMENTE DECRECIENTE : 
Sia,beD, ya <b, entonces: fía) >f(b) 


Y; 


Y; 


Decreciente  X 


(EDICIONES RUBISOS 
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DERIVADAS ) 


Cuando se dice que una función es monótona se 
entiende que se trata de una funcióh que es creciente 
o bien decreciente . Las funciones estrictamente 
crecientes y las funciones estrictamente 
decrecientes réciben el nombre genérico de 
“estrictamente monótonas”. 

* Más adelante veremos un teorema que permite 
determinar los intervalos en los que una función es 
estrictamente creciente y decreciente . 


EJEMPLO : 


Dado el siguiente gráfico , determinar en qué 
intervalo crece la función y en cuál decrece : 


Y 


6 7) 


RESOLUCIÓN: 

+ En el gráfico observamos que ; 
y = fix) decrece si: -6<x <-3 
y = f(x) crece si: 3<x<2 
y = f(x) decrece si: 2<x<65 


y = f(x) decrece si;5<x <7 
DEFIVICIÓN ; 


Sea f una función diferenciable en Ja ;b[ 


1) Sif"(x) > 0; Va e la ; b], entonces fes creciente 
enla; b[ 

1) Si f'(x)<0 ; Vxe]a; b[, entonces f es 
decreciente en Jq ; b] 

EJEMPLO 1 : 

Sea Fla función definida por f(x) =x*. Hallar los 
intervalos en donde f es creciente o decreciente. 
RESOLUCIÓN : 

Para responder la pregunta , basta con encontrar 
la derivada : f(x) =2x . 

Aplicando la definición anterior , tenemos : 

*f(x) > 0 si 2x > 0,dedonde x > 0. Entonces f 


es creciente en J0 500 [- 
*+f* (x) < Osi2x < 0, de donde < 0. Entonces Fes 


creciente en J=co 5 OÍ. 
EJEMPLO 
Sea f la función definida por : 

f(x) =x*- 12% +36; xe[-2;8] 
Determinar los intervalos en los cuales fes creciente 
y en los cuales f es decreciente . 


RESOLUCIÓN : 
f(x) = 4x* - 24x = dx(a? — 6) 
=4x(x+ 6 Ma -J6) 
rf + > + 
l + o + ho 4 
-2 0 1 

FG) >0 en (-2;0) 
* entonces f es estrictamente creciente en [-2 ; 0] 
f” (2) <0 en(0;J6) 
* entonces f es estrictamente decreciente en [0; 6] 
f*(=) > 0 en(/6;3) 
* entonces f'es estrictamente creciente en [J6 ; 3] 
EJEMPLO 3: 
Sea f la función definida por : f(x)=4x ya Hallar 
los intervalos en donde f'es creciente o decteciente . 
RESOLUCIÓN : 


1 
* Tenemos que F(3)=4= 7. Ahora: 


S 1 
* F'(1)>0, si 4-7 >0, de donde EL. 


y Jl 
+ Resolviendo: 76 [-o;=3| u [os 
1. Jl 
* Luego fes creciente en ; [+= y| [350] 


LANA 
* Por lo tanto decreciente en 3 ; El -t0) 


MÁXIMOS Y MÍNIMOS 
RELATIVOS DE UNA FUNCIÓN 


Gran parte de las aplicaciones de las derivadas a 
los fenómenos naturales y tecnológicos radica en 
el cálculo de los puntos donde una función tiene 
un mínimo o un máximo relativo , lo cual es de 
gran utilidad , como por ejemplo para saber 
cuándo el costo de una mercancía es mínimo y 
cuál es dicho mínimo . 


CAL EZIZRERZAR 


1093 Ec LA ENCICLOPEDIA) 


Y, Máximo absoluto 
o global 


Y=f(x) 


Máximo relativo 


f=0 


Máximo rejativo 


* Las pendientes de las rectas tangentes a la gráfica 
de f'en los puntos A, B, C,D, E y Fescero, es 
decir, las derivadas en dichos puntos es cero . 


* Obsérvese también que la función f puede tener 
varios máximos o mínimos relativos (o locales) , 
pero un solo máximo o mínimo absoluto (o global) . 
Pero , sea máximo relativo o absoluto o mínimo 
relativo o absoluto , las derivadas en dichos puntos 
son iguales a cero . 


* Sinembargo (aunque no es muy usual), si tenemos 

una función f cuya gráfica como la siguiente , se 

observa que , en el punto P., f'* no está definida , 

pero en P,, se da un máximo global de la función f 
Y 


El valor xw 
y = f(x) 
f'(c)=0 6 f*(c) mo existe 

* En el primer caso , en el que f '(c) = 0, la recta 
tangente al gráfico y =.f(x) es horizontal en el punto 
Py=(c;ftc)) . 


*En el segundo caso, en el que f (e) no existe , el 
gráfico de y = f(x) presenta un pico o un punto 
anguloso en 1 =€. 


Fc) = no existe 


x 
OBSERVACIÓN : 
Los puntos de extremo local de una función sólo 


, Pueden ocurrir donde la tangente es horizontal o 


no hay recta tangente o en los extremos del dominio 
de la función . 


Y Y 
ceaun 
extremo 
(e) =0 
A EA oil 
oks" Er IS 


EJEMPLO 1 : 
Determinar los puntos críticos de la función : 
fíx) =>" -6x +7 
RESOLUCIÓN : 
* Derivando la función resulta ; 
f(x) =2x-6 
Como f '(x) existe para todo x, entonces los únicos 


puntos críticos de f(x) son aquellos en que f” (x) 
se hace cero . 


F'()=0>2%-6=0>x=3 
EJEMPLO 2 : 
Determinar los puntos críticos de la función : 
fa) = 2x*— 6x* - 18x + 1 
RESOLUCIÓN : 
* Hallamos la derivada de la función : 
F* (x) = 6x?- 12x - 18 
* Igualamos a cero dicha derivada : 
f(x) = 6x*- 12:-18=0 
> 6la* -2x-8) =0 
> 6l(x-8)Nx +1) =0 
>i=Bjx0=1 cnc» (puntos críticos) 


(Em RUMINOS 


Js ET 


DERIVADAS ) 


OBSERVACIONES 2 

ID) Una función puede carecer de puntos críticos. 
EJEMPLO : | SS 

Sea: fl) =3x +5 

>f00=3 >fMM)=3=0> x= e4 


“En ningún lugar del dominio la pendiente de la 
función "se. hace cero” 


11) Una función puede tener infinitos puntos 

críticos . 

EJEMPLO : 

Sea: fx) =senx 

f(x) =008x >f*(x) =cosx=0 

A 
E LA 2 

“En todos los puntos de absisa : E + kx). (kez) 

la pendiente se hace cero” 

EJEMPLO 3: 

Consideremos la función flx=) =x*; xeR. La 

gráfica de f'se muestra en la figura adjunta . Es claro 

que f0) = O, delo cual se sigue que O es un punto 

crítico de f. Sin embargo , O no es punto de extremo 

local de f. Y 


COMENTARIO : 


“El punto crítico puede ocurrir para un extremo 
relativo máximo o un extremo relativo mínimo” 


E valle (mínimo) 


Xo xX 


* En A: ocurre un valor crítico x, que determina 
un extremo méximo relativo . 


* En B: ocurre un valor crítico x, que determina 
un extremo mínimo relativo . 


MÍNIMO Y MÁXIMO RELATIVO 


El número f(e) es un mínimo relativo de la función 
f si existe un intervalo Ja ; b/ que contiene a e, tal 


que fle)s fix) para todo we la ; B|. 


Si fx) < file). Vxe la ; b[, entonces fíe) es un 
máximo relativo de la función en f. 


Al menor de todos los mínimos relativos en /a ; b] 
se le llama MÍNIMO ABSOLUTO y al mayor , 
MÁXIMO ABSOLUTO . 


* Si f está difinida en un intervalo T, y si e es un 
número del dominio, tal que. fe) = 0.6 f*(c) 
no existe o e es uno de los extremos del intervalo 1 
(si es que fuese cerrado) ; entonces decimos que e es 
un punto crítico de la función f . 

* Del gráfico anterior, podemos deducir que para la 
existencia de un máximo o mínimo de una función , 
esta debe ser continua en un intervalo cerrado . Así 
tenemos el siguiente teorema : 


TEOREMA DE LA EXISTENCIA 


Séa funa función continua en un intervalo cerrado 
[a ; b] , entonces f' tiene un máximo y un mínimo 
en dicho intervalo . 

Ahora nos preguntamos : ¿cómo podemos calcular 
los mínimos y máximos relativos y/o absolutos de 
una función en un intervalo dado? 

Para entender esto , basta con dar una chequeada a 
la gráfica anterior y podemos concluir : “Para 
encontrar máximos y/o mínimos relativos de 
una función continua f,es un punto crítico 
x=, basta con que la función sea creciente 
por un lado de “c” y decreciente por el otro (o 
viceversa)”. Esto trae consigo el siguiente 
teorema. 


CRITERIO DE LA PRIMERA 
DERIVADA 
Siendo f continua en fa ; b], calcular los puntos 
críticos ee Ja ; b[,donde f'(e) =0 ó fe) no existe. 
A continuación : 
D) Representa en la recta numérica estos puntos , 
junto con los extremos “a” y “b” del intervalo 


cerrado construyendo de esta manera un cierto 
número de intervalos . 


11) Determina el signo de f '(x) en cada uno de los 
intervalos construidos . 


OUR FTEITITION H5Lo9x) 


TD) Si al ir de izquierda a derecha de x 


i) f* (x) pasa de + a —, entonces f(x) tiene un 
máximo en x =e, el cuales f(c). . 


e. 


di) f'(x) pasa de-a +, entones f(x) tiene un mínimo 
en ==c, el cual es fe). 


di) f(x) no cambia de signo , entonces fIx) no tiene 
máximo ni mínimo en x=€. 


* Para un mejor entendimiento del teorema anterior, 
veamos los siguientes gráficos de funciones . 


0 or. 
Máximo ni mínimo relativo 
EJEMPLO 1 : 


Determinar todos los extremos localeó y puntos de 
extremos local de la función ; 


fx) =x*-12x* +36; xel-2;8] 
RESOLUCIÓN : 
f(x) =4x* — 24: =4x(x* 6) 
=4x(x+ Jo )lx=46) 
* Puntos críticos : 
Fa) =0; 220; x=46 
(como f(x) es un polinomio, entonces f(x) siempre 
existe) 
* Extremos de D,: x =-2, x=3, 


rf + = + 
+ q A 0 
2 o OS 
* Por el criterio de la primera derivada tenemos 


que: 

-2 es un punto de mínimo local 
= f(2) = 4 es máximo local . 
£- 


ole 
Máximo relativo 


Camada nenita 
=> (0) = 36 es máximo local. 

6 es un punto de mínimo local 
=f(46) = 0 es un mínimo local . 
3 es un punto de máximo local 

> (3) = 9 es un máximo local . 


EJEMPLO 2 : 


X Hallar los extremos relativos de la función : 


y = f(x) =x*-6x* + 2 y esboza su gráfico . 
RESOLUCIÓN : 

* Hallamos los puntos críticos : 

Fx) =8-12x, f(x)=0 six=0yx=4 

* Los puntos críticos de Fson x=0;x=4 

* Construimos la siguiente tabla para establecer el 


x emp iierienta de la función : 
Ni máximo ná mínimo pi 


[xo[ Signo de 867 en o ]gunción fis [Extremos] 
OO a sécino 
SODA z 


ES Pr 


* La función tiene un valor mínimo local de x =4 
y ese valor es f(4) =-30 , y tiene un valor máximo 
local de x = 0 y ese valor es f(0) = 2. 

*El siguiente gráfico corresponde a fíx)=x"-6x*+2 


EJEMPLO 3 : 
Determinar los extremos relativos de la función 
f(x) = x*-Cx* + 12x- 6 y esboza su gráfico . 


(EDICIONES RUBINOS 


ML ELO 


DERIVADAS ) 


RESOLUCIÓN : y 

f(x) =3x*-12x + 12 =3(x-2)* 
>f'(x)=0 sólo si x=2 > 

x= 2 es punto crítico de f. 
* Nota que para cualquier valor de x>2 se tiene: 

£(x) =8(x-2 >0 
* Por consiguiente , x = 2 no corresponde a un 
extremo relativo de f. 


* El esbozo del gráfico será : 


y == 3-6:?2+12% -6 


Y 


CONCAVIDAD DE UNA FUNCIÓN 


Hemos visto que es útil conocer la primera derivada 
de una función para determinar los intervalos en 
los que ella es creciente o decreciente . Sin embargo, 
esta información no es suficiente para conocer bien: 
el comportamiento de una función . Por ejemplo , 
suponga que f : [a ;b] > R es una función creciente 
en [a ; b]. Las figuras adjuntas muestran las 
gráficas de funciones que satisfacen la condición 
anterior . F 


b xXx 


E ola 
Es claro que ambas gráficas son distintas pues se 
doblan en diferentes sentidos. ¿Cómo distinguir 
entre estos dos tipos de comportamiento? Tomemos 


x en (a;t) cualquiera , y sea E la recta tangente a la 
gráfica de la función en el punto (x; f(x) . 
Y Y 


O! 


En el primer caso , £ está debajo de la gráfica de la 
función , mientras que en el segundo L está arriba 
de la gráfica . Esta diferencia es la que genera el 
concepto de concavidad que definimos a 
continuación - 

Una curva será “cóncava hacia arriba” en cualquier 
intervalo de crecimiento de la pendiente y “cóncava 
hacia abajo”en cualquier intervalo de decrecimiento. 


Saa 


Cóncava hacia arriba Cóncava hacia abajo 
* Sea T un intervalo abierto. Se dice que f es cóncava 
hacia arriba en 1, si y sólo si f/ es cóncava hacia 
arriba en cada x de 1 


* Se dice que f es cóncava hacia abajo en I si y sólo 
si fes cóncava hacia abajo en cada x de I. 


TEOREMA 2 

Sea f una función diferenciable en un intervalo 
(a; b) que contiene a x, tal que f(x) existe : 

D) Sif”(x¿) > 0 , entonces f'es cóncava hacia arriba 
en Xp- 


1H) Sif *(x)) < O , entonces f es cóncava hacia abajo 
en Xp. 


EJEMPLO : 


Cóncava hacia Cóncava hacia 
jo arriba 
(Fe) > 0) 


abajo 
(f” e) < 0) 
COROLARIO 3 


Sea f una función diferencial en un intervalo 
abierto IF. 


a) Sif "(x) > 0, Vx e I,entoncesf es cóncava hacia 
arriba en L o 

b) Si f "(x) < 0, vx e TI, entonces f es cóncava 
hacia abajo en TL. 

EJEMPLO : 


Determinar los intervalos donde la función 
flx)= x-12x*+36 es cóncava hacia arriba o abajo. 


LA AZMZMEME SA MEL ose)| 


RESOLUCIÓN : 
fc) =x*- 12x* + 36 


> fa) =4x% - 24x . 
>) = 12% - 24 =12(x 4 J3 la -VZ) 
a > + 


le 
* f'es cóncava hacia arriba en («;-/2) o en 
(2 ;) 
* f es cóncava hacia abajo en (-/2 ;/2) 


* Véase que la concavidad cambia en los puntos 


PE: F(2)) y Q(AZ; p(-42)) - Estos 
puntos son muy especiales en la gráfica de una 
función . 


PUNTOS DE INFLEXIÓN 


Aquellos puntos de la gráfica de una función , en 

los que la concavidad se invierte , son llamados 

puntos de inflexión . 
Y yo 


A estos tipos de puntos (A y B) se les denomina 
puntos de inflexión . Como los puntos de inflexión 
ocurren donde la concavidad cambia de sentido , 
debe suceder que en ellos f ” cambia de signo . Así, 
para localizar posibles puntos de inflexión 
necesitamos sólo determinar los x en que f "(x) = 0 
venel que f ”,no; está definida . Esto es análogo 
al procedimiento de localización de extremos 
relativos de f - 

OBSERVACIÓN 

Si (e; fíc)) es un punto de inflexión de la gráfica de 
f, entonces es F (e) = 0 o f ”(x) no está definida 
para x=0. 


DEFIVICIÓN : 
Sea f una función y sea ceD, si: 
*f es continua en c - 


%La concavidad tiene diferente sentido a cada lado 
dec. 


OBSERVACIÓN : 
Si f ”(x) es una función continua , entonces ella 
cambia de signo al pasar por e si fe) = 0. 


Si embargo, si f ”(x) es discontinua en e, entonces 
en dicho punto también podría haber un punto de 
inflexión . 


EJEMPLO : 
Y 


Los puntos A, B, C y D son puntos de inflexión de 
la gráfica de f. 


PROCEDIMIENTO PARA MALLAR 
PUNTOS DE IVELEXIÓN : 


1) Determinar los puntos donde f ”(x) es cero o no 
existe. 
1) Para cada uno de estos puntos críticos e : 
Si f es continua ene . 
Si f"(x) cambia de signo en e entonces (e ; fle)) es 
un punto de inflexión de la gráfica de f. 
EJEMPLO 1 : 
Para la función f(x) = x*- 12x* + 36, se tiene que : 
f(x) =0 para «=-J2; x=y2. 
Me sk = + 
+ + 

-J2 2 
* Es claro que en -/2 y en J2 cambia la concavidad 
de f . Por lo tanto , los puntos de inflexión de la 
gráfica def son P,(-JZ;16) y P,(JZ ;16) - 


OBSERVACIÓN : 

Sif ”(e) = 0 entonces no necesariamente se cumple 
que (e ; f(o))sea un punto de inflexión de la gráfica 
def. 


EJEMPLO 1 : 
Consideremos la función fx) =x* 
f') =4* y f”) =124 


es LIZA bros 


DERMADAS ) 


Xx 
*Es claro que f (0) = 0 y sin embargo la concavidad 
no cambia de un lado al otro en O. 


CRITERIO DE LA SEGUNDA 
DERIVADA 


Otra aplicación de la segunda derivada es para 
determinar los valores máximos y mínimos locales 
de una función . 


TEOREMA (CRITERIO DE LA 
SEGUNDA DERIVADA) : 


Sea e un punto crítico de f en el cual f (e) = 0 
D) Si f”*(c) > 0, entonces e es un punto de mínimo 
local. 


II) Si f ”(c) < 0, entonces e es un punto de 
máximo local. 


IM Si: f"(c) =0, el criterio no brinda información. 


'Cóncava haci 
abajo 
UAG <0) 


OBSERVACIÓN : 

El criterio de laysegunda derivada sólo es aplicable 

para puntos críticos con tangente horizontal. 

*Sif (e) no existe siendo f continua en e, entonces 

F"(c) tampoco existe . 

*Si f(e) = Oy f "(c) = O no puede afirmarse nada 

acerca dee . 

EJEMPLO 1 : 

Encontrar los puntos críticos de la función 
2 

100= 2-2 65+100 y determinar máximos y 


mínimos . 


RESOLUCIÓN : 


zz 


* Se calcula la primera derivada : 


Fe) =2"-x-6 
* Se hace f(x) =0 
Á-x-6=0 


> (x + 2)(x-3) =0 

*Los puntos críticos de esta función son: 1=-2 
yx=3 
* Ahora determinamos los máximos y mínimos, 
calculando f ”(x) en los puntos críticos : 
Fx) =2x-1; f"(2)=22)-1=5<0 
O sea que fes cóncava hacia abajo en x =-2, y éste 
es un máximo de la función . 
f (3) =2(8)-1=5> 0, fes cóncava hacia arriba 
en x = 3, por lo tanto es un máximo de la función. 
EJEMPLO 2 : 
Seaf la función dada por 

f(x) =x*-12 +36, xeR 

f(x) = dx” - 24x = drla? — 6) 
+ J6 Mx 46) 
>f"(x) = 127 - 24 


* Los puntos críticos f zon —/6 ; Y6 y O, todos con 
recta tangente horizontal . 

* Luego :f* (-J6)=48>0 

* entonces f (-/6) es un punto de mínimo local . 


f (0) =-24<0 
* entonces f(0) es un punto de máximo local . 


£" (J6)=48>0 


* entonces f(/6) es un punto de mínimo local .. 
) 


GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN 


A partir de los conceptos y procedimientos que hoy 
hemos estudiado , tenemos a nuestra disposición , 
sólidas herramientas para hacer un análisis más 
completo de la gráfica de una función . 


EJEMPLO : 
Sea: fia)= 


1-1? 

Determinar las asíntotas, puntos de inflexión , 
extremos relativos , intervalos de contavidad e 
intervalos donde la función es estrictamente 
creciente y decreciente , y su gráfica . 
RESOLUCIÓN : 


* Domf = R-(15-1) 
*ASÍNTOTA VERTICAL: x =+1cuando fía) > tw0 


A LA ENCICLOPEDIA) 


CALA RZMERE A MEro»s) 
* ASÍNTOTA HORIZONTAL: Ny existe. 
*ASÍNTOTA OBLICU. —x , cuando x +0 


* Cálculo de f*(x) y f "la; > 
213,2 a 2 
pi pe POTES M6 + e ) 
7 (1-22) (1-a?) 
* EXTREMOS RELATIVOS : 


f'(x)=0 >x=0 Y x=3/8 
f'(J3)>0 > en x=-J3, hay mínimo : 


348 
1(-43) ar 


f"(/3)>0 > en x=43, hay mínimo: 


343 
za 
* POSIBLES PUNTOS DE INFLEXIÓN : 
f"()=0 =x=0,:1 
* Crecimiento y Decrecimiento : con f '(x) 
Para x<-V3 > f' (x)<0 cacon... (DECRECE) 


Si-/8<x<V3 > f' (2) >0 concnnmnonl CRECE) 
Para x>J3 > f' (2) <0 romnrmmer: (DECRECE) 
* Concavidad : con f” (x) 

Six <-1 >f "(x) > 0 (Cóncava hacia arriba) 


En x =-1 la función no está definida . 
1<x<0> f "(x) < 0 (Cóncava hacia abajo) 
En x=0hay Pl. A f(0) =0.. 

0<x<1 >f*"(x) > 0 (Cóncava hacia arriba) 
En x = 1 la función no está definida, 


Six>1 => f ”(x) < 0 (Cóncava hacia abajo) 


* GRÁFICO : 


TÉCNICAS DE GRAFICACIÓN 


Para un trazado de la gráfica de unja función, lo 
más preciso posible, se recomienda seguir los 
siguientes pasos: 


1) Determinar el dominio de la función y posibles 
puntos de discontinuidad. 


2) Determinar los puntos críticos de primera 
especie. Esto es, los puntos en que la primera 
derivada es cero o no existe. 


3) Determinar el signo que tiene la primera derivada 
en cada uno de los intervalos en que los puntos 
críticos de primera especie dividen al dominio. 


4) De acuerdo a lo hallado en el paso 3, determinar 
los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la 
función. 


5) A cada punto crítico de primera especie aplicar 
el criterio de la primera derivada o el criterio de la 
segunda derivada, para determinar si en tales 
puntos críticos existe o no existe un extremo 
relativo. 


6) Hallar los puntos críticos de segunda especie. 
Esto es, los puntos en que la segunda derivada es 
cero o no existe, 


7) Determinar el signo que tiene la segunda derivada 
en cada uno de los intervalos en que los puntos 
críticos de segunda especie dividen al dominio. 


8) De acuerdo a lo hallado en el paso 7, determinar 
los intervalos en que la gráfica es cóncava hacia 
arriba y cóncava hacia abajo. 


9) En cada punto crítico de segunda especie verificar 
si cambia o no cambia la dirección de la concavidad 
y así, determinar sí existe o no existe un punto de 
inflexión en tales puntos. 


10) Para mayor precisión hallar, en cada punto de 
inflexión, la pendiente de la recta tangente con la 
finalidad de dibujar la dirección de la curva en dicho 
punto. Puede omitirse este paso. 


11) Hallar las asíntotas verticales, horizontales y 
oblicuas, si existen. 


12) Hallar los puntos en que la gráfica intersecta 
al eje Y y, di es posible, al eje X. 


18) Dibujar una curva que verifique los resultados 
obtenidos en los pasos anteriores. 


Es recomendable expresar en tablas los resultados 
que se van obteniendo, tal como. veremos en los 


[EMCOXES RUBINOS 


Eos 


MnAanas) 


siguientes ejemplos. 
EJEMPLO 1 : 


Ses la función raza —9r*+16:45). Hallar 


los intervalos de crecimiento y decrecimiento; los 
extrentos relativos, si existe; los intervalos de 
concavidad; los puntos de inflexión, si existe. Luego, 
trace la«gráfica de f. 

RESOLUCIÓN: 


El dominio de f' es R. Derivada se tiene: 


P6)=G (3 -18:0+16)=3 (11620) 
Puntos críticos son solo donde f''(x)=0. Osea, x=1 
y x=5. Estos puntos dividen al dominio en los 
intervalos (<e51).(1:5) y (6:+00). El signo de f(x) 
en cada uno de estos intervalos es como muestra la 


Er 


5 


Signos de f(x) 
De esta figura se deduce que f es creciente en los 
intervalos (-«y 1) y (5; +0); es decreciente en el 
intervalo (1;5). Por el criterio de la primera 
derivada encontramos que f tiene un valor máximo 
relativo en 4=1 y un mínimo relativo en =5. La 
Siguiente Tabla muestra los resultadas obtenidos. 


ENEE ZS Conclusión 
EP 
x<l + fes creciente 
a=1 3 0 es máximo relativo 
1<x<5 — | Fes decreciente 
x=5 |-6| 0 | esmínimo relativo 
x>5 + | fes creciente 


Derivando nuevamente, se tiene: 
1o=Í10:18)=3(-) 

de donde vemos que existe punto crítico de segunda 

especie solo si f"(x)=0.. Es decir, cuando 1=8. Este 

punto divide al dominio en los intervalos 


(-0;8) y (3;+0). El signo de f'(x) en estos 
intervalos se muestran en la siguiente figura . 


NR 


3 
Signos de f "(x) 


T:> esta figura y por el criterio de concavidad se 
deduce que la gráfica de f'es cóncava hacia abajo en 
el intervalo (-«+8) y cóncava hacia arriba en el 
intervalo (3;+00). Así, existe punto de inflexión en 
x=3. La siguiente tabla muestra estos resultados, 


x>3 


gráfica cóncava hacia arriba | 


Otro dato adicional es que como f es una función 
polinomial, su gráfica no tiene asíntotas. Además, 
la gráfica cruza al eje Y en el (0;6). Omitimos la 
intersección con el eje X' pues encontraríamos que 
la ecuación f(x)=0 no son racionales. Con estos 
datos adicionales y la información que muestran las 
Tablas encontramos que la gráfica de f es : 


(63) re a +165+0) 


EJEMPLO 2 : 
Trazar la gráfica de la función f(x)=-w*+8x*-10. 
RESOLUCIÓN: 
El dominio de fes ?. Derivando se obtiene: 

F'(x) =-4x(x + 2)(0-2) 


de donde encontramos que los puntos críticos de 
primera especie son: -2 ; 0 y 2. Los signos de f'(x), 
en cada una de las regiones en que estos puntos 
críticos dividen al dominio, son mostrados en la 


Figura. 


-2 o 2 z 10) 
- E 
Signos de fx) Signos de f(x) 
De la Figura y por el criterio de la primera derivada 
se obtienen los datos que muestran la Tabla. 


E) uE] ¿jas dón 
*<-2 + [creciente 
x=-2 | 6 | 0 [máximorelativo 
EXERI — | decreciente 
=-0 10.| 0 [minimo relativo 
Ox <E + Jereciente 
=0 |8 0 | máximo relativo 
=>? — [decreciente 
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Derivando nuevamente, se tiene: 


f(x)= -12(» + 5) l: e +) 


de donde encontramos que los puntos críticos de 


- 2 2 
segunda especie son: — 15 Y 13 Y los signos de f(x) 


son como muestran la Figura. De esta figura y por 
el criterio de concavidad se obtienen los datos que 
muestran la Tabla. 


FJ] FW] Conclusión >] 
- | cóncava hacia abajo 
10 . . 
| 0 | puntodeinflesión 
7 E > > 
(ETE + cóncava hacia arriba 
FE G E O | puntodeinflexión 
2 E 
> -= = cóncava hacia jo 
ña va abaj 


Adicionalmente encontramos que la gráfica no tiene 
asíntotas. Dicha gráfica intersecta al eje Y en el 
punto (0;-10). Omitimos las intersecciones con el 
eje X. De todo lo hallado encontramos que la gráfica 


de f es como muestra la Figura. 
Y 
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LOS TEOREMAS DE ROLLE Y 
DEL VALOR MEDIO 


En muchas ocasiones , es importante determinar 
la ubicación precisa de los puntos de máximo y de 
mínimo local ..Ya sabemos que estos puntos están 
entre los puntos críticos de la función , pero nos 
falta saber los siguientes ; 

2 Dado un punto crítico ¿Es o no punto de extremo 
local? 

* Si un punto crítico es un punto de extremo local 


¿es de máximo o de mínimo local? 
TEOREMA DE ROLLE 

Sif: [a;b]>R es una función tal que: 

* Es continua en [a ; b] 

* Es diferenciable en (a; b) 


* fía) = (6) 
Y; 
fc )=0 


a C b % 
entonces existe al menos un número e en (a ; b) tal 
que fc) =0 
NOTA : 


Las condiciones de la continuidad de f'en y de fa; b] 
su diferenciabilidad en (a ; b) son indispensables, 
pues si no se cumpliera alguna de ellas no se podría 
garantizar la conclusión del teorema de Role . 

Y Y 


renciable 


= 
0 a e bx 0 a ce bx 
* El teorema de Rolle se puede interpretar 


geometricamente de la manera siguiente : 


Bajo las condiciones del teorema de Role, existe un 
punto (c;f(c)) dela gráfica de fía < e < b) tal que 
la recta tangente en ese punto es horizontal. 


* El teorema de Role garantiza la existencia de por 
lo menos un een (a ; b) tal que F (e) = 0; pero no 
dice cuántos “e” con esa característica existen. 


El teorema siguiente , conocido como el teorema 
del valor medio , se puede considerar como una 
generalización del teorema de Rolle ; pues éste 
puedeversecomoun caso particular en el que fía) 
y f(b) soniguales . 


(EDICIONES _RUBINOS 


TER arOr 


DERIVADAS ) 


TEOREMA DEL VALOR MEDIO 


Sif: la ; b]->,R es una función tal que : 
% Es continua en fa ; b] p 

*Es diferenciable en (a;b) entonces existe al 
menos un “e” en (a ;b) tal que: 


F(b)— fía) 
b-a 


al fc) = 
* Geometricamente : 


£(b) —f(a) 
b-a 


pendiente 


b Xx 


TEOREMA DEL CERO 


Sea la función f continua en el intervalo (a;b)-se 
cumple que si; 

fla) f(b) <0 => 3xy e(a;b) 
tal que f(x) =0 

* Graficamente : 


5 


, 
EJEMPLO 1 : 


Calcule el valor. e que satisfaga el teorema del valor 
medio para los valores de a y b 


indicados . ES Es 
fía)=senx ;a=0; e 
RESOLUCIÓN : 
* Ele buscado debe satisfacer :f* (e)= pu Ae 
Pero: £0 (%)=coax, m=r(2)= 
fía) = f(0) = 0 


* entonces: 


cosc= Le 
2 
2 

> e=arcos(*) 

EJEMPLO 2: 

Estimar una raíz de la función: 

fo) =x* + x- 1, en forma aproximada - 

RESOLUCIÓN : 

* Se deduce que : (0) =-1; f(1) =1 

* Luego por el teorema del cero ; como : 

f(0). f(1)<0 , entonces existe una raíz en (0 ;1). 


TEOREMA DE LA RAÍZ 
MÚLTIPLE 


Si q es una raíz de multiplicidad k de la función 
f(x) se cumple : 
fla)=0 a f'(a)=0 an f"(a)=0| 
nf"(a)=0A Afia)=0 


“Donde : f/f)! =0 es la derivada de orden (k-1) 
de fx) - 

EJEMPLO : 

Sea Plx) =x*+0x +bx+0 


Calcule : a -— b + 3e, si “1” es una raíz P(x) de 
multiplicidad tres . 


RESOLUCIÓN : 
*Pla)=xl+ax +bx+0 
x=1>P(D)=1+0a04+b4+0=0 mummmensrariseo (1) 


 *P* (2) =4x* + 30% + b 


x=1>P(1)=44+30 +b=0 oncucensmsmoso 1011) 
*P"(x) = 12% + 6ax 
x=1>P"1)=12+60=0 
* De (HI): a =-2 
* Reemplazando en (11): b 
* Reemplazando en (II): e 
* Se pide :-2-2 + 3(-1) =-7 

SUMA DE LAS POTENCIAS DE 

LAS RAÍCES 


Se tiene la función polinomial f(x) y f '(x) su 


2 


bo e) 
derivada al efectuar la división “pyz,y, por Horner 
se tiene: 


CAME RZTA 


f(x) 


ay= a tata. +x0 
Aj=X FX HIGH o, 
Us= Xi Had+ajt tas 


dq e 3 
OAg=X] XQ AGA xs, 


EJEMPLO : 
Sean: a;b;cyd raíces de : 
aA+a+1=0 
Calcular: a? + 674047 
RESOLUCIÓN : 


*Sea: fla)=x*+x 041 > f'(0)=4x* +2x 


* Dividiendo £-%, por Horner: 
f(x) 


* Entonces: a +b%4+0*4+d*=2 
DIFERENCIALES 


En la figura está representada la gráfica de una 
función f' y , debajo de ella , la gráfica de la recta 
tangente en el punto (x: ; fx)). Como se observa en 
la figura, para hh pequeño, se puede aproximar 
fl + h) - flx)=htana, pero tana=f (2), 
entonces fla: + h) — f(x) =hf *(x) 


xXx 


* La diferencia fac + hh) — f(a) recibe el nombre de 
incremento de f desde x a x + h, y se denota Af . 
Af = flo +R)- f(x)! 
* El producto f''(x)h se denomina diferencial en « 
con incremento h, y se denota df . 
df=f')h] 
”Usualmente , a h se le denota por Ax, entonces : 

Bf =f(x+ A4x)- fla) df =f(<)Ax 
* La figura nos dice que para h pequeño, Af y df 
son aproximadamente iguales 4f » df . 
* Del gráfico anterior , cuanto más cercano esté el 
punto Q del punto P, la diferencia entre Ay y dy 
será menor o tiende a cero , es decir : 

By-dy=0 

Entonces : fía + Ax) f(x) —f '(%) Ax =0 


(+ Ax)=f(x)+ f (x)Ax| 


Esta relación es la llamada propiedad de 
aproximación del valor de una función por 
diferenciales . 


EJEMPLO 1 : 
Determinar el valor aproximado de J745 
RESOLUCIÓN : 

*Sea: flx)=/x , entonces : £* (== 
*Como: fla+Ax)=f(x)+f' (x)Ax 


* Luego: A 
2Vx 


* Haciendo: x= 144 y Ax= 1, tenemos : 


Tag 1 = 144 +1 ú 


*Por lo tanto : 


2,144 

1 _145 

a =124+=== 

> 145 12 12 


EJEMPLO 2 : 
Determinar el valor aproximado de sen32? 
RESOLUCIÓN : 


(EDICIONES _KUBIÑOS 


DERIVADAS ) 


*Si: flx)=senx > f'(x)=cgexw 
* Además : 
Fx+4x)=f(x)+f(x)6x 
>sen(x + Ax) =8senx+c08x Ax 
* Hacrendo: 
x«=30"= 
* Entonces: * 
sen32= 
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En rr E 


d(t+At)-di 
plate 


d(t+At) 


Velocidad instantánea = d ' (t)| 


Razón de cambio instantánea de la distancia 
recorrida por un móvil . 
Luego, la velocidad del ferrocarril en el instante 


> 8en32" = Es 3 (0,0348) > sen32? = 0,0151 = 4 será igual a d'(4) . Así, primero calculamos 


ZE 
RAZÓN DE CAMBIO 


Recuerda que anteriormente definimos la derivada 
como una razón de cambio . En este sentido , las 
derivadas pueden representar cantidades , como la 
rezón a la cual crece o. decrece una determinada 
población , el costo de producir un objeto , la tasa de 
inflación , la velocidad de un objeto en movimiento, 
etcétera. 

El objetivo de este tema es mostrar la relación entre 
derivadas y razón de cambio a partir de situaciones 
prácticas . Dada la función y = f(x), recuerda que 
para x = Xp. 

* razón de cambio promedio AA 


* razón de cambio instantánea = f * (xj) 


EJEMPLO 1 : + 


Supón que estamos interesados en determinar la 
velocidad de desplazamiento del ferrocarril central 
que une a las ciudades de Lima , Huancayo y 
Huancavelica . - 

¿Cómo calculamos la velocidad promedio del 
ferrocarril? 

¿A qué velocidad se desplaza el ferrocarril a las 
cuatro horas de, viaje? 

Especialistas de la empresa administradora de este 
servicio de transporte han estimado que la distancia 
recorrida después de £ horas de viaje es : 


¡d(t)=4t* +10t kilómetros! 


donde O <t<10- 
RESOLUCIÓN : 


* Para cualquier móvil, se sabe que : 
velocidad promedio = 24Mbio de distancia 
cambio de tiempo 


d(t+ At)-d(t) 


Vo = 
>Yp Ab 


d* (1) = 81 + 10 y enseguida : 
d* (4) = 8(4) + 10 =42 km/h 

NOTA : 

* Si y = ft) es una función de posición de un objeto 


que se mueve en línea recta, entonces la función de 
velocidad en el tiempo £ es : 


Vít)=f"(t). 
* Además , se puede hallar la razón de cambio de la 
velocidad , que es la función de aceleración en el 
tiempo £ . 
Es decir ; a(t) = D, [V(t)] =D, If (1)] = f (4) 
Función de aceleración , medida en (m/s*),(km/h*), etc. 
f "(t) es la segunda derivada . 
EJEMPLO 2: 
Una ciudad tiene la forma de un rectángulo de lados 
xa(x + 3) kilómetros . A causa de la expansión 
urbana , x está creciendo a razón de  km/año. 


Hallar la razón de cambio (instantáneo) del área 
urbana cuando está ocupada 108 km*, 


RESOLUCIÓN : 

* Las variables que intervienen son el área, los lados 
que dependen de “x” y el tiempo “4 *. 

A continuación relacionamos las variables , asf: 
El áren urbana A es función de xr . 

A(x) =x(x +3) =x* + 3x sn (1) 

* Por dato, nos dicen que x está creciendo a razón 


de 
3 oa 
queda 5 =3 77 
* Nos piden la razón de cambio (instantáneo) del 
dA 
Sp cuando A = 108. 
* Relacionando Á con £ , de (1) tenemos : 


dA_d 
En = e +30) = 1 ea 


1 
de 5 kmlaño , lo cual simbolizamos por 
1 


área urbana A . Esta es 


de_, dx der 
ET 


CAL EZMZRERZAA Euro) TI LA ENCICLOPEDLN) 
dx hasta b. Por lo contrario, los valores de fíx) irán 
+ HA Eta 
dl ne MID a emvimuyendo si * disminuye desde b basta es 


* Para encontrar “y, a partir de (11) necesitamos 


a de 
conocer el valor de « (ya que: se conoce 7) 


* Pero nos piden da cuando A = 108 . 
Luego: A =xÍx +3) = 108, de donde x=9 


* Luego en (HI) : 
Las pe 1-7 hm?lañ 
57 =(2x +3) > Pe 7 km*laño. 


EJEMPLO 3: 


Una masa m cae verticalmente por acción de la 
gravedad , partiendo del reposo . Asuma que la 
resistencia del aire es depreciable . Hallar la tasa 
de cambio de la velocidad en el instante £ . 


RESOLUCIÓN : 
*En el instante inicial (£=0)parte del reposo(v= 0) 
* En el instante £ , después de iniciado el 


movimiento , la única fuerza que actúa sobre el 
cuerpo es el peso mg . 
Al inicio. - t=0,v=0 
Instantet-—--+4---- t=tv=v 
NE 


*Por la segunda ley de Newton , asúnfiendo como 
positiva la dirección del movimiento hacia abajo ; 
ii du do 

ma = mg, de donde m7 =mg luego <=8 

» Entonces, la tasa de cambio de velocidad respecto 
al tiempo (aceleración) es la gravedad. 

A partir de aquí, nota que la velocidad es : 
v=gl+c donde e es una constante; como la 
mesa cae e partir deltreposo, tenemos para £=0, 
p= 0 . Luego reemplazando en la ecuación 
encontrada tenemos que e =0. 

* Finalmente , encontramos que la velocidad está 
dada por w =gH. 


GRAFICACIÓN DE CURVAS 
PARAMETRIZADAS 


Para curvas de pcuaciones de la forma y = f(x) puede 
considerarse que x es el parámetro. Al analizar los 
signos tanto de f'(x) como de f”(x), siempre se 
considera que x* aumenta. Así, cuando se afirma 
que f es creciente en el intervalo /a; bJ, significa 
que los valores de f(x) aumentan (crecen) a medida 
que los valores de x van aumentando a partir de a 


Cuando la curva está definida por medio de 
ecuaciones paramétricas, puede ocurrir que cuando 
£ aumente, x aumente o disminuya. Esta doble 
posibilidad hace que la aplicación del criterio de la 
primera derivada, a partir del signo de dy/dx, se 
haga confusa en algunos casos. En lugar de hacer 
el análisis a partir del signo de dy/dx es más 
conveniente hacerlo a partir de los signos de dx/df 
y dyldt. La concavidad de la curva se determina de 
la misma forma que para las curvas definidas por 
ecuaciones de la forma y=f(x); es decir, á partir del 
signo de d*y/dx*. 

Sabemos que para curvas parametrizadas en que 
x(£) e y(£) son funciones diferenciables, se verifica : 


dy dyldt 
de dxldt 
Expresión que nos permite calcular dy/dx en 
términos del parámetro £. Si ahora hacemos: 
dy _dy dy 
TE 
Por la regla de la cadena, se tiene: 


dy _dy' de Py, de 
da a ar dar 
Si dx/dt > 0, entonces dividiendo entre dx/dt, se 
obtiene: dE dy dt 
dx? dx/dt 


Expresión que permite hallar dy / dx* en términos 
del parámetro £ y para los £ en que y” sea 
diferenciable. 

EJEMPLO : 


Trace la gráfica de la curva cuyas ecuaciones 
paramétricas son: 


a=28 42142; y=1 31435 
RESOLUCIÓN: 


Derivando cada una de las ecuaciones paramétricas 
se obtienen: 


teR 


E A Ca 
di di 
y luego reemplazando estas derivadas en la 
ecuación , se obtiene: 
dy _ 3(t+1)(t-1) 
"7 2 


Vemos que dy/dx=0 si 2=-1 ó 2=1. Vemos también 
que dy/dx no existe (es infinito) en £=-1/2. Así, los 


-3=3(t+1)(t-1) 


(1) 


(EDICIONES HUBINOS 


TEN 1105 JE 


DERIVADAS ) 


puntos críticos son: -1,-1/2 y,1. Estos puntos 
dividen al dominio en 4 intervalos. Por el método 
de los puntos críticos se determinan los signos que 
tienen dx/df y dy/di en cada uno de estos intervalos, 
tal como se muestra en la Tabla. 


A EE 
* —  |x decrece, y crece 
ED o y tiene un máximo relafivo 
PAT = = | [E decreciente, y decrece 
10 joa o pa 
-112<4<1 + - —  |x erece, y decrece 
t=1 (6;1) O |y tieneun mínimo relativo 
AE AT Ja error, erece 


En la tabla se concluye que en el punto (2:5) y tiene 
un máximo debido a que al aumentar £ desde -oo 
hasta -1, x decrece e y crece, Esto significa que los 
puntos de la gráfica se van generando hacia la 
izquierda y hacia arriba, hasta el punto (2:5). Luego, 
si cuando £ aumenta de -1 a —1/2, x sigue 
decreciendo pero y decrece, significa que del punto 
(215), los puntos se van generando hacia la izquierda 
pero hacia abajo. Así, en el punto (2:5), y tiene un 
máximo relativo. Análices semejantes se hacen 
alrededor de los otros puntos críticos, determinando 
las conclusiones de la Tabla. 


Derivando la ecuación (1), se obtiene: 
dy _3(é+1+1) 
do (ent 


y luego reemplazando valores en la ecuación, se 


pubiente dy 3 +t+1) 


de 22 


Como 1*+£+1> O para todo £, entonces el único 
punto crítico es £=-1/2. Adentás, d*y/dx* <0 para 
£<-1/2, y d'y/dx* >0 para £>-1/2. Por lo tanto, la 
gráfica es cóncava hacia abajo para £ < —1/2 y 
cóncava hacia arriba para £>=1/2. 


eel: 
La Figura muestra la gráfica de la curva. Nótese 
que para £=-1 y-£=1, la recta tangente es 
horizontal, y para £=-1/2, la tangente es vertical. 
Nótese también que la eurva pasa por un mismo 
punto dos veces. A tál punto se le denomina punto 
doble . Para hallar dicho punta doble se resuelve el 
sistema: 


2] +21, +2=21+2t,+2, £]-3t,+3=1]-Sty+3 


cuya solución es £,=-2 y £¿=1 que determinan, 
casualmente, el punto (6;1) en donde y tiene su valor 
mínimo. 


PROBLEMAS DE MODELACIÓN Y 
OPTIMIZACIÓN 


En esta sección aplicaremos, los procedimientos 
descritos para hallar los valores extremos de las 
funciones, a la solución de problemas ya sean 
geométricos o físicos o de aplicación a las ciéncias, 
ingeniería o la administración. 

Las empresas están interesadas en maximizar sus 
ganancias y a su vez, minimizar sus costos. Así, es 
frecuente observar en el mercado que las latas que 
contienen, por ejemplo 100cm* de un determinado 
producto, todas, independiente de la marca, tienen 
iguales dimensiones. Esto no és una casualidad, sino 
que obedece a que existen dimensiones que 
determinando un volumen de 100cm*, minimizan 
la cantidad de metal a usar en la manufactura de la 
lata. Generalmente en el proceso de solución de un 
problema de aplicación, no se tiene inicialmente 
ecuaciones matemáticas que debamos resolver. Más 
bién, previamente debemos realizar una formulación 
matemática del problema que nos permita hallar 
dichas ecuaciones. En los siguientes problemas de 
aplicación de máximos y mínimos, describiremos los 
procedimientos más usuales en la formulación 
matemática y posterior solución de las aplicaciones 
más frecuentes. 

EJEMPLO: 

Se dispone de una lámina cuadrada de cartón de 
60cm de lado y con ella se quiere construir una caja 
abierta por arriba, cortando un cuadrado de cada 
esquina y doblando los bordes. Encóntrar las 
dimensiones que debe tener la caja de modo que 
tenga un volumen máximo. ¿Cuál es este volumen 
máximo? 

RESOLUCIÓN: 


Sea x em la longitud del lado del cuadrado a recortar. 
La Figura muestra la lámina con los cuadrados 


Lam. a MoREME A 


10 TO y E VIT EATEATA) 


recortados de cada esquina, Luego de doblar como 
se indica se obtiene la caja rectangular que muestra 
la Figura. he > 


* 
60 
(a) (b) 


La figurá muestra también las dimensiones de la 
caja. El volumen de la caja será: 


V=x(60-2x)* =4x* - 240x* + 3600x 


Obtenemos una caja solo si + es un valor del 
intervalo (0:30). Sin embargo, puede considerarse 
que si x=0, la altura de la caja es O, y que cuando 
x=30, el lado del cuadrado de la base es O. Podemos 
considerar que el volumen de la caja es función de x 


tal que: Víx)=4x* - 2404? +3600x, x € [0:30] 


siendo V(x) una función continua en el intervalo 
cerrado [0:30]. Por lo tanto, la solución del 
problema se reduce a cnlcular el valor máximo 
absoluto de una función en un intervalo cerrado en 
donde es continua. Bastará determinar los puntos 
críticos de V en el intervalo /0;30] y luego, evaluar 
Y en dichos puntos críticos y en los' extremos 0 y 
30. El mayor valor que se obtenga_nos dará la 
solución que buscamos. Así, derivando: 


V'(x)= 12x?* - 480x + 3600 = 12(x 10)(x 30) 
Si V'(x)= 0, entonces x=100 6 x=30. Así, los 
puntos críticos son 10 y 30. Aribos números están 
en el intervalo /0:30]. Evaluando V en los puntos 
críticos y en los extremos del intervalo, se tiene: 

V(10) = 16000, V(0)=0, V(30) =0. 

De los tres valofes el mayor es V(10)=16000. Por 
lo tanto, la longitud del cuadrado a recortar para 
obtener el volumen máximo es x=10. Con este valor 
encontramos que el lado de la base medirá 40cmn y 
su altura será de 10cm. 

Así, el volumen máximo que puede tener la caja será 
de 16000 em”. 


OBSERVACIÓN : 


Muchos problemas de aplicación de máximos y 
mínimos presentan una formulación matemática 
parecida al del Ejemplo anterior , por lo que para 
gus soluciones puede seguirse un procedimiento 


semejante. Se recomienda seguir los siguientes 
pasos: 

1) Si es posible y necesario, hacer un dibujo 
ilustrativo. 


2) Identificar cuáles son las variables y encontrar 
relaciones entre ellas. 


3) Reducir el número de variables hasta encontrar 
una función de una sola variable que debe ser 
maximizada o minimizada. 


4) Hallar el dominio de la función; es decir, el 
conjunto de valores de la variable para les cuales se 
obtiene un valor posible, 


5) Encontrar los valores máximos y mínimos de la 
función en el dominio hallado. 


EJEMPLO : 


Determinar las dimensiones del rectángulo de área 
máxima que se puede inscribir en un triángulo 
rectángulo cuyos catetos miden 50 y 100cm 
respectivamente, en los siguientes casos: 


1) Si dos de sus lados están sobre los catetos y un 
vértice en la hipotenusa. 


11) Si dos vértices están sobre la hipotenusa y los 
otros dós vértices uno en cada caleto. 


RESOLUCIÓN: 


50 


(m) 
1D) La Figura (m) ilustra este caso. Sean x em e y 
em las longitudes de los lados del rectángulo. Por 
semejanza entre los triángulos ADE y, ABC, se 
obtiene la siguiente relació 

ES 50 

1003 =00 > y =100-2x 
El área del triángulo es: A =xy= 100x-2x*, Se 
obtienen áreas diferentes variando la posición del 
vértice E sobre la hipotenusa. Si E coincide con A, 
x=0.Si coincide con C,x=50. Así, el área es función 
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dex; es decir: S 
A(x)=100x-2x*; xe/10;50] 
Notamos que Á(x) es continua en elintervalo 
10:50]. Para hallar los puntos críticos hallamos la 

derivada e'igualamos a cero: 
A'(x)=100-4x=0=>x=25€ [0:50] 
Así, los puntos críticos son: 25 y 50. Evaluando 
Afx) en estos puntos se obtienen: 
A(25)=1 250; A(0)=0; A(50)=0 
El mayor de los tres valores es 1 250. Por lo tanto, 
concluimos: el área máxima que puede obtenerse es 
de 1250cmn*, y los lados del rectángulo medirán 25 
y 50 cm, respectivamente. 


TI) La Figura (n) ilustra este caso. Denotemos por 
a y b las longitudes (en cm) de los lados del 
rectángulo inscrito. Por semejanza entre los 
triángulos EBG y ABC y entre los triángulos AFE 
y EBG, se obtienen las siguientes relaciones, 


respectivamente: 
BO AI ME 
y 100” y 100-y'100-y «a 
obién : 
y=2x ; ab=x(100- y)=x(100-2x) 


El área del rectángulo es A =ab = 100x -2x*, Se 
obtienen áreas diferentes variando la posición: del 
punto G sobre el enteto BC. Vemos que x puede 
variar de O a 50. Así, el área es función de x tal que: 


A(x)=100x-—2x*;  xe10;50) 


Encontramos que es la misma función de la parte 
(1). Por lo tanto, el área máxima que puede tener 
dicho rectángulo es de 1250cm* y se obtiene para 
*=25cm. Para este valor y=50 em. Con estos 
valores las dimensiones del” rectángulo son: 


a=25/5cm A b=10/5cm. 


EJERCICIOS 
O Completar 10 siguiente tabla : 


DERIVADAS ) 
Seno sen x 
Coseno cosx 
Tangente gx 
Cotangente ETE] | 
Secante sec x ] 
Pa | 


(02) Verificar si es verdadero o falso : 


Noe) = gl) 26) Tr Ux)= mo e) 


fix) = glx)-h(x) F'(x)= g(x)h(x)+ gl )h (x) 
e Fx) =kglx) + 


El(x, Blx)x)-glxh'x 
fx)= AG)" 2 tx) 0 fix)= A 


[fr = (et 1) nle0l gx) 
[162 = eran [ 10x)= 8 02tx))- Rx) 


(03) Relacionar cada función con su respectiva 
derivada: 


AJfíx) = 10 D == BJ) = 0 
2 Ja 
T)l4x1 AS 
D) fla) = Y Elf) =Ux 7 
1 
v)o vn 
rre 


as E Á 
(O) si fx) = ; halla f 16). 
(03) a)Malla la derivada de la función definida por 


f(x)=1+/4—x ¡en el punto (3;2). 
b) Encuentra la pendiente de la recta tangente de 
dicho punto . 


e) Halla la derivada de fíx) con respecto a x . 


d) Efectúa la gráfica de f(x) y de f'(x) . ¿A qué 
conclusiones puedes llegar acerca de la función 
pendiente? 


(08) Dada fx 

1 
(02 Igual que el caso anterior, pero f(X)=1-2 y 
el punto es (o: 2 


(C9 Halla ta derivada de cada una de las siguientes 
expresiones : 


3 
o halla (2). 


PTA 


MEME TA 


a) y =(3x*-5x* +2)(2? —eenx+x)= 
.4 
b, A 
Maa 
€) fx) =6(3? -tanx+2)= 
d) y = 3sen x-— 4cosx = 


A 


-3 
E AS 
Dm 2 +2x-1 
(0) a) Si y = Logíx+2)(%-1), halla y”. 


2)Mx-1 
b Sia 


€) Si fíx)=LnV6x* —3., halla f '(2). 
d)Si flx)=x*.e0"*, halla f(x) 


¿halla y. 


en 
e) Siy= = t “E , 
(0) Usando la notación de Leibinz, calcula : 
Da ' ENT 
d " d E 
A a -6x)J= 
d) 7 (60 6x-senx) e) go sent? — 6x)= 
lala 2]= 


(0) Aplica la regla de la cadena y calcula la 


derivada de las siguientes funciones : 


DLcseñicosx)= 


a)Jy=(2-1*= dy =(4x? 3%) = 
(7-3 _ (a+ 31 
Maz ¿taa 


ejy=7(x+ 1" My = 12x(dx - 3)*= 
(|) Halla la derivada de cada una de las 
siguientes expresiones : 


e ad +29)" 
re (ad 
a a a 
A Epa 


= 1243 -2= A A A 
PA MUA 


(3) Deriva implicitamente y despeja la derivada 
en cada una de las. siguientes ecuaciones : 


| ad LA ENCICLOPEDIA 


)x? + y? =26 bly=+ 
AS "A 
lx-D+(y=2 =9 dj P+y"-6y=0 


vá 

O E pat E =1 
a? E, 2 y y 1 
ar =1 haya? 20 + 2 


o Paga cada uma de la algulentes ecuscióner 
calcula Y en el punto dado : 

a) x"-2xy+8xy"=0,0n x=1. 

b) 5-2x*y+2xy=3x,en x=0, 
€) x?+2y*-8xy-16x=9,enx=-2. 
d) 9*-y'=1,0n x=1. 
e) 16xt+y*=3,enx=1. 

PD a?-2x4+y*4+4xy=-2xy ,enx=3. 


(13) a) Sen y =8x*- 6x*, halla y””. 

b) Sea y = cosx , calcula y”, 

e) Sea y = e", encuentra y”. 

d) Demuestra que si y =e*+senx, entonces y"= y, 


ana os valores de 3r'quehacen Z Ouro 
y=2%-6. 


(L9) Dada la gráfica adjunta, entonces existe F'(a). 
¿Es verdadero o falso? Justifica tu respuesta . 


(12) Indica la verdad o falsedad de la afirmación: 


la gráfica de y” corresponde a la de la función 
derivada de y = (x-3)* +2. 


Y 
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DERIVADAS ) 


(13) Indica la verdad o falsedad, de la siguiente 

regla: % 

[tx gtxIx ME =f (2) X g(x) Xx hlx)+f1x)% 8 (2) 
xh(x)+f(x)xg(x)xh'(x) 

Si es falsa, ¿cuál sería la regla verdadera? 


(Dindica la verdad o falsedad de las siguientes 
afirmaciones : 


a) f(x) =—x* +4x, entonces f(x) =-2x + 4 
x 


D) Si flx)=V/25-x* , entoncef' (x)= al 


e) Si f(x) =a* - 2x , entonces f (1) = 1 
d) fix) = senx + 6x , entonces f* (5-5 


(NCalcular las derivadas de : 


aJf(t) = 12-30 + 41% 

b)h(x) = (2x* - 4x + 1)(6% - 5) 
€) fla) = (4x5) / (3x + 2) 
fix) =1/(1+x +2? + a) 


E) Indicar la verdad o falsedad de las siguientes 
afirmaciones : 

a) La recta tangente a una curva y = fíx) en el punto 
(Xy Yo) y corta a la gráfica de la función 
necesariamente en otro punto . A 

Justifica tu respuesta graficamente E 


b) La recta tangente a una curva y = ffx) en punto 
(%p + Yo) no corta a la gráfica de la función en otro 
punto . 

€) La recta secante a una curva y = f(x), corta a la 
gráfica de f en dos o más puntos. 


(8) La siguiente proposición es verdadera o falsa: 


Existen funciones que tienen la misma derivada . 
Justifica algebrajcamente tu respuesta, Por ejemplo 
considera fíx)=x +1 yglx)=x-3. Daun par de 
ejemplos más . 


3) Indica la verdad o falsedad de la siguiente 
afirmación : Si f es una función diferenciable, 
entonces fx) y f(x) + e tienen la misma derivada . 
3) Indica la-verdad o falsedad de la siguiente 


proposición : Si una función f es continua en xy, 
entonces será diferenciable en xy. Justifica tu 
respuesta. 


€E3) Demuestre que fíx)= Vx es diferenciable en 


todo su dominio . 
(EN) Demuestra que fx) = cosx es diferenciable 
sobre R. 


2 
Ed) Dada la función fp) =/* 1983 
Lax ,as3 


2) ¿Para qué valor de “a”, f es continua en todo su 
dominio? 

b) ¿Existe f: (3) y f. (3)? 

e) ¿Es fdiferenciable en R ? 


€E3) Dada la función f(x) =x*-3/x+2, halla: 
9) 1) vort8) a) 

E) Hola la pendiente de la recta tangente a la 
curva definida por fíx) = 2e + senx en el punto 


lin EX 
abscisa Xp = 3 
(Ed) Halla la pendiente de la recta tangente a la 


curva definida por ffx) = x* + 3 en el punto de 
ordenada y, =4. 


* Ed Dada la función definida por : 


2-3x  ,xs1 


Fa)= 


a) Determina si fes continua en x = 1. 
b) Determina si Fes diferenciable en x= 1. 


(É2) Dada la función f(x) = x|x| 
a) ¿Es continua en x = 0? 
b) ¿Es derivable en x= 0? 
(E) Dada la función definida por: 


O rs de 
3 ;x=-1 


a) ¿Es f diferenciable en x =-1? 


b) ¿Es f continua en + =-1? 
(Ed Sea f(x) = 15%* + (65 - 10x)*, halla los 
máximos y mínimos relativos de f , si existen. 
(É3) Dada la función r= +20, halla los 
valores extremos relativos de f, si existen. 


(Ed) Efectún la gráfica de f! (=2 


Ca GENERA 


[2 OAETO| > AAA) 


(Ed) Efectúa la gráfica de, 

(f(x) =3x*-8x*- Gx? + 24x 
(E3) ¿Qué número positivo sumado a su inverso 
aditivo , hace que la suma sea mínima? Justificalo. 


(E) PROBLEMA DE FABRICACIÓN: De una 
hoja de cartón de 18 emx18 em , deben ser 
recortados cuadrados iguales, de modo que doblando 
la hoja, siguiendo las líneas punteadas , resulte una 
caja (de calzado) que tenga la mayor capacidad 
posible . ¿Cuánto debe medir cada lado del cuadrado? 


(0) La relación entre las ventas v y el costo de 


publicidad p para un producto está dada por la 
fórmula : 

v =25(20 p? — p) 
Encuentra la rápidez de cambio en las ventas, para 
Pp = SÍ. 1000 . 


(E) Una particula es lanzada hacia arriba (a lo 
largo del eje coordenado «y» positivo , desde el 
origen) , con una velocidad inicial de 49 m/s , de 
modo que la ecuación de su movimiento está 
dada por: 


s=-Le +49 


(Sen metros y £ en segundos). Responde . 

a) ¿Cuánto tiempo tarda la partícula en alcanzar el 
punto más alto de su trayectoria? ¿Cuál será la 
altura máxima alcanzada? 

B) Al término del 4? segundo , ¿la partícula está 
subiendo o bajando? 


PROBLEMA 1: 

Utilizando las fórmulas y reglas de derivación, 
determinar la derivada de las siguiente 

funciones: 

A) fix) =8x1- 73% + 27 B) f(x) = (3: + 5) (2x + 3) 


eri 221 


E) A 
RESOLUCIÓN: 
A) Aplicando la regla de la suma se tiene : 

F'(x)=D, 18) -D,(7) + D,(27) = 24x* -14x+ 0 
> Flx)=24x - 14% 
B) Aplicando la regla del producto se tiene: 


D) 16) = (5499 


P'(2)=D,(37+5) (2x+3) + (3x7+5) D,(2x+8) 
=(0x)(2:+3)+(3 +61(2)=125*+18:+6+10 
>1'(x)=18x* + 18x + 10 
C) Aplicando la regla del cociente: 
ft DE +32) (25% H)D, (3542) 
(3x+2)? 
(Ax M3x+2)42%*+1)(3) 
(3:+2)? 
6x*4+8x—3 
(35+2)* 
D) Aplicando la regla de la potencia: + 
F (e) =7(2* +9)" D,(x*+9)=7(x*+9)(2x) 
> f (x)=14x(2*49)% 
E) Aplicando la regla de la cadena: 


decis” cc 2+4 7 (8) 
5 arar 

PROBLEMA 2: 

Calcular f '(0), sabiendo que f(x) =/f3x+4J" - 


RESOLUCIÓN: 
* Hallamos la función derivada f '(x): 


>fx)= 


fl (E 


6 
* Sea y=u? y u=3c+4. Así 
3 s 
IS pu) orzas 


* Por tanto: f)=5 1 344) 


* Calculamos f"(0): 


3 
* Así: f 10)=2 (810) E [7215 


NOTA: 

En algunas situaciones es necesario usar la regla 
de la cadena conjuntamente con la regla del producto 
o la regla del cociente para encontrar la derivada de 
una función. 


PROBLEMA 3: 


Determinar la pendiente de la recta tangente a la 
gráfica de la función definida por f(x)=3x* en el 
punto (1; 3) (aplicando límites) , ds 
RESOLUCIÓN: 

* Tenemos que el punto de tangencia es P,(1:3), de 
donde x¿=1. 


310) =60 


Exurtenta RUBIÑNOS 


isos ELY 


DERIVADAS) 


* Luego: 
2 2 
pia su +m9-10 Lim SHE) 
nio h 
2 
an SR), Lim3(2+h)=6 
h->0 h h-=>0 


PROBLEMA 4: 

Sea x(£4=(28+3)* la distancia en metros recorrida 
por un móvil transcurridos 2 segundos, hallar la 
velocidad en el instante £=58 (aplicando límites). 
RESOLUCIÓN: 

* Tenemos : 


2 
=Liml2(6+0+31 -169 
h-+0 h 


=Lim(52+4h)=52m/s 
40 


pim (64h)-x(6) 
tt h 


=Lim 
h-s0 


sehsant 
h 
PROBLEMA 5: 
4) Hallar la derivada de ”_h en el punto de 
abscisa x=5 taplicando su definió 
ó p a 


B) peris ecuación de la A la gráfica 


de 5 en el punto de abscisa x=6. 

IS 
€) Hallar la derivada de *x+3 con respecto a x. 
D) Graficar la función ra! 
derivada y'=P'(x). 
RESOLUCIÓN; 

1 1 

AF'(6) (9=rim 11 =£(5)_ =Lim 5+l + 5+3 


-1 1 


a ls 
ñ=0 h(h+8)(8) 'h->0 (h+8)8 64 
» Luego f* (5=- 2 


B) Pera x=5 tenemos y = 1; luego el punto de paso 
es (5 ; A] 

* Como mp=f(5)=- Z luego la ecuación de la 
recta tangente es: 

Lp: y - y Mp (x-%,), entonces 5 E -qe -5) 
> Lp: x+64y -13=0 


C) Tenemos: 


£t)= Lim JHUS £() en ES 
nes 
, E YE 
AGA E AAA 


=Lim > 
0 ce 


D) Gráfica de y= 1: 


Gráfica de y'=f '(x)= 


E 
(+37 


pic 


Se deduce que la función derivada tiene las siguientes 
características: 

* Para x€]-wo0+8[, la pendiente de la recta 
tangente decrece: cuando x se aproxima a — 3, por 
la izquierda, su imagen decrece ilimitadamente , y 
cuando x —+>-c0, la pendiente de la recta tangente 
se aproxima a cero . 

* Para x e ]3;00[, la pendiente de la recta tangente 


crece: cuando x-» -8*, la pendiente decrece 
ilimitadamente; y cuando x —» +, la pendiente de 
la recta tangente se aproxima a cero (la recta 
tangente se aproxima a ser horizontal) 
PROBLEMA 6: 

var Tas RECREO , 
Dorivar las siguientes funciones: a +, 


D flx)=x" J 
mmpar=r95 10 pera tal diri arcoens) 
RESOLUCIÓN: 


1) Tomando logaritmos: Lny = xLnx 
* Derivando, resulta: 
Lat +Lns 
y 
> y =y(1+Lnx) > y '=x*(1+Lnx) 


Ca EME REA 


TEGUISE CICLOPEDAA) 


11) Tomando logaritmos: Lny=x"Lnx 
* Derivando ambos miembros: ? 


Dian 
POL egin td) 

> y=y[ 0 +x*(1+Lnx)Lnx] 

a ys [42 Lnx(1+Ln2)] 
mpi=[27+ eng lle" + Jz) 
A | 


IVIf'(2)= 1 (le enrraas) 
Tele +arcsenx 


1 12 1 pan) 1 
¿(=/z) (1+2 pa EE 


> fi) 
Vx +Jz +aresenx 


PROBLEMA 7: 
Calcular: 


2 £O8 LE BONA 
A SÁ 
a 1 m-2x 
RESOLUCIÓN: 

Al tomar el límite al numerador y denominador 
encontramos que el límite tienen indeterminación 
dela forma 0/0. Es posible por manipuleo algebraico 
levantar la indeterminación y calcular el límite. Sin 
embargo, la aplicación de la Regla de L'Hopital es 
más inmediato, como veremos a continuación, 
Derivando el numerador y denominador del cociente 


CcosZx + senx 


se tiene: *-2xe 
») ¿ 
£ (0082 + sen x) 
A 
2) 5 Sl 
y como: A 


pe (con2x + pen x) 


Lim =Lim(senzs— z conx)=0 
E de 2) . 


entonces, por la Regla de L'Hopital, concluimos: 


d 
7 (cos2x+sen x) 
de =0 


d 
as (r-2x) 


Cos2x+sen x ¿ 
=Lim 


ls 


En ocasiones ocurre que el límite del cociente entre 
los derivadas también tiene indeterminación de la 
forma 0/0. En tal caso se aplica nuevamente la regla, 


tantas veces como sea necesario, hasta levantar la 
indeterminación. 


PROBLEMA 8: 
Calcula: oenlcon(s? -2x)) 
RESOLUCIÓN: 


* Sea: y=sen(cos(x*-2x)) debemos calcular E. 
e 

* Empezando de “adentro hacia afuera”, efectuamos 

los cambios de variable: 

* Cambio: u=x* - 2x, nos qued; 

* Cambio: v=c08 u, nos queda y 


* Luego: ES se expresa como: 


* Pero: de (seno) =0000; 
do_d 


du 
edu (eos) == sen; q =2x 2 


* Reomplazando en (1): 
2 =cosu-(-senu)-(2x= 2) luego: 
2 =cos(comu) «Enen(x? - 2)]-(2x-2)= 


=cos(cos(x? - 2x)). (-nen(x* - 2x))(2x —2) 
Nota que el mismo resultado se obtiene si derivamos 
primero la función externa y el resultado se 
multiplica por la derivada de la función interna. 


Veamos esto: La derivada de (+-2x) es (2x-2) 
¿e rentconta?—2x)) =coalcos(a? -23)) (sent? 2%) (2x2) 


La derivada del coseno es -seno 
PROBLEMA Y : 
Determinar las cuatro primeras derivadas de: 


F(J==" ON 


RESOLUCIÓN : 

Af) =30 + EEN +12: 
. 

BJf (m6 Lg 
E 

ori s 


so (y 120135 
DI poo e 


(EDICIONES HUBINOS ETE vos DERIVADAS) 
PROBLEMA 10 : ” OS s(= =9+Y) 
(2y-x) 
CAE LimBeÍx—?ton x , PROBLEMA 12 : 
pe -. - L+cosdx Calcular : 
RESOLUCIÓN: D Lin MI) Lira 
El límite tiene indeterminación de la forma 0/0. En E 
este cate parece sóv que.el mánipuleo algebraico no Di IV)Lim E 


levanta la indeterminación. Derivando, se tiene: 


CAS 
ras 'x— 2tan *) sectxutanx—2nec? x 


Asendx 


E Arcosdz) 


fanx— ») 
sendx 


Y secix—2lanx) 


3 
O 
a e Lrcosdx) 


Aplicando nuevamente la Regla de L'Hopital : 


ans 
Lim e 


0 end) 


sectx 


im l20 =p 
Acosdx 


2 mendx 
7 


A 11) 


* Finalmente, reeplazando (11) en (1), sg obtiene: 
im decóx2tanx _ ( a) 1 
z —T+cosdx 


PROBLEMA 11 : 

Determinar E 39) la función. y = f(x) definida 
E 

po De. +27 


RESOLUCIÓN : 
2x-(y +2y)+2yy=0 
21 -y-xy' + 2yX y"=0 > (2y-x)y” =y-2x 


3 gi 222€, 


1) 


-x 


* Observemos y” derivando de manera implícita, 
de nuevo con respecto a x, usando la regla del 
cociente y sustituiremos y por lo hallado en (1) : 
(1-21 =)-(9-2)(2y'-1) _ 59-87 
(CA (By 


RESOLUCIÓN : 


1) Se observa q. la expresión 


Tonala fra eo pa ROT luego a lcndsda 
regla de L* hospital : 

7 - pa 
Pa +35? -de-1_ 


xl 423 
ES 
11) Se observa de la expresión 29%" +4de- 5 
+2 


tod la foca paca lee 10 logo aplicando la 
regla de L' Hospita Z. 


11) Forma de indeterminación ; por L'Hospital : 


Lim 
AE 


1V) Evaluando toma la forma 2 lo que implica que 


habría que levantar la indeterminación . La 
expresión puede escribirse : 


(302) a 2% 
28 (+3) (4 +3)" 
* Aplicando la regla de L' Hospital - Bernoulli : 
2 q DUO IR O 


Lim. 
A Ls +34) 
* Evaluando se tendrá : q 
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[ART ZITITAN ME 14) 
PROBLEMA 13 : 
Calcular: y, (110 3) A 
x>0Leenta a? 
RESOLUCIÓN: 


El límite tiene indeterminación de la forma ww. 
En estos casos tratamos de cambiar al tipo de 
indeterininación de la forma 0/0. En efecto, 
reescribiendo: 


+) 


El límite del primer paréntesis de (1), es: 
Lim (2). Lim s0n2)=9 
diia 


ES PIBES A-eens) y) 
Pera Vox Names)” 


ES 
y por lo tanto : 
la ajo == 2 (1) 
0 sen?. xx xx 0 xsentx 


Teniendo en cuenta que D,sen': 'x = sen2x, entonces 
aplicando sucesivamente la Regla de L'Hopital, 
hasta levantar la indeterminación, se tiene: 
1-co8x 
im —_— 
»0. sen?a+xmen2x 

im A 

x0 29en2x+2x cos2x 

Puesto que el límite sigue indeterminado, derivamos 
una vez más. Así: 


M2 Lim 008 x Y. r1 
200 Gcos2x—dxsenzk 6-0 6 


a 
Lim 
20 X8eNX 


y reemplazando en (12), se obtiene: 


PAGINA NO CANA 
az al la) 


PROBLEMA 14 : 


Determinar la n-ésima derivada de ; 
Dforlax+ o)" 10 Na) = 
un Nx) =senfx IV) fi) =(1- Ea 


RESOLUCIÓN : | 
D De: y = (ax +b)" >y'=na(ax +b)"* 
>y"=n(n- 1Ja? (ax + b)"* 
> y” =n(n-1)(n-2Ja* (ax + b)"" 
* De donde se puede inducir que : 
Y =nla"(ax +0)" > y' =nla" 


HI De: y =cos ax 


> y =-a sen as=a con ax +2) 

> y "=-alcos as=a*cos[ax+2) 
"=as a. E 

> y " =a* sen ax=a? cos ar+ 35 


* Entonces: 9” = a*cosax+ .=) 


* Luego su enésima derivada , será : 


dr (E) Esa) 
da"X2) de” 2 
gal 


vale cero 


f"(x)= 


> Mid 


> f"(x)=- Se cos(2%+ 


IV) De: y = Ao 

*=(-DA-32)*(-3) 

> y" =CDC2a-3)* (3 

> y" =DCSIIA-3)* sy 

* De donde se puede inducir y deducir que : 
fp =38"n1(1-30)"" 

PROBLEMA 15 de 

Calcualar « y" », en; ; - 


Da +22= 3 7 ID coti=4 y =1 E 
RESOLUCIÓN : 


Y 


Py 112 ye 
DA + y)+2= 
IZ) (o ty) +2= dE 
* Despejando y” resulta: y'= 
11) Derivando, resulta : 
-2eos(x + y) sen(x + y)(1 + y”) 
>y=-1 
TH) Tomando logaritmos : yLnx =xLny 


Y Lay 
y 


* Derivando,, resulta: 2+yLax= 


* Despejando : Y 


y(=Lny-y 
yLnx=x 


(EDICIONES REINOS 


as JE 


DERMÑADAS) 


PROBLEMA 16 : 
Determinar y” e y” de : 


e. funds y+ Vx =5/2 
E yde 


RESOLUCIÓN : 

* Elevando al cusdrado tenemos: 
yla yavx 
YE IANZ 25142 =1714 
yadx  y=Vx 


o. L:1D0-112/x)-(9-V2 M1 11242) 
E (9+/z) 
¿dd 11242) (9 + V7)(1=1122) 
(r- Jay 
* Simplificando obtengo; 
O=y' (Syx)rdy” > y" e 


, . _y'2x-2y 
Entonces :y * =22 2 
y 
232: 
az EP 
dx? 41? 


PROBLEMA 17 : 


21 
Sea: ad Ñ 1, 
Calcular +52 o. 
RESOLUCIÓN : ¿ 
* Primero derivamos respecto a «b» . 
de Y 
de 3-t 
dy - 2148) 2400) _ p 
de Un? e 
* Luego 
a 
de Y UA 26 
Pra 03 e pes A E 7 
de de, 5 (n 
PROBLEMA 18 : 
Caca? Lim [2 -cowx) 
5 p 
RESOLUCIÓN : 
* Lo pedido, será: 
Lim[2- 2). Lam (tenio z00ss) 0 
a 0XAx  Senx, zo xsenx 1) 


* Entonces debemos aplicar L” Hospital 


Limo xsenx ) _0 
sor xcosx +xsenx) 0 
Seguimos Aplicando L* Hospital 
Lim ( 
o 
* Por lo tanto : 
Lim (2 - cotx) =0 
0 lx 


PROBLEMA 16 : 


Determinar los siguientes límites (por L'Hospital 
si es posible) . . 


RESOLUCIÓN : 
e pe 
D Lim = Lim E ¡= Limia 
PA E 
Lima = Limp," Lime 
=> Lim z =00 
Ed 
1)Lim 22 = Lim E =Limsx% =0 
2 Ya xo 1/38 xro 
y Lnx _ 
HE 
meosmx 
IL) Lim 2 cenma) - y y, —senz 
x>0 ELnlsenx) x->0  COo6x 
senx 
= Lita MESENXCOBEMX 


x>0 SenmxCcosx 
- —m senxsenmx + mcosxcosmx 
=m Lim - 
x>0  —SeNXSENMA + MCOSXCOSMXA 
an > Lim Pr senmz) _ 
04m 0 Ln(senx) 


1 


PE 2 
TV) Lim Ec = Lim M2 a Lim 2 
20 tanx 20 seca  >0.[7_y? 
> Limaresenxetgx = a, 
0 J1-0 


Canes 


CT is - LA ENCICLOPEDIA) 


V)Limx" = Lime" = Lim eds 
A 


Limslas ¿Lim Us Lim tE, 


A E a pri 
Cod 
en. 2 1 
, senx 5 senxLnx Eo M4 
VD Limx09 = Lime = es Viene 
530 za 


PROBLEMA 20 : 

1) Hallar y':8i x? 4 y? =6xy 

11) Halle la ecuación de la recta tangente a la curva 
dada por x*+ y*=6xy en el punto , (353). 
RESOLUCIÓN : 


* En la ecuación x?+ y? =6xy derivamos con 
respecto ax; 
3x? + 3y*y'=6y+6xy' 

EEN 4 vaya 
ay y =2y+2xy > y TR 
* Para el punto (3 ;3) la pendiente m, de la recta 
tangente está dada por y'evaluada en (3; 3) 


6-9 y 


* Luego, la ecuación pedida es: -y=3=-(x-3) 


PROBLEMA 21 : - 


AE 
ETS Mene ¡22 
es derivable en ¿e =2. Calcule «b» 
RESOLUCIÓN : 
fs derivable en x =2 
> fes continua en x =2 
* Luego: Limfla)=f(2) 
=> Por límites laterales : 
Limf(2)= Lim4x+b=8+b 


(m 


Limfl)=Limx*=2* ... .... (11) 


sr 


* De(D) y (I):8+b=4 > b=-4 


* En efecto si calculamos las derivadas laterales ; 
Lim L)-F(2) _ 4 4-(8-4) 


A E 
uo pimiled-1(2)_x?-2? _ 
LI 0 


* Podremos verificar que son iguales a 4 y por ende 
es derivable en x = 2 


PROBLEMA 22 : 


Determinar los valores de a y b, tales que /*(1) 
exista, si: 


(2) =/* 
14 lcd silsx 
¿Es f diferenciable en todo dominio? 


RESOLUCIÓN : 
£O=imfD-10 
= ho h 


,six<l . 


= Lim Ala +0) 
hr h 


h*4+2h+(1-a-b) 
'm 
ho h 


* Para que exista el límite y por tanto la derivada, 
debe ocurrir que 


= Lim(ha 2) =2 cameo (M1) 


£0M= E > 


fue LL UD-10D E 


PA o mata co (11 
* Como f'(1) existe, se tendrá que £()=f. (0), 
es decir de (11) y (MI): a =2 

*Luego reemplazando a=2 en(1) obtenemos b =-1 
* Entonces tenemos que f'es derivable en x = 1 

* Finalmente , f,(x)=x*es derivable en todo su 
dominio (*<1) y fa(x)=2x-1 es también 
derivable en todo su dominio (x > 1); con la cual 
decimos que f es derivable en todo su dominio R. 
PROBLEMA 23 : 

Verificar la función : 


l+2l; x<0 
f()42-x*;05x<2 F 
Adal 22 e 


EDICIONES HUBIÑNOS 


Ji TIE ivi 


es derivable en x=0 y x=% 
RESOLUCIÓN : a 
+ Observe que (0) = 2 ; f(2) =-2 
f(x) es continua-para x < 0 
fx) es contiriua para O. < x <2 y como 
Lim f(x) = Limx+21= 
0 10 


Limf(x<)= Lim2-x? =2 
z0 0 
> Limf(x) =2=f(0) 
> f es continua en x = 0 analizaremos la 
diferencialidad en x= 0, 
F(0)= Lim f(0+h)- IO pimp 122 lh + 2-2 
= En pra 
ha0 
£00)= Lim 0-10) 
ho* h 
Como: £ (0) + f..(0) entonces f no es derivable en O. 
* Ahora para x =2 
F (2)= Lim PAS f(2) 
ño 
2 
Ss e ARIS Lime 
40 h 
=Lim-h-4>3f. "(2)=-4 
50 


so 241) 102) 
10- Li A 4 


E 20? emiz- 0) 
= Lim VASO AAUGEEL er 
ho? h 
= Limh >f,(2) - 
* Como f. (2) f, (2) entonces f no es derivable 
en 2. 
PROBLEMA 24 : 
Esbozar'lá gráfica de una fúnción continua en R. 
que cumpla las condiciones ; 
NI =6)=0 
*f(66)=1,F(2)=4,/(0)=3,1()=-2,1(3)=4 
*f (6) =f"(2)=0;f (1) Af'(8) no existen. 
*f()<0,Vxel-w;-6lu J-2;1lu 13:01 
*f(x)>0,Vxel-6;-2lu J1;31 
RESOLUCIÓN : 
* Ordenando los datos en el plano y graficando 


DERIVADAS 
obtenemos : 
s 
2.14 
nel ie 
xi 1 


AM 
G E Y 3EXoó 


PROBLEMA 25 : 
Determinar los puntos críticos de la función : 
f)=x3-12%3 e 
RESOLUCIÓN : . 
* Derivando la peta resulta : 
1 
Fe (ix dis 10 e 
an 
fm 22 
PE 
*.f* (x) existe para todo x diferente de x = 0, es 
decir f'* (0) no existe . 
* Pero como x = 0, es un elemento del dominio de la 
función, x = O es punto crítico de f. 
* Además f' (x)=0, sólo si: 4x—12=0 , luego 
x=3 es punto crítico de f. 
PROBLEMA 26 : 
Determinar los puntos críticos de la función : 
f()=x%e* 
RESOLUCION : 
* Derivando la función resulta : 
f(x) = 2x0" +20“ (1) 
f(x) = xe*(2-x) 
* El factor e”* nunca es cero, luego f '(x)=0, si 
x(2-x) =0,esdecir, x=06x=2 
* La funcion tiene dos puntos críticos : 
PROBLEMA 27 : 
Si f(x) = +7 - 8x + 4 ,, hellar los intervalos en los 
que f(x) crece y aquellos en los que decrece, 
RESOLUCIÓN : 
* Los puntos críticos nos sirven para construir los 
intervalos en los que se analiza el signo de f(x) . 
F'(x) =2x-8,f(x)=0=>x=4 : 
signo de f(x) eh ze 
1 101= 8003 


x=0 y x=2. 


Intersalo | xo 


x<4 0 


=>4 6 | 17 (6)=4>01+) 


(CAL AIEMEREA 


5118) a LA ENCICLOPEDIA) 


* Veamos que si x< 4, la función y = fx) es 
decreciente , y que six > 4 la función , y = f(x) es 
creciente . 


PROBLEMA 28 : R 


Determinar- los valores máximos y mínimos 
absolutos de : 


Nx) =x* + 3? -24x - 10 en [0;4] 
RESOLUCIÓN : 
*f es continua en el intervalo [0 ; 4]; por lo tanto 
se puede garantizar la existencia de los extremos 
absolutos de f'en [0 ; 4] 
(2) = 3(x- 2)(x + 4) 

* Puntos críticos: 

x=0;x=2;x=4 
> f(0) =-10;f(2) =-32;f(4) =6 
* El máximo absoluto es: /(4) = 6 
* El mínimo absoluto es : f(2) = -32 


PROBLEMA 29 : 


4 
Si 19-15 rebasa, determine 


valores máximos y mínimos absolutos . 
RESOLUCIÓN : 


*Es claro que f es continua en el intervalo 
[452]; por lo tanto, podemos garantizar la 
existencia de los extremos absolutos de fen [4 ; 2]. 


axlat- ** 
INE 
[x=[(U+x?Y  - 

* Se puede determinar que los puntos críticos 
def "son x=-4;x=2;x=0;x=1¡x=-1 


16 
f4)= 17 * N-D=-2 , 


f(0)=0 ; fiD=2 5 1a=3 
* El valor máximo absoluto es: O = f(0) 
* El valor mínimo absoluto es: -2 = 11) = 1) 
PROBLEMA 30: 
Encontrar los intervalos donde la función 


sus 


fio= 


ASS : 
Nal +10, es cóncava hacia abajo y 
donde es cóncava hacia arriba . Encontrar los 
puntos de inflexión . 
RESOLUCIÓN : 
* Se calcula la primera y segunda derivada : 


2 2 
f (1 4 0% ¿fat 3 +2 


* Para averiguar los posibles puntos de inflexión 
debemos hacer f *(x) = 0:x*-3x 4+2=0, 
factorizando la expresión obtenemos: 
(x-1Mx-2)=0. 
*Los posibles puntos de inflexión son: 1 =16x =2 
*Evaluamos f(x) a la izquierda y a la derecha de 
I;tomemosx=0yx=1,5: 
f”(0)=0*-3(0)+2=2 y 2>0 
f” (1,5) = 1,5? - 3(1,5) +2 =-0,25 y -0,25 <0 
* Como de un lado al otro de x = 1 la segunda 
derivada cambia de signo , o sea varía la concavidad 
de la gráfica, x = 1 es un punto de inflexión . 


* Evaluamos f ”(x) a la izquierda y a la derecha de 
x=2. Tomemosx=1,6 y x=3 

F” (1,5) =-0,25 y -0,25<0 
f”(3)=3'-3(2)+2=65 y 5>0 

* Como de un lado a otro de x = 2, la segunda 
derivada cambia de signo , x = 2 es un punto de 
inflexión . 

* En resumen : 

f(x) es cóncava hacia arriba en el intervalo -o;1 
[f(x) csrmbia su concavidad en x =1, f(x) es cóncava 
hacia abajo en el intervalo /1;2[ , flx) cambia de 
concavidad enx=2, f(x) en cóncava hacia arriba 
para x > 2, enel intervalo 12;c f 
PROBLEMA 31 : 

Determinar los intervalos en que la curva 
correspondiente a f(x) =x", es cóncava hacia arriba 
y dónde es cóncava hacia abajo . 


RESOLUCIÓN : 
* Se calcula la segunda derivada de la función: 
PF x)h=3x ;f” (x) = 6x 
* f(x) es cóncava hacia arriba si f(x) > 0, es decir, 
cuando: 6x>0>x>0 
* f(x) es cóncava hacia abajo cuando f "(x) < 0, es 
decir, cuando: 6x<0 >x<0 
* Por lo tanto f(x) =x* es cóncava hacia arriba en 


(EDICIONES RUMIÑOS 


Jos ATT] JE — DERIVADAS) 


el intervalo J0;« [ y es cóncava hacia abajo en el 
intervalo ]-o0; 0f 


PROBLEMA 32 : » 
Determinar los intervalos en donde es cóncava hacia 
arriba y donde es cóncava hacia abajo la curva de la 
función f(x] =6x* -20x + 3 
RESQLUCIÓN : 
* Se halla la segunda derivada de la función : 
f(x) = 10x-20 
Fx) =10 
* Como f "(x) = 10 y 10> 0 para toda x, podemos 
decir que la curva de la función 
fMx) = bx* — 20x + 3 es cóncava hacia arriba en 
todo su dominio . 
PROBLEMA 38 : 
Hallar los máximos y los mínimos , relativos y 
absolutos, de la función fx) =="- 3% +2 en donde 
bSIS3. 
RESOLUCIÓN : 
*Encontramos los puntos críticos de la función : 
* Como esta función es de dominio restringido 
puesto que sólo se define para el intervalo 5731, 
ya se tienen dos puntos críticos : 1, =-65 ; xg= 3 
* Ahora averigúemos otros puntos críticos con la 
primera derivada : 
F (0) = 3-3 =3(x + 1)(4=1) 
* Otros puntos críticos son : xy ==14x, =1 
* Veamos cuál de los dos anteriores Púntos críticos 
es máximo y cuál es el mínim» + 
* Reemplazamos x =-1 en 
f(x) =6x >f"C1) = 6(-1) =-6 < 0 luego 
f"ED>0 
*La función es cóncava hacia abajo alrededor de 
x= 1. 
* Entonces xp + 
5511 
* Reemplazamos x =1 en f "(x) = 6x 
> f”(1) =6(1)>0, luego f"(1)>0 
* La función es cóncava hacia arriba alrededor de : 
* =1. 
* Luego x,=1es un mínimo en el intervalo J-1 ; 3f.. 
* Para decidir cuáles de los puntos críticos son 
máximos y mínimos , relativos o absolutos, 
calcularemos f(x) es esos puntos: 
N5) =-108 ; f(1) = 0; f(-1) = 4 y f(3) =20 
* Según lo anterior : 


-1 es un máximo en el intervalo 


Had 


-1 es un máximo relativo . 


X= 
es un mínimo relativo . 


3 es un máximo absoluto . 


Xo 


=-5esun mo absoluto . 
PROBLEMA 34 : 
Una pelota se proyecta verticalmente hacia: 


“S” metros del punto de partida - En el instante £ 
(segundos) donde : 


S = 64t- 16É 
¿Cuál es la máxima altura alcanzada? 
A) 64 BJO C) 16 D)32  EJInfinita 


RESOLUCIÓN : 
* Como se quiere calcular una altura máxima en un 
instante determinado , calcularemos la primera 
derivada de S son respecto at. 
q 94-32 
* Para que la altura sea máxima : 
64-321t=0 >t=2 
* Reemplazando en la igualdad inicial . 
S = 64(2) - 16(2)” = 

RPTA: “A” 

PROBLEMA 35 : 


Una caja tiene una altura h y una base cuadrada 
cuyo lado es un número ci Ad =60, 


DJ2x10 
RESOLUCI! ÓN : : 


* Graficando : 
h 
7/4 
P 
E —_—_— 
ds 4 a 


EVITA lisos E] 130)| A 


*h=60-p E 
* Volumen : 

2 p? 
v= (£ Y (60 P> y (1) 


* Para determinar volumen máximo , derivamos y 
encontramos el punto crítico : 


ev: = 9 (9p) 2 - 
ri 


=p = 40, para que el volumen sea máximo . 


* Reemplazando en (1) : 
80 (yoy? 1407 
V=75¿40) 16 "2000 


PROBLEMA 36 : 


De TA de f(x) =4x - 33%, a = 60, 
tons E se 

RESOLUCIÓN : 

* Aplicamos el críterio de la primera derivada : 

F'(x) = 12x* -66x + 84>f (c) =0 

120-660 ++84=0 0 c=26c= 7/2 

“Analizando los signos de f '(x) : 


Elegimos f * (x) > O y nos queda : 
E E 
crece decrece 7/2 crece ' 
*En x=2, hay máximo: f(2) =8.” 
*En x = 7/2 hay mínimo : (7/2) = 6/4. 
* Como xe1;11], tenemos que: (1)==Byf(11) =2195 


*La cantidad de material (M) que debe emplearse 
está dada por el área lateral del depósito más el área 
de la base de dicho depósito . 
"AS:M=A, +A, > M=2x5rh + dr mmm 
* De (1) y (11) , se obtiene: 


.« (U) 


M= 2 Le ajerrtenr 
ar? r 


* Analizamos en qué valores de r , la cantidad de 
material es mínima : 


dM 2v 
* E a 


A =0, obtendremos: ral 
x 


dr 
e 
a, Como ie >0 


ÑA 
*Entonces existe un mínimo en rie cuyo valor 


es M=3Y/xV* . Siendo las longitudes de r y h, las 
siguientes : 


Radio de la base: altura del depósito : 


h=3-. 


PROBLEMA 38 : 
Un señor tiene 240 metros de cerca con. nulos, quo 
E - 1 


(EDICIONES HUDISOS 


PENE 


DERIVADAS) 


* Del perímetro: 
A O Ll) 
* Del área limitada : A 


A=2akh ... no (10) 
*De (1) y (1): 
3 2 
A=[120-h]h=120h-Zh”, ahora: 
A = 120-3h y A'=0 cc h=40 


* Pero A” = -3, entonces A"|,.,y=-3<0, luego 
existe un máximo en h = 40, cuyo valor es: 


a=(120-3.40)x40=00x40= 2400 mi 


* Las dimensiones del corral son : 

* Largo del corral: 2a = 60m. 

* Ancho del corral: h = 40m. 

PROBLEMA 39 : 

En la página de una revista, el texto impreso debe 
ocupar 600 cm”. Los márgenes superior e inferior 
deben ser iguales a 2 cm, los de izquierda y derecha, 
iguales a 3 cm . Tomando en cuenta sólo la economía 
de papel, ¿qué dimensiones de página serían las más | 
ventajosas? > 
RESOLUCIÓN 


* Entonces en x= 36 ocurre un mínimo , cuyo 


valor es ; _600x 36 
30 


A +4(36) =864 cm?” 


* Las dimensiones de la página son: 
Ancho: x= 36 crm . 
Largo: y = 24 cm . 

PROBLEMA 40 : 

Hallar la gráfica de la función: f(x)= 

RESOLUCIÓN: 

El dominio es R. Derivando, se obtiene: 

F(x)=16x% (2+1)(%-1) “ 

de donde encontramos que los puntos críticos de 

primera especie son: - 1, 0 y 1. Los signos de f(x) 

se muestran en la Figura: 


0 


Signos de f "(x) 


E 
*Sean “x *e “y” las dimensiones de la página. 
* Dato: (x-— 6)(y- 4) = 600 .... 
* Piden que el área de la página sea mínima, para 
esto hacemos 


*De (1) y (1) : 


y De la Figura y por aplicación del criterio de la 
primera derivada, se obtienen los datos que muestra 
la siguiente Tabla : 

x= |f)|f) Conclusión: 
x<-1 + | creciente 
=-1 2 O | máximo relativo 
a. (0) =1<x<0 = | decreciente 
x=0 0 (7) no es extremo relativo 
0<x<1 - decreciente 
x=1 -2 7) mínimo relativo 
x«>1 + creciente 


Derivando nuevamente, se tiene: 
1 


a a a) 


de donde encontramos que los puntos críticos de 
y 
1 1 
segunda especie son: —/z7» 0 y 3. Los signos do 
F"(x) se muestran en la siguiente Figura - 


De esta figura y aplicando el criterio de concavidad 
se obtienen los datos que muestra la siguiente tabla 


0 | punto de inflexión 


+ | cóneava hacia arriba 


punto de inflexión 
— | cóncava hacia abajo 


0 | punto de inflexión 


+ | cóncava hacia arriba 


Adicionalmente, encontramos que la gráfica no 
tiene asíntotas. Dicha gráfica intersecta al eje Y en 
el origen de coordenadas. La siguiente Figura 
muestra la gráfica de f. Nótese que existe simetría 
respecto del origen, lo cual era de esperar, puesto 
que f es una función impar. 


. Al fijar en se nuevos soles 
] ad de o hacienda espera dd 50 - Bx 


Mo 153 ser vendido Al cajón de papaya 
Am "agricultor obtenga la máxima utilidad? 
RESOLUCIÓN : 

* El costo de producción de 60 — 6x cajones de 
papaya es: C(x) = 3(60— 6x) = 160- 16x 

*El ingreso que obtendría el agricultor por la venta 
de 60- 6x cajones de papaya al precio de S/. x el 


cajón sería : 
1(x) = x(60 - 6x) = 50x- 6x* 
* Así, la utilidad que obtiene el agricultor es : 
U(x) = Mx) - Clx) 
>  U(x) = (50x- 5x*) - (160 - 16x) 
>U(x) = -Sx* + 65x - 160 
* Para determinar el máximo valor que puede tomar 
la utilidad U(x) , aplicaremos las técnicas 
ustudiadas en el tema anterior . Así , primero 
debemos buscar los puntos críticos en la forma 
usual y luego analizamos su naturaleza . 
* Derivando , obtenemos la razón de cambio : 
U (x) =-10x + 65 
* Y haciendo U'(x) = -10x + 65 = 0, hallamos el 
punto crítico * = 6,6: Luego construimos la 
siguiente tabla : 


7_[U*(7)="5<0 


* De esta forma hallamos que la función de utilidad 
U(x) obtiene su máximo valor para x= 6,6. Por 
lo tanto, el cajón de papaya debe ser vendido a S/.6,5 
para maximizar la utilidad. 
PROBLEMA 42 : 
Un centro de estudios subsidia un viaje de 
promoción, el cuál costará S/.150 a cada alumno si 
no lo hacen más de 160 alumnos. Sin embargo, el 
costo por alumno se reducirá en 60 céntimos por 
cada uno que sobrepase los 160. ¿Cuántos alumnos 
deben realizar el viaje á fin de que el centro reciba 
los mayores ingresos brutos? 
RESOLUCIÓN : 
* Sea x el número de alumnos y H(x) los ingresos 
brutos . 
* El valor de ingreso se obtiene al multiplicar el 
número de alumnos “x” por el precio del pasaje. 
* Cuando x< 160, el ingreso es Xx) = 160x , 
* Cuando x > 160, el ingreso es : 

Xx) =[150—0,5(%-160)]x = 226% — 7> 
* La función que resulta es : 


150x ; si x< 160 


1(x)= 


12 
lea? ¡six > 150 


* Como por definición x ws in número entero, para 
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DERIVADAS) 


tener una función continua supondremos que x 
toma valores reales . 
*Por otro lado ,.ce prueba fácilmente que X(x) es 
continua en xy = 160 . 
“Ahora aplicando el criterio de la segunda derivada: 
3, f160;x<160 
E a ad 


* Haciendo' 1 (x) = 0 , entonces : 225 —x = O, luego 
x=225. 
* Además : 
1" ()= E 3x<160 
1;x>160 
<0 


* Como x= 225, entonces I" >» Juego 


ocurre un máximo cuando x = 2265. 
* Finalmente, decimos que deben viajar 225 
alumnos. 


PROBLEMA 43: 


Un ftbricante de radios cobra 90 dólares por cada 
unidad cuando el costo medio de producción por 
unidad es de 60 dólares. Para conseguir mayores 
pedidos de los distribuidores, el fabricante está 
dispuesto a reducir el precio de un radio en 0,10 
dólares por cada unidad adicional pedida a partir 
de las 100 primeras. Hallar el mayor pedido que 
podría admitir el fabricante para qbtener un 
beneficio máximo. 


REOLUCIÓN: > 


Consideremos que el número de unidades pedidas 
supera a 100. Si el pedido fuera de 101 unidades el 
adicional sería de 1 unidad y el precio en dólares de 
cada radio sería de será 90 - 1(0,1); si el pedido 
fuera de 102 unidades el adicional será 2 unidades 
y el precio será 90 - 2(0,10); si el pedido es de 103 
unidades el precio:será 90 - 3(0,1), etc. Así, si el 
pedido es de (100 + x) unidades, entonces el precio 
de cada radio será de 90 — 0,10x. El beneficio b por 
unidad en dólares será: 
b(x)=90 - 0,10x-60=30 - 0,10% 

y el beneficio total B.en dólares será: 

B(=)=(100+ x)(30 - 0,10x)=3 000+20x-0,105”. 
El beneficio por unidad y el beneficio total son 
funciones del número de unidades adicionales x. 
Para hallar el dominio de estas funciones 
consideramos que el fabricante no puede disminuir 
el precio indefinidamente. El beneficio por unidad 
bx) no puede ser negativo (perdería). Así, debe 
verificarse: 


b(x)=30—0,10x>0>300>x > 0< x< 300. 
Nótese que x solo puede tomar valores enteros 
positivos. Sin embargo, puede considerarse que el 
dominio es todo el intervalo /0;300]. Así, tomamos: 


B(x)=3000+20x—0,10x* ; x e [0;300] 


siendo B(x) continua en el intervalo [0;300]. 
Hallando la derivada e igualando a cero, se tiene: 
B(x)=20—0,20x=0 => x=100. 

Así, los puntos críticos son 100,0 y 300. Evaluando 
B(x) en estos puntos, se obtienen: 

B(100)=4 000 ; B(0)=3 000; B(300)=0. 
De los tres valores el mayores 4 000. Por lo tanto, 
el beneficio máximo es de 4 000 dólares y se obtiene 
para x=100 unidades adicionales; es decir, cuando 
el pedido sea de 200 unidades. Por ensima de este 
valor el beneficio empieza a disminuir por lo que no 
tiene sentido aceptar mayores pedidos, lo que implica 
aumentar la producción, si el beneficio no aumenta. 
Así, concluimos: el mayor pedido que puede aceptar, 
a fin de obtener un beneficio máximo, es de 200 
unidades. 


PROBLEMA 44 : 

Un agricultor del valle de Chanchamayo dedicado a 
la producción de naranjas deduce que por la venta 
de x cajas de esta fruta sus ingresos semanales son: 
f(x) = 14x + 0,05x*, O<x<200 E 
A 
ochenta cajas de naranja? E 
B) Si en una semona el ingreso es de S/1 
¿cuántas cajas de naranja se vendieron? 1 
OléCuál esla función que mide la razón de cambio 
en el ingreso? 

D) Determinar 1 (140) e interpretar el resultado 
RESOLUCIÓN : 


A)El ingreso normal por la venta de ochenta cajas 
es 1(80) = 14(80) + 0,05(80)* = 1440 


B)Si el ingreso es X(x) = 1900 soles, reemplazando 

se obtiene la ecuación ; 

1900 = 14x + 0,05x”. 

De donde resolviendo , x= 100 . 

Es decir , por la venta de cien cajas de naranjas el 

ingreso es-S/.1900 . 

C) La función que mide la razón de cambio en 

el ingreso es la derivada de la función ingreso 1'(x) 
P(x) = 14 + 0,1% 

llamada también función ingreso marginal. 


1 TT AAA 


D) Conocido F'(x), sólo resta evaluar esta función 
parax = 140; así: 
P'(140) = 14 +.(0,1)(140) = 28 nuevos soles. 
Significa que por la venta de la caja número 141 el 
ingreso que recibirá el agricultor es de S/.28. 
PROBLEMA 45 : 
Una inmobiliaria tiene un edificio de 120 
apartamentos . Cuando la renta de cada uno es de 
$.330 ul mes, todos los apartamentos están 
ocupados . La experiencia ha demostrado que por 
cada incremento mensual de $.30 en la renta, se 
desocupan 6 de ellos. El costo de mantenimiento de 
cada apartamento rentado es de $.80 mensuales. 
¿Qué renta debe cobrarse para maximizar la 
utilidad? 
RESOLUCIÓN : 
* La utilidad está dada por el ingreso menos el gasto. 
En decir: V=1-=G ... seno (1) 
Sea x el número de incrementos (de $30) que se han 
efectuado, luego Ingresos = (alquiler) (número de 
apartamentos) 

1 = (330 + 30x)(120 - 5x) . 

costo = 30(120 — 6x) 
* Reemplezando (11) y (HI) en (1): 

U =(330 + 30x)(120 - 6x) - 30(120 — 5x) 
=>U = (120 - 6x)(300 + 30x) 


* Simplificando : U = 3600 + 2100x -*160x* 
* Ahora : Er 2100-300xyU*"=0x=7 


*Pero : > 20 = 300 > pl =-300<0, 
Le=7 
“entonces eii un máximo en * =7, cuyo valor es: 


U = (120 - 5x 7)(300 + 30x7) = $43 350 

*La renta que debe cobrarse para maximizar la 
utilidad es : 330 + 30x = 640 . 
PROBLEMA 46 : 
Se va a construir un canal de regadío cuya sección 
transversal debe ser un trapecio isósceles con las 
dimensiones indicadas en la siguiente figura . 

"minar el valor de g de manera que el volumen 
de agua que transporte sea máximo. 


RESOLUCIÓN: 

El canal transportará el máximo volumen de agua 
cuando el área de la sección sea máxima. Si h es la 
altura, B la base mayor, y b la base menor del 
trapecio isósceles, medidos en em, entonces su área 
será: 


d A=ZMB+b)a (1) 


100 cos0 b 


100 cos0 


De la Figura, se tiene; ; 

h=100sen0 ; b=100 

B=100+200 cos0 
Reemplazando en (1) : A=10 000sen0(1+c090) 
Variando el ángulo $ se varía el área del trapecio. 
Observamos que 9 puede variar desdog' hasta SS 
Así : A(9)=10 000 sen0(1+c080) ; 0 € [0,x/2]. 
* Vemos que A(6) ee continua en el intervalo 
cerrado [0;x/2]. Derivando: 

A'(0)=10 000[cos0(14 cos0)— sen0(sen9)] 
=10 000(2 cos0 — 1)(c050+1) 


Si A(0)=0 > c000=2 yv cos9=-1 


> 0=5 v O=x 

Delos dos valores de 9 solo S pertenece al intervalo 

[0;x/2). Así, los puntos críticos son; 

340 y 7 Evaluando A en estos puntos, seobtienen: 
A(x/3)=7500/3 ; A(0)=0 ; A(x/2)=10000 


El mayor de los tres valores es 76500,/3- Así, 
concluimos: el valor de O para que el canal 


transporte el máximo volumen de agua es de = 


radianes. 


Ñ 
PROBLEMA 47 : 
El costo de producción de x pantalones es + 


e =2+ 3x soles y el precio de venta por p 
p=65-2x. Gual derdsac alitas 


producidos por día para lograr la utilidad 1 


(EDICIONES HUBINOS 


RESOLUCIÓN : 
* El costo de x pantalones es : e =2 + 3x. 

% E] precio de venta por pantalón es: p = 56 -2x, 
Luego el ingresó por la venta de x pantalones es: 
- px =(66-2x)x =66x- 20 

* La utilidad es: 


U = Le =(56x — 24*)- (2 + 3x)= 521-217 - 2 
* Ahora : LS ER U'=0 > x=13 
dx 
A 2 
*Pero: LY 4210  --4<0 
de de loas 


* Luego en x = 13 ocurre un máximo, cuyo valor es 
U = 52(13) - 2(13)* - 2 = 336 soles .. 

*Entonces el número de pantalones producidos por 

día debe ser 13 , con lo cual se consigue una utilidad 

diaria de S/.336 . 


PROBLEMA 48 : 


Un contratista debe conectar agua potable 
tienda A de un centro comercial (ver siguiente 
figura ). Para ello, debe llegar hasta cierto punto C- 
de la cañería principal de agua situada debajo de la 
Ene parqueo. Le costará 120 soles por metro si 
que ayas coloca la tubería, cubre yn baaa des: E 


Vii dde 
RESOLUCIÓN: 
Consideremos que en la figura 
dimensiones están en'metros. Las distancias de Q a 
BydeQaCson: 


d(Q;B)=24—x ; d(Q:0)=/(24- xP +16. 


, todas las 


El costo del tramo AQ será de 72x soles y el costo 


del tramo. QC será de 120,/124—x)"+256. 


varía la posición del punto Q se varía los costos. El 
punto Q puede ser cualquiera del tramo AB. SiQ=A, 


. Si se 


+=0 y significa que se decide ir directamente por la 
zona de parqueo. Si Q=B, x=24 y significa ir por el 
borde de la zona de parqueo hasta el punto B, y luego 
a traves de la zona de parqueo de B a C. Así, x puede 
variar de O a 24. Por lo tanto, el costo total C es 
función de x y tal que: 


Clx)=72%+120,/(24- a +(16 ; x € [0; 24] 


Observamos que C(x) es continua en el intervalo 
cerrado [0;24]. Derivando, se tiene: 
120(24— x) 


C'(x)=72- 
lesa 


C'(x) existe para todo x en [0:24] por lo que existirá 
punto crítico solo si vale cero. Haciendo C'(x)=0 
se tiene: 
120(24— x) 

(24-+(167 
Elevando al cuadrado y resolviendo se obtiene 
x= 12. Así, los puntos críticos son: 12; 0 y 24. 
Evaluando C(x) en estos puntos se obtienen: 


C(12)=3 264 ; C(0)=960/13 «3461 ; C(24)=3648 


De los tres valores el menor es C(12). Así, 
concluimos: el punto Q, donde se debe cambiar la 
dirección de la tubería para que el costo sea mínimo, 
está situado a una distancia de 12 metros del punto 
A. 


PROBLEMA 49 : 


=723 5(24— x)=3/(24 —x)"+(167 


eat la caja. 
para que el costo del mat 
RESOLUCIÓN: 


x= 
* Volumen = 125 > 27 y =125 cnuccasimsaroo (1) 
* Costo: C=20x* + ID(Axy) cuorimacenanos (1) 
* De (1) y (11), se obtiene : 


C=20x? +10) (22) = 204? 4 5000 

x x 
* Ahora: C'=40x 2000 
a 


2 
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hay mínimo en x =5 
* Las dimensiones de la caja son * = 6 cm e y =5em. 
PROBLEMA 50 :; 

Hallar las dimensiones del rectángulo de mayor 
área, de lados paralelos a los ejes coordenados, que 
puede inscribirse en la región encerrada por las 
parábolas: 3y=12-x* y Gy=x*-12, 
RESOLUCIÓN: 

La siguiente figura muestra la gráfica de las dos 
parábolas y un rectángulo inscrito en la región 
encerrada por las parábolas. Ambas parábolas se 
intersectan en los puntos (2/3; 0) y (243; 0). 
Sean b y h la base y la altura del rectángulo, 
respectivamente. 
De la figura: 


b=2x E) 


h=yY3= 


1 1 
n= -12) y=302- 22) 


El área del rectángulo será! 
A=bh: 2sxz 0120? )=lzr— a 


Se obtienen diferentes rectángulos si * se hace 
variar de O a 3. Así, el área de los rectángulos es 
función de x, siendo: 

A(x)=12x=x* , xe/0;2/3] 
Como, A(x) ee continua en el intervalo cerrado 
[0;2/3], bastará determinar los puntos críticos. 
Derivando e igualando a cero: 

A()=12-3*=0>x=2 v x=-2 

Solo 2 pertenece al dominio. Evaluando A(x) en 2 y 
en los extremos del intervalo, se tiene: 
DE A(2J=16 , A(0)=0 , A(2/3)=0 


De los tres valores el mayor es A(2). Por lo tanto, 
concluimos: el área máxima es 16 u* y se obtiene 
cuando las dimensiones son b=4 y h=4, 
PROBLEMA 51: 
Una isla se encuentra en el punto A, a 12 km del 
punto más cercano B de la costa . Un señor de la 
isla desea ir al punto Ca 18 km de B sobre la costa. 
El señor puede alquilar un bote por S/2,60' por 
kilómetro y desplazarse por el agua hacia el punto 
P quese halla entre B y C, luego puede tomar un 
taxi que le cuesta 5/.2 por km y viajar en línes recta 
desde P.a C.. Determinar la ruta menos costosa ¡para 
ir del punto A al punto €. > 
RESOLUCIÓN: 

A 12 


* Costo por agua : 2,507 =2,60/144 +27 
* Costo por tierra: 2(18 — x) 


* Costo total = C(x) = 2,60 /144+2* + 2(18- x) 


Clx) =2,60- + 2(-1). 
Viá4+x 


Luego C' (x)=00x=16 


Como C"(x)=-2,60x —£__, entonces: 
(1444 x?)? 
C" (x) <0 A 
suto 


% Esto nos indica que en x = 16 hay un mínimo. 
* Luego debe desplazarse en el agua hasta un punto 
P de la costa que se encuentra a 16 km de B . 
PROBLEMA 52 : 

Un espejo plano de dimensiones 80X! pa e 
rompe por: una al el 

trozos que quede pd ue ¿e un 
A tos 10 y 12 cm, 
correspondi E ióneR menor y mayor, 
respectivamente. Hallar el aros, máxima del espejo 
rectangular | ida construir con el trozo 
A ARA 
RESOLUCIÓN: 
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—— 


La siguiente figura muestra el trozo más grande que 
queda del espejo, siendo el segmefito AB la línea de 
pues . 


(050) 1x0) 900) 
En dicha figura se ha incluido un sistema de ejes 
lares con origen en el punto O. Según este 
sistema los puntos A y B tienen coordenadas 
A=(0;70) y B=(12;80) y el segmento AB tiene 
pendiente m=6/6. Entonces la ecuación del 
segmento AB es: 


y- 70= 0 —0) o bién 7 A ul) 


Sea ( x; y) el punto sobre el segmento AB desde 
donde se deben hacer los cortes, paralelos a los lados, 
para obtener un espejo rectangular. El ancho de 
dicho espejo será 90 - x em y la altura será y:em. 
El área del espejo será: A=(90 - x)y. Se obtienen 
espejos diferentes si el punto (x;y) se hate variar 
desde el punto A hasta el punto B; es decir six varía 
desde O hasta 12. Reemplazando el val6r de y de la 
ecuación (1), encontramos que el área de los espejos 
es función de x, siendo: 2, 


Ate)=— te? - 627660); xe/0;12] 


Vemos que A(x) es continua en el intervalo cerrado 
10:12]. Hallando la derivada e igualando a cero, se 


HEne: q.) = Er -6)=0 > 1=3 
Así, el único punto crítico es 3. Evaluando A(=) en 
el punto crítico y en los extremos del intervalo, se 
tiene: 

A(3)=6307,5 ; A(0)=6300; A(12)=6240 
De los tres valores el mayor es A(3). Por lo tanto, 
concluimos: el área máxima del espejo que puede 
obtenerse es de 6 307,6 em, siendo sus dimensiones 
87x725 cm? 
PROBLEMA 53 : 


núme! 


a UngraeS 
RESOLUCIÓN : 

* Idenficamos las variables 

* Siendo P la población , tenemos ; 

x = número de personas que escucharon el rumor. 
P-x = número de personas que no escucharon . 

* Del enunciado, el rumor se difunde como; 


f(=) = kx(P - x), donde k es la constante de 
proporcionalidad positiva . 

* Para encontrar la máxima rapidez , derivamos: 
f(x) =kP-2kx. Ahora f(x) =0 

SRP -2kx=0 or=>= 


"Pero: f” lx) =-2k < 0, luego ena =2 ocurre 
un máximo . 


* Decimos que el rumor se difunde con máxima 
rapidez cuando la mitad de la población se ha 
enterado . 


DSPBERRDA 54: 


Si de un punto P cualquiera se mira la superficie de una 
esfera se observará un casquete de la esfera. Los límites de 
dicho casquete están determinados por las líneas tangentes 
a la esfera trazadas de dicho punto P. La siguiente figura 
muestra la sección plana que produciría sobre ambas esferas 
un plano que pase por la línea que une los centros. En 
dicha figura, PQ y PS son tangentes a las circunferencias 
de radio R y r, respectivamete. El segmento QM es 
perpendicular a la línea que une los centros. 


AAA ESG 138) 


Sean x la distancia del centro de la esfera de radio 
Ral punto P, u la longitud del segmento OM y H la 
longitud del segmento MA. Nótese que el casquete 
de la esfera de rádio RR, vista desde el panto P, se 
obtendría rotando el arco AQ alrededor de la línea 
queune los centros. La altura de dicho casquete será 
H. De lufigura, se tiene: 


A | 
Por semejanza dé triángulos, se tiene: 
A 
Rx pe 
Reemplazando en (1) : 
E 
—+H=R 


y el área as casquete sobre la esfera de radio R es: 


1147) 


a ¡be E 


Si en la ecuación (11) cambiamos x por d - x y R 
por r, encontramos que el área del casquete, vista 
desde el punto P sobre la esfera de radio r , es: 


pS 
Notese que x varía desde R hasta d — r . Así, si A es 
la suma de las áreas, entonces: 


Alej=ze| e (53) "() ¡ze lR; dr] 


Vemos que Afx) es continua en el” “intervalo 
[R ; d- r]. Derivando, se tiene: A 

v s-—(x-B) (d-=M-1)-(d-x-rM-1) 
AoI=sa[ a. a er. PET ] 


de donde operando y simplificando: 
Area e ] 
Al(x) 29] 5 ay 


Haciendo A'(x)=0, se obtiene: 
LY 
PES 


de donde despejañdo, encontramos que 
s2( EJE ) ls 
RÍR+r lr) "" 

es el único punto crítico. Es bastante razonable 
pensar que dicho punto crítico pertenesca al 
intervalo [R; d-r]. Sin embargo, con R, r y d-r como 
, puede no ser posible probar claramente 

tal punto crítico es un número intermedio entre 


yd 
i crítico no perteneciera al intervalo 
5 der], entonces solo serían puntos críticos los. 
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extremos del intervalo. Evaluando A(xw) en ambos 
extremos, se tiene: 


da arroz (EE) 
d-r dor 


de donde vemos que A(r) es el mayor y sería el área 
máxima. 
Si el punto crítico pertenece al intervalo [R ; d-r], 
entonces se tendría que evaluar A(x) en el punto 
crítico y compararlo con los valores en los extremos 
del intervalo. El valor de A(x) en el punto crítico 
resulta ser una expresión compleja y difícil de 
determinar si es mayor o menor que los valores en 
los extremos del intervalo. Sin embargo, sthallamos 
la segunda derivada de A(x), se obtiene: 
y? 
=P 
Puesto que x y d - x son positivos, deducimos que 
A"(x)<0 para todo x. Por lo tanto, la segunda 
derivada en el punto crítico será también negativo. 
Así, por el criterio de la segunda derivada, el valor 
de A(x) en el punto crítico será un máximo relativo. 
Al haber un solo punto crítico, ese máximo relativo 
será el máximo absoluto de A(x*) en el intervalo 
[R ; d-r]. Por lo tanto, el valor de x que indica la 
ecuación (HI), dá la posición del punto P desde 
donde la suma de las áreas de los casquetes vistos 
será máxima. 
Para el caso particular en que los valores de R, r y 
d sean 36 cm, 25 cm y 93 cm, respectivamente, 
entonces el intervalo [R ; d — r] es igual a [36 ; 68). 
Reemplazando valores en la ecuación (HI) 
encontramos que el punto crítico es: 
216(93) 
ey7] » 58,91 
Vemos que dicho punto crítico está en el intervalo 
[36 ; 68] y dá la posición del punto P para este caso 
particular. 


PROBLEMA 55: 
En un pequeño poblado c: com 15000 habitantes ¿La tasa 
sein de una epidemia 
núroero nas. 


Ar(x)=- «E 
5 
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uso UE 


DERIVADAS) 


C)¿Cuál es el máximo número de personas 
contagiadas? . 
RESOLUCIÓN : 
+ Sea x = número de personas contagiadas. 
5000 —"x = número de personas no contagiadas. 
* Del Enunciado: fíx) = número de personas 
contagiadas por día, luego: 
A)F(x<) = kx(6000 - x), donde k es la constante de 
proporcionalidad positiva. Por dato, cuando hay 100 
personas infectadas (x = 100), hay 9 personas 
contagiadas por día /f(100)=9], luego 
reemplazamos y calculamos k. 
“Así: 9 = k(100)(5000 — 100); de donde : 
E 
490000 
* Reemplazando, nos queda : 
16) = gg "(0000 —=). 
b) Cuando x = 200, en (1): 
9 
= 200: ta =17, 

1200)=-, x200x(5000 - 200) =17,6 

personas / día. 


k= 


e e = 
e) Derivando (2) : £ (x)=5pgpg (6000 = 2x) 


* Ahora: f*(x) =0 <> x = 2500. 
9 

250000 + 

* entonces f'" (+)|y=2600 < O 


Como: f "(x)= 


* Lurego ocurre un máximo en x =.2500, 
* Finalmente el máximo número de personas 
contagindas es 2500. 


PROBLEMA 56 : F 


Seva a construir un vaso de papel en forma de cono 
circular recto, quitando un sector circular 4 una 
hoja de papel con forma de círculo y de radio R, y 
uniendo después las dos orillas rectas del papel 
restante: Calcule el volumen del vaso más grande 
que se puede construir. 

RESOLUCIÓN: 

te figura muestra la porción del círculo de radlo R 
l quítarselo un sector circular. Dicha porción es 
sector circular. 


Sea g el ángulo en el centro del sector circular que 
queda. Entonces, la longitud del arco que subtiende 


1 
y el área del sector'son, repectivamente: RO y y RO. 


Uniendo los bordes OA y OB se formará un cono. 
Sean r y h la altura del cono. Debe verificarse que 
la longitud de la circunferencia de su base debe ser 
igual a la longitud del arco del sector circular. Así, 
2r=Ro=>rÓ. 777) 
También debe verificarse que la generatríz g del 
cono debe ser igual al radio R del sector circular. 
Así, 


e=dH jr? =R=>h=WR?—r? 0/9) 
Reemplazando (1) en (12), se obtiene: 
h = Vr ez so ( HL) 


Usando las ecuaciones (1) y (1), encontramos que 
el volumen del cono será: 


A aa poe ot 5) 
v=Inrin= hn 22) ra 4? —0' 
4n*—0?>0. 


Resolviendo, 0 € [0;2r]. Así, simplificando, se 
tiene: 


vor [eje dan -0*; 0 c[0:2r]. 


Vemos que V(0) es continua en el intervalo [0;21]. 


Derivando: 
Jrosa 7 rot ] 
2Ñan* 0? 


vo [¿5s 
a (en? —30*) 


r 
3) 5 Ñ dr? 0? 
Haciendo V'(0)=0, se obtieneg.=0 y 0 =/873x- 
Vemos también que V'(9) no existe si 9 =2 . Así, 


en donde debe verificarse: 


los puntos críticos son: 0;/8/371 y 27 - Evaluando 
V(0) en cada punto crítico, se tiene: 
v1o)=0:v(JsTan)=22 :v(25)=0 
943 
Delo anterior, concluimos: El volumen del cono más 
grande que puede construirse, a partir de un sector 
circular, es 27 R3/9/3 y se obtiene cuando el 


ángulo en el centro de dicho sector es 8/37 
radianes. 


[OUR FTEITITIN 


PROBLEMA 57 : 


En un restaurante se observá que el número 
promedio N(x) de clientes para el almuerzo depende 
del precio a: del menú , de acuerdo a la función : 


1000 
No == E + 1(3)] , para x>5/.1,60 
Determinar el precio que maximiza N(x) y el número 
máximo correspondiente de clientes. 
RESOLUCIÓN : 

* Aplicando el criterio de la segunda derivada: 


ji) 


A E 
= z0% -[-4-210(3)] 
a 4 
“Ahora: 
1 z 
Ni) =0.5=1-2Ln Ra ades 


* Como N” (x)= 


oo! 1+620(3)], entonces 
«e 4 
N (|< 0 
* Luego ena = 4e""* existe un máximo, que es: 
1000 


ne 2)= a |reaa( 


1000 a 
==—Ñe=85 
32 


* Finalmente el precio es de"? =“S/.2,47 y el 
número promedio de clientes es 85 . 


PROBLEMA 58 : 


Una hoja rectangular de 9 por 12 cm se coloca sobre 
una superficie plana. Una de las esquinas se coloca 
sobre la arista larga opuesta (ver Figura), y se 
mantiene en dicha posición mientras se dobla el 
papel. Hallar elsvalor de x= de modo que la longitud 
L del doblez, sea mínima. 


lol 


E 


==») 


RESOLUCIÓN: 


En la figura, los triángulos rectángulos EAP y EQP 
son congruentes. Tracemos el segmento EF, paralela 
al lado BC, tal como se muestra. El rectángulo 
AEFD está formado por 4 triángulos rectángulos 
cuyas dimensiones son las que indican dicha figura. 
Debe verificarse: 


JP =.[0(23=9) 4? 3? 81. 
Elevando al cuadrado y simplificando, se obtiene: 
9(9—x)=. [92% 9/1 — 22-81. 
Elevando nuevamente al cuadrado, se obtiene: 


8l9—=*)' =9(2—9)(1*—x? 81) 


de donde despejando £?; 
a(9-*) 20 
2_ 2 37 
DA +a* +81> 1 P==9 (1) 


El valor de x que hace mínimo a L* también hará 
'mínimo a L. Por lo tanto, hallaremos el mínimo de 
L*. Para determinar los valores de x en (1), 
invitamos al lector a tomar una hoja de papel y 
doblarlo como indica el enunciado del problema. Se 
observará que los valores de x disminuyen a medida 
que la posición del punto Q va descendiendo, y 
“aumentan a medida que Q va ascendiendo. 

La posición más baja de Q es cuando el punto 
Ecoincide con B, tal como se muestraen: 


De dicha figura, se deduce que: 
[90(2<—9) +37 =12=> /9(2x—9) =12—8,7. 


Elevando al cuadrado y resolviendo la ecuación se 


|=7= 5 Obtiene x=16—4/7 = 5,42 y esel menor valor que 


puede tomar x. 
La posición más alta del punto Q se obtiene cuando 
el punto P coincide con D, tal como se muestra la. 
En este caso, x=9 y será el máximo valor dex. Así, 
diremos que L? es función de x. Si denominamos 
por f a dicha función, entonces: 


(EDICIONES RUBINOS 
2x 

AZ 
Derivando se obtiene: 
fUx)= 


pr S=<0 


2x7 (4x —27) 

(29) 
de donde vemos que el único punto crítico, dentro 
del dominio de f, es « = 27/4, en donde la derivada 
vale cero. Evaluando f(x) en el punto crítico y en 
los extremos, se obtienen: 

fÑ27/4)=136,69 ; f(5, 42)=173,07 ; fí9)=162 
El menor valor de los tres es 136,69. Este valor es 
el mínimo de f y será el menor valor de £*. Su raíz 
cuadrada, 11,69 será el mínimo valor de L. Por lo 
tanto, concluimos: el valor de x que hace que la 
longitud L sea mínima es 27/4 em. 


PROBLEMA 59 : 

Un depósito en forma de cono invertido tiene una 
altura de 10 m y un diámetro de 6 m . Si el depósito 
está llenándose a razón de 2 m/s, ¿a qué velocidad 
se eleva el nivel de agua cuando dicho nivel se 
encuentra a 7 m de la parte superior del depósito? 
RESOLUCIÓN : 

*Como el depósito se está llenando, efectuamos un: 
gráfico en un instante t después que ha comenzado 
el proceso , siendo las variables ; 

*h = h(t) = nivel del agua con respecto al punto O. 
* La velocidad con que se eleva el nivel de agua está 


dh 
dada por == 


<p y esla incógnita del problema. 


10 


* y =r(t) = radio de la “superficie libre” de agua. 

1 Y = V(t) = volumen de agua en el depósito. 

*Como el depósito está llenándose a razón de 2m>/a 
dv 

tenemos ¿¿= 2>0 

* El volumen de agua contenido en el depósito es 


* Como hay dos variables, aplicamos semejanza de 


as ES 


DERIVADAS ) 


triángulos para eliminar una de ellas . 
*Así AOAB es semejante a : 


h 
a0cp=a E y 
3710 10 
3, Y Br ,s 
» val [24] n= y 
au slo ) 100 
dV_3x . ¿dh 
«Der 4 Era 
Derivando respecto a £; Ep==7pg:3h* E, de 
donde 2Y _ 9% ya dh 
100" di 
* Reemplazando: 2 A , de donde 
dh _ 200 
di 8la” 


*Por lo tanto el nivel de agua se elevará a una 


ñ — ms 
velocidad de lr es 


PROBLEMA 60 : 


Un hombre está en un bote a 2 millas del punto 
'más cercano de una costa recta. Ha deir aun punto 
Q situado a 3 millas sobre la costa y 1 milla hacia 
el interior. Si puede remar a 2 millas/hora y 
neos ¿Hacia que pu: 
remar para alcanzar el Aun 
Eta Qs : E 

SOLUCIÓN: 

En la siguiente figura , R es la posición inicial del 
bote, A es el punto más cercano de la costa al punto 
R,B es el punto de la costa más cercano al punto Q 
y P es el punto de la costa hacia donde el hombre 
remará para luego caminar en en línea recta hasta 
el punto Q. 


Sea x la distancia del punto A al punto P. Entonces 
las distancias de R a Py deP a Q, 


son: A(R;P)=Jx7+4,a(R:Q)= (8-2) "+1 


LA LGIZIEREA 


+ FER 


respectivamente. Se sabe que el tiempo es igual a la 
distancia entre la velocidad. Par lo tanto, si la 
velocidad con que rema es de 2 millas/hora y la 
velocidad con que camina es de 4 millas/hora, 
entonces el tiempo £, que emplea en remar de R a B 
y el tiempo £,'que emplea en caminar de Pa Q, son: 


4 pe Esa. M8 Mean 


Diversas posibilidades se do al considerar que 
P puede ser cualquier punto del tramo AB. Así, los 
valores de x varían de O a 3. De este modo, el tiempo 
total empleado es función de x, siendo dicha función: 


ES de 
1) A p< <a 


Vemos que t(x) es continua en el intervalo [0;3]. 
Derivando, se obtiene: 


x 
1 (x)= + 
e) a+. 
Si o O'se obtiene la ecuación: 
(8=) 


7 +4 alte +1 
> 22 (3-2) +1=(3—x) 7 +4 


Elevando al cuadrado y realizando operaciones, se 
obtiene la ecuación polinomial: da 


649% 81 —12=0 ....(1) 


A simple vista se observa que x = 1 es solución de 
(1) y pertenece al intervalo /0;3). Puede verificarse 
que (1) no tiene más raíces racionales en dicho 
intervalo. Sin embargo, podría tener raíces 
irracionales. Aún cuándo parece improbable que 
£(x) pueda tener más puntos críticos en el intervalo 
10:31, no podríamos afirmarlo con convicción. Por 
el método de la división sintética encontramos que 
la ecuación (1) ga equivalente a la ecuació! 
(1? 6x7 443412) =O.ooreareranes(I) 
Ahora si consideremos la función: 
Elx)=x* —6x%4+ dx+12 

es claro que g es una función continua y 
diferenciable. Si evaluamos esta función en los 
extremos del intervalo, se obtienen: 

£(0)=12 y g(3)=6, ambos valores positivos. De 
estos resultados deducimos que si g(x) solo tomará 
valores positivos en el intervalo /0;37, implicaría 
que x= 1 es la única solución de la ecuación (1). 
Por lo contrario, si g(x) tomara valores negativos 
significará que la gráfica de g, correspondiente al 


(3—=)-1) 


43) +1 


intervalo /0,3], eruzaría al eje X al menos en dos 
puntos, tal como se muestra . Es más, significaría 
que g tiene al menos un mínimo en dicho intervalo 
y tal mínimo tendría que ser necesariamente un 
número negativo. 

Derivando e igualando a cero, se tiene: 

E (e)=3x? —10x+4 =0 
5 sa 


Resolviendo, se obtiene x= E E 


Valores aproximados para 
ambas raíces son; 0,4648 
y 2,8685. Ambos valores 
están en el intervalo /0;3] 
y son los puntos críticos de 
g en dicho intervalo. 
Evaluando g en ambos 
puntos críticos, se 
obtienen: 

E(0, 4648)=12,8794 ; g(2, 8685) =6,9353 
Ambos valores son positivos. Por lo tanto, la función 
£ no puede decrecer hasta tomar valores negativos; 
es decir, la gráfica de g no puede ser como la de la 
penúltima . Dicha función tomará valores mínimos 
y máximos en los puntos críticos, pero su gráfica, 
correspondiente al intervalo [0;3), siempre estará 
arriba del eje X. Por lo tanto, concluimos: g solo 
toma valores positivos en el intervalo /0;3] y 1 es 
la única solución de la ecuación (1) en el intervalo 
[0;8]. Así, 1 es el único punto crítico de £(x). 
Evaluando dicha función en 1 y en los extremos 0 y 
3, se obtienen: 


Esa 7000, 1(3)0 E 
Eiomenor velores £(1) ¿48 concluibsel pones 
debe remar hasta el punto P, situado a una milla del 
punto A, a fin de llegar al punto Q en el menor 
tiempo posible, 


=er7o.e(0)= 1 O Y ye a,0028 


PROBLEMA 61 : 
Calcular en forma aproximada : 


1DJ640 JJ) tan 45" 3* 20” 
1) 200 Marc sen (0,54) 
RESOLUCIÓN : 


D) De: flx+ 4) =f(x)+f'(x)Ax, 
> Jerar= Vx + 4% 
2 lx 


1 

625 +15 =J625 + 115) 
e- 2d625 1? 
> /670=25+0,3=26,3 


(EDICIONES RUBIÑOS 


DERIVADAS) 


De Jr dx = e 
c+ dx ys 
Y216- => Y216 Ez Jero 

E A 3216? 


> 9200 EA 0,148 = 5,852 


1) De: tanlx+ 4x) =tanx+(sec*x)Ax 

> tan(45" + 320”) = tand5*+ (sec*45")(3' 20”) 
La ¿iS 

HE E 

180" 60' 

>tan45"3"20” = 1 + 0,0185 = 1, 0185 


" 
> tantra 201143) (3+ 20) Ss 


IV) De: aresenílx+Ax)=arcsenx+ Ax 


1-2? 


en (0,64) 


> arcsen(0+0,64)=aresen0+ 
> arc sen(0,64) = 0,54 


PROBLEMA 62 : 

Se desea construir una lata metálica cilíndrica para 
embazar V, em” de un determinado producto. 
Delenainareliradió y la altura de dicho cilindro de 
modo que el material a emplear en la manufactura 
sea mínimo. 
SOLUCIÓN: 
Sean r y h (en cm) el radio y la altura del cilindro, 
tal como se muestra . Se obtienen cilindro8 diferentes 
variando los valores de r. y h, pero de modo que se 
verifique en todos los casos la relación 


Ari = Verena (1) 
Para construir la lata se deberá cortar de una placa 
metálica (de espesor pequeño), des círculos de radio 
r para las tapas y un rectángulo, con las 


dimensiones que muestra la siguiente figura 
derecha, para la parte lateral. 


(a) (b) 
La cantidad de material a usar será mínima cuando 
el área de la superficie total del cilindro sea a su 
vez, mínimo. El área total es: 
A=2rr?+2nrh .... (1) 
Despejando h de la ecuación (1), reemplazandolo en 
la ecuación (11) y observando que y 0 , se obtiene: 


A a 1119) 


Afr) es continua en el intervalo (0;-+00). Como este 


intervalo no es cerrado no se puede seguir con todo 
el procedimiento descrito cuando el intervalo es 
cerrado. En este caso se modifica el procedimiento. 
Hallamos también los puntos críticos dentro del 
intervalo. Así, derivando: 


A'(r)=4m El 
en donde observamos que A'(r) E para todo 
r€(0;+00). Así, habrá punto crítigo solo si 


[vo 
V(r)=0. Es decir si: 4nr"—2V,=0=>r= E 


Existe un solo punto crítico. Podemos aplicar uno 
de los criterios: el de la primera derivada o el de la 
segunda derivada, para determinar si en el punto 
crítico se tiene un máximo relativo o mínimo 
relativo, Optaremos por aplicar el criterio de la 
primera derivada. Así, al analizar para que valores 


der , A'(r) es positivo y para que valores es 
negativo, encontramos lo viploto 


A'(r)<0 si O<r< Yo ¿at(r)>0 
¡sg Yo 
si e <r<+oo 
Lo anterior significa que A(r) es decreciente a la 
izquierda del punto crítico y creciente a la derecha. 
Por el criterio de la primera derivada, concluimos: 
A tiene un valor mínimo relativo en dicho punto 
crítico. Al no haber más puntos críticos es claro que 
dicho mínimo relativo es también el mínimo 


absoluto de Afr) enel intervalo (0;+00). Como 


h =Vo/rer?, entonces los valores: 
EVA 


son las dimensiones del cilindro para que el material 
empleado en su manufactura sea mínimo. - 


PROBLEMA 63 : 

Un cono se circunscribe sobre una esfera de radio 
a. Determinar el volumen mínimo que e 
dicho cono. PO 
SOLUCIÓN: y 

Si el cono está cireunscrito a la esfera, entonces será 
tangente a la esfera. Así, un plano que pase por el 
vértice del cono y por el centro de la esfera producirá 
una sección plana tal como muestra la siguiente 


CAL ASMZNENEAA 


(1134) 
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figura en dicha figura, el triángulo es tangente a la 
circunferencia, 5 


En la figura: - , 
AQ=h;AC= Vr?+h?;A0=h-a 


El volumen del cono será: 


velarih, (1) 


3 . 
La condición de tangencia 
de los lados del triángulo 
ABC y la circunferencia 
determina la semejanza 
entre los triángulos 
rectángulos ADO y AQC. y, 
De dicha semejanza se 
obtiene la relación: 


Elevando al cuadrado esta ecuación, se obtiene: 


a? (h-ay? 
AS 
Realizando operaciones y despejando: 
ah 
20 su (UI) 
De (11) y (111), deben verificarse simultaneamente: 
h>a yh>2a  .+ 


Ambas relaciones se verifican si k > 2a y tal que h 
puede crecer ilimitadamente. Reemplazando (111) 
en (1), encontramos que el volumen es función de la 
altura, siendo: 


1 h? 
va = et 
ES h-2, 


Jel0050) 

a 

Nótese que el dominio no es un intervalo cerrado. 
Derivando, 


23 Bes [h(h- da) 
Mili Mao] 


Vemos que V'(h) existe para todo h e (2a+00) Así, 
los puntos críticos se producen solo si V'(h)=0. Es 
decir, si h=0 o h=4a. Solo 4a e (2a;+w) y es el 
único punto crítico. Puesto que /+>0, entonces de la 
ecuación (IV), se deduce que: 

V'(h)<0 si h<4a ,V'(h)>0 si h>4a 


y por lo tanto, V(/) es decreciente en el intervalo 
(2a;4a) y es creciente en el intervalo (4a; +0). Por 
el criterio de la primera derivada concluimos que V 
tiene un mínimo relativo en h=4a. Como solo hay 


«(IV) 


un punto crítico entonces este mínimo relativo es 
también el mínimo absoluto de V en todo el 
intervalo (2a;+00) . Reemplazando h=4a en (111) se 
obtiene que el valor de es: r=/a . Reemplazando a 
su vez ambos valores en (1), encontramos que el 
volumen mínimo que puede tener el cono es: 


v, 


“min 


e 
3 


PROBLEMA 64 : 


Un tubo de longitud L se transporta por un pasillo 
A de ancho a, y luego alrededor del punto C hacia 
otro pasillo B que forma ángulo regto con el 
primero, Determinar el ancho mínimo que debe tener 
el pasillo B de modo que el tubo pueda pasar 
horizontalmente. 


RESOLUCIÓN: 


Si el ancho del pasillo B fuera grande para la 
longitud del tubo, no sería necesario que los 
extremos del tubo hagan contacto con las paredes 
de los pasillos, ni que el tubo toque la esquina €. Si 
no es tan grande ocurrirá, en el peor de los casos, 
que toquen las paredes en la forma que muestra la 
Figura . Denotemos por P y Q los extremos del tubo. 
Supongamos que el ancho del pasillo B fuera 
bastante grande (equivalente a que el pasillo solo 
tiene la pared inferior) y que se transporta el tubo 
en la forma que muestra la figura. 


El extremo Q del tubo no tocará la pared superior 
del pasillo B y pasará sin dificultad. En la Figura, y 
es la distancia del extremo Q a la pared inferior del 
pasillo B. A medida que el tubo gira alrededor de C, 
y aumentará desde cero hasta un valor máximo y 
luego, disminuirá nuevamente hasta cero. El tubo 
pasará sin dificultad si el ancho del pasillo B es 
mayor que el valor máximo de y. En cambio, si el 
ancho es menor que el máximo de y, no pasará el 
tubo. Deducimos que el mínimo ancho del pasillo B 
debe ser igual al máximo de y. : 

De la Figura se obtienen las siguientes relaciones: 

L,=asec0 ; y=Lysen9 ; L,=L-L, 

Combinando estas relaciones, encontramos que y 


(EDICIONTS RURIÑOS 


DERIVADAS ) 


es función de 0, siendo: z 

y = Lsen9—a tano 
Para hallar los valores de 9 considerarños que al 
inicio el extremo Q está sobre la esquina C. En esta 
posición<l 0 — (valor inicial) es 0,= 


A partir de este valor 0 irá disminuyendo basta 
cero. Ask E 


L 
arecos—. 


y=Lsen0-atan0,05050, «(1 
Derivando se ablienez 
DL c0s0-asecto (11) 


Haciendo dy/dO = 0, se obtiene: 
L cos0= a sec?*0 > cos0=/a/L 


De la ecuación (1) vemos que dy/dO no existe si 
secO no existe; es decir, si 0=x/2. Este valor no 


pertenece al dominio. por lo tanto, Gare cos Ya/L 
es el único punto crítico en el dominio. Para este 
valor de 0, 


sen O=l1-(a IL, tano= Ya J1-(a/LP 


Reemplazando estos valores en la ecuación (1),'ge 


obtiene: 
y= li (al (L-aYLla) 


que es el valor máximo de y (puesto que en los 
extremos del dominio y=0) y será el ancho mínimo, 
que debe tener el pasillo B, para que,un tubo de 
longitud L pueda pasar del pasillo A-al pasillo B. 
OBSERVACIÓN : 

Con frecuencia, en la formulación de un problema 
de valores extremos, encontramos que la variable 
que vamos a maximizar o minimizar parece ser, 
aparentemente, función de 2 o más variables 
independientes. Sin embargo, dichas variables 
independientes Están relacionadas entre ellas por 
algunas ecuaciones, llamadas restricciones, lo que 
indica que en realidad, no todas las variables son 
independientes. El proceso de eliminar variables 
hasta reducir el problema a una función de una sola 
variable puede ser complicado y en algunos casos, 
imposible. La aplicación de la derivación implícita 
puede facilitar las operaciones, tal como veremos 
en los siguientes problemas. 


PROBLEMA 65 : 
Se 


plano ret y? s 1. Se deben construir canales rectos 
desde los puntos P=(4:5) y Q=(2;3) hasta un punto 
común, R, de la orilla del lago. Determinar las 
coordenadas de R, para que el costo ses minimo, 
RESOLUCIÓN: 


La Figura muestra el lago, los puntos B_ Q y una 
posible posición del punto R= (x; y). De la figura: 


di =(x-2+(y-3P, di =(x-4 +(y-6% 
El costo total de los dos canales será: 
C=k(dj+ di) 

donde k es una constante de proporcionalidad. 
Vemos que si queremos minimizar el costo, 
deberemos minimizar la. suma de los cuadrados de 
las longitudes de lás diagonales. Para ello, 
denominemos por D a la suma de los cuadrados. Es 
decir: 

D=dj+ dj 
> D=(x 2) +(y -3)P+(x -4)*+(y 67 ...(0) 


Aparentemente D 
parece ser una función Y 
de las dos variables x e 
y. Sin embargo, estas 
dos variables están 
relacionadas por la 
ecuación 
+y*=1 

que, como antes vimos, 
define implícitamente a 
y como dos funciones de 


x= 
y=Vi-a? y y=- Via? 


siendo el dominio el intervalo [-1; 1). 

Si reemplazaramos cada una de estas relaciones en 
la ecuación (1), encontraríamos que D es función 
de la única variable x. Pero vemos que D como 
función dex no es única, por lo que el procedimiento 
de eliminar una variable alarga la solución, al tener 
que considerar dos casos. El uso de la derivación 
implícita evita tener que descomponer el problema 
en los dos casos mencionados, como veremos a 
continuación. 

Considerar simultaneamente las ecuaciones (1) y 
(11) equivale a considerar simultaneamente las dos 
ecuaciones: 


Día; y)=(x- 2% (y-3+H(x 4H (y 67 «a. (LID 
xR4y=1; -1sxs1 (IV) 


Pl4i5) 


ses (11) 


CALIBRE 


Ms RIN CICLO PEDIA 2012 


Hacemos la siguiente reflexión: D_es función de x e 
y, pero y es función de x (aunque nó única), entonces 
D es también función de x (pero tampoco única). El 
dominio para D.será, en los dos casos, el intervalo 
(11). Por las expresiones (11) y (IV) es evidente 
que D es continua en el intervalo cerrado [-1;1]. 
Por lo tanto, para hallar los extremos absolutos de 
D en el intervalo cerrado [-1,1], bastará seguir el 
procedimiento antes descrito para funciones 
continuas en intervalos cerrados. Así, derivando la 
ecuación (111) implícitamente respecto dex, se tiene: 


Dosta= 3D 12(%- y 
AR 2)+2(y 3 EA 2(0 4) +29 0 57 


de donde simplificando: 


dD 


ES -y% 
e ADA 0 147) 


Derivando la ecuación (IV) implícitamente respecto 
dex, se tiene: 


de y 
Reemplazando (VI) en (V), se obtiene: 


dD z 
E= ax «aty-a)[- a] VID) 


Si hacemos dD/dx=0,se obtienes=Íx. 


Reemplazando en la ecuación (IV) y resolviendo, se 


3 4 
obtiene: a==l. Para %=- corresponde YS=G y 


3 4 
y para *= correspondey=. También, de la 


ecuación (VII) vemos que dD/dx no existe si y=0, 
o bien para 3=-1 y +=1. Así, Jos puntos críticos 
son: 17 E y 1.Todos están enelintervalo [-1:1J. 
A continuación debemos evaluar D en cada punto 
crítico. Nótese, que esto equivale a evaluar la 
ecuación (III) en'1os puntos co, (-£,-2): 
34 
(5) y (150) de la circunferencia. Así, podemos 
considerar que estos puntos son los puntos críticos 
de D(z; y). Evaluando, se obtienen: 
D(-1:0)=68 , D(-3/6;-4/5)=76 
D(3/5;4/6)=36 , D(1;0)=44. 
Delos £ valores el menor es D(3/5,4/5). Por lo tanto, 
concluimos: las coordenadas del punto R, para que 
costo de los canales sea mínimo, son x = 3/6 e 
y=4/5. 


PROBLEMA 66 : 
Hallar el área mínima que puede tener una elipse 
circunscrita en torno de un rectángulo dado. 
RESOLUCIÓN: 

Supongamos que las dimensiones del rectángulo son 
2m y 2n, respectivamente. 


Una ilustración gráfica del problema se muestra en 
la Figura. 


La ecuación de la elipse será: 


e y Y, 

apar s(1) (man) 
y el área de la elipse (a50) 
será: 7 

A=xab (11) 


Como (m, 1) pertenece a la elipse, entonces: 
2 2 
mon 
A A 1117) 
at y? 


Variando la posición del vértice (a;0) se obtienen 
diferentes elipses. Notamos que a debe ser siempre 
mayor que m pero puede crecer ilimitadamente, Es 
decir, a puede tomar todos los valores del intervalo 
(7n;-+00) . Si en la ecuación (LI) consideramos que 
b es función de a, entonces el área A es función 
solamente de a, con dominio (m;-+=) y continua 
en dicho dominio. 

Derivando la ecuación (HI) implicitamente respecto 
de a, se obtiene: 


—=3a|b+a-— 

da da 
Derivando la ecuación (HH) implícitamente respecto 
de a, se obtiene: 


(IV) 


Reemplazando (V) en (1V): 
37 2 
dA_ s(» Em ) 


an? 

Observamos que dA/da existe para todo 

a e (m;+00) Así, punto crítico ocurre solosidA/da=0 

Es decir, si 
dim? 


an 
an? 


b- =1=S (VD 
Reemplazando (VI) en (HI) y resolviendo, 
encontramos que a=/2m. Entonces, b=/2n. 


Encontramos que hay un solo punto crítico 


(EDICIONES _RUBINOS 


Mp LEA 


DERIVADAS) 


(a=/2m) y el dominio es el intervalo abierto 
(m;+00). Para determinar si en dicho punto crítico 
hay un máximo ó un mínimo, tendríamos que aplicar 
el criterio de la primera derivada, o el de la segunda 
derivada: Este procedimiento puede resultar 
complicado y largo. En vez de eso y como el problema 
es geométrico, analizaremos qué condiciones y 
limitaciones geamétricas existen. 

En la Figura se obtienen diferentes elipses inscritas 
variando la posición del vértice (a30) a lo largo del 
eje X positivo. Si el valor de a fuera ligeramente 
mayor que m, el valor de b sería bien grande (si a 
tiende a m en la ecuación (HIT), b tiende a infinito). 
Esto implica que el área de la elipse crecería 
ilimitadamente. Por lo contrario, si e aumenta, 5 
disminuye y el área de la elipse irá disminuyendo. 
Cuando a se hace muy grande entonces b decrece y 
se aproxima a n (si a tiende a infinito en (IED), b 
tiende a n) y el área crece nuevamente 
ilimitadamente. De todo lo anterior, deducimos que 
el área no está acotado superiormente. Así, de haber 
un valor extremo, este será un mínimo. En efecto, 
si de un valor muy grande (infinito) empieza a 
decrecer para luego volver a crecer ¡limitadaments, 
significa que decrecerá hasta un valor mínimo a 
partir del cual empezará a crecer. Así, concluimos 
que en el único punto crítico, el área tiene un valor 
mínimo (mínimo relativo y mínimo absoluto a la 
vez). El mínimo valor del área será: 


Amin =x(J2mM/Zn)=2%mn 


y la ecuación de la elipse será: 


2 
E. A 

2m? * 2n? 
PROBLEMA 67 : - 


Suponiendo conocida la suma de las superficies de 
una esfera y un cubo, demostrar que la suma de los 
len será mínima cuando el diámetro de la 
esfera iguale e»la arista del cubo. ¿Cuándo será 
máxima la suma de los volúmenes? 
RESOLUCIÓN: 
Sean r y a el radio de la esfera y la arista del cubo, 
respectivamente. La uma de los volúmenes de la 
esfera y del cubo será: 
Vairo? 
Por la condición del problema, si la suma de las 
superficies es S, , entonces: 
4ar*+60?=Sy (1) 
De (1), aparentemente V es función de las variables 


—— OO A 


r y a, pero de (11), r es función implícita de a. Por lo 
tanto, diremos que V es función de la única variable 
a. 
De (11), 47xr*=S-6a*. En esta ecuación debe 
verificarse, lo siguiente: 
S,-6a?>0>a*<8,/6>0<as< /S,/6 
Así, V es función de a y su dominio es el intervalo 
cerrado /0;,/8,/6] Nótese que V es continua en 
dicho intervalo. 
Derivando (1) implicitamente respecto de a, se tiene: 
rt E 30 
Derivando (11) implicitamente respecto de a, se 
tiene: 


2 (HI) 


dr dr _ 3a 
Srr +12 0 E. (1) 
Reemplazando (1V) en (111): 
av :( 3a ) a 
2V _ gy? (32) 3 E 
da " Uzar]jo y, 


Observamos que d'V/da no existe si r=0. Pero r=0 
implica a=/S¿/6 (punto crítico). Si hacemos 
Vída=0, entonces: 

bar+3a?=0>a=0 y a=2r 
Si a=0 en (11) se obtiene: r=./8,/4x . Sia=2r en 


(11) se obtiene: a= JS, (6+x). Asi, los puntos 


críticos (valores de a) son: /S, /(6+x),0 y /Sp76. 


Los correspondientes valores de 7 som: 
1 
¿WSo 6 +1), JS, 14x) y O, respectivamente. 


Evaluando el volumen en los puntos críticos, se 
obtienen: 


V(/S, 1(6+x) PES 0,055. (S/P, 


v(0)= E = 0,094 [(S,, 
v(J8,16)= [(Sp/67 »= 0,068, ((S,5 


Comparando los tres valores encontramos que el 
menor valor del volumen se obtiene para 


a=/S M6 ra Jr == JB 16 +=). 


Osea, cuando 2r = a, o bién, cuando el diámetro de 
la esfera (2r) se iguala con la arista del cubo. 


También encontramos que el mayor valor del 


AA TEL y] 38) nn. ENE ACLOPEDIA 2012) 


volumen se obtiene para a=0;r =»/S) /4x . Nótese 
que a=0 implica que solo habría esfera y no cubo. 


(7D) Six fi, = 43 + 2%. Hallar: £ y) 


A)22 B) 23 C)24 D) 25 E) 26 
(03) Siendo: fi.y =3x? +4x 2. Hallar: f to) 
A) 21 B)22 C) 23 D)24 E) 25 
(Q3) Siendo: G.,, =4x? +1. Calcular: G* (y, 
A)27 B) 36 C)36 D) 45 E) 54 
((3) Siendo: G,,) =x* - 24? 
Hallar: G'(-G' (9) 
A) 17 B)21 C)18 D) 19 E) 20 
(03) Siendo: fi, =>" +1? 
Bollar: F"gy+F"i) 
A) 18 B) 22 C) 19 D) 21 E) 20 
(7) Dada: fi.) =V/x +3 
Hallar: f*(.) 
AJ1 BNZ  O7Z DE * EJ2JZ 
(O) Siendo: hh, = (2? +3)" 

Hallar: A'(,) 
aerlat+s” Belt cala? +3) 
D)d(2 +3) - EJa 


(03) Si: P.,, =8(3, Hollor: Pp”, 


ar2d? Brady? cry? DY E)y8 
(O) Siendo: mg) = el 


Hallar: mm a, 

dl 5 Z 7 ño 
AXE Bad C)xé Djad Ej 8x8 
(O Si: fi) =V4%+9 

Hallar; £* 0) 

1 2 4 5 

E SDE AA 


(0D) Si: R,, = (34? -2)* 


Hallar: R'( 
a) 5(30* -2)' B) 9x2 C) 96x10 
D) x?(3%* 2) E) 46x* (3x? - 2) 


(DSi: fan fa) =0 
Hallar: fis + fia) 


A) 51 B)46 C)80 D) 35 E)90 
(DSi: F "(7 Bn fo) =8 A 
Hallar: fig, 
A) 60 B) 65 C)80 D) 75 E) 78 
(O Hallar: F "tf" 
Sit fis) = 317 +25? 
A) 18x+20 —— B)18x+22 C)18x +10 
D)9x +20 E)9x +10 
(63) Dada: fi.) =" + nx 
y además: f“(y=12; f "(92 
Hallar: L 
n 
A)6 B)2 04 D)7 E)1 
«61? 4 11x-6 
Lin A A 
li mm = RA 
1 2 2 
AL Ba EE DJS BNO 
, ) 3 y YE 25 
Heltar Lim YE+8-2 
(Es) eE E 2 
1 1 
pe La 1 El 
nz A ) E, dr 
(3) Hall PEE 
RS PTE x 
1 1 7 5 
NI ES ¡EA 
y) 5 lo 5 Dz Ja 
(O) Hallar: 1; de TEA BExVIA de 5 
a 


arte mts l Cjodrab DJO EI 


ED) Siendo: fi, =(2?+1)" 
Hallar: fc») 


(EDICIONES _KOBIÑOS 


TER(1139 A DERIVADAS) 


E ESTA E 
D) 12% , EN(9xJ? 
Eds: So =(5+ 1 (2:-10* 

Hallar : G' (0) 
A)-1 B)-9 C)10 D)9 E)-7 
)hanar : Fis, 

Siendo: fi, =Y2x-2+3 
ale-2  B-=2  cNtr-=2) 
D)J3 EJx-2 
(E) Siendo: hy.) = a _ 

Hallar: A* (y 

3 9 2 1 

ES B)JZ C)9 DIJ= EJ- 
y de ) LE JA 
EdSi: m dz 

E a) Ya 
Hallar: m* 
3 1 2 4 
E uE A 

2 2 a) 3 yes Dz » 3 
(2) Si: fi) = 192 +nx 

Además: F'(y=8:; fi =14 57 

Calcular: fig, o 
A)24 B)27 CJ30 1D) 33 E) 36 

Siendo: 
F'o7308+27 Af = (man? 

Hallar: f, y 

A1 B)2 C)-1 D)O E)-2 


(E2) Determinar el mínimo número que toma : 
MOE =x?+6x+ 10 


AJ1 B)2 C)3 D)J4 EJ65 
Calcular: Lim 
za (x-b)-a? 
b y? 2a? sb? 
yn Da On DS 


o Calcular el verdadero valor de : 
Arata a 


4 (arDa Ha Data 
para: =a 


A) ar+a+1 Bja+1 Cja*-a+1 Dja-—1 
A Es ¿) 

ED Hallar: Lil 75 

ANZ  B)8J2 C)-J2 DJ1 E) -8J2 


ESEUIMA ERAGI0Ga Ioelon 


(0D Si: f(x)=V/x , calcule f *(8) 
A) 1/2 B) 1/4 C) 118 D) 1/16 
(02) Sea la función : 

F(x) =mx* +3n; si F'(1) = F(1). 


Calcular : m/n 
A) 3/4 B) 4/3 


E) 1/12 


Cr2ls  DI3/2 


(03) Calcular: e E 

al x"-2x +2x-1 

05 D)J7 
30 +4 

a Te? + 16x -12 
B)3 013 


E) 6/4 


AJ1 EJ9 


(2 Calcular : 


4)2 


Calcular : Lim 


B) 49/24 


BJ3 


D)4 


100-2541 

202441 

C) 98/25 

1-Vx 

1-Ye 
c)2 


A) 24/25 D)1/2  EJ2 


(08) Calcular : Lim 
aJ0 
(02 Halle: fi, si: f(x) (0-1 

AJ6 BJ8 C)10 D)12 
(03) Se tiene la derivada de una función ; 


F(x) = 8x + 5 
Calcular : F(1), si F(0) = 3 
4)12 B)7 C)8 


(09) Sea la función : 

Fe) = [x2 +16; calcular F'(3) 
AJ5 B) 116 C) 216 D) 315 
(LO) Sea la derivada de una función : 


B)1 D) 112 E) 1/8 


E) 24 


D)6 EJ5 


E) 415 


El, = 6x6, sabiendo que: F(0) = 2; 


Calcular : F(-1) 


AJ6 B)J8 C)10 D)12 E) 14 


LL GurrA 
2 —nrn—1 
li 5 AÁKÁ ze 
AN RED MEN OMEIARIA 
n-1 a n+1 n-í n+1 
a a ni o Si: f(=)=4z, calcular f (16) 
(O He fo if = (2 AJA BJ18  CIMIG  DJ1S2 EJ1164 
Ma as boe Dia Eyg4 OS) Dada la función : F(x) = 3ax*+b 
A Si: F'(1) = F(2), calcular : a/b 
(]) Calcular: Lim AJMG BIUS CI2IS DJS EJ6 
AJO B)1 C)-1 D)2 Eje ? 42 
E Calcular: una ARO 
a. a y y 
(Ea Calcular: Lim = AJ1 B)2 C)3 D)4 EJ 5 
AI Bla  Cj0  Dilna  EJLoga $ Lim 8942 
cul AE 
Li Vi+x-Vl+x a lt dx +3 
(6) Calcular: Li. A) BIM2CJUB DJ2 EJ8S 
Alt B) 216 C)10/3 — DJ6/2  EJ1 (6) Calcule: mint 
x-Jx+2 
(E8) Calcular ; tim Area 3) AJTS — BITIZ CITA DJ97  EJ7/9 
2 z pj 2 TERCERA INDIANA 
0 od PRACTICA VIVAN 


(E) Hallar el valor de la derivada de la función: 


1 
F(x) => en el punto x =2 


1 1 ol 1 
A  BrS' 0-3 Di PO 
e 
(D) Obtener: Jim (METE 1) 
put x 
2 » 4 
AZ BI1 CHO 5 DIA EJz 
Ya 48 Va? 
(O Calcule: rio (EE) 
* 0 x 
1 1 1 1 él 
A, IC 


E0) Determinar un polinomio P(+) de cuarto 
grado, si verifica las siguientes igualdades: 

* P(2) =P'(2)=0 ; P"(2) 40 

* P(1) =0 ; PA) +0 


* PC1) =16 ;P(0) =12 
Hallar: P(3) 
4)24 B)27 C) 36 


D)72 E)80 


OD Sean los números reales a =x:+4 ; 


b = 2-10. ¿Para qué valor de «x» el producto «ab» 
será el mínimo? 


A5 B)-5 C)3 D)2 E)-1 


(02) Indicar el área máxima de un rectángulo de 
lados (4 — x) y (5+x). 


21 43 81 15 56 
AG B) z ir lb ió 


(E) Indicar el mínimo valor que toma la función: 


F(x) = 2x?- de + 11 


A1 B)3 C)6 D)7 E)9 


(€2 Hallar el máximo valor que puede tomar la 
función : F(x) =-a% + 6x-4 
41 B)2 C)4 
(03) Un agente en bienes estima que el beneficio 
mensual P es soles que obtiene al peo un edificio 
de “n” pisos está dado por : 

P = 92n - 2n?. ¿Qué número de pisos hará más 
rentable el edificio? 
A)22 B)23 


D)J65 E)8 


C)24 D) 25 E) 32 


(EDICIONES _HURINOS 


A AS DERIVADAS 


(Q8) Si un número y el cuadrado de otro suman 
192, hallarlos para que su producto sea máximo . 
Indicar el mayof de dichos números. >» 

AJ8 B)64 +  C)120 D) 128 E) 160 


(() Si “M” y “m” son el máximo y mínimo 

relativo de la función : F(x) =x"- 3x2 + 1 
Calcular: M=m 

At B)JA C)J6 


D)-6 E)8 


(03) Se quiere construir un jardín que tenga la 
forma de un sector circular con un perímetro de 30 
m . Determinar la mayor área posible de obtener: 


A) 56,25 m* B) 54,60 m* CC) 62,35 m* 
D) 36,26 m* E) 36,20 m* 


(()) Una persona dispone de 40 m de alambrado 
para cercar un jardín rectangular Sabiendo que sólo 
debe colocarla sobre 3 lados, porque el cuarto limita 
con su casa. Determinar el área máxima que puede 
cercar. 

A)40m* B)100m* C)200m* D)300m* E) 400m* 


(LO) Una empresa de computadoras ha encontrado 


que su utilidad está dada por : 
Ulx) = 400x - x? , en millones de nuevos soles , 
donde x representa, el número de unidades vendidas. 
Hallar la máxima utilidad . 

A) S/. 200 B) S/. 400 
D) S/. 40000 E) 8/, 60000 


(O) Hallar el volumen del mayor cilindro recto que 


€) 8). 16000 


se puede inscribir en una esfera de radio r=y3 . 
A)xm2 B)x2m" Cjr 3m% Dir 4m* EjaGm* 
(|) Hallar las coordenadas del máximo relativo 
de la función : flx) =x*- 9x? + 16x- 3 

A) (056)  B)(0:4)  C)(1:4)  D)(1:6) E) (2;5) 
(E) Encuentre, el: punto sobre la gráfica de 


y = x? + 1 más cercano al punto (3;1) 
A) (152) BJ (21) — CI(3;1)  D)(153) E) (0/1) 


(C2 Un fabricante de pernos puede vender “%” 


de ellos por semana al precio P=200= 07 soles; 
siendo C=50x + 2000 soles el costo total de la 
producción. Hallar la cantidad de tornillos que 
deberán de fabricar de modo que la utilidad que se 
obtenga sea máxima . 
A) 1000  B)2000 


(63) Calcular el área del mayor rectángulo que 


C)4500" D)6000 E)7600 


tiene su base sobre el eje X y sus otros dos vértices 
en la curva f(x) = 122%? . 
AJl0m*  B)l6m*? Cj20m" D)32m*  E)36m* 


(LO) Si un número y el cubo de otro suman 108, 


hallarlos para que su producto sea máximo. Indicar 
el mayor de ellos. 
A3 B) 24 C)60 D)81 E) 90 


(D) Una polota se dispara vertical hacía arriba , 


“a” metros del punto de partida . en el instante “£” 
(segundos) donde : S = 24f - 24% 

¿Cuál es la altura máxima alcanzada? 

A) 60m B) 64m C)70m  D)72m  E)78m 


(13) Se tiene una hoja rectangular de papel , de 


lados 8 y 15 pulgadas, se desea hacer con ella una 
caja sin tapa , cortando en sus esquinas cuadrados 
iguales y doblando convenientemente las partes 
restantes . 

Determinar el lado de los cuadrados que deben ser 
cortados de tal manera que se obtenga el mayor 
volumen posible . 

A) 6/3 B) 6/2 C)2/3 D)J3 E) 2/5 


(UD Encontrar la mayor área posible de un 
triángulo isósceles cuyo perímetro es 18 pulgadas . 
AJ9/3  BJ6J2  C)12 D)2J6  EJ4.6 


ED) Encuentre el punto en la parábola ; y!=2x que 


esté más próximo al punto (1 ; 4) 


A) (353) — B)(156)  C)(2;2)  D)(-153) EJ(4;2) 


(07) Indicar el área máxima de un triángulo 


rectángulo cuyos catetos miden (6-a) y (+2) 
metros . 
AJ9m2 


B)i2m*  C)l6m*  D)24m* E)26m* 


(02) Hallar el menor valor que puede tomar la 
función : Flx) =x*- 8x + 21 

aJ1 B)8 0)6 D)7 
(03) Hallar el máximo valor que puede tomar la 
función : F(x) =2x* + 8x-1 

AJ1 B)3 C)6 D)7 E)9 
(02, Siendo P y Q el máximo y mínimo relativos 
de la función : 


EJ9 


CAL GEA 


F(x) =="- 12% +1 
Calcular : P-Q E 
AJ32> B)-=382 C)30 DJ28._  E)25 


(03) Se tienen Tos números reales a =15=x* y 
b=x - 6. ¿Para qué valor de x el producto “ab” 


(0D Formar una ecuación cuadrática con las 
soluciones de la ecuación F'(x) = O, sabiendo que: 
F(x) = 3x* - 4x?- 126:*+ 5640x + 1 

B)x! +2:-16=0 
O Djx*+8r+16=0 
E)x*- 14x-15=0 


(03) Sea Píx) un polinomio cuadrático de 
coeficiente principal positivo, tal que: 

Plx).P(x) = 8x* -12:*+mx—6; me R 

Calcular el valor de: E=/P(3)+1 
AJ8 BJ4 0)2 D)J2 
(03) Sea el Polinomio: 
Pla) = 2-29 4 7 a 4 042 005 
Calcular el valor de: M = P(0) + P'(1) 
A)2005  B)100 -:C)2105  D)105 
(02) Dado el siguiente polinomio: 


A A AA 
ay*0 
Luego de calcular P(x), dar como respuesta el valor 
de: 


EJVZ 


E) 3 105 


E = Coef.(a?%) + Coef.(x!%) 
A) 2004 7, + 1008,0 B) 2014 09 + 1014407 
C) 201G,,, + 1008,,7  'D) 20040, + 100470 
E) 2004 ¿07 + 10087 
(03) Sean los polinomios: 
Fx) = 420420 +40 46 +67 47048 

Glx) = 6x7+ 6x*+ 4x*+ 3x4 2x+1 
Además: H(x) = (R.G)(x). 
Calcular el coeficiente de x* en H'(x) 


A) 685 B)672 (C) 667 D) 663 E) 659 
(00) Sea la función: Ft)=2E42, además se 
+2 


define al conjunto: A=(xeZ/F'(x) 2 0). Entonces 


el cardinal de dicho conjunto es; 


A)J1 B)2 013 D)J4 EJ6 
(02) Sea la función: H(x) = (2x* 2 +4) 
Calcular el valor de: 7="%/H(1) 

AS  BWNS  CJ5  D)J25 EJ125 


(03) Dada la función: Gí)=/4x+1+3/6:7+7 


Si: G(2)= 9 (fracción irreductible), entonces el valor 


de 3b- Za es: 


aJ6 B)4 0)3 DJ2 .  EJ1 
(09) El mayor valor de “x” que verifica a la 
inecuación H(x)<0, tal que: 


Hx)= 1 .t. 
es: 


Ayó/oj1 Bío cr3fos DyS/10 E)-“/10 
(LO) Sea la función: 
Fíx) = Ln(3x*-x + 1) 


Luego de resolver la inecuación: F'(x)>0, dar como 
respuesta la suma de los valores enteros de “x” no 
mayores que 199. 

A) 19900 B) 19 999 C)20 000 D) 20 900 E) 21 990 


(O) Caicalar el valor de: 


E Lñm| +20 a+ 2 
r+2l 2%+32%4+bx+6 
A)=3 B)-1 c)0 D)2 E)J5 
2 
(O) caer el valores Lo in 
1 Ve-1 
9 7 
AJY B)J7  CJ63 DJZ E 
7 F 
(13) Sea la función: 
3 
E) Mae -1 
Lx 
Halle el valor de: Lim F(x) 
30 
Aja+b+e Bjabe Cjab+be+ea 
a+b+e a+b+e 
DS Y 


(E) Un arrendador ha adquirido un nuevo edificio 
con 100 departamentos para rentar y encuentra que 
entre más unidades “x” que quiera rentar, menos 
deberá ser su precio P(z) de acuerdo a la fórmula. 


[EDrcroxres_RUBINOS 


SETE Ls 


DERIVADAS) 


P(x)=180-1,2x; 0<x 5100 

¿Cuántas unidades debía rentar y a qué precio para 
maximizar sus íngresos? 

A)75;90 B)70;95 C)40;25 D) 80:60. E) 10;20 
(43) Una “ventana tiene la forma de un rectángulo 
rematado por su parte superior con un semicírculo 
y se quiere contornear con (1+4) metros de borde 
metálico, Calcular el radio de la parte semicircular, 
sabiendo que el área total de la ventana es máxima. 
A)im  B)15m C) 1,2m D)1,8m  EJ0,8m 
(E8) Dada una hoja cuadrada de lado “a”, se desea 


construir con ella una caja sin tapa, cortando en 
sus esquinas cuadrados iguales y doblando 
convenientemente la parte restante. Determine el 
lado de los cuadrados que deben ser cortados de 
modo que el volumen de la caja sea el mayor posible, 


a a a a a 
5 mid? 0 DIG 7 


(1) Sea la función: 
FR =+RIF(x)=x* -6x*+3x+9 


Dar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 


(.  )Esmonótonaen ls] 


€ l 
( ) Elmáximo relativo de F'es (2) ; 
(  ) Esmonótona Vx e ]-«;-1]u[3;+0[ 
A)VVE — B)EFV C)VVV-¿D) FEF 


(3) Esbozar la gráfica de la función: 


Fix) = (2-2)(2* + x-6)x 46) a? + x - 20) 
B) Y 


E) FVF 


(1) Si el rango de la función: 
Fía)=x "+ 3x*-a+1; -2<x<0 


b- 3a 
C)3 


es Ja; b], calcular: 
AJ2 B)J2 
E0) si el polinomio: 


Píx)=x*-50x +40; OnaeRrnarO 
admite a “r” como raíz doble, hallar: 


DIJ3 EJ4 


4 
E= +0 -0%+1 
0 


BJO EJa+0+1 


07) 1 08) * 
12) 0 18)> 
1730 18) A 
02) KB 08) € 


06) D 07) A 08)A 09)C 10)D 
11)D 12)C 18) 1%)E 15)D 
16) D 17)D 18)A 19)A 20)C 
OI) 02)  03)D 0%)  05)1D 


GENERALIZACIONES 


El concepto simple de derivada de una función real de una sola variable ha 
ido generalizado de varlea maneras: 

“Cálculo de varies varlables 

«Derivada direccional, extiende el concepto de derivada parcial 
“Dertada arca que sa aplica funciones ras e vais vario. 
Análas 

Función holgada, que mxtlende el concepto de derwada n clara ua de 
e de variables complejas 

“Perivad fracejonal, que extiende el concepto de dertvada dé orden nuparior 
a orden £, 1 mo mecatlha ner necesariamente tn número entero como sucede 
Sn fax derivadas convencionales. 

"Derivada funcional, que se aplica a funcionales cuyos argumentos son 
funciones de un espacio vectorial de dimensión no finita. 


CALIZIZHERZ TA 


OBJETIVOS = 


* La competencia que busca desarrollar este grupo 
de objetos de aprendizaje es que el alumno aprenda 
a determinar el dominio y rango de una función 
exponencial o logarítmica, además de representarla 
gráficamente y simplificar expresiones logarítmicas 
aplicando las propiedades de los logaritmos. 


* En particular, este objeto de aprendizaje introduce 
al alumno en el tema exponiendo las diferentes 
aplicaciones que tienen las funciones exponenciales 
y logarítmicas. 


INTRODUCCIÓN : 


Las funciones exponenciales así como la función 
logarítmica son dos de las funciones más 
importantes, razón por la cual se les hace un estudio 
especial . Estas funciones aparecen en una amplia 
variedad de aplicaciones como por ejemplo : 
“Respuesta a la publicidad en televisión” 

El porcentaje R de audiencia que responde a un 
comercial de televisión para un nuevo producto 


después de “£” días se determina mediante la 
fórmula: R=70- 100e** 


D ¿Qué porcentaje se espera que responda después 
de 10 días? 


KI) ¿Cuál es el. máximo porcentaje de personas que 
se espera respondan? 


TI1) ¿Cuántos Vías deben transcurrir para que R 
exceda el 40 por ciento? 


Este tipo de problemas es uno de los muchos que 
pueden ser modelados utilizando las funciones 
exponenciales. 

Otro ejemplo es la aproximación decimal para 


VS que se puede obtener teniendo en cuenta que 
/3 1,7321 y haciendo: 

* Como 1 < 1,7 < 2, entonces: 2! < 217 < 214 

* Como 1,7 < 1,73< 1,8, entonces: 297< 247 < 21 


*Como 1,73<1,732 <1,74,entonces: 


ga PS 2 
* Como 1,732 < 1,7321 < 1,733, entonces: 21% 
< 278l < gu y así sucesivamente. 
En cada desigualdad se tiene una potencia de 2, en 
donde el exponente es, cada vez más, una mejor 


aproximación del valor de ,/3, y por consiguiente 


se tiene una mejor aproximación del valor de 243. 
Una discusión similar se puede dar para toda 
potencia irracional de un número positivo. 
* Otra fuente de la que provienen las funciones 
exponenciales es del estudio de varios fenómenos 
naturales . Por ejemplo , un biólogo que cultiva cierta 
clase de bacterias en su laboratorio , como parte de 
su investigación, desea estudiar cómo varía el 
número de bacterias con el tiempo . En 
circunstancias favorables se encuentra que mientras 
dure el alimento, el tiempo necesario para que el 
número de bacterias se duplique no depende del 
tiempo en que se comienza el experimento. Además 
si suponemos que cierto día hay A, bacterias 
presentes y que el número de bacterias se duplica 
cada día , entonces tenemos: 
Día en que empieza la observación: A, (bacterias) 
Un día después de comenzar la experienci. 
2.4, (bacterias) 
Segundo día después : 2(2A/) =2* A, (bacterias) 
Tercer día después : 22% A) =2* A, (bacterias) 


n días después : 2 (2% A.) =2" A, (bacterias) 

* Luego , n días después el número A de bacterias 
presentes está dado por la ecuación : 

A = A, 2" donde «n» es un entero positivo. Si 
suponemos que el número de bacterias no se 
multiplica bruscamente cada 24 horas, sino que 
aumenta constantemente a lo largo de todo el día , 
entonces podíamos preguntarnos , por ejemplo: 


¿Cuántas bacterias hay en $ día o 27- días? 
¿Cuántas había 2 días antes de comenzar el 


experimento , es decir , antes de efectuar el primer 
recuento? 


(EDICIONES _REBINOS 


rió TA ls 


Estas preguntas se pueden contestar mediante la 
ecuación A = A, 2” si se permit3 generalizar el 
exponente «n» a cualquier valor racional. 

Las ecuaciones de la forma A = A, 2” son modelos 
matemáticos . satisfactorios para describir 
fenómenos de crecimiento, al menos en períodos 
limitados de tiempo. Se llega de esta forma por dos 
caminos giferentes a la idea de una función que 
asocia a cada número real x un número a*. Lo 
anterior sugiere la siguiente definición: 


FUNCIÓN EXPONENCIAL Y 
LOGARÍTMICA 


Estas funciones se denominan trascendentes además 
se caracterizan por ser una inversa de la otra 


FUNCIÓN EXPOYENCIAL DE BASEL” 


Sea “b” un número real positivo y diferente de 1. 
La función f: RR definida por: 


4 


Expplx)=b* | 


Se denomina función exponencial de base “b”. El 
dominio de esta función es D,=R y su rangoes 


R,= (0;+00). 


A) PRIMER CASO 3 


Cuando la base éstá comprendida entre “0” y “1” 
(0<b<1. 
y 


EJEMPLO: 
2 Caso particular : y = 
= Tabulando , obtenemos los siguientes pares de 
valores : 


Propiedades de: y=b*;0<b<1] 


* D¡ER 


* R¡€<0; 00> 

+ y=b">0,VreR 

* Six=0>y=b=1 

* Six<0>y=b">1 

* Six>-00 >y=b > 00 

* S:ix>0>=y=b<1 

* Sixm> 00 >y=b">0 
OTRO EJEMPLO : 

* Graficaremos : r=10=[J) ==> 


B) SEGUNDO CASO : 


Cuando la base es mayor a la unidad (b > 1) 
EJEMPLO : 

* Caso particular : y = 3" 

* Tabulando , obtenemos los valores : 


D, [x|-oo]|--|-2]-1[0[1[2]- 

Be | y | +00 |--- 9 [313 : 0: [o, [=]-0o]--[=2]=1]0T1[2]+-- [+00 
el. EN PES 

*Gráfica : E Ed] litis) 16 Mr > 118 9 + [+00 


plas RETA 


Propiedades de: y 


* R/E<0; 00> 
*“Six=0>y=b"=1 


ho D¿€<-00;00> 

* y=b">0 VER 
<0>y=b"<1 
lx >-00 =>y=b" 30 
*Six>0=y=b">1 
*Six> 0 >y=b"=>00 
OTRO EJEMPLO: 

* Graficaremos : y = f(x) =2* 


A -3 -2-10| 


PROPIEDADES DE LA FUNCIÓN 
EXPONENCIAL 


* si 0<b < 1, la función flx) = b" es decreciente 
en todo su dominio. 


* Sib> 1,la fitnción f(x) = b" es creciente en todo 
su dominio, 

* La gráfica de la función exponencial de base “b” 
pasa por el punto (0 ; 1) 

*Si 0 <b < 1, entonces: 


Lim ¿"=too|: | Lim b*-0] 


300 n—400 


LA FUNCIÓN EXPONENCIAL DE 
BASE «e- 
*La función y = e* donde “e” es número irracional 
trascendente juega un rol muy importante en las 


matemáticas. 
* Las aproximaciones del número “e” se pueden 
determinar con la expresión : 
ase PAID 1 
A TE a 
TE nl 
son siete decimales de 


*El valor de “e 


aproximación es: e = 2,7182818 
* La gráfica de y =e" es: 


Y 


II)FUNCIÓN — INVERSA DE 
EXPONENCIAL 0 FUNCK 'ÓN 
LOGARÍTMICA: 


Si “b” es un número real positivo diferente de la 
unidad entonces una función “f” será logarítmica 


si y sólo si: <0nb+1)) 


al cual llamaremos “ función logaritmo de base 


y = f(x)= Logpx 
D/¿ €<0;00> 
Ry €<—00;00> 


* Nótese que: WbE R*—11) 


> 
y 


(EDICIONES REVIÑNOS 


Permutando "x" por "y" 
y 
y= Logwx - 
Función Inversa 


* Reprebentación gráfica de : [y=Logex] 
A) PIMER CASO : 


Cuando la base está comprendida entre “0” y “1” 
(0<b<1 


EJEMPLO : 
* Caso particular : y= Log, x 
3 


* Tabulando ; obtenemos los valores : 


Propiedades de: y=Log»x;(0<b<1) 


* D,E<-0;00> 


*R¿E<-005 00> 
* Six<0>Log,x Zenr *Log,b=1 
“Log, 1=0 , 
*Six>1>Lo0g,x<0 
* Six —+ 00 >£Lo0g,% > —00 
* Six<l>Lo0g,x>1 
* Six>0Logjx — 00 
OTRO EJEMPLO: 
* Graficando : fx) =Log,x 
2 


* Tabulando : 


MIND Punción Exponencial y Logaritmica) 


E 


* Delgráfico: 
B) SEGUNDO CASO 7 E 

Cuando la base es mayor que la unidad (b > 1) 
EJEMPLO: 

* Caso particular; y = L og, x 


* Tabulando, obtenemos los valores: 


1|1 
[Dp |» 0 dla BE al. +00 
PRA] y [00 |--|-2|-1]0|1]2[.-- | +00 
* Gráfica ; 
y =Log,x ( b>1) 


* D,€<0;00> 

* RE <-00; 0o> 

* Six<0 > Log,x Zen R 
* Log,b=1 

* Log1=0 

* Si x>1=>Log,x<0 

* Six 00 > Logyx +00 
* Six<1I>Logjx<0 

* Six >0> Log,x >-00 
OTRO EJEMPLO: 

* Graficando: flx) = Log, x 


Can a HZIEREZA 


1 48)| A — 
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* Tabulando para algunos valorgs : 


ES 
v 
o 


Pe 
a] 


arios: 


PROPIEDADES DE LA FUNCIÓN 
LOGARÍTMICA DE BASE “b” 


* Si: 0 <b<1, la función g(x) = 
decreciente en gu dominio (R+). 


Log, x es 


*Si: b> 1, la función g(x) =Log, x es creciente en 
su dominio (R*). 


* La gráfica de toda función logarítmica pasa por el 
punto (1; 0). 


* Si: 0<b< 1, entonces : . 


aos 53 y Em tapa 


0 


* Si 


y entonces ; 
Log b* sa) y 15% Log | 
AS AS MS 
LOGARÍTMOS NATURALES Y 
DE DECIMALES 


Como e es un número positivo y diferente de 1, las 
funciones definidas por f(x) = e”... (función 
exponencial de base e 3. 

8(x) = Log, x ....... (función de base €) 
Son tales que : 


* D,=R , R¡=(0,+00) 


* D, =(0,+00); R¿ =R 


* Una es inversa de la otra 


* Sus gráficas muestran en la figura: 2<e < 3 


OBSERVACIONES 


* a Log,x se denomina logaritmo. natural o 
neperiano de x y se denota como Ln x. 


* a Log, x se denomina logaritmo decimal o vulgar 
de x y se denota con Log x. 


* Por la fórmula de cambio de base, la relación entre 
Lnx y Log x,está dada por; 


Logx = 6 Enw=1282 


Loge 


Lnx 
Dedonde: Ln10 


Logx = 0,4343 Lnx 6 Lnx 2 2,3026 Log x 
* Aunque estas funciones son casos particulares 
de las funciones exponenciales y logarítmicas es 
necesario recordar lo siguiente: 


1) Ln(e") =x 20 =x 
DESIGUALDADES LOGARÍTMICAS 
Si: Log, x%, > Log,x Ab>1=x,>x,>0 


Si: Log, x, > Log,xy A0<b<1=>0<x,<x, 
EJEMPLOS: 
* Si: Log¿x > Log,5 =>x>5 
* Si: Log¡x>Log¡2 >0<x<2 
3 3 
* Además: 


» Si: b > 1, entonces se cumple: 


Log,x>0a => x>b" 


Logx<fB=>0<x<b? | Log,x>2 >x>14 


* Si: 0 <b < 1, entonces se cumple : 


Log,x>a =>0<x<b" 


Log,x<B=>x>b? 


(EDICIONES _RUBINOS 


ES uo TES Función Exponencial y Logaritmica) 


OBSERVACIONES : 


]) Dadas dos expresiones positivas Flx) y G(x) de 
valores reales , tales que : + 


Log,F(x) = Log, Gíx) ; b>0, bx=1 


La ecuación expuesta es equivalente al sistema 
algebraico mixto: 


Fa) >0 
Ge >0. Saz PC.V.A. 
Fi) = Glx) «aa. Sa 


* Por lo tanto, el conjunto solución de la ecuación 
vendrá dado por: CS =S, NS, N S, 


TI) La ecuación Log,,. f(x) = LoB,,g(x) es 
equivalente al sistema mixto. 


fí)>0 Sp] 
Bl(x)> Sp2 
a(x)>0MalxJ=1 cocoa 8Pg 


flx)= lx) mo BP 


> C.S. =8p, MN SPz MN 9P3 M SP, 


II) La inecuación Log,.., f(x) > Log.) E(%) es 
equivalente al conjunto de sistemas siguiente: 


f(x)>0 (f(3)> 0 
g(x)>0 8(J>0 
(0 atx)>1 Y Pat <1 
fl) > Blx) Fx) < glx) 
>3C.8.=S(2) U S(p) 


FUNCIÓN COLOGARITMO 


v>0;a>0;a=x1; 


* Si O0<a<1 
y =Colog,x 


x 


y =Log,x 
EL NÚMERO «e» COMO LÍMITE 


Sean las funciones f y g cuyas reglas de 
correspondencia se dan a continuación : 


1 1 
fix)=(l+xP" ; et) = (192) 


* Para que f y £ estén definidas en el campo real , 
sus respectivas bases deben ser positivas y diferentes 
de la unidad , es decir : 
1+x>0 Axz0; 1+1>0 TEO 
x= 


> Por lo tanto , los dominios de f y g sedan a 
continuación : 


Domf =(-1;0)U(0;+00) ; Domg =(=c0;—1U(0;-+00) 
*Los gráficos de f y g se muestran a continuación 


* El número e por definición es un límite de Feuando 
x tiende hacia cero (por la derecha o izquierda) ; o 
también puede ser igual al límite de g cuando x 
tiende hacia +00 ó —00, es decir : 


Lim (142) =e Lim [1+2) =e 
ara x A x, 


* Además, el número «e» es un número irracional , 
cuya aproximación decimal es: e=2,7182 


CRECIMIENTO y DECRECIMIENTO 
EXPONENCIALES 


Un tema clásico del estudio de la función 
exponencial es el del crecimiento y decrecimiento 
exponencial . A continuación , presentamos una 
breve introducción al tema. Cuando se manifiesta 


Pr Aá<A//A A 


[An EZMIZMEME A 


Aso) ET E ENCICLOPEDIA 2012 


que “una población crece exponencialmente”, esto 
significa que la situación pued8 ser descrita por 
medio de una función exponencial creciente de la 
forma: y =A 6" » 


Donde b> 1;A es la cantidad existente en el instante 
£=0 'kes igual a una cantidad positiva que define 
el ritmo del crecimiento . 


EJEMPLOS: 


1) El crecimiento de una población de bacterias está 
dado por y = 2. Aquí, Á = 1, ya que una bacteria 
estaba al comienzo, es decir, enf=0. Asimismo 
k = 1, lo cual significa que el número de bacterias 
se duplica cada hora. 


2) La población del mundo (en billones de 


ya 
habitantes), está dada por : P/t)=4x25, donde £ es 
el número de años después de 1986. 


Aquí salta a la vista que A = 4, que es la población 
existente en 1985. También se observa que 
k = 1/35; lo cual indica que la población se duplica 
cada 36 años y £ es igual al número de años. 


3) Si la tasa de inflación aumenta 12% cada año, 
entonces un artículo que actualmente cuesta 100, 
costará C(£) en £ años , tal que : C(£) = 100 (1,12)* 


Donde A = 100 es el costo actual; k = 1, lo cual 
significa que el costo aumenta 12%: (ge multiplica 
por 1,12) cada año. * 


4) El valor de un reloj está dado por + 


V(t) = 200x2"%! dólares , donde £ es el tiempo en 
años contado desde que el reloj era nuevo. 


a) ¿Cuánto costó el reloj cuando era nuevo? 
b) ¿Cuánto costará 20 años después? 


RESOLUCIÓN 

a) Cuando el reloj estaba nuevo, no había 
transcurrido ningún tiempo, es decir £ =0 y su valor era: 
VO) = 200x209 = 200x 2” = 200 dólares 

B) 20 años después, es decir, cuando £ =20, el valor será: 


V(20)=200x2**%=200x2*=200% A =12,5 dólares 


APLICACIONES DE LA 
FUNCIÓN EXPONENCIAL 
La función exponencial aparece cada véz que se 


analiza un proceso que evoluciona de modo que el 
“aumento o disminución en un pequeño intervalo de 


tiempo sea proporcional a lo que había al comienzo 

del intervalo . Esto sucede en los siguientes casos 

reales : 

* Crecimiento de bacterias. 

* Crecimiento de otras poblaciones animales y 

vegetales. 

* Interés del dinero acumulado. 

* Desintegración radiactiva. 
IVTERPOLACIÓN LINEAL 


Dados el Log x, =N ; Log x, =M, se pide calcular 
el Log x, siendo x, <x <x,.Si x,=x =%,, entonces 
podemos calcular el valor aproximadó del Logx, 
utilizando para esto una recta como aproximación 
eos curva logarítmica. 


Por semejanza de triángulo : 


XX] XX, 
> y= MN fox) N 
Ag HL, 
EJEMPLO: 
Si Log 129,8695 = 2,113507 
Log 129,4254 = 2,112019 


Determinar el valor de Log129,6628 . 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


2,113507| 


y 
2,112019| 


129,4254 129,5628 1298895 XK 
* Por semejanza de triángulos : 


y—2,112019 Si 0,5628 — 0,4254 
2,113507 — 2,112019 0,8695— 0,4254 


=> y =2,112480-+ Log 129,5628 = 2,112480 


[EDICIONES RUE 


TRUS O REN Función Exponencial y Logariímica) 


OBSERVACIONES 


1) El comportamiento gráfico de la función 
logarítmica y fúnción exponencial con respecto a 
sus bases son: - 


* De aquí obtenemos que: 


AJSi:a>1pAm>n=>a”>0” 


B)Si:0<a<1lam>n>a"<a" 
II) Si: a > 1, entonces, o<t<1 por ello : 
1 
Log, x= 1 L)=.... 


* Así obtenemos el siguiente comportamiento de las 
gráficas: 


* De aquí obtenemos que: 
A) Si: a >b> 1 >= Log, x >Log,x 


B) Si: 0<a <b<1 > Log, x > Log,x 
HISTORIA DE LOS LOGARITMOS 


largo de una avenida 
nomerozas interrupciones, y el camino 
línea racta, encontrándose incluso a veces en un callajón ala reñida... Hubo 
avances bruscos debidos a nuevos Conceptos, que respondieron a problamas 
a vecas muy alejados de las cuestiones Inicialas que los hablan generado. 
Los logaritmos zon un ejemplo de sate desarrollo caótico y fecundo a la vaz. 
Partiendo de una idea simple, pero cuya puesta en práctica necesitaba un 
gran trabajo (la construcción de las tablas), han sido en primer lugar al 
motor de un desarrollo de las matemáticas aplicadas, antes de revelarsa 
¡como la solución de un problema geométrico. Objeto de estudica teóricos 
seguidos de profundizaciones, han sido también Una herramienta 
Indispensable para la modelización de múltiples fenómenos físicos. 


La prosentación pedagógica tradicional de los logaritmos privilegia el 
logaritmo llamado «neperianos. Se lo Introduce como ta función primitiva 
de la función Inveraz que se anula para el valor 1 de la variable. Aunque esta 
Introducción sea matemáticamente natistactoria za halla muy lejos de ser. 
evidente para los estudiantes y su propiedad fundamental queda oculta. Por 
úupuesto, el problema histórico que llevó a concabir los logaritmos también 
entá ausente, mientras que su uso para presentar esta nueva noción tiene la 
"Ventaja de la almplicidad: es trata sencillamente de construir una tabla que 
permita realizar rápidamenta multiplicaciones, divisiones y potencis 

Hoy la utilización de los logaritmos para el cálculo está en desuso, paro ol 
concepto sigue siendo fundamental en la cultura matemática básica y están 
presentes tanto en física como en química. Su historia es sin duda un 
capítulo modesto, pero su ejemplaridad, Ínciuso su riqueza cian tastimonto 
del desarrollo de las Matemáticas. 


El origan del concepto de logaritmo se encuentra en un problema matemático, 
duda, pero en un problema de matemáticas aplicadas: xa trata de 
aímplificar la pesade tarea de los calculedores, excealvamente complicada: 
'en cuanto implica multiplicaciones, divisiones, incluso potencias o extracción 
de raíces. 
En low siglos XIV, XV y XVI (y seguramente antes) los campos implicados no 
son tanto las cuentiones económicas como los problemas de agrimensura, 
y sobre todo, la astronomis, en particular en sus aplicaciones a la navegación. 
Entas oparaciones axigan ahora cierta precisión . Si los prograsos de la 
numeración han podido hacer avanzar lan conas, como la utilización de las 
¡rabes, los algoritmos de muluplicación y de división «on 
los números racionales, sistemáticamenta escritos an forma 
de parto entera más una fracción de la unidad, convierten Incluso a la suma 
en una operación muy complicada. 


Se debe al matemático árabe ¡EN JOUNIS al haber propuento, en el siglo XI, 
un mátodo, llamado prostafáresis , para resmplazar la multiplicación de dos 
senos por una suma de las mismas funciones, y ente mátodo permanecerá 
mucho tiempo en vigor. La multiplicación de senos (y au división) es una 
operación esencial, ya que todo cálculo en geometria, an particular la 
resolución de trlámguios, es una operación sobre longitudes no medibles, 
obtenidas a partir de la medida de ángulos. 


VAPIER Y BRIGGS 


John NAPIER (escrito también NEPER) nació an 1550. Procadente de la beja 
nobleza escocesa, mostró toda su vida un espíritu curioso y dinámico, 
"pesar de una vida alojada de los centros culturales dela época. La Introducción 
de los logaritmos no es au único título de gloria, puesto que ascribió 
también un texto sobre las ecuaciones e imagino además un sistema de 
esiculo por medio de regietas graduadas (Rabdologís) 
En 1814 publico el «MINnEl Jogariitmorun canonie descripta... donde, ufzanco una 
aprosimación cmemitica, pone an reisción una progresión geométrica con una progresión 
Artonénca La primera esla las dietancianrecomióse con velecidades proporcionales alas. 
temas la segunda, lada las letancian recoridas con velocidad consta: detas son antories 
Fox alogarltmosa delas primecas (al melogiso ws da NAPIER), La unidad eregiós es 10, yla 
RYa comprende une tabla deJogaritmos de senos, cuya Imporiencta hqmos mencionado. 
ntericrmante,con los ángulos variando de minuto ensránuto. En 1610 apareció una segunda 
¡canents conetrueño. _» donde el autor sxpilcs cómo calcular dos 


cba Mirna 


logaritmos. Esta cla es póstuma, puesto que NAPIER murió. 1817, 


Mientras tanto, un eminente matemático de Londres, Menty BRIGGS, habla descublano La 
Importancia de estos trabajos y vlajó a Escocia para encontraras con al uñor. Ratomando le 


Jotanta definido como el axponente nde 10.1a que nea iguala 100lvado 2. 
Siguberon otras tablas que permitieron la difuión dal mátodo, en particular enal cominente. 
Enveslidu, la ldenestabamn el lr: un colaborador de KEPLER, el aulso BÚRGL proponte en. 
la misma época, para slmplicar Ica cálcutos que dable realizar, hacar corresponder una. 
progresión aritmética [números fojca) y una progresión geométrica (números negros); sin 
“ambargo sus trabajos no fueron publicados hasta 1820. 


Can a HoRERETA 
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PROBLEMA 1: , 

El número de bácterias en un cultivo dado después 

de £ horas por el modelo exponencial de crecimiento: 
qlt) =50e%" 

1) Hallar el número de bacterias, q, en el cultivo. 


11) ¿Cuántas bacterias hay en el cultivo después de 
10 horas? 


RESOLUCIÓN: 


1) Para encontrar gy, tenemos que encontrar el valor 
de q(£) cuando £ = 0: 


q(0) =50e%% =50e” =50 =q, 
* Luego, inicialmente hay 60 bacterias en el cultivo. 


TI) El número de bacterias en el cultivo después de 
10 horas está dado por q(10): 


q(10) =50e*""" =50 e” 
* Luego, hay 50 e” bacterias después de 10 horas. 
PROBLEMA 2 : 


Dar el valor de verdad de las siguientes 
Proposiciones ; 
DSi: 0<a<b<1, entonces a*>b"_yx>0 


1) Si: 1 <a < b, entonces a* >b", yx<0 


¡VxER 
EJVFF 


II) Si: 0 <a < 1, entonces a* < E 


AJVVV  B)FFV  C)FFF  D)FVF 


RESOLUCIÓN: 
D) Mediante la exponencial decreciente : 


vx>0 
* Entonces (1) es FALSA 


>av<b", 


II) Mediante la exponencial creciente : 
có 


D—x) 


>> 


>ar>b,vx>0 
* Entonces (11) es VERDADERA 


1) Graficando a*, [Y ,»0<a<1 


el 53 
> ar<[],vrert S 
a 
* Entonces (111) es falsa 
RPTA: 


PROBLEMA 3: 
Determinar el rango o dominio, según sea el caso : 


D fla) =l31%> 
11) fix) = Logos (e* +e* —2) .... 


... ¿rango? 


..¿dominio? 


DD f(x) =P. ¿rango? 
RESOLUCIÓN : 

ne *=1  ;20>Bf,=1 
put e ES Al * <= 2<0> Bfy = (1:00) 


Rf =Bf, V Bf, = 11U(1:00)=[1; 00) 


2 
1) De: Pre-2>0> [e"+]) -G>0 


2 
O 9 
> [+2] >2 > 


>e+l>i ver+1<3 
2 2 


ES 
=> zE 1 ve <-2 >Df =(1;00) 
A 
111) Definiendo : 
7a)= el si x>0; (Exp. decreciente) 
el si x<0; (Exp.creciente) 
* Calculando el rango : D,: x<0 Vx >0 
> e<ove>e > en l<e! vet<r 


<elver!tse* 


=> O<erli<el y O<ertsel 
A LS e 
Rango 1 Rango 1 


Dye7A 


(EDICIONES KUBIÑOS 
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* Luego: O<g 9 l<e + Bp=(0;€”"] 
fix) 

PROBLEMÁ 4 : . 

Resolver las siguientes inecuaciones : 


1 Log, N2x-1)<0 11 Log ¡(«—1)>0. 
2 


11) Log) (2x— 1) > Logo(x— 6) 
IV) Log, (x*+x+1)<0 
RESOLUCIÓN: 
De: 2x-1>0/A2x-1<1 
— F>jAr<i> «e (21) 
MM DE: x-1>0Ax-1<1 
>x>1Ax<2 >x E<1;2> 
HI) Primero: 2x-1>01x-5>0 
a Ax>5b=>x>b5 
* Como la base es mayor que uno entonces : 
2-1>x-5> x>-4 CS = (6; +00) 
IV) De: *+x+1>0 
Por teorema de trinomio positivo =>x € R 
* Luego: +x+1>1 


> 34x>0 > (+ 1)>0 ¿ 


EY 


=> x E<—oo3-1>U<0;+00> 
=> C.S. =<-—o0;-1>U<0;+00> 


PROBLEMA 5: 

Bosquejar la gráfica de : f(x) = Ln |x| 
RESOLUCIÓN : 

* Esta es una función PAR con dominio 2 — (0) 


¿x>0 
ms PA ;x<0 
*Su gráfica total la obtenemos por simetría ; 


In x 


y=LnEx) ylnx 


PROBLEMA 6 : 
Hallar el dominio de la función f definida por : 


fíx)=/Logx—1+x+1 


RESOLUCIÓN : 

* De la regla de correspondencia : 
logx-1>0 n x>0 

=> Logx>1Ax>0=> x>10 2 x>0 

=> x€[10,00) + Df =[10;00) 

PROBLEMA 7: 

La siguiente función: fifa; 8] +[b; b+2], definida 

por f(x) = Log, x es sobreyectiva , hallar a+b. 

RESOLUCIÓN: 

* A partir del dominio. : a<x*<8Aa>0 

* Conformando la regla de correspondencia : 


=> Logya< Logax < Log¿2", a>0 


=— 
=> Log,a< Logyx <3, a>0 
== 


logarítmica 
creciente 


+ Además por ser suryectiva : 
Rf = [log, a; 3] = [b; b+2] 

=> Logya=b A 3=b+2 

=> Loggya=1 Ab=1>a=2Ab=1 

* Entonces: a+b=3 

PROBLEMA 8 : 


Determinar la gráfica de la función f cuya regla de 
correspondencia está definida por: 


f(x) = Ln (2-x) +1 


RESOLUCIÓN : 
*Aplicando traslaciones ; mediante la secuencia : 


Lnx > Ln(—x) > Ln|[(x—2)] + Enl2—x1+1 
* Obtendremos : 


Y Inx 
| de 
! e 


y 
In(2-x) 


y 


p 
nia 
E 5% 


y, 
An(2-0)+1 


PROBLEMA 9 : 
Graficar + 1) =|Logolad] 


ar. 


'EREZA 


Tus 


== CICLOPEDIA 2012 


RESOLUCIÓN : 
* Primero grafiquemos : y = Log,|x| 
o Y » 


* Grafiquemos su valor absoluto: 
Yi 


-1 1 2 E 
PROBLEMA 10 : 
Determinar el número de raíces o soluciones de la 
ecuación : Jsen [=|Ln|x | 
RESOLUCIÓN : 
* Primero : y 


* Como se aprecia 4 intersecciones , luego habrá 4 
soluciones . 


PROBLEMA 11 : 


Si: h(x) =3-3]x-119- 2191, «c(23), 
Determine el máximo valor de h(x). 
RESOLUCIÓN: 
* Haciendo : h(x) = f(x) + g(x) 
* donde: — fíx) =3-3lx-1/* 
parábola invertida de vértice 

(1:3)f(x)=3 - 3(w- 1)? 
* Además: g(x) =-2111 
exponencial de imágenes 


negativas y vértice en 
; 
* Graficando : 


1121 3/2 x 


(1;1 2-1 
5 


* El máximo valor ocurre en la suma de los vértices: 
M2 mas = 3 + (1) =2 

PROBLEMA 12 : 

Grafíque las siguientes relaciones : 


or=ltyerlyszura (2). s1953) 


1) Re=((x,y)eR*/y<Log:x,y20,23+3y-650) 
RESOLUCIÓN : 


D) La gráfica de la relación R,, es la parte sombreada 
de la figura: 


y=2" 


11) La gráfica de la relación R,, es la parte 
sombreada de la figura : 


¡ONES _HUBINOS 


1B5 JNE] FUNCIÓN EXPONENCIAL Y LOGARÍTMICA) 


1 


PROBLEMA 13 : 
Graficar la intersección de R, 


R= (ye Ry>+ DOE me1)o) 


y y Ry, en: 


Ra = (65) € Ry <1T+Logle+2)) 


RESOLUCIÓN : 
* Grafiquemos R, : 


(c+ E ya 


*Pero :x+1>01x>0>x>0 


* Luego grafiquemos R, y<1+log(x+2) 
* Por traslación de la gráfica : 
y<mHog(x+2) 


y=IHog(x+2) 


* Finalmente R,OR; : 


PROBLEMA 14: 


Si f(x) es una función exponencial, cuya gráfica se 
muestra, determinar f(4): 


RESOLUCIÓN: , 
* Como la función es exponencial , debe ser de la 
forma y = b", donde la base b puede determinarse 
reemplazando los valores de x e y, que corresponden 
al punto (-2 ; 100), el cual se ha obtenido de la 
gráfica dada : 

y = b"¡ donde x=-2; y = 100 

10 = (6 =b*=10> == 


*- Porlo tanto la función es : y=10)=(L) 
10 


4 
n-4) = (55 =(101)* =107* =10 000 

10. 
PROBLEMA 15: 
¿Cuál de los siguientes enunciados no es una 
característica de la función aa = E la adonde 
x=0? 
A)f es una función par . 
B) Conforme x se acerca a O, f(x) disminuye. 
€C)Si x aumenta , siendo positivo , entonces f(x) 
también aumenta - 
D)Si x disminuye , siendo negativo , entonces 1) 
también disminuye . 
EJSÍz denia scada hegston lots fa) 
aumenta .. 
RESOLUCIÓN : 
* La gráfica de la función f(x) = Ln|x| : 


Inf) 16) 


Analizando las alternativas: 
A) En una función par se cumple que: 


A 


CA ZE 


E RN CICLOPEDIA 2042) 


fx) =f(x) =Ln|x| =Ln|-x|En |x] = Lnjx] 
> A es correcto. 


B)Del gráfico se observa que cuando 2>0 
fi)>-2% >. Bes correcto . 


€) Del gráfico se observa que f(x) para x > O es una 
función creciente. + C es correcto . 


D)Del gráfico se observa que fx) para x < O es una 
función decreciente, conforme x disminuye f(x) 
aumenta . +D es incorrecta. 


E) Del gráfico se observa que f(x) aumenta cuando 
x disminuye. > es correcto. 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 16 : 
Si f'es una función definida por: 
1(x) = 15- logx] + |1 + logx], entonces el rango 
defes: 


A)|6;00) B)[8;00) C)(0;00) 
D)|0;00) EN0;6)U (6500) 
RESOLUCIÓN : 


* Nótese que: Domf = (0;-+00) 


* Para: Logx<-1: 
f(x) = 5- Logx - 1- Logx = 4 - 2Logx 
Logx <-1 > 2Logx > 2 

>54-2Logx > 6 > fla) > 6 

* Para: -1 < Logx < 5: E 
f(x) = 5-Logx + 1 + Logx = 6 >f(x) = 6 

* Dada: Logx > 6: 

f(x) = Logx—5 + 1 + Logx = 2Logx - 4 

)gx > 5 > 2Logx > 10 
> 2Logx-4>6 > f(x) > 6 
* De los tres casos analizados : 


f(x) > 
RPTA: 


EE 
PROBLEMA 17: 
Si (a:b) es el dominió (máximo) de la función 


f(x) =Log,(4 — Log ,x), entonces la afirmación 
correcta es; 


Ajsa+b>2  B)b-161<16 C)/G=A+4 
Djat+bt=25  EJab=8 
RESOLUCIÓN: 
f(x) = Log,(4-Logyx) 
* f está definida si : 4- Logzx > 0 
>Loga<4>0<x<2* 
1 Luego, el dominio máximo es: 


Domf = (0;16)=(a;b) 


*Dedonde:a=0 A b=16 >Jb=a+4 

RPTA: “0” 
PROBLEMA 18 : 
Sia<b<0<e y f es una función definida por 


f(x)=ex ¡Br , entonces hallar el valor de verdad 
de las siguientes proposiciones: 

Pp: fes creciente, Vx € dom(f) 

q: fes decreciente, Vx € dom(f) 

r: fes acotada, Vx € dom(f) 


AJVFV  B)FVV  C)FFF 
RESOLUCIÓN : 


D) VFV EJFVF 


» De: n)=ex|?) ja<b<0<e 
>a<b<0na<O 


EE 1[3 >0 pues-a> 0 
a a 


qe 
(2) es una función 
a 


decreciente , Vx E (R, cuya gráfica es : 
Y 


* Entonces : fl=)=ex 


€l 


y 


o| 
* Luego: pes FALSA 
q es VERDADERA 


res FALSA (f no es acotada) 
RPT. 


PROBLEMA 19 : 

Sea M un conjunto definido por : 
M=(acRÍglx)=glo-2)x es 
fG)=5'0-10% es decreciente), entonces 


determinar, el valor de verdad de q una de las 
afirmaciones - siguientes: y 


DMcl2; 20), 


creciente y 


IO La función deb-120+z2l q docreciente.(a'€ 
KID La función h(x)=2%% es creciente, (0 € e 


(EDICIONES RUBISOS 


MEGUS7 EN rusción ExPONEx 


ALT LOGCARÍTMIEN) 


AJVFV B)JVVF  C) VFF 
RESOLUCIÓN : 


Recuerde que para: flx)=a*¡a >0. * 


D)FVV.  EJREV 


* fescreviente ¿—, a >1 
EA resdecenia OO ST 
g es de creciente + 392>1 > a>2 
Fes decreciente + 0<5"<1 > a<10 
* Luego:2<a<10>M= 


1) McC|[2;10) vu... 


(2;10) 
... (VERDADERA) 


8 
1D hata) = de 120 rad a o tao 
+ 2<a<10 + -4<a-6<4 


> 0<(a-6 <16+-14<la—6' —-14<2 


>< gra?—as e ya 


at 120+28 


4 <16 
4 

> h(x) puede ser creciente o decreciente , según 

el valor que tome ar .. .. FALSA) 

DD h(x)=2%; 2<a<10>2<2<20 

+ 4<9 <2% > 122 


> h es creciente ¿PERDADERA) 
RPTA: “A” 

PROBLEMA 20 : . 

Si f es una función definida por 


fl) =25kl x el 3; 8] tal que 1161 Sk, entonces 
E: 'menor valor de k es; 


40 m5 OL D)2 EJ3 
RESOLUCIÓN: * 
* Def(x)= 25"; xe[-3; 8] 


-3<x<3 +0<]x1<3 


3 0>-|x1>-3 + 1>1-|x|>-2 
—] Ly 1 
s2l>2 Ps? > 2> f(2)>2 
4 


<|f(x)1<2 >2<k=> kin =2 


A 


PROBLEMA 21: 


La figura que mejor representa la gráfica de la 
función f(x) = |135+l + 1] -2| es: 


Xx 
RESOLUCIÓN : 
* Primero, la gráfica de; y = (37 
Es: Y 


1 


Xx 
*Segundo, la gráfica de: y = 349 = 3" 
Es: Y, 


* Luego, la gráfica de: y = 354l es: 
Y 
3 


Xx 


* Nótese que : ; 
Na) = 113514 11-2] = 131 — 1] 
* Entonces, la gráfica de y =3*l-1 es: 
SS s 


TAM AGE VERE (ss E IN CIOLOPEDIA 2012) 


* Luego, la gráfica de : f(x) = 138 -"l_ 1] es: 


PROBLEMA 22: 
Si f'es una función definida por : 


fx) = 127 1="I21]-2 ¡entonces la figura que mejor 


representa la gráfica de f es: 


rre 
RESOLUCIÓN: 
*La gráfica de : y = (27/41 = 2-1 
Es: Y 


PROBLEMA 39 : 
Si f es una función definida por : f(x)=24-=* 


entonces la figura que mejor representa la gráfica 
de Fes: 


Ps 
Pr. 


RESOLUCIÓN : 


A A 
* De: y 2 A 2 ER 
* La gráfica de y =2%es 


* La gráfica de: y =24-% será: 
Y 


16 


X 
*La gráfica de f(x) = 241 tiene un comportamiento 
análogo al anterior puede verse que ambas ramas 
son más cercanas al eje “Y”. 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 40 : 


En la figura adjunta, se muestra la gráfica de la 
función y = Log,(Ax + C), entonces la afirmación 


[EDICIONES RUBISOS 


Ei i1s9 


TSCIÓN EXPONENCIAL Y LOGARÍTAICA) 


A) La base b€(0;1) ee 
B) La gráfica corresponde a: y = Log,fa + 2) 
C) La gráfica corresponde a: y = Log,(aí + 2) 


3 Ed 
D)la curva mostrada se intersecta con Y=7 


EJb>2 
RESOLUCIÓN : 


* Para: y = Log,(Ax + C), y de la gráfica mostrada, 
se tiene: 


(1:0)ef > 0O=log(A+C) > A+C=1 
(21)ef.> 1=logu(2A+C) > 2A+C= 
(16:4)e f > 4=logs(16A+C) > 164+C=b* 
* Resolviendo: A + 1=bA15b-14=b* 

* Dedonde: b=2;A=1AC=0 


* Luego: y = Log,(x) 
* Esta, tiene un punto de intersección con 


2 
5 el punto (2; 1) 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 41 : 
Si f es una función definida por : 


1=L 327) entonces la 


figura que mejor representa la gráfica de f es: 
Yr. 


RESOLUCIÓN : 
*De: 10)= Log,| A _ ] 
J2x—1 J2%+1 


1 1 
Domf =+x € R/ -= >0 
El l Ja 1 YH | 
* De la inecuación : 


>0> (V2x- MERO 


2 
(V2+—D(2x +1) 


> x>0n/2x-1>0 > 220,2>3 


> > > Domf = (5400) 


2 
* Además : f(x)= Log» Pp 5) 
* Sean: xp x% € Domf/x, < xy 


AE 
2x1 21,1 


> 0<2x,-1<2x3-1 > 


> 1083 [)> 0060 [ 5) > fu51> Mo) 


* Esdecir: sis x,<x, > fix) > fix) 


> f es decreciente, Vx e Domf. 
* Luego, la gráfica de y = f(x) será: 
Y 


z Xx 
z RPTA: “C” 
PROBLEMA 42 : 


En la figura adjunta se muestra la gráfica de la 
función : f(x) = Ln(e* -x) + 1 


_— 
xXx 

Sie = 2,7182..., entonces el valor de b es: 

aJ1 Bje CJ5 D)e* Eje? 

RESOLUCIÓN : 

* De la figura: 


(0; 5)ef-+5=Lnte" -0)+1534=Lne">0=4 
+ Por otro lado: Domf'= (x € Rle"=x > 0) 
e —x>0>e*>x + Domf = (co; e*) 


* De la figura: Domf =(-cosb) >b= e* 
RPTA: “D” 


[OPUACFT DI TITS 


les FTETO il RN CICLOPEDIA 2012 


PROBLEMA 43 : E 

Si f es una función definida por : 

Rx) =-Log,(x'+ 1), entonces determinar el valor 
de verdad de cada 
proposiciones : 

Pp : La gráfica de f pasa por el origen de coordenadas. 


4: f es ecreciente en todo su dominio. 


una de les siguientes 


r :Larecta x =-1 interseca a la gráfica de la 
función : g(x) = |f(x)] 


AJVVF BJVVV  C)VEF 
RESOLUCIÓN : 


*De: flx) = -Log,(x + 1); Dom = (=1:+00) 


D (0; 0)6f, pues: f(0)= - Log,(1)= 0 
> La gráfica de f pasa por el origen 


D)VFV EJFVV 


* Luego, p es verdadera ....... (VERDADERA) 
II) Sea x, x, € Domf | x,< xy 


> Logy(x, +1)< Logy(x3 +1) 
> —Logs(x,+1)> Logg(x2 +1) > fe) > Fixo) 
> fes decreciente, Va EDomf. 
* Luego, q es verdadera. 
1) g(x) = |f(x)] = |-Logstx + 1)| 
> g(a)=] Logs(x+1)] 
* Sea (-1;m) € x =-1. Si esta recta iftersecta a la 
gráfica de g>(-1; m)€g 

> Ey => Logs( 14D) |=m 
* Pero Log,0 no está definido. 
>x =-1 no intersecta a la gráfica de g 


(VERDADERA) 


* Luego, res falsa ... . (FALSA) 
A RPTA: “A” 
PROBLEMA 44 :. 
Si f es una función definida por ; 
Fx) = |Lóg,(5 - x)|, entonces la figura que mejor 
representa la gráfica de f' es : 
Ei RNE a Y y 
e _— 3 => 
E Xx y x 


BD) Y, 


Y 


A] 


RESOLUCIÓN : 
* De: f(x)=| Logs(6 — x)|; Domf (0056) 


* La gráfica de g(x) = Log,(-x) es: 
Y 


* La gráfica de 8, = Logs(5-x) es: 
y x 


* Luego, la gráfica de f(x) = |Log,(6-x)| 
Es: Y 


PROBLEMA 45 : 
En un cierto cultivo bacteriano, si f(£) bacterias se 
encuentran presentes a los £ minutos, entonces : 
NU =B.e0% 
siendo B una constante . Inicialmente hay- 1500 
bacterias presentes, ¿cuántas habrá después de 
1 hora? 
RESOLUCIÓN : 
* Inicialmente , es decir , en £ = 0, hay 1500 
bacterias ; así f(0) = 1600 . Por tanto 
1600 = B.e*%% > B = 1500 
* Reemplazamos este valor en la función f(£) 
dada, de este modo el valor de t- correspondiente a 
una hora (2 = 60 minutos) será: 
$(60) = 15008929 = 1500 e* 
PROBLEMA 46: 
Una sustancia tiene una constante de decrecimiento 
del 5% por hora . Si 500 g se tienen inicialmente , 
¿cuánta sustancia queda después de 4 horas? 
RESOLUCIÓN: 


(EDICIONES _KIBIÑSOS 


[bes ECT pon 


IÓN EXPONENCIAL Y LOGAMÍTMICA) | 


* En general tenemos que el modelo exponencial de 
decrecimiento es : q (£) = qye**” 

* Para nuestro modelo se tiene: q¿= 500 g (ya que 
la cantidad inicial es 5008) y k = 0,05 (ya que la 
constante de decrecimiento es 5% por hora) 

* De donde después de 4 horas: 

q(4)=500 4% = 500 e*= 500(0,8187) = 409,4 
* Luego, hay 409,4 g de sustancia 


PROBLEMA 47 : 
En cierta “ciudad de población A, el 20% de los 
residentes escucharon un anuncio por radio acerca 
de un suceso político local, Después de “£” horas, 
1(t) personas sabían del comentario. 
e 
1+B0* 
Si el 50% de la población supo del suceso después 
de una hora. ¿Cuánto tiempo transcurrió hasta que 
el 80% de la población se enteró de la noticia? 


RESOLUCIÓN : 


* De los datos : 
A DAN 
it=0:0,24= LL >=" >B=4 
Y 240 > TB? 
A 1 1 
Si t=1: 064= SF 
1+Be* "2 1+de* 


> 1+40*=2>e*=2*? > K=Ln4 


A _ A 
+ Se og M0 TA 
*Si :f(t) =0,8A Es) 


A 4 1 
> 0,84 = A 
144% 5) 140 


444 =5 > 40132 4 YO 


>2-t=0 >t=2 * 
PROBLEMA 48 : 
Calcular los siguientes límites + 


RESOL Ul er ÓN : 


D Sen: y=: 
a Lim]a+ yo]? 


+ L=[Lim+ 910]? =el0 =Ye 


1) Sea y 


(haciendo y = 2x) 


1V) L=limi1+ A liml1+ la sn” 


> L=(14+0)xe? 
PROBLEMA 49 : 


=1/e* 


RESOLUCI ÓN : : 


Lnx 
L= Lim|-—— + LnF Lnlt+ 2) 
D Lom |- ZU)? 2 
El 
ao | 21+x?) 2 
= Lim Laly 1 Lnx 
A E Ta ]- im 2 ls 5] 
E Ox(=0) 
A 
Lnx 5 lx . 
> L=Lim 273 = Lim ¡hz «=== (Hospital) 


E e 


Lnx 1 -, 
L= ——5-+Ln| 
E E ha 


21 


y? 


> L= Lim n (2) +, Ll 


[esoo 14 a 


PR 'OBLEMA 50 : 


lA derivada de: fla) =5% 0 


o 
Lnflx)=x""" Lnb= e Ln6 = e 51%" Ln 
£(%) _ ¿datos des) 
Lnó 
Fx) As 
da 

> 5 ha + 22106 
AE e 2 

PROBLEMA 51 : 

Graficar: f(x) =x4" 

RESOLUCIÓN : 


* Domf'= (0;-+00) entonces la recta x = O es una 
ASÍNTOTA VERTICAL 
* Luego: 


ft)= 2090? L0Z - 9 > 5=1 (punto crítico) 


F)=e 2" [4Lnxj? -2Lnx+ 2]h0* 


(ezn=—2] +7)" 


>1”(x) > 0, vx > 0, entonces la gráfica de fíx) es 
siempre cóncava hacia arriba . 
Luego, en x= 1: f(1)=1 es un valor MÍNIMO 
pues se cumple que f ”(1) > 0. 

sa E 


> P=e? 


o 1 x 
PROBLEMA 36: 
Graficar + 16 az 


RESOLUCIÓN : : 
* Domf = (0;1)U(13+00) - 


Ey E 
0 Lnx 


co; La recta x= 1 es asíntota 


ds ¡DER 
(x)= 

2u£ ali 

PUNTOS ceipicos - a, = e: POSIBLE PUNTO 

DE INFLEXIÓN: 


ELnx—1 E 
á (x)= 
vertical f' 


decrece, cóncava - abajo 
decrece, cóncava - arriba 
crece, cóncava - arriba 
crece, cóncava - abajo 


PROBLEMA 37 : 
Graficar : f(x) =2xe* 
RESOLUCIÓN : 
£” (x) =2(1-aje*, f”(x) = 2(x-2)e* 
* PUNTO CRÍTICO : 
inflexión : x= 2 

O, f(1) = 2Je = 0,73. 


x = 1; posible punto de 


F2) = dle? = 0,64... 


crece cóncava - abajo 
decrece cóncava - abajo 
decrece cóncava - arriba 


* el punto de inflexión (único) es : 
(2:f(2) = (2: 4le*) ¿ Lim fx)==00 


* Además: m= Liml9 = Limze* =0 


a ms 
Lim2=0 
xo 8% 

*De esta E obtenemos la asíntota Aa 
derecha y =0. 


b=Lim|fiz)—0.x]= Lim = 
im|fa)0.2]= Lim E = 


Fc)=2ex" 


(EDICIONES HUTIXOS 


PROBLEMA 38 : 


D) Indicar su. dominio 
KI) Graficar f(x) 

Ll) Determinar la ecuación de la recta tangente en 
r=2,. 
RESOLUCIÓN : 


1) Como Ln(x— 1) está definida para 
x-1> 0, entonces Domf = (1300) 


1) f(2)= 1/2, f'(x) = (2-1) + (1/(x-1)),f'(x)= 0 
no puede ocurrir (en caso contrario , 


(- 1)* =-1 lo cual es absurdo) , luego f(x) no tiene 
puntos críticos y como x-1>0, entonces 


f * (2) > 0, Vx € (1300), y por lo tanto f resulta 
estrictamente creciente. 
* Además: f(x)=1-[1/t- 17] 

> f(x)=0 para x =2,x% = 0 se descarta 
* Si xe(1:2): f(x) < 0 (f cóncava hacia abajo) 
"Sixe(22): f "(x) > 0 (f cóncava hacia arriba) 
* Por lo tanto (2 ; f(2)) = (2 1/2) es un punto de 
inflexión. 
* Como Lim, fíx)=+005 bea fo)Jz —o0 


* Entonces la recta:'x = 1, resulta ser una asíntota 
vertical . 
* Graficando : 


1 EI state 1) 


ID f(x) = (x-1) + 1(x- 1) ;f (2) =2, así que 
la ecuación de la recta tangente para x= 2 es: 
Lp: y-f(2) =f (2) (2) 
Lp: y- 1/2 = 2(x-2) 

PROBLEMA 52 : 

Un rectángulo tiene un lado sobre el eje x y los dos 
vértices superiores sobre la gráfica de ¿qx)=e-=?. 
¿En qué puntos deberían situarse los vértices 


superiores para que el área del rectángulo sea 
máxima?. 


RESOLUCIÓN : 


* Conos criterios de la primera y segunda derivadas 
hallamos la gráfica de : f(x) = exp (-x*) 
Y, 


112 x 
(área del 


mas 


A(x) = 2x f(x) = 2x0” 
rectángulo) 


> Atr)=20 (1-20) =0>x=12 
> Ax)=4x%e (2%*-3)> A (1/42) =-4J2/e<0 


AO 


* De lo cual, el área del rectángulo es máxima 
x=1/./2, y de este modo los vértices 


superiores deberían situarse (por la simétrica 
respecto al eje y de la gráfica) en 


(5 Aix))= (12; 11de)y enter; fí=x, 
PROBLEMA 53 : 
La velocidad de desintegración de un material 


radiactivo es proporcional a la cantidad presente 
de dicho material. 


D) Encontrar la cantidad de material presente, * 
años más tarde, dado que la cantidad inicial es de 
R, kilogramos y que un cuarto del material se 
dea enób años. 
11) ¿Cuánto tiempo ein desintegrarse la eel 
del material? 
RESOLUCIÓN: 
I) Sea R(t) = cantidad de material radiactivo 
presente en el instante £. 
R, = R(0)= cantidad inicial de material radiactivo. 
* Siendo la velocidad de desintegración proporcional 
a la cantidad presente , entonces: 

frase 


Ri) =kR(0=> 15S dt= 
> LnRít)=kt+a > R()=e*e* =ce* 
* Además R(0) =c, luego: R(t) = Re” 


* Al cabo de 6 años se ha desintegrado FR, 


cuando: 


= (1142; 14e) 


quedando presente SR, y por lo tanto: 


R(5)= 


Bo, donde: R(5) = R¿e”* 


CAL AZIZIERA pins] 3 > TE ACLOPEDLIA 2012) 
A E . 
4 4 E Le ;5) 
E NP 
+ Luego: Rít) my) =Ro(3) "es la de 


cantidad presente al cabo de £ años. as 
11) Hallaremos el tiempo £ para el que R(t)=R/2: ds H()=V7 


- $Ln2 
Ln (4/3) 


* A este tiempo se le llama “TIEMPO DE VIDA 
MEDIA” de dicha sustancia radiactiva, 


Bai 


ARAGTICA 


(ODIndique el valor de la verdad en : 
()G(x) = 6" > Dom(G)=16) 
( ) H(x) =2* => Ran(H)=<0; +0> ((DGraficar: T(x)= Log, ¿x 


( ) FG) =4* => Dom(F)= R iy B 4y CN 
AJFVV  B)FVF  C)VVV D)FFF  EJVVF 
(0;1) 
(O9)hHallar el dominio de la función: (1,0) 
—» 
H(x)=Log(x-1) 150 x x 

Ajx>2 Bjx<2 C)x>1  Djx<1  EJx>0 

D) 4yY E) Y 


(Hallar el dominio de la función: 
G(x)= Log /5-x 

Alx>5  Bix<1 Cjx<-6 Djw>-65 Ele<b 

o H(x)=3"* 


B) py (9) Y 
4 (0;3) 
(150) X xXx 


(OAGraficar: G(x)=2"+4 


y 


(05719) —— (-150) 


(055) 


(OD)Resolvér: Log,x 2-1 


Ary Bay O 4 
io indicando el complemento de su conjunto solución. 
(0:4) . (02 Az) el] Ol t:+e) 
x Xx X  DM-5+0> E)<-o:-6> 


[EDICIONES _RUTINOS 


AL Y LOGARÍFANCA) 


(LO) Luego de graficar : 

EE F(x)=/0,5" +1 
indica su Tango. 
A)<1:+2> - B)<0;+0> C)<-0;1> 
D)<-950> E)<-2;40> 
(UDse, muestra la gráfica de una función 
exponencial, 


es 
¿Cuál es el valor de Y ? 
AJ BJ C)3 DJ4 ENS 
()Dotorminar el punto de intersección de las 
gráficas de F' y G donde: 

HB: R> R/y=H(x)= 20" 

TR Rly=T(x)=4%+9 
ANM-3:9)  BM-3:4) C)4; -8) 
ol) a(s;) 


(UA) Calcular «mn» a partir de la gráfica 


si: H(x)=Log,(e-1) 
Al B)2 CJ3 
(W)Determine el punto de intersección de las 
gráficas de H y F, si: * 

H(x) = Log(x — 2) 

Fx) = Log(4— x) 
AJ(058) BI(158) CI (31) D)(8:1) EJ (3;0) 
(3) Determine el número de soluciones reales de 
la siguiente ecuación: Logya —|(x]= 
AJ1 B)2 cj0 D)3 


Dj4 


EJ5 


EJ4 


(E 0) Determine el dominio de la función: 
Y = Log y; pi 


2x-3 
3 . o. 
e 22) B)<33+w0>  C)<-2;3> 
DA(-2:3)ue3sro> EN -251) 


(Osea la función: H(x) = 32 
Calcular: A 
A)-1 B) 3 


ENS 


C)J2 D)1 


(orañicar: Ttx)=|/3*| 


Pe 


(DGrañicar: St) =[P0813] 


¡S 


EN)Resolver: Logyx? > Logy(x +2) 


A)[2;+00> 
D)<-2;- 


B)<-2;- 
Du [2;+0> 


1]  C)<-24+0> 
E)<2;+0> 


CALA IEMERETA 


¡CICLOPEDIA 2012) 


(07) Considerando que: Log2 = 0,301, entonces la 
suma de las soluciones de la ecuación: 

7 16" = 100(4** - 1) es : 
A)1,301 B)2,301 C)1,161 D)2,161 E)3,322 


(02) Una de las soluciones de: 
Log 4. (2x) +Log y, (32) =1 


resulta ser una fracción irreductible de la cual se 
pide la suma de sus términos. 
AJG BI7  C)9 


(03) Resolvor la ecuación: 
Log, .(6x*-5x+1)-Log , ,.(4x*-4x+1)=2 


y dar como respuesta su solución aumentada en uno. 


3 
Y 


Dj13 EJ10 


5 6 7 11 
BJ= (9 DIZ D= 
Y 5 Y Y 


(02) Resolver la ecuación: 
, 
(6 Log, Pas (2) bl 
Indique por respuesta el valor de: 
E=Logyx *+Log,.¡b” 
LS 
bi 
(03) Si se proyecta un haz de luz de intensidad “%” 
verticalmente hacia abajo, dentro del agua, entonces 
su intensidad “1” a una profundidad de “x” metros 
es; F(x)=ke** 
ZA qué profundidad es la intensidad la mitad de su 
valor en la superficie? (Ln2 = 0,693). Dar el valor 
más próximo. 
AJO, m BJ02m .C)j0.8m DJ04m EJO.6m 


(09) Calcular et producto de raíces de: 


loo ga 
AJA .BJ1 c)3* 


(0) Scan x, y x, las soluciones de la ecuación: 
(Ene) a 


AJO B)2b  C)-2b  D) mi 


Dj3* E) Cero 


Log¿x E 
Siendo: x, < xy, calcular el valor de: 
zx; 
E=4x,+% 
7 
17 d 10 257 16 
C) D, E, 
po 4 2 % 3 4 16 1257 


(03) Si Y es el C.S de la ecuación: 


Log,(7 + 9%!) =2 + Log,(1 +3") 
entonces se puede afirmar que: 


A)Tc[3;5[ BMO0jeT CIT o1-150;3;4)=T 
D)Ax,,x3T/x,+x3=3 ElVxcT,x*+x>3 


(09 Si x, y xy son las soluciones de la ecuación: 
(ab) +ab=ati+ 00 
siendo a, be R*-(1) a ab +1; hallar el valor de: 


241 
Eg+1 .: 
A) Log,a B)Log,b C) Log,a+1 
D) Log,b+1 E) Hay dos correctas 


(00) Con respecto a la solución de la ecuación: 
LogV7x +4 + Log /2x +3 =1+ Log1,5 


podemos afirmar que: 
AjxeR B)x>65 C)xeN DjxeQ EJ6>x>2 


10 Y 
Resolver: ¿eLo e) -0 
O eat: ar 


e indicar el producto de sus raíces, 
A) 10* B) 10* C)10 D) 10* 


(E) Con respecto al siguiente gráfico: 


E) 1 


y=Log,x 


Bjb>a>1>c>0 
D)je>1>a>b>0 


Ma>b>1>c>0 
C)e<1>b>a>0 
E)e>b>a>1 


(E) De la figura adjunta: 


|Log,x| 
py ILogox] 


Xx 

¿cuál de las siguientes alternativas no representa a 
una relación entre a y 6? 

AJb>a>1 B)JO0<b<a<1 Cj0O<b<i<a 
D)0<a<1<b Ej0<a<b<1 


(EDICIONES RUVIÑNOS 


PERS 7 PEA rusción EXPONENCIAL Y LOGARÍTMON) 


(() Esbozar la gráfica de la función: 
H(x)=|Logs|x + 1-1] 
A) ¿AY qe 


(63) Sea F una función definida: 
F=((x;e*-e"*)lxeR) 

Dar el valor de verdad de: 

() Fes creciente. 

( )Fesimpar. 

(_.) Fes inyectiva. 


A)VVV  B)VVF C)VFF  D)FVY  E)FFV 
(L0) El número de soluciones de la ecuación: 


|Senx]=|Ln|x x || 85: 
B)J2 C) 


AJ1 3 DJ4 E)J6 


(12 Graficar la función: F(x) = Loggts- [x]) 


(3) Resolver la desigualdad: 


PEA =3 
(0,8) * >N(0,64) 3 


Si “x” es un entero positivo, indicar lo correcto: 
A) Hay infinitas soluciones. 

B) El mayor valor de “x” es 11. 

C) Solamente cumplen Los enteros impares menores 
que 25. 

D) La suma de todas las soluciones es 21. 

E) menor valor de “x”es 16. 


(E Graficar la función: F(x)=2(2%-1) 
í B) YA * 


podemos afirmar que: 
Aja>b>c>1 

C)0<a<1i<b<e 
Ej0<e<b<1<a 


TERCERANERAGICANO (A (GIDA 
FUNCIÓN EXPONENCIAL 


(02) De las siguientes funciones exponenciales: 


B)e>b>a>1 
D)j0O<a<1<e<b 


f)=3"; glad=(0,27" mol spa] saa=e 
¿Cuántas son crecientes? 


CAU AS MENERAA 


AM BZ 3 DA 
(02) ¿En cuáles de los siguientes'casos se verifica 
que a>1? 

D a%>1 11 a? <a 1 a >a% 
AUS6lo 1 BjSólo 111 Cy UL 
DM y 18 EM, My 1 


(03) ¿Cuáles de las siguientes proposiciones son 
verdaderas? 


o pra 
A) Sólol 


1D (0,2% <1 HD (Ja <a 
B)Sólo IT Ci y M 


D) U y EM, UU y DI 
(Os: f(w)=H(8*+8=) 
Adi SF (6+c Af (6-0) 
Simplificar: E ES 
A) fíbe)  BJftb) 1910) D)2 EJ 


(03) Si: F(2)=27*. Hallar “a” tal que fla)=9. 


3 2 5 
A BJ CJ  DJ2 EJ 
((0)La función definida por f(x)= el"! está mejor 


representada por: 


HA RAS 
e A 


(0 Sean: fl E3U;gla)=3" yn =f(rgla 
¿Cuál es el valor de x tal que h(x)=47 


4-1 BJO al DJ2 EJ3 

(03) Sea: A=(a € RÍf(x) =5%-* es creciente) 
B=[xe R/5*>0) 

Hallar: ANB 


AJIR BJ(0,00) C)(=c0,0) D)gG EMO, 1,10) 
(O) El gráfico que mejor representa la función: 


Fla)=el* os: 


A)  y4(0;e) B »”,009) 
x 0| x 
Cc) y D) y (0,e) 
(0,€) 7 


(LO) Suponiendo una tasa de inflación del 


20%%anual, los precios deberían «doblarse 
aproximadamente en: 
A) 1año 
D) 4años 
(O) Si y=10* es un número comprendido entre 


1000 y 10000 entonces “x” está entre: 
A) -1y0 B)2 y 3 
D) 5y10 E)10 y 100 


(12) Una función f cuyo dominio es el conjunto 
1-2; -1;0; 1; 2) está definida por Flx)=4*. 
Hallar el producto de los elementos del rango f « 
A) 16 BJ8 Cj4 Dj2 EJ 
(3) Hallar la base de una función exponencial 


B)2 años 
EJ5 años 


C)3 años 


C)J3y5 


cuya gráfica incluye el punto (2:1 


A) 2 Bj4 CJ8 D)J16 EJ64 
(O) si: f(x)=2", entonces: fla+D-f(a) es 
igual a; 

42 BA Cifa) DAA) EJ2fta) 


(43) La función definida por: f(x) =I3-2*| está 
mejor representada por : 


(EO) La ecuación: 8*—4=a con aER sólo 
tendrá soluciones reales para; 


AJa>-4 Bla<4 Cla>-3 


AA 


A 


[EDICIONES RUBINOS 


DJa<3 EJa>3 


(2) De la ecuación : x.2** =1, podentos afirmar 
que. 

A) Tieng una única solución. 

B) Tiene dos soluciones. 

€) Tiene tres soluciones. 

D) Tieneinfinitas soluciones. 

E) No admite ninguna solución real. 

(3) Indica el número de soluciones que tiene la 
siguiente'ecuación: 3*-3=2x + 

A)0 BJ Cj2 Dj3 EjNinguna anterior 
(19 ¿Cuál de los siguientes gráficos representa a: 


Fla)=2%1? 
AA B) » 
O 0, 
o J Dl. 
ca ps =] 


ED Graficar : F(x)=xLnx- ¿0 
), 


A Y 
4) ? Y! 

0 1 x ss 0 x 
97 D ? 
0 % . 0 x 
Ed ¿Cuál de los gráficos corresponde a: 
F(x)=|CoLogx|? - 


Sa 


ES 
Y 
A 


10) 


B) Y 
TT” 

De 

ie 


1169 


¡ECIÓN EXPONENCIAL Y LOGALITANON) 


PA PRAGA ETE 


FUNCION LOGARÍTMICA 


(OD Greficar: Fíx)= 3" 
A) pl B) y 
(6) A D) 
x x 


(02) Graficar : F(x)= 2% 


A) y B) E 


Ed, 


pS: 


AR 


- s 
CALETA AZORES TN CICLOPEDIA 2012) 
(02 Graficar : F(x) =-2* óó ES 

ES B) Ñ 
E ¡ = 
E F (03) Graficar: G(x)=|Log x] 
4) Y B) ES 
8 ) 
x Sa 
A | 
D) Y e My 
(03) Sea: F(x)=3"*"- 1 , indicar su gráfica has 
A) y B) Y x tE 
V l (09) Graficar : F(x)=Log|x| 
: y _ 4) El B) El 
z 
E) » z E 
> CO) Y D) y 
á - = ” 
o Graficar : F(x)=-5* 
B) EN 
2 (0) Dada la función «F» indicar su dominio si: 
AA F(=)= Logo(4-|x) 
E TÍ  AJIO:4] BJI-4:4[  C)3:4] — DJFS:SI  EJPS:AL 
(O) Hallar el dominio de F si: 
: s F(x)= Log, Vx? -x-2+ Log(x-3) 
o CA E A) -L21 B)]250 C)j8s0d D) [L:3| E) -Ssal 
(12) Hallar el dominio de : 
E 1 E F(x)= Logx? +x+1)+ Logs (la]+3) 
(y) pe F(x)= Log(x+1) A) J8soo[ Bl20]  CI9 DAD EJR 
A) B) » (13) Si x, satisface : 9** = 240+9* entonces 
podemos afirmar que : 
1 
M 5 q = 03 <E5l  mexelóo] 03%>2 


(EDICIONES _RUBIÑOS 


TAZIMES cu CIÓN EXPONENCIAL Y LOGARÍTMICA) 


D)3x,=1 E)x7* € ]1;3j 
(Y Hallarx en: 20-291 4 2% 20 = 336 
412 BJ4 " 06 D)6 EJ3 
(3) Indicar el valor de verdad de : 
(1) av? > gsU2 
O Log,5/2 > Log 7 
E 
(-) Log, ¡38 > Log, 16 
E 
A) FFF B)VVF  C)FFV D)Vvv EJFVF 


(8) Indicar el valor de verdad de : 
( )Log,,3>0 


(-) Logy7/2<0 

( ) Log,7>Log,3 

A) FFF B)FFV C)VVF — D)VFVY 

(O) Si: Log(H(x)) = FíLog(=)) -1 
donde : F(x) = x+Log2x ; hallar : H(100) 


EJVVV 


A) 10 B)20 C)30 D) 40 E)50. 


(3) Para qué valores se cumple que: Fíx) < 0 


siendo: P(a)=2:-* 


AjxeR* B)x e ]0;1| Ciep 
D)x ER E)x €]1:2| 
(0D) Sea: F(x)=3"*", hallar para qué valores 
: Fíx)>0 
B)JxeR* Cie R” 
DjxeR  , + E)jtioo| 


(Ed) Indicar el valor de verdad de : 
() Log,6>Log,3/2 
() Logyg113> Log ¡4 


(-) Log0,01 >-2 
A) FVV BJVVV, C)FFV D)FFF  E)VFV 


(2) Si > F(x) =Log(x)+224" 


hallar: E= F(10)+F(1) 

au3 B)4 C)5 D)6 

(0) Si: F(x)=aLog,(x-1)-b hallar: ab 
si: F(17) = 19; F(2) =3 

AJ6 B)J8 C)-12 D)-21 EJ36 

(63) Hallar el dominio de: F(x)= Logs (1-2*) 

A)]0;00| B)]tsoo[ C)J-o9;0| 


D)JR E)]-1; 1 
(O Graficar: F(x)= e » 
A) 


ESO 


EJ7 


el 


CLAVES DE LA PRIMERA PRACTICA, 
DOE OB AC] DC|S)A 1074] 
11) C 20/13) € [00E|15)4 [16,0/17)018)4)19)45) 
CLAVES DE LA SEGUNDA PRACTICA 
2,18 ]3)B|0)4 (6) 8)D [10)E 
¡JB 12)D|13)E 14)C/15)4 |17)E) 'D)D! 


0%) 1D 08) E 
09) E 10) D 
1M)C 15) € 


DC 1M)E 13)E 19C 15) € 
6) B— 17)D  18)C 19)D 20) B 
1) E 0%) 03)C0YA 08)D 


M-AZMIMENZ IA 


*Aprender los tonceptos de sucesión, sucesión 
acotada, sucesión monótona y sucesión convergente/ 
divergente. 


* Conocer la relación entre acotación, monotonía y 
convergencia de una sucesión. 


* Aprender los conceptos de orden de magnitud de 
una sucesión y de comparación de ordenes (mismo 
orden, mucho menor y/o grande). 


* Estudiar la convergencia de una sucesión definida 
de modo explícito con técnicas de límites de 
funciones con ayuda de la regla del sandwich o de 
"modo recursivo, estudiando monotonía y acotación. 


IVTRODUCCIÓN : 


Recordando que una función: F:R—>R, es una 
correspondencia entre los elementos de 2 conjuntos 
llamados dominio y rango , tal que a cada elemento del 
dominio le corresponde un único elemento del rango, luego 
se llama sucesión de números reales a toda función definida 
sobre el conjunto de los números naturaleg y que toma 
valores en JR. Dicho de otra manera, una sucesión es hna 
función cuyo dominio es y y cuyo rango es un subconjunto 
de R. Veamos el siguiente ejemplo; 
Up cuadrado de lado igual a la unidad, que representamos 
por C,. Si se unen los puntos medios de sus lados (por 
segmentos rectilíneos) se obtiene otro cuadrado , Cy: 
uniendo los puntos medios de los látlos de C, se obtiene 
Otro cuadrado , C, ; y continuando así indefinidamente , 
uniendo cada vez los puntos medios de los lados del último 
cuadrado obtenido, se llega'a una sucesión de cuadrados. 
A AN 
Representemos las áreas de estos cuadrados por 5), Sy, 
Syr re 1 8, y respectivamente. 
En primer lugar calculamos la expresión del área S,» 
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(S,):1 


Todo el mundo comprende , por intuición , que el 
área S, puede llegar a ser tan pequeña como 
querramos , tomando n suficientemente.grande. 


SUCESIÓN 


Es toda función definida sobre el conjunto de los 
números naturales ¡y (Dominio) y toma valores en 
R(su rango será un subconjunto de los números 
reales). 


NOTACIÓN : 
La sucesión, a: N > Res denotada por: 


(a,)-[a,) 6 [a,),>: 


* Lo cual se puede apreciar en : 


* Usualmente la forma de definir una sucesión , es 
por extensión , que consiste en escribir imágenes 
en el siguiente orden definido : 

CA A 
* Donde el número a, es el primer término a, esel 
segundo término y en general, a, es el 
n-ésimo término. La sucesión Q; Ay; gio? Oia 


se puede representar por: [a,) Y [a,),,.,, 
EJEMPLOS : 


(EDICIONES _RUBINOS 


Plis REA 


SUCESIONES) 


E 
* don) :0 55 


2 2 
. a E 806 
La sucesión > 34 gigi 


on ES 
*Los pritneros 6 términos de la sucesión (/n) son : 
1:/2:V3; Ya; Yo; Y6 
OTRAS FORMAS DE DEFIVIR 
UNA SUCESIÓN 
ID) POR CORRESPONDENCIA : 


Dando el n-ésimo término a, , del que se obtienen 
sus términos al hacer: n=132:3;..... 


EJEMPLO : 


Dada la sucesión: 0 
tc.) n+1 
* Evaluando : n=1>0,=> 


uE. > 0-2 


n=3 >03=3 + 


11) POR RECURRENCIA : 
Dando el primer término y una relación entre 
0. Y Gay 


EJEMPLO Y: 


Dada la sucesión (a, ):a,=1, 0, =20, +1 n>2 
se tiene: * 
“aj=1 
a,=2a,+1=3 
as=2a3+1=7 


a,=20,+1=16 


* Luego: fa): 1: 3:7: 165 


EJEMPLO 2 : 


Si la sucesión (a,Jestá definida por: 


E, =8,+8, 7, con a, = a, = 1, se tiene la 
sucesión de Fibonacci . Halle a,. 


+En efecto: aj=1 


as=1 
ay=a3+0,=1+1=2 
a,¿=a3+03=2+1=3 
a5=4,+a3=3+2=5 
as=a,+a,=5+3=8 
a,=0,+0,=8+5=13 
as=a,+0,=13+8=21 
OBSERVACION : 
Nosiempre es posible dar una expresión del 
n-ésimo término mediante una función explícita de 
n . A veces las sucesiones se definen mediante una 
propiedad que verifican todos sus términos (la 
sucesión de los números pares , la de los números 
primos, etc.) Otras veces el n-ésimo término se 
expresa a partir de los términos anteriores (por 
ejemplo: 
a,=2;a¿=3;0,=2a, ,+60, 7 Vn>2); en 


este último caso se dice que la sucesión se ha definido 
por recurrencia. La palabra recurrente se utiliza 


para designar a este tipo de sucesiones porque para 
determinar un término hay que recurrir a los 
anteriores . El siguiente ejemplo muestra diferentes 
formas de presentar una sucesión . 


NOTA: 

Llamaremos sucesión infinita a toda función, cuyo 
dominio es el conjunto - [(m; f(m))/ ne 1) 

* Esto se puede generalizar así: 

(as F (0)! ne N, n> ny, donde ny EN y fijo. 


GRÁFICA DE UNA SUCESIÓN 


Una sucesión se puede visualizar graficando sus 
términos en una recta numérica o trazando su 
gráfica en vista de que una sucesión es una función 
cuyo dominio es el conjunto de los números 
naturales, su gráfica está formada por puntos 
aislados cuyas coordenadas son: 


(150), (230), (330), or (M5 0,), mue 


[OPC FFZITTTIAN 
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. A mn 
Por ejemplo la sucesión 4, =77 


visualizar geometricamente por una de las dos 
figuras siguientés : » 


Figura P E 
representación gráfica de 
n Figura 2 


n+1 representación gráfica dea, = Sl 


EJEMPLO 1: 


* Sean (0,):0,= MEN 


12315678 Xx 
EJEMPLO 2: 


El gráfico de la sucesión El es: 


(5; 0,675) 


* Observe que lag ordenadas tienen una tendencia a 
cero, para valores de «n» muy grandes. 


* Se tiene : 2). A po. 


* Efectuando : E) +3:4:6:4,5:3,37:0,676,u 
«Finalmente se puede inferir que si «n» tiende a 


a an 
infinito entonces E tiende a cero. 


se puede 


OBSERVACIÓN 
Considere la sucesión definida mediante la función 


a, =/n-6, en este caso el dominio está formado 
por los números naturales 2 > 6. Esto nos indica 
que podemos ampliar la definición de sucesión 
considerándola como una función f cuyo dominio 
consiste de todos los números naturales 
consecutivos a partir de un número natural fijo 


KN distinto del número 1: 


E(6:7;8; ...) + R +>a,=WV/n-6 


OPERACIONES CON 
SUCESIONES 

Debido a que una sucesión es una función entonces 
las operaciones aritméticas (adición , sustracción , 
«.=», €be.) de una función se aplicarán analogamente 
para las sucesiones. 

1) La sucesión (a, ) es igual a la sucesión (b,,) si y 
sólo si a, =b, para todo ne N. 


1) Dadas las sucesiones (a,,), (b,,) se define la suma 
de ellas como la suma (€,), donde €, =a,+b,, 


Se denota (c,)=(a, ,b,)= (a,)+ (B,). 
IT) Dadas las sucesiones (a,), (b,) se define el 
producto de ellascomo la sucesión (e,) con 
e, = a,b, Se denota (c,)= (a,b,) = (a,)(b,) 


TV) Dadas las sucesiones (a, ) , (b,) con b,= 0 
para todo n € /V se define la división de ellas como 


la sucesión ([e,) con €. a a 
Se denota (o,)= [5e] 


V) Dada la sucesión (a, ), se define la multiplicación 
por un escalar, así; 


(c,)=Kk(a,)=(Ra,) e e, = ka, VrenN, kheR 


EJEMPLO: 
Determinar (d,) ,>y + si: 
Ñ 1 
a,=2n +1; == +0, =-1y d,=- 
RESOLUCIÓN: 
Derd, = Ente >4, =2MAHCD 


SUCESIONES) 


(EDICIONES RUBINOS ME1175 
ad => dd dj: L5 4595. 2 Consideremos la diferencia : 
CLASES DE SUCESIONES ama, a EEE AS 
e ET 


D) SCCESIÓN CONSTANTE : 
(a,) es una sucesión constante 
Sem 


si: 
dali 
e, CER ,VREN; 


a, 
EJEMPLO : 


La sucesión (4) es constante pues a, =4, Vr EN. 


Este ejemplo nos sirve para indicar que todos los 
términos tienen el mismo valor 4 . 


2,=4 


q| Pero que cada uno de ellos considerado 
ay= 


como término de la sucesión y distinto 
03=4| de las demás. 


* Así tenemos que el primer 4 es un término distinto 
del tercer 4 por estar ubicados en lugares distintos; 
uno en el primer lugar y el otro en el tercer lugar de 
la misma sucesión. 


1) SUCESIÓN MONÓTONA : 


Si la sucesión (a,,),, y es monótona , entonces esta 
puede ser: 
A) CRECIENTE 


Será cuando cada uno de sus términog.es mayor que 
su predecesor , es decir : 


0,<0,<0,< 1 <a, << 20 Toa, VEN 


EJEMPLOS : 


e (2N-Daos 153: 637 100 52n-=1; .. 
* Es claro que: a,,,, = (n+1)* > n* =a, entonces 
(n*) es una sucesión creciente, 

B) DECREOIENTE : 


Será cuando cada uno de sus términos es menor 
que su predecesor ; es decir : 


8,>4,>0,>=>4,>4,,,2= | a,>a1 Ven 


EJEMPLOS : 


*Por lo tanto [ES] es una sucesión decreciente, 


C) NO CRECIENTE : 


A/>0>M3> 02. > 0, >, > << 


es decir si: 
An 2 4p+¡ VREN 


EJEMPLOS 
*(a): 3525251305050 5-153537..e 


. dara ¿2 2; 
Lun] last 


1D) NO CRECIENTE : 


Ay SA¿< Ay < 0 <A] < y] aa 


es decir si: 8, SA), VREN 


EJEMPLOS : 
* (a,) : 2; 4; 4; 6; 7; 8; 8; 8; 10; .... 
* IVnlh:15 15152; 25 2; 3; 00 
MÁS EJEMPLOS: 


n 
1) La sucesión (a,): %= 27, des monótona? 


* Veamos : 


Considere la diferencia ; Gn = 
1 
PA E IA 
A O 


> y41 > 4, ¡VnEN 
*Luego (a,) es creciente , por tanto monótona. 
a a 
2) La sucesión (b,); Un =0(2) , ¿es monótona? 


* Veamos 
Considere la diferencia; —,..,, 
Pi +a(3] a 


sata 
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“Nótese que para algunos «n» la diferencia es 
positiva y para otros es negativa. Luego (b,) no es 
creciente ni decreciente, por tanto es no monótona. 
3) La sucesión, (c,,): e, = (-1)", ¿es monótona? 

* Veamos : 


Al desarrollar algunos términos se tiene : 
de,):=1; 1;-15 1; 
y podemos notar que no es creciente ni decreciente 
+ por tanto es no monótona. 
OBSERVACIÓN : 
Se dice que una sucesión es alternante u oscilante , 
si y sólo si a, xa,,7 < 0, Vn E N (estas sucesiones 
no son monótonas). 
EJEMPLO: 
da,da>1:-15 356;10;-16; 
III) SUCESIONES ACOTADAS : 


A) SUCESIÓN ACOTADA SUPERIORMENTE 
Se da, cuando existe un número «y» llamado cota 
superior de la sucesión , tal que; a, < y,Vn E N 
* Simbólicamente : 


SidyER/a, ssmen| 


¡Será acotada 
superiormente)'' 


EJEMPLO : 


a) CU 
E 
La k 21 


superiormente, dado que existe 1€ R, tal que: 


'..- es acotada 


1 
in EEN 


E) SUCESIÓN ACOTADA INFERIORMENTE 


Se da, cuando existe un número «x» llamado cota 
inferior de la sucesión ,tal que a, >x, Vn E N+ 


(¡Será acotada 
inferiormente 


) sae x1=<o,men 


EJEMPLO: 


(2) 
ta [2.. 
t 


inferiormente , dado que existe z ER, tal que: 
e o>imen 
n+1 2 
€) SUCESIÓN ACOTADA : 


Se da , cuando es acotada tanto inferiormente como 
superiormente , es decir cuando admite una cota 
superior «y», y una cota inferior «x». Entonces : 


<a, <y WeN 


EJEMPLO : 


1 
= :d 
La ¡e 


* Podemos apreciar que : 

O<a, <1;WREN, entonces (a,),,, es acotada, 
OBSERVACIÓN 

También se puede decir que (a,,) es acotada, 

si: 3k/ la,|< k,Vn EN 


D) SUCESIÓN NO ACOTADA: 


Es aquella que carece de cota superior , cota inferior 
o no posee ninguna cota. 


EJEMPLOS : 


n 
* La E) , no es acotada superiormente, dado 
31n21 


que un número «k» por grande que sea, para que se 
tenga dd] bastará que n>3k. 


*(a,) = ((n)) 4a,): 15 -8; -27; vas. 

Esta sucesión no está acotada inferiormente, pues 
dado un número M, por pequeño que sea, para 
que -n* < M, bastará tomar n > -M. 


MAS EJEMPLOS : 


C 
1) La sucesión [e sn) está acotada , pues 


Cosm|__1 1 
A 
dE Eg en este caso un valor de M 


El 
cs M=Í, 


2) Respecto de la sucesión (a,): a, =n* + 3. des 
acotada? 


(EDICIONES RUBINOS 


SERA o 


SUCESIONES) 


RESOLUCIÓN : 


VreN:in>1=>n*>1>n*+3>4 
=> a, >4; Vn 
* Luego fa,) es acotada inferiormente . 


A a E a=nt2, 
3) Respecto de”la sucesión (b,): % => ¿7, des 
acotada? 
RESOLUCIÓN : 
n+2_(04+D+1_,, 1 
n+1 n+1 


¿bm 
n+1 
WMeN:n>1=>n+1>2= 0<- 


1 
a 
n+17 2 

1 
=> 0<b, <> 
A 


*Luego (b,) es acotada superior e inferiomente por 
tanto es acotada. 


1.1,3.3.16 


4) Setiene: (a,): 


OJO : 
Una subsucesión es también una sucesión . 


LÍMITE DE UNA SUCESIÓN 


Cuando los términos de una sucesión (Gn) yy, 


se aproximan a un número L, se dirá que la sucesión 
tiende al límite L, y se denota: 


Lim a, =L (o cuando a, > L, cuando n—00) 


GRAFICAMENTE: 


DEFINICIÓN : 


Se dice que L es el límite de la sucesión (a, cuando 
para todo número £>0; dado arbitrariamente 
pequeño, se puede obtener N € N, tal que todos los 
términos a,, con índice 1>N cumplen la 


es casi cero 


condición: [4 = E] < fe 


* Se puede observar que esta sucesión es no 
decreciente y no está acotada superiormente. 


SUBSUCESIÓN : 


(a,) será una gubsucesión de (b,), si (a,) es una 
sucesión que se obtiene.tomando un númnero finito 
de términos de (b,] en el mismo orden que aparece 


en (b,). 
EJEMPLO : 


27D >, 2 85 16:045 2563 amenrrercararonenencneo 


e (2, + 278732: 128; vo 


Serán subsucesiones de: 


+ (27), >1 1 2:4:8; 16:32; . 


Lim 0.=L+Ve>0,3N>0/n>N=>|a, -L|<e 


OJO : 

Esta importante definición significa que para 
valores muy grandes de «n», los términos a, 
permanecen tan próximos a «L» cuanto se desee, 
dado que : 


0, -L|<e>+<<a,-L<e>L-e<a, <L+e 
* Las sucesiones que tienen límite (finito) se llaman 
CONVERGENTES y las demás DIVERGENTES. 
NOTA: 


Para n > /y los términos de la sucesión están todos 
a menos de £ unidades de L. 


* Si una sucesión (4) coincide con los valores de 


una función f en todo entero positivo n, y si f(x) 
tiende a un límite cuando x-—> co, entonces la 
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sucesión debe converger a ese mismo límite. 
“Antes de continuar debemos sáber el siguiente 
principio : . 

PRIVCIPIO ARQUIMEDIANO 


Si «a» y.«b» son 2 números reales positivos entonces 
existe un número entero positivo «»», tal que : 


a<nk. 5 
EJEMPLO : 
Cuando a =1 y bh = 8, entonces : 


Ve>0,1nEN/L<e 
n 


OBSERVACIÓN 


Para calcular el límite de una sucesión , será 
suficiente calcular el límite de «a». 


APLICACIÓN : 


1 PRA 
Dada: E demostrar que : Lim 2=0 
mz PEA 
RESOLUCIÓN : 
* Por definición : 
Lim 2-00 ve>0,3N>0/n>N=| 


2. n 


1 


1 1 
<ES<E>)N>A 
n 


1 
E e 
n 
EA 
Esto es verdadero Ve>0, 

por el principio arquimediano 
*Luego para demostrar lo pedido, será suficiente 
E 


tomar: N pero deseamos que este último sea 
E E 
un número natural, entonces haremos: 
N =[¿u 
€ 
, 


NOTA: 


Para cada número real £ > O, dado arbitrariamente, es 
posible obtener un número natural «NV» en función de 


«e», tal que <E ¡siempre quen > N+ 


lo 
n 


* Según la definición nuestro problema es hallar 
<N» en función de «s », siendo «s » cualquier 
número real positivo muy pequeño. 

EJEMPLO : 


. 
Demostrar que: Lim(Y) =0, siendo.«e» la base 


de los Logaritmos Neperianos. 


RESOLUCIÓN : 

* Busquemos «WN» en función de «g», entonces 

partamos de : e 
[Je 
e 


1 
* Tomemos logaritmos : £(E) <LEns>n>-Lne 


* Obgervemos : 


= EE ¡ve>0 
e 


* Luego tomaremos «N» al entero: 


N=/-EneJ+1. con lo que se concluye la 
demostración. 


TEOREMAS : 
SiLim a, =a y limb, =b;a,bER entonces: 
1) Lim(0,+b,)=a+b 2) Lim(a,b,)=ab 


3) Lim (ha,)= ha;k=cte. 
im [2] 2, 
a En [2)-Soo 


* CASOS D) )ETERMIVACIÓN : 


Sean (a,) y (b,) dos sucesiones, las 
indeterminaciones pueden presentarse en las 
siguientes formas : 


> Representación | 
Operación simbólica 

Jia. 304,0 z 

ad sia, >01b,>0 = 

amb, sia, 01 b, >0 0-0 
a,-b,, 10, >0nb,>0 o-o 

a», sia, >0Ab,>0 or 

ab, sia, >wAnB,>0 E 

ar, sia.>1:b_>0 7 


AA 


ERE 


SICUSIONES) 


(EDICIONES _RUBINOS 


Para el cálculo del límite emplearemos los teoremas 
ya vistos en el capítulo de límites de funciones reales 
de variable real. . 


EJEMPLOS : 
bn? +2n+6 
7n* 6 


1) Dada la sucesión (a,)=4, = 


hallar : Lim Gn, 
RESOLUCIÓN : 


2 
= Lim" +2n+6 


Lim a,, Lin 


bn*+2n+6 


> Lim a, = Lin — ME 
noe no m3 5 


> bimas=timo “5 


. 5 
. AE => 
Luego: Lim a, 7 


> El límite de la sucesión es 6/7 


2) Dada la sucesión (0) : bp = nsen[:) calcule el 
límite de la sucesión. 


RESOLUCIÓN : 


Lim b,= Lim nsen(£) 


su(s) 
> Lim b, = Lim _ 
” me E 
, n 
” xSen(”.) 
> Limb, = Lim m 
ra 7 ars: IN 
E 
Sen(2) 


* Luego Lim b,=1 
> El límite de la sucesión es p . 


3) Sea la sucesión : (Cn) : €. = calcule el 


A+ I 
38n? +1 
límite de la sucesión 
RESOLUCIÓN : 


3 


Lim c,, = Lim — a —> Lim c, =+00 
+00 noo 3n* +1 n00 


* Luego: Lim c, =+00 
> El límite de la sucesión es +00 


CONVERGENCIA Y DIVERGENCIA 
DE UNA SUCESIÓN 


NOCIÓN LYTUITIVA DE CONVERGENCIA 
DE UNA SUCESIÓN : 


Consideremos la sucesión [2] de la cual damos dos 


representaciones gráficas : 


Note que la primera gráfica corresponde al eje Y de 
la segunda gráfica. 
Observamos que conforme n aumenta , los puntos 


1 
A. = ,, parecen acumularse alrededor del punto 0 


en ambas gráficas , lo cual se expresa diciendo que 
«los valores a, = 1/n tienden al número 0 
conforme n aumenta indefinidamente su valor, 


o quela sucesión [1] tiene límite L=0:0 también 
que la sucesión (2) converge hacia cero - 
DEFINICIÓN : 

Respecto de la sucesión (a, ) : 


Si e 8.= Leon L ER, diremos entonces que la 


CAM IZIZMEMEA 


Aso a NCICLOPEDIA 2012) 


sucesión (4, ) es convergente y converge a L si 
«Lv es finito y único , en cábo contrario es 
divergente. 
NOTA: * 


*Si Lima, = +00 ,dirernos entonces que la sucesión 
(01) es divergente: 

MSI Lina, ==00, diromos ¡entoucas: que la 
sucesión (a, ) es divergente 

EJEMPLOS : 


Si Try 
* (VB )21 > Lim 67 = 59300 =50 


entonces (1/5) converge a 1. 


8. 


diverge a +00. 


do > Lim (0"=1 6 Lim (1 =-1, 
Er E 
an ¡A 
entonces ((-1)") no es convergente . Esta sucesión 


es oscilante , a este tipo de sucesión también lo 
consideraremos como divergente. —, 


dn+7 
2 aa 


e 
pedis 


> A 
a Ta 
” 


4n+4 7 
2n+1" 


entonces es convergente . 


TEOREMA 1 : 
Toda sucesión monótona y acotada ,es convergente. 
COKOLARIO 5 (DE BOLZAXO WETERSTRASS) 


Toda sucesión acotada de números reales posee 
Una sucesión convergente . 


TEOREMA 2 : (UNICIDAD DEL LÍMITE) 


Una sucesión no puede converger en 2 límites 
diferentes, 


TEOREMA 3 2 


Si la sucesión (8,),>, converge en xER, 


entonces toda sucesión de [a] converge con «x». 
TEOREMA 4 : 


Toda sucesión convergente es acotada , pero lo 
recíproco no necesariamente se cumple. 


TEOREMA 5 : 


Toda sucesión monótona y no acotada es divergente, 
lohace a +006—00- 


EJEMPLOS : 


1 
ca a) pes monótona y acotada , lego por el 
ma 


Teorema 1, converge. 


+(2%),.,, es monótona, pero no es acotada, 
entonces diverge . 


ADO , es acotada, pero no es monótona, 
entonces diverge . 


*La sucesión divergente (0.)=[22) es monótona 
pero no acotada . 


SUCESIONES DIVERGENTES 


Son aquellas que no admiten un límite, este último 
puede ser, divergente a + 00,4 —oo U oscilante. 


PROPIEDADES : 
1) si Lim a, =+ 00 y (b,) es acotada, entonces 
Lim (a, +b,)=+00 

moco 


mn si Lim a, =+.00 y existe e > 0 tal que 5, >e 


Vn EN, entonces Lim (a,b,)=4 00 


II) Sia, >c>0,b, >0 WneNn y Lim b, = 


IV) (a,) está acotada y Lim b, =+ 00,.entonces 


Lim 12. =0 
LA 


TEOREMA DE LA MEDIA GEOMÉTRICA 


Sean (a,,), (b,,) y (e, ) sucesiones de números reales 
tal que? 


[EnICIONES REBIÑNOS 


ETT ¡sis 


SUCESIONES) 


Lim a, = Lim e, =L ya, <b,<c, 
nooo 


para todo número natural n suficientemente grande, 
entonces la sucesión (b,,) tiene límite que coincide 


con las otras dos sucesiones, es decir: Lim b, =L.. 
EJEMPLO 1 : 
Calcule : Lim Ya” +b" +0” 
noz 
Si 0O<a<ce ¿0<b<ce 
RESOLUCIÓN: 
* Elevando al exponente «n» : 
Osa"se" 
O<b"<e” 
Osa” +b"<2c" 
* Sumando: (c"):e" <a” +b" +0" < 30” 
* Extraemos raíz enésima : 


Sumando : 


gler <Ya” +0" +e” <U3e" 


1 
=>. < Ya” +b"+c” <3"xce 


1 


*Como: — Lime=Lim3"xe=c 
mao cos 
entonces: Lim AE 


TEOREMA DE LA MEDIA 
ARITMÉTICA 


Sea (G,),,., una sucesión convergente. 


Luego : 


TEOREMA DE MEDIA GEOMÉTRICA 


Sea (4),.., una sucesión convergente . 


Luego: 


Si: Lim a, =a => Lim yla, xa7XG3 Xp =n 
EJEMPLO 1 : 
Calcular = Lim STEP 


n+1 


RESOLUCIÓN : q 
*Se puede apreciar que piden: Lim (M4) 
* Luego bastará calcular : 
Lim Lt? rim AD 


Lim Yn+ 1 =e">=> seno ”» 


n=+00 


* Consideramos la regla de Papa 


Lim Un = eno na =e =1 
“Entonces por porel teorema de la media aritmética , 
DANA A NAT 


In+1 
n 


se tendrá que: Lim 


EJEMPLO 2 : 
o o e is 


n+00 


RESOLUCIÓN : 
* Se puede apreciar que : 
aya Lay L a A 
15 
* De donde : 


Lim a, =Lim 24% = Lim —12=1 
A BAT 10 rt] 5 


*Luego , por el Teorema de la Media Geométrica , 


se tendrá que: Lim 


TEOREMA : 
1) La sucesión (+") converge a cero si |r|<1 (es 
decir Lim r" =0,|r|<1) 
noroo 
TI) La sucesión (r”) diverge si |r]>1 (es decir 
Lim r" =00,|r|>1) 
nos 
EJEMPLOS : 


2 2 
» Jim [2) =0, puesto que r=(P)er 


ae 
. Lim (2) =+00, puesto que r=(2)>1 p 


CRITERIOS PAKA DETERMINAR LA 
CONVERGENCIA O DIVERGENCIADE UNA SUCESIÓN 


A) CRITERIO DE LA RAZÓN : 


Sea la sucesión (Gn), tal que : Lion | pa 


CAM IZIZRENETA 


ES(1s3 


luego: 
D Sir < 1 = La sucesión convefge a cero. 


1) Sir = 1 => No podemos afirmar si donverge o 
diverge .., 

II) Si: r > 1 = La sucesión converge. 
EJEMPLO :. 


. z 
Dado: ps ¿luego 


que 
MDI ZA ES, 
Lam | tt Lim [22 | = Lim 47 =0<1, 
na! 


Entonces la sucesión converge - 
B) CRITERIO DE STOLZ - CEZARO : 


Imar An) psp + tal que: 


) (Bn) 21 0s monótona y Lim a, = Lim b, =0 
6 


2) (bn),,., es monótona y Lim d, =+ 0 


Entonces: Lim E 7 


e > 
EJEMPLO : Se 
V2 + JE +10 +... + in? +1 
E IA Er 
moro n +3 
RESOLUCIÓN : 


Sean: a, =/24+/5+V104.+Wd0 +1 b, =1n*+3 
pe A A TO ATEN 


yb, =(n+1)"+3- 


*Ahora como (0,) es monótona y Lim b, =00 


* Entonces — podemos aplicar el criterio de 
Stolz-Cezaro : 
S - Lim d+? +1 


1) SUCESIÓN DE CAUCHY 


Sea (G,,),,., se dice que es una sucesión de Cauchy, 
si: 

[> 038>0/m>N.n>N>|0n-0.|<e 
EJEMPLO : 


Probar que (5 , es una sucesión de Cauchy. 
nr 


RESOLUCIÓN : 
* Consideremos la propiedad arquimediana, en 


particular:  a=2 y b=e, entonces 
PA 
2<ne >< 
e n 2 
* Ahora ; 
ll alablales 
n) |m 
A alrmidad iria 


*Vim>N=2 
E 


2 
* Con lo que: [ 2, es de Cauchy 


LEMA A 5 


Toda sucesión convergente es una sucesisón de 
Cauchy. 


LEMA 3: 

Toda sucesión de Cauchy es acotada. 

LEMA 8 : . 

Toda sucesión de Cauchy definida en el conjunto de 
los números reales es convergente. 

NOTA 2 


Según la definición, cuando «m» y «n» son muy 

grandes, entonces 2, y a, están muy próximos 

entre sí. 

OBSERVACIÓN 

Al querer demostrar la convergencia o divergencia 

de una sucesión , tomar en cuenta las siguientes 

equivalencias , es decir , aquellas cuyas relaciones 

por cociente tienden a 1. 

1) Senx <> x <> arcSenx <> arctanx, (cuando 
x>0) 


2) n! <> n*e”J2xn , (cuando n —+00)...(fórmula 


CIONES _RUBISOS 


1183 


de Stirling) e 
3) Ln(1 + x) <> x, (cuando x>0) 


4) an? +0 nP? + ...+ a, <> an”, (cuando 
n—>00) 


5) Lim 1+ 
mrcol > 


7) SUMA DE KIEMANN: 


Lim ?25> 
mom py 


+ [9 a); 


* En particular para a = 0 y b = 1, se obtendrá: 


e .)> Si riddz siendo: fla 


EJEMPLO : 


a 


Esos[e+ Lalo 5 cos(P+x)dx 


n 


NOTA: 


En el siglo IM a.C., Arquímedes intentó calcular el 
número x. Su idea era utilizar una «secuencia de 
polígonos regulares que hacia el círculo. 
Construimos algunos polígonos regulafes a partir 
del círculo de radio 1. 


Las figuras que obtenemos son; 


o, 
> 


O a 


Observamos que la sucesión, además de ser 
creciente y estar acotada, parece que tiende hacia 
un número determinado, el área del círculo, que es 
z 


SUCESIÓN DE FIBONACCI 
En matemáticas, la sucesión de Fibonacci es la 
siguiente sucesión infinita de números naturales: 
0;1;1;2;3;6;8;13;21;34;55;89; 
El primer elemento es O, el segundo es 1 y cada 
elemento restante es la suma de los dos anteriores: 


%, juato Ratt! Cohen presenta la teoria en 
números en la cual el personaje Max Cohen relaciona asta Úlima teoría con 


la 


¿+ En un tateral de la cúpula de la antigua ninagoga ahora convertida en al 


sii>1 


Sia + fio 


A cada elemento de esta sucesión se lo llama número de Fiboneco, Esta 
sucesión fue descrita en Europa por Laonardo de Pisa, matemático Italiano 
del siglo XIN! también conacido como Fibonacci. Tiene numerosas 
aplicaciones an ciencias de la computación, matemáticas y teoría de Juegos. 
Antes de qua Fibonacci wscribiera nu trabajo, la sucesión de los números de 
Fibonacel había sido descublena por matamiticos indios tales como Gopala 
(antes de 1135) y Hamachandra [c. 1150), quienes hablan investigado los 
patrones rltmucos que se formaban con allabas o notar de uno o dos pulsos. 
El número de tales ritmos (teniendo Juntos una cantidad de pulsos) era Y, 
«u QUe produce explicitamento los números 1; 2, ote, 

La sucesión fue descrita por Fibonacci coma la solución x un probiema de 
ha cria de conajor: «Clorto hombre tenía una pareja de conejos Juntos en un 
lugar cerrado y uno desen sabor cuéntos san ereedos e parir co este par en 
un año cuando es au naturaleza parle otro Par sa un slmpla mes, y an 0) 
egundo mas los nacidos parir también». 

De esta manara Fibonacci presentó la sucesión en su llbro Liber Abací, 
Publicado en 1202, Muchas propiedades de la nucanión de Fibonacci fuaron 
descublertas por Edouard Luca», responsabla de haboría denominado como 
ha la conoce en la netualidad. 


También Kepler dexcribió los números de Fibonacci, 
Rober Samson descubrió en 1153 qua la relación 


tenido popularidad 
¡que compositores con tanto renombre como Béla Bartók u Olivier Maazlaan 
la han ulizado para la creación de acordes y de nuevas aatructuras de 
frases musicales. 


* En la pág. 61 de la novela de - Dan Brown - — ElcódIgo Da Vinci aparece 
luna veralón desordenada de los primeras ocho números de Fibonacel (13, 3, 
2,21, 1.1. D, 8). que funcionan como una pista dejada por el conservador del 
musao del Louvre, Jacques Sauniéro 

*Enol álbum. Leteralus de la banda estadounidense - Tool, los patrones 
ee la baterta (Danny Carey) de la canción «Lateraluss alguen la Sucesión 
de Fibonacel del número 13 (número de pistas del disco): 
1,123,53,19,1,4.23,5,0,13,1 4... 

En la miniserie Abducidos, la Sucanión de Fibonacel, como la 
Ecuación de Dios, es descubierta an los planes de los extraterrestres, 
ejemplos como que nus naves tienen 5 tripulantes, «us manos 3 dados y un 
Pulgar, 1897 avistamientos ovnis en año anterior, so siguleron a 55 parejas 
para descubrir la hibrido humano-extraterrestre Alle, y que finalmente al 
húmero de abducidos era de 46368, Incidentalmente se habla an de un 
hombre que fue abducido 13 veces. 1, 3, 5,13, 55, 1597, 44360, todos númoros 
Fibonacel. 


* En al filme de 


A el orden del caos el - 
hebreo Aranscrito an 


Darren Aronotaky + 


secuencia de Fibonacel llegando en conclusión que todo asta basado en 
lla ley del orden y el caos, 


Musso Naztonala del Cinema, más conocida como Mole Antonellisns, en 
Torino (Halia), se puede observar una instalación luminosa de la sucesión de 


,. números de Fibonacci 


* El Dr. Waltar Blahop de la serle de televisón - Fringe usa numeros de la 
sera de Fibonacel para las contraseñas de sun cajes de seguridad. 


La gran mayoria de los Arboles parecen crecer siguiendo la sucasión 
de fibonacchl: El tronco (1) so divida on una rama grando (1), asta rama 
so divida en dos (2), luego, cada una de ollas so divido on 3 (3) ramas 
más pequeñas, y asl sucesivamente, El Sistema Solar paraciera seguir 
esto patrón: Morcurlo (1), Vanus (1), La Tierra (2, Incluyando La Luna), 
Marta (3, incluyendo Fobos y Dolmos). Hasta aqui la semojanza, En a) 
cuerpo humano podemos decir que la cabeza es 1, el cuello, 1, loa 
brazos (2), brato, antebrazo y mano (3), luego los cinco dedos (S), es 
decir, la sucesión de Fibonacel haste sl 5, Los machos-de una colmena. 
de abejas tienen un Arbol genealógico que cumple con usta sucesión. 
El hecho en que los zánganos, el macho de la abeja, no ene padre (1), 
pero sl qua tiane una madre (1, 1), dos abuslos, que non lot padres de 
la relnz (3, 1, 2), tres bisabuelos, ya que el padre de la relna no tiene 
padre (1, 1. 2, 3), cinco tatarabuetos (1, 1,2, 3, 5), ocho tataratatarabuelos 
(1. 1, 2,3, 5, 8) y así sucesivamente, cumpliendo con la sucesión de 
Flbonacel. 
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PROBLEMA 1: 


si (a, es una sucesión definida por 
1 
Lan dner [2 Sel » entonces el n- ésimo 
término es: 

3n—2 2n—1 2n+11 

A [ES 

nz 1 dl 2n-1 
241 n+1 
Dr + gal 
de -1 UE 


RESOLUCIÓN : 
* Dando una forma adecuada a los términos , en 
función de la posición u ordinal de cada término: 


a te 2(2)-1 


ER 


*Entonces se deduce que el término enésimo será : 
2n—1 2n-1 
A == ÁÑKÁú A EA AXÁ 
2n—14+2 2n+1 
RPTA: 
PROBLEMA 2: «5 


“pr 


Sea (an)ney una sucesión definida por 


A 


n= ésimo término es: 


ny (E ya 
fo] 
al al 1 
n+1 n+1 
ez a 


RESOLUCIÓN : 
* Analizando cada integrante de cada término, se 
obtendrá : 


Ad LES ¡do 3" 
Bolsa) + sd) lr 
pens: n +1 n+1 Pd 

ES laa Ez) 
+1 
+1 
b RPTA: “D" 


PROBLEMA 3 : 


Si nEN y (bx), ey es una sucesión definida 


n4+2 n7+1 
CN rs 


el R —ésimo término es: 


pies 
n 
En? +h+6 


Cin? 1 


Ant+1 B) 


nó—Rk+8 
” 


D) 
RESOLUCIÓN : 


aa e 
* Analizando : (baren - [2 ia 


* Se obtiene : 


Tendre 


* Donde; (Gr) rey = (2515051) 5 uan 
* Esdecir:a, =3-k ; REN 


n?4+3-k_n*-k43 
n n 


* Luego: b, = 


RPTA: “D” 


PROBLEMA 4 : 
En la siguiente sucesión ; 


9,54 625, 


de el término de 


Cndren =( 


lugar 20 es : 


aro mn ezo ar PIES ar a 


RESOLUCIÓN : 


* Primero determinemos el término general o 
enósimo , dando una forma adecuada : 


cor lerAi 
+" De donde se nota que: a E) 


* Pero como £e pide el término del lugar 20, 


EDICIONES _RUDIZOS TE 1185 EN 


SDUESIONES) 


entonces hacemos n = 20 , resultando z 


mal lal 


RPTA: “D” 


PROBLEMA 5: 
Determinando si una Sucesión es Monótona. 
Discutir si son monótonas las sucesiones : 

4 Fl pl 
Da =SH MP Mb = fi Me = E 


- 2-1 
RESOLUCIÓN : 
D (a, ): 2; 4: 2; 4; ...... esta sucesión alterna entre 
2 y 4, luego no es monótona. 
11) Sabemos que0< 2=0 +4n + 2n*< 24 4n +2n* 


Ln ¿2n+2 
l+n 2+n 


> ba <p: VnEZ* 


>2n (2 +n) < (1 +n) (2n +2) >> 
2n 2(n+1) 
T— EA 
l+n 1+(n+1) 
*Luego es monótona, pues cada término es mayor 
que su EA 


mn (end:15 


*No es monótona porque el segundo término es 
mayor que el primero , pero menor que el tercero - 
PROBLEMA 6 : 

Clasificar las siguientes sucesiones: * 
AJa,. = 36,0, =05 o 
B)fa,,) = (parte entera de Jn) 

C) 0,1 =3-0,50,=1 


ay 
9)0.= (3) 

RESOLUCIÓN : 

Aa, >, =fa,—a,=2a, > 0, ya que todos sus 
términos son positivos. 


* Entonces : a, 


1178, >0 4, 


+1 


>0a, VREN 


— Esta sucesión es creciente. 
B) Esta sucesión es no decreciente puesto que 

%..1>4, VREN lo cual es puede notar en la lista 
de sus términos. (a,); 1; 15 
C) Esta sucesión no es monótona , puesto que sus 
términos son : (a,); 152; 1; 2; 1; 2; 


TAN 


> 8,,8,<0 >4,,,<0, VEN 


DJ; 


> Esta sucesión es decreciente 
PROBLEMA 7: 
Indicar la sucesión o sucesiones que verifican la 


relación 34, > a,,, VR >1 

5n-1 
a im 
(sn — 1) oz 111) na 
AJSóLo E B)Sólo Y C)Sólo MI 
D)1yU EJ y HT 


RESOLUCIÓN : 


D (Gn), ¿y =(Bn-Dn<n+1>3n<3(n+1) 


=> 3n-1<38(n+1)-1 => 0,<8,,, 
* Luego: fa, ) no satisface la condición. 


n+1 

De un [o 
3 

* Pues: 2n> 2>1 >2n+n>1+n 


>án>n+1> lea, VEN 
n 


Br 
3 $ <1 —+b,,,<0, +0, >5,,, y Luego 


1b,,), si satisface la condición dada. 


1777) er 23)> | 


* Claramente: Vn EN 
3(3n + 1) < 3[3(n + 1) + 1] 
J 1 a 


LJ 
MI E TES EN) 
pl A 
3 SD 3 mdd 


> €, < €,,,, - Luego , la sucesión [e,) no satisface 
la condición dada . + Sólo HI 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 8 : 
Sean neN y con FEO a las uE 


SUCESIONES. 
Maha 


D (E E un) (547 


RESOL UCIÓN : 


—— 


Ca EEN 


Esc) TINO CLOPEDIA 2012 


dl E 


ota 


1 det: 
. US a 
a ESE +13 


cua 
>-— >> 
E 5 [a,) es acotada 
EY 1 
E A A A 
idad n+2 n+1 
1 
“ e ——_—— > 0,V N 
AS 


> Gn41>0, > (a,) es creciente 

* Luego: (a, ) es acotada y creciente 

* (1D) y (1D) se puede analizar similarmente 
RPTA: 

PROBLEMA 9 : 

Determinar el valor de verdad de las siguientes 


afirmaciones : 


n-1 
1) La sucesión 3) es acotada . 
n Inn 


D La sucesión (19! (=r) 7") new es monótona 
decreciente . 


Ly o. 
UI) La sucesión ES. no es a 
AJVVF. — BJVFF. — C)VEV- DJFFF —EJVVV 
RESOLUCIÓN : 
n-1 
ot, 


n>1w0< <a 05 L> 1 
n n 


ce 
>1>1-1>0>1>a, >0 


..» (VERDADERA) 


> (a,) es acotada .... 
Dm fo, = [0 ton) ”) 
dy = EI lo” (ME en)” 


>b,=(- -nx[. J e 


1 1 
MEN: n" as 
3 nr 
1 1 
> - <-> b,<D, +1 
(+1 E 


> ([D,) es creciente ... 


3,1 
do ae 
”.  2n-8 2 2(2n-3) 
a 1 1 
E. PA 
(+) 27 22n-3) 
OS E <0;Vn EN 


2(2n - D(2n - 3) 
> Cpu] < Cn > (e, ) es decreciente 


> (ca) es monótona ... 


RPTA: “B” 


PROBLEMA 10 : 
Determine si son convergentes las sucesiones: 


n 
ba) = 
m4b.) E - El 
RESOLUCIÓN : 
1) Como (a,,) = (8 + (-1)”) tiene términos 7; 9;7 
39 7 «au. que oscila entre 7 y 9, no hay límite y la 
sucesión diverge. 
TI) Para (b,) podemos dividir por «rt» numerador 
y denominador para obtener 


D (a,) = (8 + 0") 


s o e FP 
aio SE 4 
La 
*Luego la sucesión converge a -3) 


PROBLEMA 11 : 


" 4 2 
Sis Lima, =6 ; Limb,=-4; Lime, =3 


54, +3a,b, 
Halle el valor al cual converge : da o Mata 
n 
7 105 > 
A) E BJ2 Cj4 D) pr EJO 
RESOLUCIÓN : A 
Lim d, = Lim "Cn +9%0n 
mesos naco . 
* Aplicando los teoremas ; 
5 Lim An +3 Lima, Limb,, 
=—n>o0 nico 
2 
nooo 
* Reemplazando : 


NES _RUBINOS 
5(5)+3(5)-4) 


CS 


pasea, 12: 


ES 


RPTA: “p” 


RESOLUCIÓN 


* Los numeradores son 3” — 1, el proceso de 
determinar a, a partir de la observación de los 
primeros términos de una sucesión es un ejemplo 
de razonamiento inductivo. 
*Para los denominadores , tenemos : 
U=I 
2=1x2 
6=1x2x3 
L=1x2x3x4 
120=1x2x3x4x65 
% Lo cual sugiere que los denominadores vienen 
dados por n? . Finalmente, como los signos se 
alternan, podemos escribir el enésimo término 


como: A 3-1 
a, =p" x| = ] 


E 
¡Foro para vunlanier MENO e Lim,= 


Ello significa que el factorial o Maida que 
cualquier exponencial. yA 


Limjan|[=0 entonces: 


* También si: 
Lim a, =0 para cualquier sucesión (a,) 
* Luego se deduce que : 


, sm 1 ES 
TA 


1a,) converge a cero. * 
PROBLEMA 13 : 


RESOLUCIÓN : - 
6,11 16,21, q 


(en dnen = e STE 
5n+1 
3n-1 


SADA 641 
3(n+1)-1 3n-1 


8 


* Notése que: 2, = 


> Ops] 0, <O0 + Gps] < O, 
> (a, ) es decreciente... 


> (a,) es convergente; por propiedad, toda 
sucesión convergente es acotada. ....(VERDADERA) 
IV) (a,,) es convergente... (VERDADERA) 


RPTA: “E” 


PROBLEMA 14 


* Se puede escribir como : 


_n4+2n-1_ 
n= 33 
Bn +n+2 omls+1+ 2) 3142 
nm 


* El numerador converge a 1 y el denominador 
converge a 3, por lo tanto a, converge a 1/3, lo que 
 m+2n-1_1 
A 
ES mo cnt? 3 
PROBLEMA 15 : 
$ 


CALA TEREA 


ME 158) 


interevalo [a ; 5) siendo «a» el, mayor — valor 
posible y «b» el menor valor posible, entonces el 
valor de T= ba es: + 

Ax B)3/2- Cj6/2 
RESOLUCIÓN s 


E)4 


p Analizando se obtendrá: (a,)= 
1:4;9 516 5. 

(mm; nen) 
13563105 manana 


...son los números cuadrangulares 


son los números triangulares 


* Luego : 


VnEN:1<nAn<n+2 
n+1<n+npAn+n<n+n+2 


ss >1<a,20,<2 
> 1<a,<2 
*luego: b=2 A a=I>T=b-a=1 
RPTA: 
PROBLEMA 16 : E 


E » 3 >. 2 
Si lan dey es una sucesión definida por 
hi ; 

ole” +4(3")) 
amos! E 


convergencia de la sucesión (a, "es: 


, entonces el valor de 


ar m3 0)2 D)3  E)Esdivergente 


RESOLUCIÓN : 
* Acomodando él término a, así: 
_18l27-1)4+12(371) 
2D) (3) 


E] "4aa] 18[2 ¡e 
Ho, = sm La 7 
TA A 
ol Lima" =0,Va €(—1:1) 
tienes 


sos hs 
Lima, = e > Limon = OE 
+ m.co 910)+4 
3 
* Luego : (a, ) converge a 3 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 17 : 
El valor de convergencia de la siguiente sucesión: 


(a A E: 


AJU3 BJUs cy12 
RESOLUCIÓN : 


O A 


* Analicemos +: 


D)1 E)2 


S 
(Vari-vm)| Ja+1) 


1 Dividiendo 


Lima = Lim] 


n+ 
> Lima, = Lim entre /n 
AS naco Jn+ 1+4/n 
+1 
2 
> Lima, = Li - 
a ALA Y 
mn 


1 
tan NIRO 1 
F0+1> Liman => 


+ 1ez 


— La sucesión (a,) converge a 1/2 


RPTA; “C” 


PROBLEMA 18 : 
Sea la sucesión (u,) donde 1, =/k+u, » 


kk > 0. Suponiendo que la sucesión es convergente, 
calcular el valor al cual converge. 


A 14 JT3 de y Ll 4r ey lr 
a Ti 2 2 
RESOLUCIÓN: 


* Si es convergente : Limu, =L 
* También : =L 
Limu,,, = Lim [Run > Lima, = Lim. [ku 


> L=WJk+L 


Limay 


¿L>0> LP =k+L 


EDICIONES HUDIN 


s 1169 1 


SUCESIONES) 


14/14 4h 1+J/1+4k — convergencia dela sucesión (a,,) es: 
== + fu, ) converge a — q 
2 A Bl2 0J3 D)5 EJ6 
d RPTA: “A” RESOLUCIÓN: 


PROBLEMA 19 : 
Si (a,),ey es una sucesión tal que a, =Y60 y 


One =%50+a,, ¿Vn>1, entonces el valor de 
convergencia de la sucesión (a), ¿y es: 
4/2 BJ6/2 CJ DJ8 
RESOLUCIÓN : 

* Considerando que fa,) es convergente 


EM6 


* Sea: L=Lima, => Lima,,, = 
e 


* Como: 4, =4/60+ a, 


> Lino" Linli0+a, 


> Limon = (00% Elmo, 
=U60+L +L'=60+L =>L=4 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 20 : 
Sea (a,),cy una sucesión tal que: a, = 3 y 


Op de VEN, entonces el valor de 


convergencia de la sucesión nan es: 
AJO BJ C)2 DjO 
RESOLUCIÓN : 


* Como: a,=3>0/54,>0,Vne N 


EJ12 


+ Sea L= Lima, + Lima, =L 


. A 25 
L => |Li A 
> tes] 
noo, 
aL= (12), AL>OS2L=L+ ZE 5 SS 
3 RPTA: 


PROBLEMA 21: 


nen 
a=36 y a. =3/6+7a, , entonces el valor de 


Sea una sucesión tal 


que 


* Como la sucesión es convergente, entonces: 
Lima, =L, entonces 

* En la reglas de recurrencia : 

Lim(a,,1)= Lim(6+70,) > Lima, =:(0+7 Limo, 
> L=Y6+7L + L'-7L-6=0 

* Además, nótese que a, > 0, VnEN >L>0 


(L + 1)(L + 2(L-3) = 0 
* De donde: L=3 


PROBLEMA 22 : 


Sea la sucesión (G/),cy tal que a, =2; a,=3 


y 2, = 3a,,-2a, 
correcta es: 


-y Yn>2. La afirmación 


A) La sucesión (2,,) ¿y converge a un valor finito 
B)a, > 129; Vn>9 C) a, < 100; vn>5 
D)a, <2" +1; Vne N EJa, <1000, VneN 
RESOLUCIÓN : 

* De la regla de recurrencia ya se deduce que: 


=2(0,.,- O, 9) 
5d, _¿= G,.-9, 


Ss 

* Sen: D,,. a 
* Reemplazando: b,,=2xb,_3 Ab,=ay-a,=1 
> br 122"*,b,>b, 227? 


* Luego: a, -a,.¡=2"* 


150,401 


OE 
> a, =2(2 es E 


=2'+1=129>+Vn>9:a, >129 
RPTA: “B” 


* Sin=8:a,= 


PROBLEMA 23 : 

Si (an).ey es una sucesión tal quea,=2; 
4,=3 y 6, = 3a,-2a,_. Vn € N, entonces el 
valor de convergencia de la sucesión (5) ey tal 
que DB, = 7h os: ay 
AJ5/2 


» sar 


Or Dyu2 EJUS 


a 


ALGERIA TE 190) HA — EN CICOFEDIA 2012 
PUEORUCION: za Entonces el valor de ES para n suficientemente 
*De la regla de correspondencia , se deduce que: 
8,,¡%8,=2(0,-a,) + grande, se aproxima a: 

«sus: (0, Je, 50,205. a 2-5 o DO EM 
$ 050,09 =1N Cpy] 5 Gpy3 > RESOLUCIÓN : 
> CI = 20) > 0,=2 x0, +0, =27 "Deba, d7 +4 
PS =9 n=1:b,=b,+4=5+4 

o by=b,+4=0+4+4 
=> a/-a,=2 b,=b,+4=5+4+4+4 

e gi Sumando e 
o miembro 
Ag 49= 2 a 
: miembro 52d, =b,. +4=5+4(n-1) >0b, =4n +1 
* De: C.,, ==3C,, 


a,-8,=2%! 


aa =2 424284... 4 201 


>0,-4=2"-1>0,=2"+1 
+ Conlocual: dy= 22H, y ar 
> Lim b, = Lim (1 42") =1 
> 16.) converge a 1 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 24 : als 


Sea la sucesión definida mediante: a, =/f 
an =/2+ 1 + Podemos entonces afirmar que: 


AJa, converge a 0 B) a, es decreciente 
Cja, está acotada por 1 5 
D) a, no converge E) a, converge a 2 


RESOLUCIÓN : 
+ Si la sucesión (a, Y converge entonces: 


Lim a, =L=Lim a, + Lim a, = Lim.[2+ ay; 


> Lim a, = [Lim 2+ Lima, 
> L=V2+L=>1'-L-2=0 


S(L+D(L-2)=0>L=-1 A L=2 
* Como L > 0; la sucesión converge a 2. 


RPTA; “E” 
PROBLEMA 25 : 
Sean las. sucesiones: D,,, = b,, +4conb, =65 


a == PER AEÍ) MEN 


n=1:0=-3x6 
n=2:0=+3Xx3x6 
n=3:0,=-3xX3x3X6 


>, = (3). x5 => Ca ar 


e n grande 
az 


Ear] 


LA 
* Nos piden 


> Lim|?-]= =Lim|— 


morcol 0.) nos! 


PROBLEMA 26 : 


¡Gn 
Si (0, ), y ¡es una sucesión tal que ay = (2 El 


entonces el valor de convergencia de la sucesión (a) 


..: 
Ajel* Bjet* je” D)e* Eje” 
RESOLUCIÓN : 
* Recuerda que: Ln 1+2) ds 
mel n 
* Más general: an 
y rim[r+ 2) =e,a>0 
nal” an 
* Luego: 


pe 
Limo, = Lim[1+2) =Lim1+1] 


(EDICIONES RUBINOS 


191 MES 


SICESIONTS) 


PROBLEMA 27: 


Si (8n),ey e9 una sucesión definida por: 


a 


entonces el valor de convergencia es: 
D)e 


EY E Bj4e? C)8e* E) le 
e 5 
RESOLUCIÓN : 


* Dando al enésimo una forma conocida ; 
RS 
> ton)» 14! ap (1+2] e (13 s(1+ 


cre el de 


a) 


* Donde: b, —+00, cuando n —> 00 


>0, 


* Luego: Limo, = 


Lim [14 2)” 
ad , 
al 
_RPTAS “D” 
PROBLEMA 28 : E 


[ras fis pr a 
' A 


DY 


AL BJJ CJYa EJ2 


RESOLUCIÓN : 


*Como la o converge a Ya 


*Pues Ap a E 
| ta 


“Entonces se puede aplicar el teorema de la media aritmética, 
dividiendo al numeredor y denominador por n. 


meo 
RPT. D” 


n+1 


PROBLEMA 29 : 


Calcular» Lim%/n? 

rei 
AJ1 B)2 C)3 DJO  EJJ2 
RESOLUCIÓN: 


*De: Lim*/n? = Lim J0EORE)...(n) 


* Podemos aplicar el teorema de la media 


geométrica: Lim a =1 


RPTA: 
PROBLEMA 30 : 


Calcular :Lim0/2xY3xV4x95...x "In +1 
meros 


AJ1  BJ2 DINJZ 


RESOLUCIÓN: 
*Se observa que a, =V/2, ay =Y3, ay =14,.... 
a, ="n+1> Lima, = 
*Luego por el straa dina geométrica se 

tiene: Lim V2xV8 x4/4..."*/n+1=1 
RPTA: 


C)3 EJO 


1 
Lim(n+D"" =1 
noo 


an 
PROBLEMA 31: 
Dada la sucesión: [a,):0, =42: 0, = (270,122 


¿es convergente? en caso afirmativo dad aque 
valor converge. 


RESOLUCIÓN : 
* Extendiendo la sucesión se tiene : 


(a, : 125/24 J2 5/24/24 J2; 


I) Veamos si es monótona : 
=/2</2+/2 =ay 
ay =/2+V2 </2+/2+/2 =a3 


* Probemos que es creciente por el método de 
inducción matemática. 


* supongamos que: a, , <a,Vn.. 7) 


* Debemos demostrar : a, <a,,/Vn 


* Sabemos que: a, =/2+a,_, 


ALGERRA MEr193 
+ aogo: 9501 = [270 
* Nótese que: al-of=0,-06,1>0,de (*) —* Además: 
z Lim 2 


> a,,>al;a,>0Vn => Gp, >0,5Vn 
3 (a, ) es creciente, esto implica monótona 
11) Veamos si es acotada : 


* De lg. anterior hemos probado que (a,) es 
creciente. 


* Luego es válido proponer : 
Q._1 < Gn 


>, 1+2<0,+2>5 Ja, +2< Ja, +2 
ES 


><a, +2>axa,-2<0 

> (a, -2)(a, +1)<0>-1<a, <2 

> (a,) es acotada 

* Luego hemos probado que (a,) es monótona y 
acotada entonces (a,,) es convergente. 

111) Veamos a donde converge : 


* Sabemos que: a, =/2+ 8,1 


* Tomando límite: Lima, = Lim 24 6,5 


nos 
= [2+Lima,,, 


* Ahora, supongamos: Lima, =L 


> Lima, 
noo 


* Por teorema: Lim:a,,, =L 


% Luego, se tiene: =/2+L >L*=2+L 
>L-L-2=0>(L-2)(L+1)=0 
>L=2v L=-1 


* Les único, como (a,) es una sucesión creciente 
y de términos positivos tomamos L = 2 


- (a ¿) converge a 2 
PROBLEMA 32 : 
Calcular : les 
A 1 1 1 


Hut 


rr) 


Em | ee As 
llar ln2+2 An? +3 
RESOLUCIÓN : 


. Consideremos lo pedido a: LiMm4,,, luego: 
* Dado que: 


naco 


1 1 


EEERS 


ln? + E az 


*Finalmente, por el principio del encaje : 
Lima, =1 


neo 


PROBLEMA 33: 


n 
Converge o E E ES. 


RESOLUCIÓN : 
* Utilicemos el criterio de la razón : 
(o 
(2 nu Y E y 
Li (n+1) Lim LE 


mol n 2 


sucesión diverge. 


(PRIMERO A AGNCA DIRIGIDA 
(OD) Dada la sucesión: 


ta, 1=(1; 16; 63; 127; «ua ) 
el valor de ay — a, es 
A) 541 B) 542 C) 543 D) 545 E) 647 
(02) Calcular el término de lugar doce en la 
siguiente sucesió 
(4; 9; 18; 33; 58; caaa $ 
B)4242  C)4243 D)4341 E)4342 


A) 4241 
(03) Calcular el término de lugar cien en la 
siguiente sucesión: ls 7 10 13 ) 


5* 9 15* 23” 
A) 301 B) 300 o 301 D) 305 E) 304 
10101 10102 “10103 10104. 10105 


(0% Sea la sucesión (a,)/a, = 1; a¿= 2 y además 


1 
Ann 41400), Y neZ?. 


Calcular el valor dez H==2%0 4198, 


¡ONES HUBINOS 


HG 10s 57 "ESIONES) 


AJ-2. BJ4  C)8  D)J16  Ej-32 
(03) Se define la sucesión: 
z 11.7 17 . 
: te,1=[2 Ph LEsm.) 


¿A partir de qué lugar los términos de la sucesión 
fa) son menores que E? 


Ai -B)20 C)21 D) 26 E)25 
(08) Sea la sucesión: 
(-2+3" 
(IS 
Encontrar el punto hacia el cual esta converge. 
2 1 
= Cc = 2 
e BJ )3 Dz E) 
((2) Dada la sucesión (a,,), tal que: 
bal sim es par 
PS AS 
dE 
4n+3* 5 


Si dicha sucesión es convergente, calcular: 
Est+a+12420 
A) 15 B)156  C)j400  D)820 EJ4111 


(03) Dada la sucesión: 


Y, EMADA 3) 
8' 12* 16' 207” 
y sea L el valor límite de esta sucesión, ¿a partir de qué 
término de la sucesión, dicho término se acerca tanto a L 
que la distancia entre ellos es menor que 0,01? 
471 B)72 C)73 D)74 


la, = 


EJ76 


(9) Calcular el valor al cual converge la sucesión 
(a,), tal que: . 
0 LA E e 
" 6 12:20 30 n*+3n+2 
BJ04  .C)O5 DJ1  EJL8S 
2-3 


8n+1 
Calcular el número-de puntos que caen fuera del 
intervalo abierto 


Je- 75 2+357[ eonteL= Lima, 


4) 0,2 
(LO) Sea.la sucesión (a,,): a, = 


A)J28 B)30 C)40 D)41' E) Infinitos puntos 
(O) La siguiente sucesión: po 

(0,110, [2+2n+n? 

a Er 


converge a: 
AJ1 Ble C)e* D) 2e 


(DM (5,,) es una sucesión definida por: 


ta r=(dar20r] nel 
Datos: 


Da>0 ab>0 

IT)0<b<a 

IN O<a<b 

Para queel valor de convergencia de la sucesión (a,,) 
sea “b”: 

A) Es suficiente el dato I y no los datos HI y IT. 

B) Es suficiente el dato HT y no los datos I y MI. 

C) Es suficiente el dato HIT y no los datos 1 y 11. 

D) Es suficiente utilizar los datos 1 y IT, 

E) Falta más datos. 


(3) Indicar el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 


E) 3e 


( Hanka,= 


inferiormente, siendo su cota inferior + 


A) FFF B)VVF  C)VFV  D)FFV  E)VFF 
A 
(O) Sea la sucesión: (a,)/0, A 
+ 
Dicha sucesión converge a: 
3 2 
NS BR OÍ. DÉ BO 


(43) Demostrar que la sucesión (x,,), tal que: 


2 =V3; x,=/3x, 15 n>2 
es eonvetgente, en caso afimmativo, determine el 
valor al cual converge. 


4J3 BJ oz Dz E) Es oscilante 


(E) Definimos lla sucesión (a) recursivamente: 
a,=/6+a, ,:Yn>10 a, =/6 

luego indique la veracidad (V) o falsedad (F) de las 

proposiciónes: 

(Ja, ) es monótona 

(.  ) fa, esacotada 

( ) 1a,) es convergente 

A) FVY B) VFF C) FFF D)FVF E) VVy 


_—_— o e 


[CA IBA 


(192) AIN CICLOPEDIA 2012 


(1) A qué valor converge la sucesión (a, ) definida 


por; pr? 

A . 

(m+DI 

u5 Bp1* cJ0 D)j-1 EJ 
(3) Calcular el valor al cual converge la sucesión 
1a,), tal que: a, =Yn 
AJ1 'BJO C)2 D)J2 Eje 
(0) Sea la sucesión (a,,), tal que: 
Dicha sucesión converge a: 
A)0,4 B) 0,5 CC) 0,65 D)0,76 E) 1,25 


0) Dada la siguiente sucesión (a,), tal que: 
a=3A ay=2 además: 

84,9 =48,,,-4,;VneZ' 
con respecto a dicha sucesión podemos afirmar que: 


A) Converge a O. B) Converge a 1 C) Converge a 2 
D) Converge a 3. E) Diverge 


(EGUNOA MERGE NDAICIOA) 


(ODSi (b,) es una sucesión definida por 


27 48, 76 
A E AR 


n-ésimo término es: 


2n? 3n 2n* 
Wan-1 DA 1 
Bn? 3n*-1 
DE + 


(09) si (an), ¿y és una sucesión definida por 


(en) (822 1 a : 
arden = [33 ig igor] entonces e 


n- ésimo término es: - 


, 
n+1 gaD! 


S Ss o n+n n” n! 


D), E) 
n+1 y 2 


gy 142" 2 


(03) si [e,), ¿y es una sucesión definida por 


da. ey =11 AS 
[CARES es: 


435 205 
yz Big Y 


(02) En la siguiente sucesión : 


120 


ETA A 
anden [hs tm» el término de 
lugar 8 es: 

137 127 117 117 116 
vn Bo al Di DE 


(03) Considere la siguiente sucesión [0),ey 


9.11 13 
definida por fondue = [Es ia) da 


partir de qué lugar los términos de la sucesión son 
'menores que + 

AJ20 B)21 C)22 D)J23 E)24 
(09) Se define la sucesión (2), ey de la siguiente 


+9 vn >3 
1 


forma; a, = 2,0, = 
¿Qué elementos de la sucesión cumplen la condición 
(a, -2/<5 


AJTodos los elementos 


B)Todos los elementos a partir de 4, 
C)Solamente a, y a, 


D)Todos los elementos excepto a, y 
EJNingún elemento 


(0) Determinar el valor de verdad de las 
afirmaciones siguientes: 


Bn-ant-a 7 


D s(n2+1) o es creciente 


cn" 


10 lion +1 


Mer 


In) [(-8)" +3"), ¿y es no decreciente 
AJFVV BJVVF C)VFF D)FVF 


(03) sifan)ey es une sucesión tal que 


EJFFF 


n+1 


n= » entonces indicar el valor de verdad 
n +n+1 


de las siguientes afirmaciones: 


(Enx NES REOBIÑSOS 


[es EEE Lol 


SUCESIONES) 


EC NES converge a un valor menor que 1 


II) VEN : a, €l0;1] 

UI) Sin > 99 entonces |a,| > 0,99 
AJFVV _ BJVFV  C)FFV  D)VVF 
(0) Se definen las siguientes proposiciones 
lógicas: + 

p : Si la, | es acotada, entonces la sucesión es 
convergente 


EJFVF 


q : Si (a,) es creciente, entonces la sucesión no es 
convergente 

r.: Si (a,) es no decreciente, entonces la sucesión 
puede converger 

t: sita,) y (b,) son convergentes, entonces 
fa, + b,) es también convergente 

Si M es el número de proposiciones lógicas 


verdaderas y N es el número de proposiciones falsas, 
entonces la relación correcta entre los valores de 


MyNes: 
A) M>N B)JM<N CIM=N 
D)J4M+N =16 EJ3N =M 


(7) Indicar el valor de verdad de las siguientes 
afirmaciones: 


+1 
1) La sucesión (Log. |* ] 


3 2 
” 
11) La sucesión Eb. creciente 


1H) La sucesión [(11" ln) ey es monótona 


AJVFV B)VFF  C)jFVV D)VVV  EJVVvF 


(Q) Indicar el valor de verdad de las siguientes 
afirmaciones : * ” 


D La sucesión [(-0**)__,, es acotada 


N 


an 
A 
le 


Y 
UI) La sucesión Í2)”*"),.,, no está acotada 
A)VVV  B)VFF C)FVY D)FFF EJFVF 


(O si(o.),. y es una sucesión cuyos elementos 
cumplen las siguientes condiciones: 


a,=1 
a,=2 


a. =3(0,. +0, 1), Vn> 2 


entonces el valor de |a;9, —,00| es: 
AJ2% pj 02% Da 


(63 Indicar el valor de verdad de las 
siguientes afirmaciones: 


Ej 


1) La sucesió 55 decreciente 
sucesión eniderrecient 
lo G 


(1 13n 


ps 


H)La sucesión 


a 
6n+1 
3n +2, 


AJVVV  B)VFV  C)VFF D) FFF 
(1 Sea (bn), una sucesión definida por 


J11) La sucesión l | es divergente 
"EN 


EJFVF 


5.7 9 14M 
bno [tora , entonces el valor de 


convergencia es: 


1 
BI 


ES 
5 ) 


AJO 2 


Cc) = DJ 
3 


(63) si [a.), ¿y es una sucesión definida por 


andre = ( 


convergencia es: 


, entonces el valor de 


ai E) z 
3 ) 


BJ2 
ó 4 


Aja 


Cc) 


(Ud) si (d.),y es una sucesión definida por 


el valor de 


EJ9 


B)3 
(1) Indicar el valor de verdad de las siguientes 


C)j4 DJ8 


proposiciones: 


9 2 
D 8 | es una sucesión convergente 
31 Tre 


nn 


A _—_———<—Á 


CALIENTA 


Vico CELTA 0] TN CICLOPEDIA 2012 


AY 
KI) SiO < a <b, entonces la sucesjón (2) | es 
a. ”nEN 


convergente . 4 
11) Toda sucesión acotada es convergente 


AJVVV  B)FVF C)VFV D)FEFF EJVFF 
(O sea feney una sucesión tal que 


2, 2546 
"  3n+3 


oO A ero mata dela 


2n+6_ 
3n +3 
el máximo valor que puede admitir k (con n > k) es: 


AJ268  B)267 C)266 D)265 E)264 
(D si (0,), ¿y es una sucesión definida por 


(a, ) =12:5;9;14;20;....), entonces el valor de 


sucesión (4, ).ey Y <0,005 , entonces 


ion omita [a 
convengencia de la sucesión (7227) e 


1 
B) 10 CJ D)2 EJ10 


ED) Si el vigésimo término de la sucesión 


AJO 


nx +41 
441] 


do,)= 


Ea la unidad, entonces el 


valor de convergencia de la sucesión (d,) 


1 1 4 
AJO B) 7 C) 2 D)1 E)2 


Dindicar el valor de verdad de las siguientes 
afirmaciones : 


DLa sucesión (- 
unidad 


1) La me REA] 
divergente" 


UD) La sucesión [Van +bn+e-(Va)n) ey 


converge al valor de ua 


AJVFV B)VFF  C)VVV e D)JDVV EJFFV 
+1 
E) si [8n),,ey es una sucesión /4,, A 


entonces el valor de convergencia de la sucesión (a,) 
es: 
A-1/3 BJuz Cj2/3 D)ja/3 EJ5/3 


(€E3) Indicar el valor de verdad de las afirmaciones 
siguientes: 


DLa sucesión : 
lla-0)Vn +(b-c)Vn+1+(c-0a)/n+2),., es 
divergente 


1) La sucesión : 


alt). 


1 
converge a y 
a [A 
sucesión [2 e a 
A 
AJFVV BJVVV C)FFV  D)FFF — EJVVF 


ED si [0,),.y es una sucesión tal que 


Pat >1, entonces 


6,=130,=2 y Gp = 


la sucesión (4, ), ¿y converge a: 


1 1 3 EA 5 
Ny Bo 0 Di E) 


€E3) Si la siguiente sucesión : 


len duey = (Un? =n+1-n4-B) es convergente 


al valor de cero, entonces indicar el valor de verdad 
de las siguientes afirmaciones: 


DAXB>0 1) A= 
AJVFV B)FFF EE 
EN) Si la siguiente sucesión : 


¿NB= 11D AXB= z 


D)FFV EJVFF 


241 
(a, Inem 5: pt —np-q[ es convergente al 


n+1 
valor de cero, entonces la relación correcta entre 
los valores'de p y q es: 


A)q=2p B) p-g>0 C)ja>p D)p=4q EJa<p 
Ed Dado que a,>1 considere además que la 
sucesión verifica a, =/ma.-y - 


AE 


([EMICIONES _RETINOS 


1197 


SICESIONES) 


2 
22001 ] 


22002 


Halle el valor de [ 


E > 
AJ2001* m0) Oh  D)12002)* En 


EBsi"[C.),ey es una sucesión definida por 


Ss a 
C,, Ed lA 
1 pe , entonces el valor de 
convergencia es: 
15 17 2 
AJI > Cc) “3 DjO El=35 


na+2n-—3 
E) Si la sucesión | b-2H41. Len onverge a 
3,, entonces la relación correcta entre a y b es: 


AJja-3b=6 B)a-3b=8 C)3a-b=6 
D)3b-a=8 Eja+3b=8 


Ed) Se define la sucesión (8), por : 


O A 


afirmación correcta es : 


AJEs convergente al valor de 1 B)Es divergente 
C)Es convergente al valor de cero D)No es acotada 


1 
E)Es convergente al valor de 


Ed Se define la sucesión (a,,), y /a7 =/3+ V3 y 
a, =/3+a,.,,Vn >2. Entonces , la afirmación 
correcta es : - 
40 fe)yew converge a J3 

o 
B) (a, ),.¿y es decreciente 


O) (an). ey es acotada 


D) fam), converge a E 


Entonces, la afirmación correcta es: 
A) Las = 2MX 3 Ln BI X= LM 1 — rg 
C) Xms2 = 241 Kn DO) Kepa = LIM 5 — a 


El Xnss = 


ns — +3 


ARAGICA 


(OD Sea (a,) la sucesión tal que: a,= 


20, +1 
2.1 5 5 m21. Calcular G2p99 


arzoo1 BZ e) 2004 E 


(02) Dada la sucesión (a,) de a, =3n-1 entonces 
la suma de sus «p» primeros términos es: 


Pza B)3p +1 
D)p(3p+1) EJ? +p 


(63) Se define la sucesión (a,) tal que: 0.:=0,+ E 


2002 y 
y e 
Vn>1;a,>0. Hallar: —k=1 %k 
22003 — Uy 
2 
AJ2* BJ3 Cj3* Dz EJ8 


(02 si (a,) es una sucesión definida por : 


2,=2;4,,,=2a,,4,, Vn>1, además az, =106 . 
hallar: 6,4839 
AJ200  B)300  C)JI7S  DI95  EJ245 


(03) ¿A partir de qué términos de la sucesión 


1 
(E) la diferencia de dos términos consecutivos 
2n+3 
+ 
es menor que pg? 
AJ3T O Ban CIR je. EJ7 
n PE 
(09) Dada la sucesión gnzarz)» da qué valor 
converge? 
1 3 4 
A) 4 BW cra6 D) 77 E) 3 


CA A ZIEREA 


JE5(1198) 


TIPO O rea 2012) 


((2) Indicar el valor de verdad ey cada una de las 

siguientes proposiciones ; 

ost: al convergen E , 
3n+n+1 Es 


n+1 


A 


+ n+1 
(9 Si: 1) converge a 1 


AJVVV_ B)VVF  C)FVF  D)JFFV  EJFFF 


a 
(1) Aque valor converge la sucesión (25 ] 
ni +4n 


Aje Bje" Cje-1 D) Je EJYe 


3n+5 
converge a: 25+4, 


(09) Si la sucesión pus 
indicar el valor de «b» 
AJ BJO Cr2 E)Absurdo 


(10) indicar el valor de verdad en cada una de las 
siguientes proposiciones. 


D)-1 


7 
0) Sito 7| converge 


NAS: E MS 
HaTES Sima 
cla | converge 
AJVVF BJVVV  C)FVF D)FFF EJVFV 
(Q) Dada la sucesión (8, ) Ll indicar 
J2x3")> 


la afirmación cobrecta : 

AJLa sucesión no converge 

B)La sucesión es monófona creciente 

C)La sucesión no es acotada 

D)La sucesión es monótona decreciente 
EJLa sucesión es acotada pero no converge 


(Dndicar el valor de verdad , de las siguientes 


proposiciones :* y 
(_ ) La sucesión (n*-n) es monótona 
(3 (27") es decreciente 


oy [re esmúltiplode2 
(JS: 210: entos demás casos PMtonces (a,) 


es convergente 
AJVVV  B)VVF 


(63) Dada 1 ió EZ 
Jada la sucesión [755 i7g 
qué valor converge? 


C)JVFV_ D)VFF  E)FFF 


a mi az D) E 
2 3 3 3 


(1) ¿Cuáles de las siguientes sucesiones son 


J z ¿ua s) 
+3 


convergentes? 


B) Sólo II C)Sólo 1H 
E) Todas 
A 1 1 1 
O um: Uen[1- aa] 3e)- (1-72) 
1 2 1 3 
NZD 07 DG ENZ 
-fLn(m] 
(0 si: [+ +8 qué valor converge? 
1 

AJ1 Bje A Do Ele 


(E) Indicar cuál o cuáles sucesiones cumplen: 
4, San, ¡VrEN;n>1,si: 


n 2n+1 
D (8n +6) 1m (ES! un) (| 
A) Sólo1 B)Sólo H C) Sólo II 
D) Ly HE E) 1y MI 


CLAVES DE LA PRIMERA a 
[234 0506)" Era DADA 
1)10132)0)|13)5 [£0E|15)4 [16)8] 18)419)D|20,0] 


CLAVES SEGUNDA PRACTICA 


) E 
1) E 32) € 


01) E 02)A 08)B 0DA 


06) C 07) 08) B 09)C 10) B 
11) 5 13)R 13)C ME 15)A 
16) D 17)A 18)B 19)A 20)A 


(EDICIONES _RUBISVOS 


AA 


OBJETIVOS 7 


* Calcular la suma de series convergentes utilizando 
ciertos métodos . 
* Aplicar los criterios de convergencia en las series. 


INTRODUCCIÓN : 
Dado un conjunto de números fa, a,..a,), el 


A 
símbolo > 2, representa su suma indicada o 
k=1 


sumatoria. Es decir : 


Y 4,=4,+03+03+...+ 
ES] 


La letra griega sigma ) denota la sumatoria y a, 
representa el k-ésimo término . La letra k se llama 
índice de sumatoria o variable de sumatoria y. 
adquiere valores enteros sucesivos. la 


EJEMPLO : 


4 
Calcular : DA? 
= 


RESOLUCIÓN : Av 


* En este caso a,=/P. Para evaluar la sumatoria 
sustituimos k por 1; 2; 3 y 4 y se suman los 
términos resultantes . Ásí, 


4 
DrA=P+274+3%4+4*=14+4+9+16=30 


"  SUMATORIA 


Consideremos «m» y «m» dos números naturales tal 

que msn, y «fo» una función definida para cada 

¡e N donde: m<isn,luego la notación : (0D, 
La 

nos representa la suma de los términos 

Fm); f(m+D;f(m+2)5...5 fm); es decir: 


+f(m) 


E FO=FfmM+f(m+D+fUn+2)+ 
SS 


donde «é» es el índice o variable , «m» es el límite 


inferior y «n» es el límite superior - 
EJEMPLO 1 : 


EJEMPLO 2 : 


Si f(í)=c08 ix, entonces : 


$1 (1)=H cos ¿x= coax +cos2x + cosBr +... +cosnx 
£ 


5 
OBSERVACIÓN : 
En la sumatoria Y” f (4), existen (nm + 1) término 
dm 
los cuales son F(m):f(m+D;f(m+2);..5f (m+(n-m)) 
enparticular,sl:m=1y n21;entoncesen D.f(i) existen 
n términos, es decir; e 
Er 
a 
PROPIEDADES DE LA SUMATORIA 


Sean f, g funciones definidas Vie Z, k constante. 
DÉXA=kn ISO=EErO 
E E E 


FDAFDINSA 


rm) 


m0) Ent m+Dk MECO Eros 
vEro= E 16-0 WwEro- E 16+0 

PE O 
UI EO-T(-0)-160-1(4-2)- (17 Re gla Tolescópica) 
VIE O-16-D)=-160-1(4+-D...1ra Regla” 

5 Telescópica Generalizada) 
DOTE G+D-F6-D)= 1 (m+D+T6)-P(D-[ Oe 
A Re gla Telescópica) 

INE (G+D-1(6-D))=F (+ Ds F600-F 0) (Mins 
fala Regla Telescópica Generalizada) 


* Para denotar el índice de una sumatoria se pueden 
usar otras letras como «R», «is eo. 


—— o_o E A 


LAMA MEME SA E51200)| 


EJEMPLOS : 


Xy 


il 


£ 


$ 


2 - 2 
aa ta Este=a= e 


Ea a +a7+0,=0+0+0= S=Ye 
ha 


¿Yay=o, +0,+0, +05 +0) 
is 


...(Propiedad Telescópica) 
SUMAS FIVITAS NOTABLES 


Existen sumas finitas que son utilizadas en una 
serie de problemas prácticos de gran interés, los 


principales son : 
Es 
> yo Jal D 
am) Eu-| as ] 
EJERCICIO 1 


n(m+1) 


1) 1) 


z nla+ D(2n+D 
ti 
2 B 


Ewe= nn+ M2n + (Sn? +5n-1) 
E 30 


1 
Calcular: S= 
pa Medsa 


RESOLUCIÓN : 
* El equivalente , será : 


s=$( 


E 
* Donde se puede hacer: y => 


El 


E 5)j* S 1 
E k+1)- E 


=) 


R+1 k 
ve 

Rk+1 
* Recordando la propiedad telescópica : 


Y (0rer 09) = 04:14, 


1 
* Luego: s- 5-7) 
E +1 1 


EJERCICIO 2 : 


2k-1 
aro (+ D? 
RESOLUCIÓN : 
2h-1 
Eran? 


Calcular: A= 


* En este caso a, = el cual se puede 


escribir como : 


EL a NCICLOPEDIA 2012) 
CES UE. LS TES e] 
AD CAD A E 
* Entonces : 
la] 
ERMID ELAD? IÓ 
= 17) amy 10200 
oy? É Gon? 10201 


EJERCICIO 3 : 
0 

Halle el valor de : Y'(V24+1-V2=1) 
dl 


RESOLUCIÓN : 
* Mediante la regla Telescópica se tiene : 


F()=/2i+1>fG-1D=/25=1 
= $ [2i+1-J23-1) = f (40)-f(0) 
á=l 


=/8B1-1=9-1=8 

EJERCICIO 4 : E 
Hallar una fórmula para la sumatoria: ), 
RESOLUCIÓN : Z 
» Aplicando la Regla telescópica se tiene : 


bil 


Y [G+D!-i!]=f(m)-f(0), donde : F (2) =(6+D! 
ES] 

* Simplificando mediante propiedad del factorial la 
expresión dentro del corchete . 


Y (61(+D-¿1)=(1+D!-1, dedondes 
E 
AE il- 
EIERCICIO 5: 
Hallar una fórmula para la sumatoria: > 5 
RESOLUCIÓN : Bel 
* Mediante la Regla Telescópica se tiene : 


El —6*) = f (1) -F (0), donde : f(6)=6'" 


¿iD=(n+D-1 


Y (5.5 - 5) 5> 
7 


UECa -1) 


Fast 5(5”-1) 


Es 1 


> Es- 
DO 6: 


1 
a Losa 7 


(EDICIONES RUBINOS MEGuzor 
RESOLUCIÓN : 
$ A numerador y denominador por «dt», así 


Í E E R+1-1 * Y mediante la 2da regla Telescópica se tiene : 
A vaTE DI a ¿(R+D! 


s cos(n+1)x + cos(nx)-cos x-1=-2senx)' sen (ix), 
1 


Eldcbalo)Elirata) > 
ED (+D1) EAT Dr despejando )'sen(ix) se tiene : 


+ Y [cos(i+ Dx con(i-1)x]=- 2uenx Y sentix) 
E a 


E NE 1 (+ D!- la 
alar MD ts a e MA 


* Por lo tanto: 


E 1 _M+D!-1 SERIES 


2D -D1 (n+D! 
EJERCICIO 7: 


pr 


Sea (a, ) una sucesión de números reales . La 


expresión 0, +0,+ay+.0, +. se denomina serie 


numérica o simplemente serie . Para denotar una 


Calcul: S= 
ar s= $ serie, se emples Ja notación de sumatoria : 


a) zz 
RESOLUCIÓN : Y a, obien Ya, 
* Haciendo : pd 


Enla última serie se sobre entiende que la variable de 
dt 1 Sl are ] sumatoria es n . Cada número a,,k = 132; 8; ....esun 
4k*-1 (2k-D(R+D 212k-1 2k+1 término de la serie y a,, es el n-ésimo término. 
e --¿| A ] EJEMPLOS : 
4k*-1 21 2k+1-1 2k-1 Los siguientes son ejemplos de series numéricas 
* Luego lo pedido será : 


5 a 1) ME BED O ME 


sl = Esa 3 2 El slo 
2 2(k+1D-1 2k-1 21 2(0)=1 2(D-1, 

do AS Surge una pregunta natural: ¿Qué sentido tiene 

>5-¿(0-1)= hablar de la suma de una cantidad infinita de 

E términos?. Por ejemplo es fácil convencerse de que 

EJERCICIO 8 : no es posible calcular una suma finita como la serie: 


2.444 64 Bt... +2 Ha 


Calcular : Y sen(ix) ya que se obtiene sumas acumuladas que crecen 


El 


- conforme «n» aumenta . Sin embargo , si 
RESOLUCIÓN : comenzamos sumando los términos de la serie . 
* Usando la identidad : DER AA 1 


e e e e 
2 "4 8 16 32 20 


A a A 
id * Obtendremos : 


2 ""|_A+B=2x 


A-B el aca Jreobvientod 


remeros (IL) 


* Reemplazando (11) en (1) se tiene : 


cos(i+1)x—cos(i-1)x=- 2senixsenz, aplicando — Es decir, cuanto más términos sumemos , las sumas 
acumuladas o parciales se acercan cada vez más a 


sumatoria a ambos miembros : 


CALAZIZHERZA 
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1. Esto nos muestra que al sumar infinitos términos 
podemos aproximarnos a un ciefto valor o por el 
contrario la sumas pueden ir aumentando 
permanentemente. Así cuando éscribamos 


Ya, =S deseamos indicar que si sumamos la 
et 


cantidad suficiente de términos de la serie, podemos 
aproximarnos tado lo que queramos al número $ . 


Desarrollaremos estas ideas con más detalle en la 
siguiente sección donde estudiaremos el concepto 
de convergencia de sucesión y series numéricas .. 


DEFINICIÓN : 
Una serie es la adición de todos los términos de la 
sucesión (a,) y se denota mediante el símbolo : 


Y 4,: También podemos usar las siguientes 
E) 


notaciones: 


Ya, = Y a,=4,+03+ 434. 
E 


” 
=Lim(a, +ay +Og + eos LA 


Además, ala suma: (4, +43+434+..+4 


denominaremos n-ésima suma parcial de la serie y la 
denotaremos por S, 


EJEMPLO : 


* A partir de la sucesión: (a) : 


* Construimos la serie : 


Se denomina n-ésima suma parcial 


GENERALIDADÉS : 


* Las series que tienen todos sus sumandos , 
positivos se denominan series de términos 
positivos. : É 

* Las que los tienen alternativamente positivos y 
negativos , se denominan series alternadas. 

* Aquellas en el orden de aparición de los términos 
positivos y negativos es arbitrario, se denominan 


series de términos cualesquiera . 
> Sea la sucesión (a,) de números reales , a partir 
de ella , formaremos una nueva sucesión (S, ), 


donde: 5=a 


S,=a,+a, 
S,=4,+0,+0, 


Sumas parciales 


S,70,+0,+403 + +4, 
Los números S, se llaman sumas parciales de la 


to 


serie Ya, y a (S, ) se le denomina sucesión de sumas 


parciales de la serie Ya,.. 


CONVERGENCIA O 
DIVERGENCIA DE UNA SERIE 


La serie Ya, es convergente si y sólo si la sucesión 
de sumas parciales tienen límite finito, a este límite 


0) sele denomina suma de 
7] 


la serie «Si Lim'S, =4:0:0 no existe se dice que Ya, 


pue 
es una serie divergente . 
EJEMPLO 1 : 


e 
E+D ko R+1 


"Sea: ay = 
* Luego : 
Fa! 
1 


> n ” 
a a 
» 


* Entonces : )) az"converge a 1" 
L=] 


EJEMPLO 2: 

a 

Nr =1P42%4 374 
k=l 


podemos decir que esta serie diverge; ya que susuma 
tiende a +0 (no tiene suma) 


SERIE GEOMÉTRICA 


1 


por simple análisis 


La sucesión; a.¡ar ; ar?;..¡ ar" es una 


progresión geométrica y la suma: 


Far =a+ar+art+arit. 
o A 


Jr0;as0 


[EnIcroxeSs_RUBINOS 


1308 ME 


SERIES) 


Recibe el nombre de serie geométrica , cuya razón 
es r . Veamos en qué casos esta"serie converge o 
diverge . Calculemos la enésima suma parcial de la 
serie. E 


Sir=1;8, =na; limS, = o >la seriediverge 


[ Silrl> Ir" > ; limS, =0-» la seriediverge 


> la serieconverge 


Silri<I; r">0 ;limS,, 


Ir 


TEOREMA 2 


*Si lr] <1, la serie geométrica )) ar” converge y 
n=0 


tiene por suma 2. 
ir 


* Silrl>1 la serie diverge . 
EJEMPLO 1: 

E 

EG) = 


geométrica de razón r= 5 por tanto convergente, 


1 
luego por teorema : —3 - =3 e 
3 
EJEMPLO 2 ; 
s-2.3,3, 3, se trata de una serie 
5 10'20 40 


geométrica de razón —Á , por tanto convergente, 


SERIES ARITMÉTICAS GEOMÉTRICAS 


El n-ésimo sumando de este tipo de serie , es decir, 
a, es de la forma : 


Donde: 

* b, es el n — ésimo término de una sucesión de 
IÓ 2% 63" ..... orden . 

* e, es el n-ésimo término de una sucesión 
geométrica . 

Este tipo de series converge si la razón de la sucesión 
geométrica es mayor que 1,, si la razón es menor o igual 
que uno diverge. 

Para el caso de convergencia el valor de la suma 
designémosla por $ se obtiene formando la diferencia 


s- ls enanas! (r es la razón de la sucesión geométrica) 
T 


EJEMPLO : 


800 14 17 , 
8,11, 14,17... designando 
tati? 
por $ la suma propuesta tales que : 
8, 11,14 17 


7 E io DN TN 
y 


* Obtengamos : 5+ 


EAS 


* (Nótese que los numeradores forman una sucesión 
aritmética de 1 % orden y los denominadores forman 
una progresión geométrica de razón r = 2) 

3 


Ss 2 SEO 
a 
2 


SERIES ARMÓNICAS 


Se denomina así a la serie de la forma : 


A 
TS Ta 


¡Convergentes para a >1 


* Estas series son E 
Divergentes para as1 


* Por ejemplo para a =1: 


LE e . 
A A o te 
iio esta serie es divergen: 
PROPIEDADES DE LAS SERIES 
INFINITAS 


2 A 
SiN a,=A4; Y) k,=K, un númeroreal las 


1 aL 


CAME IZHERETA 
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series que siguen convergen a las sumas indicadas . 
A 

11% 

LE 


Y (a, +E,)=A+K 


m=1 


20, =4-A 
1 


Y (0, -h,)=A-K 


Pon 
Y (la, + ph,)=44+ PK 
| Qinealidad delas series) 
CKITERIOS DE CONVERGENCIA 


Antes de enunciar los criterios debemos considerar 
que una condición necesaria para la convergencia 


dela serie Ya, , es que: 
[E35="] 
ma 


7 Sila serie) a, es convergente, entonces 
E 

Lima, =0 

mo. 


* Es decir : 


Si Lima, = 0 laserie), a, no necesariamente 
1 | converge, es decir, puede ser convergente o 
divergente. e 

Si Lim a,, + 0 entonces la serie diverge 


ni 


RJEMPLO : 


La serie $ es divergente, dado que: 


al 


OJO : 
Es importante tomar en cuenta lo anterior , dado 


que en algunos casos permite determinar 
rápidamente la divergencia de una serie . 
TEOREMAS : 

A) Si Ya, esidivergente y keR, entonces la serie 
Fa, es divergente - 

B) Si Ya, es convergente y Bb, es divergente , 
entonces: ),(a, +b,) será divergente . 


C) Si Ya, y Eb, convergen a «A» y «Bu» 
respectivamente y sea «le» una constante, entonces: 


D) Y ka, =kY a, converge a «RA» 
IM) Y (a, +b,)= Y a, +) B, converge a « A+B» 


EJEMPLO : 


3 1 
A ús SN A 
que número converge El. y ] 
RESOLUCIÓN : 


Considerando las propiedades se tendrá que lo 
pedido será ; 


1 1 a 
a CREE 
A AA 
a 5 
propiedad telescópica en 
de una progresión 


geométricadecreciente de razón «J.» , se obtendrá ; 


* Luego aplicando la 


«a» y la suma 


1 
a[1-1]-3,25> La serieconvergea E 
PUNA 2 

3 


1) CRITERIO DE COMPARACIÓN DIRECTA : 


Sean 4, y DB, dos series de términos 


nl 
positivos , si a, <b, para todo n suficientemente 


grande , entonces se cumple : 


1 | Si Y) b, converge, entonces), a, converge. 
E 


aL 


1 | si Y a, diverge, entonces Y'b, diverge. | 
da ES 


EJEMPLO 1 : 
Determinar si Ja seri es converge . 
RESOLUCIÓN : 


Sen n 2 1 
Dadoque: n(n+1) n(n+1D 
A 


Como :; a, <b, y Y, b, es convergente , luego : 


(EDICIONES RUBMISOS 


DELTA 5 


SERIES) 


Sen n 

Zo.= a 

EJEMPLO 2: >, a 
Estudiemos la seri ad 
* Sabemos que: "=12.*M 

PLin>2",Vn> 


CONVerge - . 


1 1 
——<— vn 
Mán? 2 

a 
* Luego : z a 5 convergente por tratarse de una 


serie geométrica de razón A 


* Por lo tanto : 
2 ni 


EJEMPLO 3 : 


es convergente , 


Respecto a l: 2 
¡pecto a la serie : pa 


* Sabemos que: R->Lnk ; 


1 
Eva 


k>2 


* Entonces : 


* Luego: Y A es divergente pot tratarse de unÉ 
e 
serie armónica . 


17 1 A 
* Por lo tanto Fay es divergente 
¡E Lnk A 


B)CRITERIO DE LA RAZÓN(D' ALAMBERT) 


Sea la serie 2%. con” a,*0,VneN y 
- 

tampa entonces: 

| a, 


Si r<1,la serie converge 
Sir >1 la verie diverge 


Sir =1 no se puede ofismar si converge 
2 diverge 


EJEMPLO 1 : 
* Con respecto a la serie : 
A Sn 
212% 
* Tenemos que a, e ; luego an 
"Así: 
ED n+1_1 
A 


* Por tanto la serie Y” E es convergente , 


a=L 


EJEMPLO 2: 


2 2 
CATE A OS 
> La serie dada es convergente . 
B)CRITERIO DE LA RAÍZ (0 DE CAUCHY) 


Dada la serie: 


H anscon 24 20 y Limia, = Le R;entonces 
kai 


SiL<1, entonces a,es convergente 
hz 


a SiL>1, entonces Ya, diverge 
yy] Si L=1, el criterio no permite asegurarla! 
Convergencia o divergencia de la serie. 


EJEMPLO 1 : 
Analizar la siguiente serie: Y L- 


an 


RESOLUCIÓN : 
* Usando el criterio de la raíz : 


imsfa, = Lim 
Limsla = Lime 


* Entonces pt converge 
20 


=Lim2=0<1 
non 


EJEMPLO 2: 
Con respecto a: $ 1 
(LnkY* 


*Sea: a, = 


E 
L=Limbfa, = Limil(LnkY *= =Lim_Lz= 0 
pS hor Lnk 


* Como L < 1 el criterio de la raíz nos dice que la 
serie es convergente . 


CAIAZIZIERZA 


4) CRITERIO DELA COMPARACIÓN 
POR LÍMTT, ES: 


* Sean A, 20, 20 aLimot=L; SUE uEOR se 


cumples 

SiL>0 y (L200), entonces Ya, y Dd, 

ainbas convergen o ambas divergen a la vez. 
Si L=0, entonces : 


r 


Rel converge > "Do, = converge 

2 [SL entonces: 

1 | 5 yb, diverge > Ya, > diverge. 
EJEMPLO : 


Determinar la convergencia de : 


Ena(1+ a 


RESOLUCIÓN : 
Consideremos : 
Y - 10145) ENE 
> n(n+1 ” — n(n+1) 
1 
ACP 1m(1 (49) 
> ESE hos Ta 
n(n+1 


nin+1) A 
= Ln Lim 14+— ) =Lne=1>0 
n(+D - 


y como le es convergente , entonces : 


1 
oa -Em(1 3): será convergente . 
8) CRITERIO DE * 7” (DE PRINGSIIM) 


Sea Ya, a Ligmn"a, = L; luego: 


Si Lc ("Les finito, pudiendo ser cero), 
entónces: Si P>1 > Ya, converge 
Si L+0 ("L" puede ser "o"), entonces: 

Si Ps1= Ya, diverge 
CONSECUENCIAS : 
*Si L*0nLz0, entonces: 

Si P>1 => la serie converge 


Si 


P<1 > la serie diverge 


ME(1306) 


TT NCIOLOPEDIA 2012) 
*Si_L=0, entonces: 

Si P>1 => la serie converge 

Si PS1 => no se puede afirmar algo 


*Si_L=w, entonces: 
Si P>1 => nada se afirma 
Si P<1> la serie diverge 

EJEMPLO 1 : 


Analizar la serie : N. 
n + 


RESOLUCIÓN : 


Veamos: Limn"a, = Lim ds, =1, seaprecia que 
A 
Aro P=2>1 => —— converge. 
Es A ia 


EJEMPLO 2: 


L_, converge si P >1, y diverge 


Demostrar que $: 


An 
si Po Lime (La P- series). 
RESOLUCIÓN : 


- 


Sea/L=LimnPa, = Limn?.L= 
pat rise 
2L+0 y L41, entonces: 
; 1 
* Si P>1 > Y 5 com 
j 2, F converge 
«si P<1> E diverge 
”n 


OJO ; 


Las P- Series son importantes en la comparación 
con otras series . 


«y ¿di 
a FA ips 


6) CHITERIO DE LA CONVERGENCIA 
ABSOLUTA 


Si: Yla,| converge > Ya, converge 
Diremos que una serie converge absolutamente, si 
la serie de valores absolutos de sus términos 
convergen , también se dirá que es absolutamente 
convergente. 


(EDICIONES HKOBINOS 


SES) 


EJEMPLO : 


la serie Y 65 cies abeojutamente convergente, 
nl 
SS y 1 


n=1 


=1, converge 


ta Ol 


azi 
OBSERVACIONES : 

* Unaserie convergente cuyos términos son todos 
del mismo signo es absolutamente convergente 


* Toda serie absolutamente convergente es 
convergente. 


* Pero no toda serie convergente es absolutamente 

convergente . 

* Una serie convergente e a, tal que y la, 
=1 

diverge, se llama con dianalnent convergente 

7) CRITERIO DE LAS SERIES 

ALTERNANTES O DE LEIBNIZ : 


Una serie es alternante , si sus signos de sus 
términos , son opuestos alternantes , es decir será 
de la siguiente forma: 


Y (0"" a, , la cual será convergente, si; 
n=1 h 


1 | [One <lenl |, 
IM | Lima, =0 
eo S 
EJEMPLO: 
¿ Converge y CDE, 
Ol 
RESOLUCIÓN : 
* Como : 
Ano! y" 
A e El E nia ralla] 
* Además que: Lima, = Lim H—=0 
non +n 
* Con lo que: $ (D"*a,, si converge 
el 
OBSERVACIÓN 
La siguiente serie llamada anarmonicamente 
0 (ya 
a , enesteenso a, => , por tanto la 
n n 


sucesión (a,)es no creciente y de términos positivos, 


además Lima, =0 cono cual podemos afirmar que 
Ey 


la serie Y 


nl 


es convergente. La serie 


ey 
es convergente, pero no es 
¡a [Ena yl 


an 


anarmónica Y) 2 — 
ES 


absolutamente convergente, ya que É 
es la serie armónica que es divergente, Par lo tanta 
- es condicionalmente convergente. 
8) CRITERIO DE RAABE : 


Sea Da, una serie de términos positivos . 


Ea 


* Sea r= Lim m(1-Se2) entonces ; 


T |Sir>1 -»laserieconverge 
Mm Si r<1 > la seriediverge 
TI | Sir=1->n0 e puede afirmar nada 


EJEMPLO 1 : 


1 
¿ Converge : La? 
RESOLUCIÓN : 
1 

(n+ 1) +2 
> Limite: =1; luego no se puede 
aplicar el criterio de la razon; aplicando el criterio de Raabe se 

3n 430 + 

Pf 
2. (n+1) +2 
*porlo tanto la serie dada converge. 


EJEMPLO 2 : 


4,=— 54, 
a 


tiene : Lim nit]. =3>1 
qe pe 


¿ Converge : 
E 2x4x6x8x..x(2n +2) 
A 1367 xx (2n 1) 


RESOLUCIÓN : 
* Primero : 
2x4x6x8x 


x[2(n+1D+2] 
[2(1+D-1] 2n+4 
(2n+2) —— 2n+1 
1367 x.x(2n= 1) 
* Entonces: aplicando el criterio de RAABE : 


ON Limin+4_ ha, 


A 


A O E 


luego la serie dada no converge. 


[OU BE FF ZITIZIAN 
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9)CRITERIO DE CONDENSACIÓN EJEMPLO 2 : 


DE CAUCOY 2 


Sea y A, una serie de términos positivos tal 
que n=1. 

(, 24,,, V MEN ; entonces la serie ), Q,, 
converge El 


(o diverge) si y sólo si la serie yn 2" a, converge 
(o diverge) . 
EJEMPLO : 


RESOLUCIÓN : 
* Se tiene que : 


+ 
7] 


E > 4) >4p 419 VnEN 


ss 
“rn? 
* Entonces podemos aplicar el criterio de 
condensación , es decir: 


Era E ono 


nl nl 


ea) 
* Luego: nuca converge . 
E 


10) CRITERIO DE LA INTEGHAL 3 


Sea f(x)20, monótona decreciente y continua , 
Wxe[N;o), NeZ y es fijo , luego definamos : 


a,=f(M,VneZan2N , entonces : 


I [si Ya, converge > IES converge 


11 |Si Ya, diverge > [¡f(x)dx diverge 


EJEMPLO Y; 


Demostrar con el criterio de la integral que la serie 
armónica diverge. 


Ian > 
Sea f(+)= 


y continua Vs ell) y f(x)20, ahora: 


Lim [1 (5) dx=Lim [E=rimftnt=En1] 


2; x 2 1 luego, dado que es decreciente 


=LimLnt= m- ys diverge. 


n=1 


RESOLUCIÓN : 
* Lo dado es : 


=a e” entonces f(x)> 0 al x>1por tanto , f'es una función 


decrecientown /A540o> , asi tenemos: [e "de =2e '-(A + 1)e * como 
Li xe“ax=Lim[2e'-(A+D)e*]=20* 
0 
Entonces la serie dada convergy en base al criterio de la integral. 
OBSERVACIÓN : 
Sea Ya, , una serie de signos alternantes , tal que: 
la, 4] <la,] a Lima, =0, entonces: |S, —S.,]<|6n+1] 


EJEMPLO : 


a 
Sabiendo que: e* =14+% iva ER 


. 
aproximar. [[e* dx con un error menora 10”. 


RESOLUCIÓN : 


Se tendrá que: e = 


0] 
> fe 


a 7 ; 
Pas Sa e +)4 
ral 


DS 1 
5x21 7x81 9xal  uxbl to 
Se 0,000075<10* 
> |s5- [e *dr|<|a5|<10* 
UA A 


> [e ar-=S, 


310 42216 
NOTA: 


Si una serie converge , entonces al reordenar sus 
términos la nueva serie puede converger o no , e 
incluso si converge lo puede hacer a otro valor . 


EJEMPLO : 


+ 
[ 


na 
$ . 
H E 


AS 


(EDICIONES _RUBINOS 


209 PRA — 


ara] 


SERIE DE POTENCIAS 


SERIE DE FUNCIONES : E 
Analogamente a las series numéricas casi se define 
la serierde funciones, entonces sea (f,(x)),_ una 


sucesión , luego la adición de sus términos lo 
representaremos así: 


$ 1,(00=Yf, (0) 


p] 


FIA 0 (ad 


EJEMPLO : 
* Son f(x) = 0" 
>Ie” 


CONVERGENCIA DE SERIE DE 
FUNCIONES 


E E AA 


La serie Y f, (%) es convergente en el intervalo 


(a;8), si y sólo si E fe Co) over en (a; b); 
hi 


es decir si su sucesión de sumas parciales es 
convergente en (a ;b). 
OBSERVACIÓN : 
Debido a que para cada valor de «x» Jassucesión de 
sumas parciales da origen a una serie numérica, 
entonces se pueden emplear paravanalizar la 
convergencia de series de funciones, todos los 
criterios que se estudiaron en series numéricas . 
EJEMPLO : 
Determinar el intervalo de convergencia de : 

YE a a 

n=l 
RESOLUCIÓN : 
* Haciendo ; 


a 


n Cu 
a, = (1) A Ana ES SE 
ni 
na 

ta e Ge MEA 
En | yr | ln+1 
. n 
* Luego por el criterio del cociente : 
=lalLim—*-=led.1=lxl 

no. n+1 


n 


n+1 


Lim|9n1 
>| a, 


* Entonces : 
1) Silxl<1 > La Y a, convergeen: 
xe (1,1) 
intervalo de convergencia) 


M)Si lxl>1 > Ya, divergeen ; 

x e R-[-1; 1] 

IM) Si |x|=1 hay que aplicar otro criterio para 
determinar su convergencia . 


CONVERGENCIA UNIFORME 


La Y f(x) convergerá uniformemente en el 


intervalo (a;b), si: $ Fax) = f(x), donde f(x) 
“ 


es la suma de la serie $ f,(x), esto da entender 
que para valor de «x» , se "puede aproximar a fía) 
mediante la enésima suma parcial de 2, f.(x), es 
decir, quese puede escribir f(=1%5,(), cometiéndase 
un error R,, (x)=f(x)-S, (x), y que este error 
tiende a cero cuando «n» tiende al infinito . 


CRITERIOS DE LA 
CONVERGENCIA UNIFORME 


I) CRITERIO DE WEIERSTRASS :; 

Sea (a,), una sucesión convergente de números 
reales, tal que |f,(x)]<a, ¿vn nvxe(a; b) 5 
entonces $7 f.(x) converge uniforme y 


“a 
absolutamente en (a; b). 
EJEMPLO : 


ez es uniforme y absolutamente 


=1 1 
convergente en R, dado que: Il sE; VxeR 
m 


y de la convergencia de 2% y el criterio de 
Weierstrass . 
11) CRITERIO DE CAUCHY : 


La serie y f,(2) converge uniformemente en el 
ii 


intervalo (a; 8) si y sólo si dado 


CALAS IZHEREA 


TELMO NE cas NCICLOPEDIA 2012 


ne 
5>0,3N>0/| $ mi) <vno N aVxe(a; b) 
pro] 


PROPIEDADES : 


Las siguientes propiedades se refieren a series 
uniformemente convergentes . 


DSi fiW=Hf, 0 en (a;6), y cada f(x) es 
continua en (558, entonces fx) es continua en (a; 8). 


12) Si las funciones que forman la sucesión [f,(x) 
son continuas y derivables en (a; B)y si se tiene que: 


1()= E 1,0) ng Gd= YE f, (2) entonces: £'(0)=8 (0 
4 = 


OJO : 
Lo anterior da entender, que la serie, formada por 
las derivadas de los términos de una serie 
uniformemente convergente , es uniformemente 
convergente y su suma es la derivada de la suma de 
la serie original . 


SERIES DE POTENCIAS 


Se define por serie de potencias con centro en xy , a: 


Han (s=x0)"=0)+0,(3-29)+ap(=—x0)' + 


Va, eR. > 
Siendo además los «a,» constantes . 


CONVERGENCIA DE UNA SERIE 
DE POTENCIAS 


Toda serie de potencias cumple lo siguiente: 


3r>0/ la serie converge en el intervalo 
1=(xp ri xp +r) y enlos puntos (xp - r) y (xo +r) 
la serie puede converger o diverger; y diverge en el 
intervalo (-05 ap+r)U (xp+r 5+00). El intervalo 
«lu es llamado intervalos de convergencia y «r» se 
lama radió de convergencia . 


existen otros valores de «x», para los cuales la serie 
converge estos forman una vencindad de xx, de radio «r» 


PROPIEDADES : 
D) Toda serie de potencias es absolutamente 
convergente en su intervalo de convergencia - 

11) Toda serie se puede derivar o integrar en su 
intervalo de convergencia y la serie resultante es 
también una serie de potencia que tendrá el mismo 
intervalo de convergencia que la serie inicial . 

1) Si Ya, y DB, convergen a los números A y B, 
entonces ; 

aJY (a, £b,)= Y a, +) b, = AB 


»(La,)(X3,)= Ax B 


epi B, +0 yb) +0 


* Según la propiedad IT : 
siendo f(2)= Y a, (4 xp)" 
Er] 
UVa e (89 rx +r) 


> (4)= Y na, (x-x,)" 
amo 


* Además: $ o. (t-50)" dea ray" 


¿Va e (x9-r;xp+r) 
EJEMPLO 1 : 
Se sabe que la solución de : 

Pl)d=f(x) ;f(0)=1; es: f(x)=e" 
determinar la serie de potencia de e”. 
RESOLUCIÓN : 

Sea: f(x)=a,+0/x+a90 +09: + 04% +. 

> f(x) =a, + 2091 + 30327 +40, +... 

* Utilizando los datos , es decir de : 

F(0)=1 y f'(x)=f(x), se obtendrá que: . 
ay=1;a,=0,=1;20,=a,=1 


+00 


8 —— 
A 
AA 

Converge 

Diverge 


Cuando +=x, la serie de potencias converge, debido 
a que todos sus términos son iguales a cero . si 


E RS , La, = 03 


un 
2x3 
a An =L 


> 0 
* Entonces: 
A 
a ASS 
TRAS - yz 


[EDICIONES RUBIVOS 


PEE 


OJO : 


Para determinar el intervalo de convergencia, por lo general 
utilizaremos el criterio del cociente o de la razón - 


=0<1,VxeR 
1 


CRITERIO DE CONVERGENCIA 


(Por Cauchy - Hadamaro): Dada una serie de 


potencias centrada en xy, D) a. (%=x%p)” 
0 


al 
llamaremos - radio de convergencia al valor r > 0, 
el cual está dado por: 


r=Lim 


“—lópor r= Lim 
> yla | 


Cry 


* Se dice que ; 


D $ a, (x-xp)" «converge absolutamente 
2 
en(xp ri xo +r) 


m Yo, (1-x0)"divergeenR- [xo -r; s5+r] 
= 


* Donde (xp=r; xo +r) será «el intervalo de 
convergencia . % 


EJEMPLO : 
Determinar el intervalo de a de: 


O E 


zo 
RESOLUCIÓN : 
Calculemos ; ¿ 
*a, 
r=Lim| “0, = 


Luego la serie converge absolutamente en: (-1; 1), 
dado que x,=0 


SERIES DE TAYLOR 


Si una función «f» tiene derivadas de todo orden en 
un cierto intervalo alrededor de un punto x, se 
puede expresar como una serie de potencias del 


término (==xp); es decir ; 


10= Eon (+=ro)'=09r0,(5-x0)r0s (1-20) += 


con intervalo de convergencia (x,—r5 xp +r) 
* Donde los coeficientes obtendrán 


derivando f(x) y evaluando en zp, de la siguiente 
manera: 


«a,» Be 


*fixd=ay +01 (7-29) 00 (2-2) + 
> [fd=a] 
*fiy=01+ 20 (=—x))+ 30 (=-x9)" +40, (x=5))'+— 
> [1 )=0, 
"fp 7 Za + Dr 20, (x—xo)+ 4x0, (90) 


*fj =2x307+223x40,(2-%p)' +. 

3 =nla,+(n+D2a,,(2-x9)+(n +2)14,,2 (2%p)' +0 

Pza 
15 


> 


Regmplazando petoa valore en. fi)o se obtendrá + 
16)=1(2)+ LE (<p) LE (zo)! + 


1 leo 2, 4 
O a 


Es decir : 


fx 


es la serie de Taylor alrededor del punto xy. 
SERIES DE MACLAURIN 


Si en la serie de Taylor hacemos que x,=0, entonces 
se tendrá : 


(m) 
(0 


== 


Es decir : 


astron LO O a 4 


EJEMPLO : 
Determinar la serie de MACLAURIN de 
f(x) = cosx 


RESOLUCIÓN : 


*f (2)=senz>f '(0)=-wen0*=0 


*f "(x)=senx> f ”(0) =send*=0 
En consecuencih : > 


z 
E 
art 


> | cosx= Eo SÍ 


NOTA : 
Al integrar el « cosx» se obtendrá el desarrollo del 
senx, así: 


Ft)=008x=1- 


m7 
Gun | 


senx= Pal 0 ema y) 


* Ahora tabulemos y grafiquemos las funciones que 
se aproximan a y =senx. 


x 
A continuación mostramos algunas funciones con 
su respectiva serie MACLAURIN. 


o mi 


A 
RAS 
Sr 
| cosx= pa y A 
RAE 


rta +4 [visi<a 


(yr FO] 

EMT A 
A EA 
aretans= Nat | 


"87 Y 


e > o 
A A iS 


EJEMPLO 1 
Determinar la serie de la Tanx 
RESOLUCIÓN : 


* Se sabe que: Tano =2P% 
COsx 
so y 
id ad pa] 
07 roja rayar HEBE TOS 
ERE ERE 
21*417 61 
Lal 


A E e 


Luego comparando los coeficientes, se obtendrá: 


a/=0; a,=1; ay=0 > o > a 


EJ 
* Luego: 
E LOLA 
o GOO AE BLE 
Y Y 


Estos coeficientes se hallan tomando 
más términos del "cosx" 


EJEMPLO 2: 


Calcular: 14 22448 


3x Si 921 27x3l* 
RESOLUCIÓN : 


* Haciendo'x=2, se obtendrá: 


E SN DA 
ed =14—— 
3x1! METETOS mar 
Es 


* Entonces lo pedido , será: e3= 


O EDOIÓN : 
* Transformando el miembro izquierdo : 


Errar Erofe da 


SDE EIN A a ná DaD BnD, y, 800 
a cada sumando, enfracciones as eS A - 7 
, AN 1 1 1 n*+6n=72> n(n+6)=6x12 > n=6 
“a a rta 
* Multiplicando por 2 : ADE 
2 2 2 2 


“st 36 6x7 tt Tar 


1 
E IAE 
> 28= 1-7 > 28= > 5. 


YA 
RESOLUCIÓN : 
2 Aplicando directamente las propiedades de la 


A 


PROBLEMA 2 : sumatoria , se obtendrá : ¿En - En="7m 


hal 


AUN 


Bnín+D(En+D _ he 
> 7 4 z 7770 


* Reduciendo : 
n(n+ D2n-3)=20x21x87 
MO O 


WO ruciorizando d'en coda dmbodo sl 
S=4(2+6+12+.."n"términos) PROBLEMA 5 : 
> S=4[1x2+2x3+3x4+.+n(2+1] Enel siguien 


S=4YHR4D =4 Y h? 2) 


3 EA 


RPTA: “C” 


RESOLUCIÓN : 


> Saint D(n+2) 
" Pero por dato : * Restando miembro a miembro : 
En D(+2)=2912 Écarro- Elarro)=—a 
* Transformando adecuadamente : bo ca A 
> n(n+D(n+2)=12x13x14> n=12 a "E OR+b)=á 


>b=-4 


CALMA 


— Arz 


— es 
AAN CICLOPEDIA 20 12) 


* Luego de la ge ecuación: 
CDAS (ES) -aco=14 > 4=3 
h=l 
* Sepide: T=3-(4)=7 

E RPTA: “B” 

PROBLEMA 6 : 

Si T es tina expresión definida por : 


r- ¿[Em an) Je 8) entres 


el valor de T es : 
A) 400 B) 600 C)700  D)800 
RESOLUCIÓN : 


* Analizando la parte interna : 
12 
T= EE - A 22) -o] 
kl! Oh 
* Por la propiedad Era : 


¿VW -20-D)e1-0)] 


>T= Fio- DAi-0]> T= 10Pi-0E0 


1-3 


E) 900 


> T= 1-3) -d0U0%D 

> T = 16(75)-.400 = 800 r 
-  RPTA: “D” 

PROBLEMA 7 : 2 

El valor de la siguiente suma : 

Sal 2x3 38 di 68 4008 es: 

50 
A RN EOS 


peces » aa 


RESOLUCIÓN : 
* Se tiene: 
E S=142x 343x348 + 60% 3% 
IS INBA LAB BB 4 409874 50980 


* Luego de multiplicar por 3 a «S» (formándose la 
serie «38»), y restar miembro a miembro resulta: 


25=60x3% -(14+34+32+3+...+ 3%) 
yoo 81 iS 529x341 
3-1 4 


RPTA: “D” 


> 28=50x 


PROBLEMA 8 : 

Si M y N son dos series definidas por 

ajo E 
h=r 

relación correcta entre M y Nes: 

A)2M=3N B)2N =5M C)4N =3M D)M=3N EJ4M=3N 

RESOLUCIÓN : 

* Desarrollando «M», se a z 

1 1 pre 1 


2 
5) entonces la 


mM=L+ +3 + — Hero 
EE a 
1 1 
mr 
1 1 1 1(1 1 
mal 
> 1 1 
PT En 
> M=N+ ¿005 4M=4N+M> 3M =4N 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 9 : 
Si S es una serie definida por : 


AL 
Sa2434+H A se. 
Pt rr entonces 


34 16 27 
el valor de cia es: 
AJ6 B)7 C)8 D)16 E) 18 


RESOLUCIÓN : 


* Analizando se deduce que «S» se puede expresar 
como la suma de dos series geométricas 
a 


> 'S= Aa sa -a(1)-2 


RPTA: “B” 

PROBLEMA 10 : 
Si S es una serie definida por : 

1,13,19 97 
S= Ra qa: entonces el valor de 
convergencia es: 

3 PA 4 35 5 

E pe az pzas 2 
Eds Bl 25 DI; E 
RESOLUCIÓN : 


* Dando una forma conocida a cada sumando 
se obtiene: 


¡CH S RUDE 


1315 033 


SERIES) 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 11 : 
Si S es una serie definida por Sra E 
entonces el valor de convergencia es: 
1 1 17% 2 
Al B)5 Ci DI 
RESOLUCIÓN : 


* Transformando los sumandos , así : 


E)1 


e, 0 .) 1 ASÍ 
>98S= A 8 Mr a) 


RPTA; “C” 
PROBLEMA 12 : 


SiS esuria serie definida Ea 


RESOLUCIÓN : 
* Transformando la sumatoria , así: 


3 
É 3 


6723 6(k*+k) 
55 TON a) 
=6 


S= ao 
== Da Es 


o dh 
E 1 
E La oE(z) 


6x5 

> S=2*(1- 0-22 -6> S=-2 
1l 
2 


PROBLEMA 13 : 


> 2k-1 


Si S es una serie definida por S= Y 
da 21) 
entonces el valor de la convergencia de Ses: 
1 1 
B)J1 2 Dz E)o 
RESOLUCIÓN : 
* Transformando adecuadamente : 


ca CUCA Fan) 


1 
5 5aáo E) “2un) 


ES ON 


* Luego aplicando la propiedad telescópica , resulta: 


1 1 
Sa “ús l- = 
PA 

RPTA: “B” 

PROBLEMA 14 : 

STA Emi dana us Ga 

me 
entonces el valor de « op em "e 
1 7 =A e: 

A az DD): E 

RESOLUCIÓN : , 

* Tratando de dar una forma tal , que se pueda 


aplicar la propiedad telescópica , así : 


E 7 
SL a DG6D 


E 5 
S=Lú FET EIA 
ON A 3) 


CAL GENERA 


CUA 
S= Lim. = 
An, ¿as 3 a) 
E > 
* Por. la propiedad telescópica : 


1 E 
23 a 3 5) 


> s-Lim1(2--1(2-0)> ps 
mo 52 5m+2) 52 10 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 15 : 
Si'S es uña serie definida por 


E, 1 
s= Y -————-_—, entonces el valor de 
aa -Logy(e0+9) 


convergencia es ; 
'A)Ln4— B)Ln2 


RESOLUCIÓN : 


* Aplicando las propiedades de los logaritmos , se 
obtendrá : 
E 1 E ASA e 


0)LLn2 D)J1 El 
2 e 


*Aplicando la propiedad telescópica , se obtiene: 
1 


sn En iD! 


£ 
a ea S=1-0=1 


RPTA: 
PROBLEMA 17 : 
> 1 
Estudiar si la seri IEA 
PASADA Laa > 
convergente, si lo es , calcule su suma . 
RESOLUCIÓN : 
* Tratando de formar la propiedad telescópica , así: 
af 1 1 12f_1 1 
s-23 Sr e al 


= 


18€ 1 1 1(1 1 
O ls Ala) 


* Luego: LimS,= Lim 3(3- 5 1 E 
+ 


* Entonces la serie dada converge en 33 


PROBLEMA 18 : 


s=Y = 2 
1 2.(1+D! Lne.log, e Logye ¿(+01 Sea 1o=33 para: k=1: 9787... se comple: 
n+1-1 Ef n+1 1 1 1 1 
rea Eo +D! (e) ato tenes la 
Si5= InzY, ES - emi] PR serie Sy =Ty +T+rg tora 
CN E. A) conterge a cero B)converge a 1/2 
*Aplicando la codicia telescópica ,se obtendrá:  C)convergea 1 D)erece indefinidamente 
E) oscila al erecer k 
S= me 5-2) Ln2(1-0) > S=Ln2 
RESOLUCIÓN : 
RPTA: “B” — + Tabulando: 
PROBLEMA 16 : E 
Si S es una serie definida por Pra E 
1 1 p. 
Sort aart anar ie SMtOMceS Para h=8 : norris 
el valor de convergencia es; cer: 
des Para k=3 : rg = + Hem 
A)1 BJE'C)1 D)Ln2 E) la seriees divergente tio? 


RESOLUCIÓN : 
* Dándole una forma de sumatoria , así : 
SS Rk+1 
o M2 A DEL 
[ k+2 
¿o Ne + 2) 


E El a) 


> Sh =Tp HTA TG A+ 


rr tr) 
2 13 4 ECETIA 9 10 


>Se forma la serie armónica que crece 
indefinidamente . ñ 
RPTA: “D* 
PROBLEMA 19 : y 

Analizar Ja convergencia o divergencia d 


[EDICIONTS HUT Js AB1T MEA 


RESOLUCIÓN : 
1) Setianez —. 
E Hard 1 ] 


a 


AN 1 1 
7 Lima: ETA ¡j-3eo 

* Así pues , el límite del término general no es cero 
y , en consecuencia, la serie diverge. 

HI) Si k20.se tiene que 3* +1>3* >0 y por tanto 
a 

+1 3 

* Luego, la e dada está dominada por la serie 


2n!+1 2n1+1 


no 2 


0< 


geométrica 7 Pe es convergente, porquer=3 
k=1 
* Finalmente el criterio de comparación nos dice 
que la serie dada es convergente . 
EI) Vemos: YE +n > Jn Jn 
ELnn_ Lnn  n 


En 


* Tenemos que a, < b, y como, Fa, 
¿na 

entonces y UN a A A 
n= é 


AN 
s) 

Ss tar 

IV) Haciendo : a, = E Bn 


A 
5n*-2 


* Sabemos que . 2, b, es divergente 


nl 


* Veamos a qué es igual ; 


Lim “2=Lim 555 >0 
E 


* Porla comparación por límites : Y a, diverge. 
a n=] 


V) Utilicemos el criterio de «rf» 
* Tomando : nf =n* 


4 
 Limno, im let=a), 5 y P>1=la 
mn nn +2n+1 firáto 


serie converge. 


SERIES) 


VI) Tomando : nr? =r! 


2 
a 
pets no +5 


=2x0 y Psi> 


RESOLUCIÓN : » 
Utilicemos el criterio de la + en » dado que: 


1 1 + 
OS <= ¿y como — “onverge (dado 
541 65" 4 La ES 


que es una serie geométrica decreciente de razón 


Pp; entonces : y 
n=16' 


converge . 
1 rge 


RESOLUCIÓN : 


Consideremos adicionalmente la serie divergente: 
1 
n=1N 
* Ahora por el criterio de la comparación por límites, 
se tendrá que: 


4n?—n+8 a 
5 dl 
Lim—I228R _- Lim] —M_1É |-4= 
E] moro 8 
= ESG 
n ”n 


=> L>0rA Lo (entonces ambas divergen o 


ambas convergen) ena »diverge. 
E r+8n 


PROBLEMA 22 : 


RESOL mera "a 
ID) Como: 
> mo E) 


eN 


CAL ENEE 


diverge, dado que Lima,+0 

KI) Porser el término general una expresión racional 
en que el grado del denominador es mayór en 1 que 
el del.numuerador , usaremos el criterio de nf con 


P=1, lego: Limn"a, Lime) 2 


Ponto 
nm 3nó+6n+2 3 


entonces la serie original diverge . 
PROBLEMA 23 : 


Si la serie > (E E pape es convergente , 
y a 23 

determine el valor que puede tomar xeR. 

A)162 B)16-1 C)264 D)4  EJVZ 


RESOLUCIÓN : 
* Como la serie es convergente , entonces : 
(-)n+1_ E 
2n-3 
* Por propiedad de límites, dividimos los coeficientes 


2 
principales , es decir Y 7 1.0 


Lima, =Lim' 
mr Ono 


*Porlotanto:x=1ó6 x=-1 


PROBLEMA 24 : 
Indicar el valor de verdad de las piguientes 
proposiciones : % 


1) Si 0<a<b<1, entonces la serie S= Far es 
l=) 


convergente. 


E) La sorje T'= Y, 


aa) és convergente 
ICE) 


JD) La serie Se CA 
A) VVV  B)FVF  C)VVF  D)FFV  E)VFF 
RESOLUCIÓN : 

[Como'íse' trata 'de:iúnal¡serie: geométrica 


decreciente , entonces es convergente . (0<a*<1) 
11) Se observa que se trata de una serie telescópica, 


entonces será convergente . 
111) Dando forma conocida a los sumandos : 


> $ es convergente. 


RPTA: “C” 
PROBLEMA 25: 
Analizar la convergencia de - 


rs -V3n Es j 
A m2 al 
TRATA : 
1) Como: 


PELOS, 1 2 1 SA 
O n(V3n + J3n) 2d3n**" 


donde la serio Y 57 5% converge, dado que 


corresponde a E -¿AP>1 


* Luego por el erilario de la comparación directa, 
se tendrá que la serie (1) converge . 
11) Utilizando el eriterio de la raíz ; 


nada; sin embargo si analizamos ; 


. EN A il 
Limo, =1im(_2) iS NS 
+ 


> La serie (11) diverge dado que: Lima, +0 


PROBLEMA 26: 


Si f es una función, entonces indicar el valor de 
verdad de cada una de las afirmaciones siguientes : 


nd e ac 


hal 


myx 0 A 
ar x-1 . 
myrt 2 (r1) 
ha 1 


AJFFV  B)VVV C)VEV D)VER EJERR 
RESOLUCIÓN : 
1) Descomponiendo , así : 


(EpICIONES anorrsos  "HBf1219) SERIES 


ml, H745R+6_ 3 (_ kh 6 
Élraa-103] - a” oro) 
na y » > s- Elina, E] 
=Y [f(R+2)-4(2+D+f(R+D-F(8)] £Ll0+01 +51 
Ro 
rn me E A EE 
Fl +2)-F0e+0]e [Fr +D-F09] des la ta]! 
dl = E k=1 h S 1 > 1 > 1 
* Pero pora propiedad telescópica : Sar taa rn 

(%+2)-f(x)]= f (1 +3)-F(2) 2)-f0). 31 AA A 
2 +2)-£09]=1(1+3)-1(2)+f(n+2)-1()n A 

llando : 

gijon >s-[ 11 E ])-4 [e 1er. Lal 3 
Trata 
Fa) +o[e | 

n 2 24 


> Na lla... + 272) 


RESOLUCIÓN 
* Considerando que : 


ed 


>5S= ce sua 


> Es 2 
ES io 
io NE 


sE... 


ETA 1 Ñl 3 >S= > = Eon 
RESOLUCIÓN ELA AS 
* Transformando los sumandos : A 


a, ERES | ER 
(1N2x3x4x5 (2103x4x5x6 (304x5x6x7 

LEL IEA 

MODISTTCETIÓS 

e A 

51 * el 
S (6+21(%+8) 

Sta, (7 


>8= 


A AMENA 


TE 2206 ZA OCLOPEDIA 2012) 


RESOLUCIÓN : 
“Analizando se deduce que de trata de una 


progresión geométrica decreciente de razón : 1/J2 
“Entonces: _7_ a m2 
UE ES 
3 E 
2 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 30 : 


DAVILA THAT 
Si Ln2= e ria ro pad entonces el 
valor de convergencia de la serie 
1D" 11 ) 
S= € a Y nó 
ero 10* 2 nn 
100 100 
E 2 00 (2Im2 B) 39 12 CIg +Ln2 
99 99 
— == - Ln2 
a o Ln 
RESOLUCIÓN : 


* Descomponiendo la sumatoria , así : 
ARLON L A AE 
Le “nd 
aer os yla (5 
F s- (55) «ELz) ¡PAEES 15) 


cn En 
osa AnS AE man 


s 
3 gro y DE A] 3 
a AENA 
* Pero: E A DEL JE 
RANA a 


n1 


* Entonces reemplazando : 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 31“: 


Aplicar el criterio de la integral para determinar la 
convergencia o NESICAS de E siguientes series 


a S 
NG my, 
MO A 
pes oli 
DX=7 
an z pa ni Ñ > 


RESOLUCIÓN : 


A)Sca : f(x)= 7 iparax21 


ti 
(3x +5) 
xy<x3 >(3x,+5) <(3x9 +6)" 
2 2 

$ => 

(8x, +57 (8x2 + 5) 
> f escontinua, decreciente y de valores positivos Y 21. 
por lo tanto ,se puede aplicar la prueba dela integral: 


A AT 
q (Sx+5)* e Ms 


= Lim|-2 E E E 
cl a E 


* por lo tanto la serie de (A) es convergente . 


B) sea: f(x)= 


3 parax > 1 
(++2)2 


s 5 
xy<xg > (2, + 2)2 < (27 +2)2 


1 1 
r—— >» 


E E 
(x,+2)2 (22+2)2 
= f es continua, decreciente y de valorespositivos Y > 1. 
por lo tanto, se puede aplicarla prueba de la integral + 


[—09=kim [gas 
(r+2ja 7 (a+ 2js 
P 2| 2 
=Lim|- =Lim|- |. 
lara le | (osas 43] Y3 


* por lo tanto la serie de (B) es convergente - 


Cicas (0) 


eE 


>f(x) ==; cuando x > 2, f'(x)es negativo 


> f escontinua, decreciente y de valores positivosY 2 2. 
por lo tanto ,se puede aplicarla prueba dela integral: 


Pas 


Lnx 
a 
“luego deaplicarla ta. 


seobtienes 


am] e a +22] =£imi- 
Brel 267 45" 8 16), > 


*luego de aplicar h'ospital seobtiene: 


In2 1 
16 


2) 


SERIES) 


* por lo tanto la serie de (C) es convergente , » pa Rada : 


ea (+1) 
D)sea sf (x)= Ea 
. E E fe E o (1-1 +2 E +2n+1)n* +2, 
>f(x) (3) (5) L, ni a (us + 1)+ 2] 
S Y e 27 
Ha Lal 
art (L+2)cumdoz 21 > 8 ,<G, 3 Vn e Z* 


+ f(x) es iegativo > f es continua ,decreciente y de *entonces por el criterio de las series alternantes 
valores positivos Y > 1 «por lo tanto ,se puede aplicarla — “Oneluímos que la (B)es convergente. 


Pon C) la serie dada es alterna, con ; 
es _En(n+1) 
[Ga =Lim e Ge TE 
Inn_ow 
13 *donde: Lima,=Lim="*=2 
e =Lim [he=p(2) a nn >» 
dea 
Sc pi 1 por Yospital ¿Lim me =Lim o (1) o 
Lim(-e"* +e)=e Pa IA 
* por lo. tanto la serie de (D) es convergente . Laa Lam) 
A A 
PROBLEMA 32: . a Lala (mn Enn 
- es (n+1)* 
A AS 


* entonces por el criterio de las series alternantes 
concluímos que la (()es convergente. 
D) la gerie dada es alterna, con + 


s ge 
RESOLUCIÓN : A E 
A) la serie dada esalterna,con: > al 
2 "donde? Lima,=Lim2,=2 
Lima,=LimsenT-=0 A 
a s E al 
«demostraremos que 64, 5d, así "por 2 veces h'ospital: o 
nm Limp Lima a Ei ZA 
Omer AE don pida da A 
A sento * *entonces por el criterio de las seriesalternantes , donde 
- 


«entonces por el eiterio de lasueriesalternantes conclufmos — “Mmiteno existe concluímos que la (.D)es divergente. 


que la (A)egconvergente . PROBLEMA 33: 
B) la serie dada es alterna, con + 6 6 
ios mn 
E SRA RESOLUCIÓN : 
'donde > ES ej 
» e EN O A A 
o o =Lim =0 *aplicando el criterio do la razón ; 


.s aa 


Care, 


223 TIRA CICLOPEDIA 2012) 


pue a 
e 
"como: da? o z 


Arz se tiene la seriedivergente 


= gulyin 


> £ n+3 


*por lo tanto, el intervalo de convergencia e(-5 


PROBLEMA 34: 


Calcular cos58” aproximadamente con 4 cifras 
decimal es: 


RESOLUCIÓN : 
2 A 6 
e os 
* Sabemos que eos: =1- 57 aa 
* se nos pide cos58? , de donde : 
ES 
58 gp rad sp 


o 

A Eb Ei 4 , 74 
21180) 41180) * 61180 

> cos 58" = 1-0, 5123665 + 0,043753—0,001494 

> cos 68" = 0,5299 

PROBLEMA 34 : 

Calcular Ye aproximadamente con 4 cifras 

decimales. E 

RESOLUCIÓN : 5 

* Sabemos que : 


e= 


* senos pide Y/z , de donde; x= 


IA (5) 0 a «( Ja 


a LE 
5 25 2 125 6 625 24 3125 120 


2 
=> e5 =1-0,2+0,02+0,001333 + 0,000068 + 0,0000026 
=> Ye =1,2214 


EJERCICIOS 


1) Determinar si convergen o no las siguientes 
series : 


E AO "converge" 


n-1 


Dm 


Gre =-Kpta :"diverge” 


Rpta :"diverge" 


DY, A :"converge" 
n=] 


EJÑ 


..Rpta :"diverge" 


O "converge" 


.Rpta :"diverge" 


.«.Rpta : "converge" 


.Rpta :" converge" 


3) y (Si 
n=1 


TI) Determinar el intervalo de convergencia de las 
siguientes series de potencias : 


E "converge" 
2n 


...Rpta : (50) 


DAS y" 


A nt -9;2, 
Eras pta :< 2 


a A 
EA ar A ES 


6) E nt(=-3)".. 


== 


pta : (3) 


x(2N-1) ¿2001 

x(2n) y 
A AE sl 
IV)Demostrar el desarrollo de las siguientes series 
de potencias , y determinar el radio de convergencia 


(EDICIONES RUBISOS SERIES) 


2%, 178 625 
a A)1I B)2 
AAA A 
A o » :s=l 
Da A a (O) talar: s=L+7 i 
ME BE E a E 
E, S S 
ae ao ia (9 si S, representa la suma de los «n» primeros 
Re +15 nina Ln 
Era” =1F nx pan y a y términos de una serie halle el término general de 
. E 
Ber =14 2100 Ezol. e E dicha serie si: Sy 
Lex 2,2 3 2m+1 5 3 24 
al; e ale ES a, EA == or ir, Dd a 


1xBal td 
E (03) Calcular; Sar 
dé, dB 2 J2 
ETT TT 


BH) arcsenx =x+ 


Entro 


Za V2a 12 
A en DE E 


a 


J)arctgx=x= 
A (00) Sabiendo que: e= y hallar la suma de la 
Ljlncnn pe 
3 12 45 2520 A eqña: PES 
, 
M)Lntgx= mln A nl 
vids east ot 97 AJA Bjder+l  Cjde-3  D)4erd  EJ2e 
A/A AÓÉÁ 7 NT a 
E ETA (1) Calcular la suma de la serie: 
Ojeda E 0 1 
nn +2 + 4 
33 14 15 25 18 
A B c D, E, 
6 Ys UE] 136 135 


(0 Sumar la serie: E tos(1-5) 


a 
A)Log2 B)- Log 2 C)2 Log 3 D)-2 Log2 ero Log2 


(09) Indicar el valor de verdad de las siguientes 
afirmaciones : 


7, 7 815 * 2835 


( ) Laseries AZ es convergente 
m1 O 


() Laserie: E) es divergente 


nl 


" o 2 
( ) Laseries EA esconvergente 


nl 
42 B)3 C)4 D)5 E)6 A)VVV B)VFV  C)FVV  D)FFF  E)VFF 
ds a 
(D caleular: s= 2 DO OD Determinar: SE 


dl 


CAL AZIEREA TT UICLOPEDIA 2012) 

15 12 17 E 5 A) Ly Il convergen 'B) Ty II convergen 
Ae WE zz Y Dz €) Todas convergen D) Ninguna converge 

2, $ e - 12 E) Sólo I converge 
a » Calcular : S= == + AG nn 
tt 

pS 5 15 4 

A B, Le) D) D- 
z s- Ye 6 de 3 


(O) Hallar el valor de: S= Y (++D+ Y (n=E) 
E ha] 
AJn* B)n*en-2 
w 1 1 1 
Dia rta 


1 
y 
15 


C)n?+n-1 D)n%+n Ejntn 


AE BE DE DE 


2 MS 42 0 78 
Calcular: s=2 O O 
O Calcular: S= Datatato 


A)de+3  B)6e+2 C)4e+1  D)be+3 E)de+5 


(6) Calcular: PH 
7 
2 
27 35 5 34 
O 


ae TB) 
, 
pe q Es 


O Sabiendo que: 1 


EE 
3 calcita = La AE 
A BIE O DIA ENS 
(1) Calcular: S + PSi: S= E P= Ea 
13 n=12 
4J1 BB 03 DJ4  EJG 
as 
o (+1) 
1 mi 
DA A ME E 


(0D Sobre el radio de una semicircunferencia 
describimos otra semicircunferencia, sobre el radio 
de esta nueva semicircunferencia describimos otra 
nueva semicircunferencia y así sucesivamente. 
Calcule la suma de las longitudes de todas las 
semicircunferencias, siendo el radio de la primera 


ra ra 
BG au D)rx E)2ra 


- 
A 
i: Y 7 7 As halle el valor de la sumas 


E Y 
2-1? 
A 3A A 3A 4A 
A) 5 B) 5 C) 5 D) 4 E) 5 


(03) Calcule la suma de la serie: 


1 
ArcTg| 
PA el +n+1 ) 
E ” E 
aa BY a Djx E)2x 


(7) Sea 20, una serie de términos positivos que 
” 
cumplen con la condición a, 1. De la serie 


a ca podemos afirmar: 


A)Converge a 0. B)Converge az €)Converge 1 
D)Converge a 3 E) Es Divergente 
(03) Calcule la suma de la siguiente serier 

O A 


“a trtatirtirto 
1 o E > 1 1 
Adr77 Ba O DI E 


(0) Halle la suma: 
sa Etor(2" 06 (+4) 


(EDICIONES _RUBINOS 


EN aReS IRE 


en términos de “n”. 


AJ2"Log2  BM2"""-1)Log2 *C)(2"*"+1)Log2 
D)2(2"**-1 )Log2 E)2(2"* +1 )Log2 
(€2) Determine tl valor de: 
2 di 
ar +5k= 5) 
10. 20 37 41 53 
Mos Pos gs Pzs sos 


En relación a la serie: 


¿8 Els «D(1 E m"*] 


determine el valor de verdad de los enunciados 


siguientes: 
( ) Es divergente. 
( ) Converge acero. 


2 
-1 
(  )Convergentea: E A+%L 
Ala-1)* 
A) VVV B) VFV 


(09 Determine la suma de la serie: 


3,7,16 

S= aio 

4 9 
a) BE oz 


(0d El conjunto: ñ 


F= R/ 
[ae E y 


| 
es igual a: 
AJR B)<0;+0> ola +0) Die 3 El 


(O) La suma finita: 


Sos z a 


A 
6(12) 12(19) 19(26) 
tiene “%” sumandos. Entonces S, es igual a: 


1 le 11. 1 judo. ed 
alizal malo | ole 
DLE 2 ara AS 
list] pS | 


ES DAI, 
O Si: atte se. 


CIA LIA 
hallar: ARO 
Fe) Watatata 


C)FVV  D)FFV  E)FFF 


] 


SERIES) 
A)J3e-4 B)3e-3 C)3e-2 D)3e-1 E) 3e 
Os Y : Ear »)- (17 +x 
2 
determine el valor de “e”. 
AJO B)1 Cin Djn* E)n* 
(L2) Determine la siguiente suma: 
2,26 242, 
Se +35 tt 
101 215 121 215 425 
A Bj C E) 
y 80 E 73 y 80 xl 101 ) 80 
(43) Determine la suma de la serie: 
E Sn 
e 
a (1+2" )(1+2"*) 
a BDO 0%) DA Bn 


e Indique el valor de convergencia de la serie: 
E E? + 3k+ 8 
467 +11 + 6k 


ha 


1 2 4 
AJ1 a Ln 23 EJ2 


(2 Calcule el valor de: 
13 (6% 
ai rra) 
14 Uh=1 


A)-906  B)-960 C)-968  D)-986 


(3) Si la serie: 
1,1 11 111 
SH rr 


+ sE 
aca a 


E)-976 


converge a ES determine el valor de “a”. 


10 1 
SS E E) 
A)18 B)13 > DI5 ): 


»a] Co 


DE 
02) D 
07) B 
12) E 
1D A 


LA IRA PRACTICA 
03) € 04)C 05)C 
08) IB 09) € 10) € 
13)B 10B 1530 
18) A 19)C :20)B 
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OBJETIVO. : 


* Realizar un estudio elemental del cálculo 
integral y sus aplicaciones, 
INTRODUCCIÓN : 

En la unidad anterior , nuestro estudio se centró en 
el cálculo de la derivada de una función f. Es decir, 
se conocía fíx) y queríamos calcular f'(x); 

f'(x)- > Domf(x)=f '(x)=? 
Ahora el trabajo se centrará en el «proceso inverso», 
conociendo f* (y) queremos encontrar fx) ; 

AS E) 
En física, por ejemplo , si conocemos la velocidad 
de un cuerpo (en movimiento) , cuya notación es 


21%. ¿cómo encontramos la posición: f(£) en un 
instante dado? 


En economía , si conocemos la tasa de crecimiento 
de las ganancias en una compañía , cuya notación 


es 49%. ¿cómo hallamos la ganancia “G(t) en un 


futuro dado? - 


En ecología , si conocemos la tasa de cambio del 
nivel del monóxido de carbono , cuya notación es 


qe. ¿cómo encontramos el nivel de monóxido de 

carbono et)? 4 

Los hechos anteriores y muchos más nos llevan al 

estudio de este «proceso inverso» . 

EJEMPLO:» ' 

Hallar la función F(x) que tenga la propiedad : 
F'(x)=5x* 

RESOLUCIÓN : 


Como F'(x)=5x* es una función potencia, intuimos 
que F(x) debe ser otra función potencia . Ahora , 
recordando las derivadas de las funciones potencias 
«razonando regresivamente» , concluimos que 


F(x)=x". Pero otras respuestas pueden ser 
Ftx)=x" +8 (ya que F'(x)=6x) 6 F(x)==x*-4/2 
(ya que F*(x)=5x*) Una respuesta que involucra a 


todas las anteriores es de la forma ; 
donde e es una constante real . 


OBSERVACIÓN 


pa 
Derivadas 
00 


Fíx)=x"+e, 


La integral y la derivada son operaciones inversas . 
ANTIDERIVADA DE UNA FUNCIÓN 


Una función F es llamada ANTIDERIVADA de otra 
función f en un intervalo J si se cumple : 


F'(x)=flx) ; Vred=e 
EJEMPLO : 
* Una antiderivada de : 
fíx)=3x*enR es F(«)=x* 
* Pues: F(x)=3x* =f(x) Vx € R 


ANTIDERIVADA GENERAL 


Sea f una antiderivada de una función f en un 
intervalo Y. Entonces la función G dada por 
G(x)=F(x)+c, donde «c» es una constante 
arbitraria, es llamada ANTIDERIVADA GENERAL de 
la función fen Y. 


EJEMPLO : 
G=x* +c esla antiderivada general de fíx=2x en R 


ANTIDERIVADA DE LA FUNCIÓN DE LA FORMA 
Ro)=x": 

En el siguiente cuadro se ilustran algunas 
funciones y las antiderivadas respectivas : 


(EDICIONES RUBINOS 


152710 


INTEGRALES) 


Observa como la iS de flx)=x" es: 


oa too 


También si flx)=x", la o antiderivada es: 
341 A e 

+C==+ 
1 4 e 


a 
8E(=)=>3 


EN GENERAL : 
Sin es un número real diferente de -1, la 


antiderivada de la función fw)=x"”, es el cociente 
entre la base elevada al exponente aumentado en 
uno y tal exponente aumentado también en uno . 


EN SÍMBOLOS : 


Sif(x)=x",n€ R¡n=-—1 entonces, la 
antiderivada de fla) es: (0) = Lg 0 
.n+i 
EJEMPLOS : Y 
*La función antiderivada de f(x)=a7*es la función: 
ae 


* La función fíx)=x" tiene por antiderivada la 


E ses «e 


función: g(x)= 


Recuerda : 0 1 
* La antiderivada de la función f(x)=Y/x es : 


des E 3 
z 3 
£(x) 5 +0= 7 40= 240 
¿+1 ES 
2 2 


5 
Recuerda : lx =x2 
*La antiderivada de la dci 1ix)= Ly oftx)=x*es 


gl(x)= 


=+0= =+0= 


= 


ANWTIDERIVADAS TRIGONOMÉTRICAS : 


La función fía) =co08x es la derivada de g(x)=wenx. 
Además es la derivada de las funciones : 


y=senx+x a yor E 
y=senz- y y=senx+C 
* Las funciones : JZ 


y=emx¡ y=senx+n; y=senx- 302, 


y=senx+C son funciones antiderivadas de 
y=CcoBx. 


ANTIDERIVADA DE FUNCIONES 
EXPONENCIALES Y LOGARÍTMICAS 


En el capítulo anterior ya se estudió las derivadas 
de las funciones exponenciales y logarítmica ; la 
inversa y la antiderivada , se puede encontrar con 
el mismo procedimiento. que se ha venido 
desarrollando en este acápite 


* La antiderivada de la función ; 
flx)=e*0s glx)=e" +C 
porque la derivada de: y=e"+Cese”. 


* La antiderivada de la función f(x)== es la 


iinción a ll= Lc 0 porte la desivada dada 


ñ Al 
función es; y=Lnx+C es y =<, 


INTEGRAL IVNDEFIVIDA 


El conjunto de todas las antiderivadas de fla) se 
llama la integral de ft). 

* Se utiliza el símbolo :- [que se llama una integral 
o. símbolo de integración. 

NOTACIÓN : 


$ F(x)dx: integral indefinida de f. 
> [fladdx=Fíx)+C0 


*Donde F es una antiderivada de f y C es una 
constante arbitraria. 


* La función fs) se llama integrando ; dx indica la 
variable en términos de la cual debe darse la función 
resultante . 

EJEMPLOS : 

” La notación [x"dx se lee integral de la función 
[(x)=x" respecto a la variable x. 

* La notación [cosxdx se lee la integral de la 
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función: f(x=)=cowx respecto a la variable x - 


a [(3r)ar=x"+e 


. f* +2er alas = rat + bro 


A ES JS 
porque: Les +lx+e]=3+20+3 


CÁCULO DE INTEGRALES 
INMEDIATAS 


Se llaman integrales inmediatas a aquellas que son 
fácilmente reconocidas como la antiderivada de una 
función . 

La integral de la función 2x es =?+C porque la 


derivada de *+C es 2x. 
* En símbolos : [2xdxr=x*+C. 


IVTEGRAL DE MONOMIOS : 


La integral de expresiones de la forma x", se 
Obtiene aplicando la expresión estudiada en el taller 


pe) 
anterior: f+"de=%=2+C ¿n+-1 

n+1 
EJEMPLOS : 


b+1 5 
+ fra = EGO = +0 


E) * 
z Te 2 
s far dx= A II PE 
eS 5 5ux* 
2 2 


LA INTEGRAL DE UNA CONSTANTE 
POR UNA FUNCIÓN : 3 


, s 
? La integral de la función: f(x)=x* es + C 


*La integral dela función g(x)= 6x* es Eso 


porque la derivada de Ed esiguala 5x2. 


OBSERVA: 


J6x* dx=5 veces [x* dx: ES 


3 


+C=5 veces +0 


* La integral de la función : f(x) =co8 x es senx + C 


3 
grosx es 


* La integral de la función: £(x) 


Bsenx+ 0 porque la derivada de Juenx+C es Scosx, 


OBSERVA : 


*La integral de la función g(x) es $ dela integral 
de la función fx). Es decir : 


SEcosr az= 3 con de=—Esens+0 


EN GENERAL 3 


La integral del producto de una constante por una 
función es igual a la constante por la integral de la 


función. [RfxJdx=kf fíz)dz, donde kE R 
EJEMPLO 1 : 
Hallar la integral respecto a x de la función 
f)=7% 
RESOLUCIÓN : 
La función f(x) es el producto de la constante 7 y la 
función hlx)=x". Por lo tanto : 
5 
. fa 4 =7l*_ 
frta=7 fx de=7| 5 ]+e 
INTEGRAL DE LA SUPA DE FUNCIONES: 
La función g(x) =x + 1 es la suma de las funciones 
2 
F(x)=x y MsJ=1. Por ser frde==+C, y 
[1d+=x+C, la integral de la suma de las funciones 
será: Siervas fuaes fuera [E +c)u+c, 


* Como la suma de dos números reales es otro 
número real , es suficiente escribir una sola 


constante. a +x+C, ins 0 

* Entonces: Jernas= ++ cdonde C=C,+C, 
EJEMPLO 2 : 

Calcular: f(=*+x+1)dw 

RESOLUCIÓN : 


*La función g(xw)==*+x+1 es la suma de las 


funciones: f(x)==", h(x)=x, y r(«)=1 Por ser: 
St +r+das=/ xtdx+ fxdr+ f 107 
“Donde: fs*dx= + Cu f=ax= Cai 


ftdx==x+Cs; 


(EDICIONES HUBINOS 


JE 


INTEGRALES) 


pe Jr ar+[racr ass OE +0, +24 0 


> (++ Dar 0? 


* Donde.: a +0, +0,=C 


Ji inar=K f fía, K constante 


* En el siguiente cuadro se presenta una síntesis de 
las funciones estudiadas , sus derivadas y las 
integrales inmediatas más notables : 


Función  |Derivada Integral 
EN GENERAL : y = "221 Ca pre q Cims-1 
La integral de una suma o resta de funciones Sai 5 
respecto a la misma variable es la suma de las |Y=" [de fards= +0 
integrales de las funciones sumandos . e [2 [ear=er+C 
fl glolas= ffíddxr+ f glrddx = dy de 7 
fire ax = $ UN y=Lmz [Y E Lnx+C | 
EJEMPLO 3 : yen [=coox [feos:dx = sen + € | 
Hallar la integral de : fx) = 3x7 - 7% + 3,5 PC A == | 
RESOLUCIÓN : En - 
a A lps sb li o 
h(x) = 3x7; Mx) =-7xy5 r(x) = 3,5 se tiene: [y =cotz ($2 =—csc*x fos" xdx =—cotx+C 
Slax? -7e+3,5)dx=/f 35% - f zedx+ f 3,5dx ETE [$ secxtanx facoxtanxdx =secx+C 
= faxtas- f7xdx+ f 3,54% |y=cscx E - -cscxcotx fescxcot ads =-c0cx+C| 


s 
o eds, 5x+Cy 


* Entonces : 
S ) 
Sl6rt=7+3.0)ar="" 3640 


EJEMPLO 4: | 
Hallar la integral de la función f(x) = Mx + 3) 


RESOLUCIÓN : 
* Se calcula el cuadrado del binomio : 


f(x) =(dx + 3)? =16x* + 24x + 9 
> flár+sPaz= fles” + 24: + 9d 
= | 16:%dx+ | 24xdx+ | 9dx 

Jrostazs fases 


a 
* Luego : Sera Bsi2e +9:+C 


PROPIEDADES DE LA IVTEGRAL 
INDEFINIDA 


Sean f y g funciones que tienen definidas 
antiderivadas en un intervalo J, entonces : 
(f + £) admite antiderivada en J: 


| Jirema=/7udd+/ elas 
(Kf) admite antiderivadas en Y : 


FÓRMULAS ELEMENTALES DE 
IVTEGRACIÓN 


1D fdu=u+e 2) SE=rajuj+o 


+on=-1 lg 


3 Jura E Jedu=e+e 


5) fardu= 


Lna 


+e sa>000s1| 


0) fsenudu= -cOsu +a 
7) f cosudu= senu+e 

8) f tgudu=Ln|secu|+e 

9) fetgudu=Ln|senu|+e 

10) [secudu=Ln| secu +tanu|+0 


1) fescudu= Ln|escu—cotu|+e 


12) fsec? udu=tgu+c 
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13) Jesc?udu= =clgu+e , 
14) fsecutgudu=secu+e Za 
15) [escuetgudu=-eseu+e 


16) Jsentdu= coshu+e 


17) Teoihidi= senhu+e 
18) [tanudu= Ln|coshu|+e 


19) fsech? udu=tanhu+e 

20) fsech? udu=tanhu+c 

21) fsechu tghu du =- sechu+e 

22) feschu ctghu du =- cschu+c 
du 1 u £ 

23) a rte zte ¿(a>0) 


24) [5-10 plténe lie :(a>0) 


Ju+a| 


du _ 1 u+a 2 

25) a e :(a>0) 
du E 

25) $ EE =aresent+e ¿(a>0) 
di 

en [y =talu+ deta] 


pS 
bal uu? -a? 
29 dt la + tores] +0 s(a>0) 


E [le ¿(a>0) 
2 a 


30) [Vir aFdu ¿lira? +aóLalu+darar)+o 


31) Nazas ul 7 -ainlu+ dra?) e 


e: constante arbitraria . 
EJEMPLOS : 
Evaluar : 


E [faten== +e] 


falat+x)= ++ 0 


11204 


os 2lx+e 


E 


= [a Udo= 


A E ==" +0 


d(x+2) 
E 


“de=eidlx4+2)=e"*+e 


* E =aretantadko 
| Jarctan (55) +0 
“ly EE =arcseníx)+e 
a 

Vias 

[932 =¿elo=>" +9 arcsen(2)| ee 


pS +Lnlcr dle 


5-5 5| ]+o 


TÉCNICAS DE INTEGRACIÓN 


1) INTEGRACIÓN POR SUSTITUCIÓN 
ALGEBRAICA (CAMBIO DE VARIABLE) 

Uno de los métodos para calcular integrales en el de 
sustitución . Este procedimiento consiste enrealizar 
un cambio de variable de tal forma que se transforme 
la función en una integral inmediata . 


* Por ejemplo ,la integral [(="+2)'3**dx, no es 
inmediata ; es decir , no se puede hallar 
directamente. Es necesario transformarla en otra 
función cuya integral sea inmediata , para lo cual 
se hace un cambio de variable . 


* La función f(x) = (x* + 2)* 327 es el producto de 
la función compuesta g(x) = (x* + 2)* y la función 
h(x) = 3%. 


(EDICIONES HUBINOS 


* La función h(x) = 3x” es la derivada interna de la 
función fx). 

*Por ser 8x* la derivada de x” + 2,. sehacez 
=x"+2, de donde se obtiene que: 


du_ a A 
E EY; du = 3Udx. 


* En la,integra] [(=*+2)'2c%dx, se sustituye la 
variable u por x* +2 y du por 3x*dx. 


1231 


INTEGRALES 


*Sellama: u==* +1. 
* Con la función numerador h(x)= x se puede formar 


LOS dela función u=="+1. de SE = 2x equivale 
a,=dx= E 


Serra =fudu= 
A 
Integral inmediata 


* Para expresar la respuesta en función de x ,se 
sustituye nuevamente a u por +2. 


3 3 + 
ME 

3 3 
*Para verificar se derivala función resultante respecto 
ax. Se debe obtener la función fx) = (4? + 2)*3x*. 


(a+ 2)" 
3 


*La derivada de g(x)= +C es: 


3 +27 
3 


Ele)= 30 =30 (242) =p (2) 


PASOS PARA APLICAR EL MÉTODO 
DE SUSTITUCIÓN : 


El método de sustitución se emplea de la siguiente 
forma : 


Baena das pc did 
función que se desea integrar» 
* Una de las funciones corresponde a la función 


primitiva y debe existir la posibilidad de obtener con + 


la otra función, su derivada . 
* Se halla la derivada de la función compuesta. 


* Se designa con una variable la primera función 
que forma la función compuesta . 


* La función que se debe integrar se expresa en 
términos de la nueva variable . 


* Se expresa la integral hallada en términos de la 
primera variable . - 


EJEMPLO 1 : 
E 
a de 
Hallar: f' e 
RESOLUCIÓN : 


* La integral crea no es inmediata. La 
función denominador es compuesta. 


«Se sustituye la función [2 +1) por ul? y xdx 
por du. 
2 
- 
El == $3 
S +C 155 sE- > Yap Eon 


=z. 
“Entonces: [HE =u +6 
* Se sustituye u por? +1: 
ur C= (+14 0 
* Por consiguiente : 


=Vu+C=dx?+14+0 


S ade 

Va?+1 
EJEMPLO 2 : 
Calcular : [4x(x* +2) dz 


RESOLUCIÓN : 
*Sea: 0=3+2> do=2xdx 
* Luego : 
Jara ar= f2(x* +2) -20ds 
5 
=2/v*do=2 +0 


AA 


ES 
EJEMPLO 3 : 
Probar que: ftanxdx=Ln|secx|+e 
RESOLUCIÓN : 
Jtanxde= [ER - 
cosx cosx 
*Sea:n=cosx = do =-senx de 


> Jtanzas=- [P=-£nlo|+e ' 
=. Stanzas==2m[.|+c=1n[ 240 
> ftanxd:=Ln|secx|+e 
EJEMPLO 4 : 

Calcular = [e=tde 


sen x dy 


€ —— 
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RESOLUCIÓN: 
*Sea: 0=8r +1 =>do= sde dE 
* Luego: 4 » 


=7 Sendo =e +e 


ES 
Eg Sanare 


OBSERVACIÓN 
Se puede proceder así: 


de fesas= 


> Jervaerin= zen +e 


EJEMPLO 5: 


erdx 


Calcular: [7 


RESOLUCIÓN : 
poz. 
e +1 


dle”) 


o =arctanle")+e 
(ez 


EJEMPLO 6 : 


Calcular : AS Lnté) 


RESOLUCIÓN : 


de y E .dtnso 


llos 


Lm|Inx| 


Lnx” 


EJEMPLO 7: 
Calcular: f'10xcos(+? +mJdx 


RESOLUCIÓN : 

J10xcos(x* Prjaz =5flcos(x? +7) 2xdx 
=5 [lcos(x?+m)]-a(x? +71) 
=5senlx? +1)+c 

EJEMPLO 8 : 


2+5 
2745042 
RESOLUCIÓN : 


*La función que aparece en el numerador es la 
derivada de la función del denominador . 


Calcular: 


Sehace u=x=* +6x+2 de donde du=(2x +5)Jdx. 
* Se sustituyen estos valores en la integral : 


SE o [La a 
x“+bx+2 u 
* Finalmente, volvemos a la variable original: 
qa =Lnlx* +6x+2)+0 
x +5 +2 


EJEMPLO 9: 
Calcular: [4x%e“de 


RESOLUCIÓN : 


* La función a integrar es el producto de dos 
funciones , una de las cuales es la derivada interna 
de una función compuesta . Llamamos u al 
exponente dee, u =x*, con lo cual du=4x*dx. 


Al sustituir estos valores en la integral tenemos: 
Jarras= fe (extas)= f eran. 
Esta es una integral inmediata. 
*Luego: [2% dx = fe du=e"+C, volviendo 
a la variable original , Tenemos : 
farra e +c 
EJEMPLO 10 : 


Calcular: [atttaecta de 


RESOLUCIÓN : 
* Si llamamos « = fan x , entonces : 
du = sex de 


* Al reemplazar en la integral tenemos : 
fanz, 2, S O —, at 
Jartacinar= fa de= ¿+0 


* Al volver a la variable original : 
tanz 


Jamiscta de= 40 


EJEMPLO 11 : 


a+ b 
Calcular: | 3 
RESOLUCIÓN : 


* Cuando en una integral tanto el numerador como 
el denominador son binomios de grado uno , se 
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[EDICIONES _HUBDIÑOS 
divide el numerador entre el denominador ; 


x+5 lx+3 
=-3 1 
2 
*Porlotanto: EE6=1+ 27 
245 y 
x+3 de fi Ejas= Jarsá x+3 


* Se hace u =x + 3, de donde du = dx 
SES de=x+2Ln|x4+3|+C 


ll) INTEGHACIÓN POR PARTES 


Cuando la función que se desea integrar es igual al 
producto de dos funciones , una de elas es la 
derivada de una función conocida , se puede aplicar 
el método de integración por partes. 

*Si u y v son funciones tales que u=/Ix) y v= g(x), 
se tiene : 

* Al aplicar la derivada del producto de dos 
funciones : 


Lluo)az= su Lolas 


* A funciones iguales les corresponde integralep 
iguales respecto a la misma variable : 


uo= J(uzejas+ So 


“La integral de la derivada de una'función es la 


Aldeas ¡(utjas, se tiene: 


Jutejaczas-] ta 


* Se escribe la expresión en forma diferencial : 


ja [ Js 


Es la fórmula de la integración por partes . 
*Una de las técnicas de integración más 
ampliamente usada es la integración por partes. 


EJEMPLO 1: 
Calcular: [xe“dx 


RESOLUCIÓN: 

É E u=x => du=dx 
dv=e*dx => v=e* 

* Aplicamos: fudo=uw— f' edu 


> [x.edr=xe* e” -dx 
Se do S 

> frtdi=xe"-e*+o 
EJEMPLO 2 : 
Hallar: f'xsena de 
RESOLUCIÓN : 
*Sehace: u=x y du=senxdx: 

fu do=uv= fo du 

* Se obtiene:o= fdo= [sens dr=-cowx y du= dy 


fesenx de= x(-cosx)- fe cosx)ddx 


de 
=xcosx + fcosx de 


+ Saenz dx =-xcosx +senx+C 


EJEMPLO 3 : 


Hallar la integral de la función f(x:)=Ln x respecto 
ala variable x. 


RESOLUCIÓN : 
fLnxdx. Se hace u=Ln x y du=dx , se tiene : 
1 di 
du=l y v=x+C, 


finzaz> fudo —;  fudo=uv- fudu 


* Entonces : 

A 
x 

* Entonces : JS inxdx= x(Lnx-D+C 


EJEMPLO 4 : 
Hallar la integral de la función: f(x)==* e” 
RESOLUCIÓN : 


fuer dz 
*Se hace: u =x* y du =e* dx entonces: 


v= [dv=e"+0;du=2xdw 
* Entonces : 


Tera ze Sea 
* Pero: Jer(231dx=2/e*xdx porque: 
Sarioas=h ffdds 
* Observa que fe"xds no es inmediata pero se puede 


OO BO FTZITITINS 


1334) 


oo 


hallar por partes, así: 

* Si u=x; du=e"dx, entonces: du = dy y v=f du=e"+C 

* Entonces: y 
Jexdi=xer- fer di=xe"-er+C 

* Sesustituye fe" x ds porxe"-ex+C en la ecuación (1): 

Jxter dr=xte"<2(xe"-e")+C=e*(1*-2342)+0 


IRECUERDA! 

El método de integración por partes se aplica a 
funciones que sean el producto de dos funciones , 
una de las cuales es la derivada de una función 
conocida. 


Para aplicarlo se procede de la siguiente forma: 


* La función que se desea integrar se expresa como 
el producto de dos funciones. A una de ellas se le 
nota por u, la otra función incluido dx se nota por 


*La parte seleccionada como de debe ser integrable. 
*El sustraondo fudu debe sermás simple que fudo, 
EJEMPLO 5: 

Calcula la integral /x cosx dx. Ten en cuenta las 
siguientes ayudas : 

*Identifica las funciones factor que se han de 
integrar : 

* Como fx: coax elx enla integral del producto de las 


funciones x y cosx, llama a una de estas funciones 
u y ala otra llámala do. ¿Por qué es más conveniente 
llamar u = x y de = cosx dx? 


* Calcula du y v respectivamente: 
* Reemplaza estas expresiones en: 


fudo=uv- fodu 


* Como : PU 
u=x; du = dx; du = cosx dx; v=senx 


* La integral. fefcoes de, que deseas calcular se 
reducea: fetconx dy=wsenx- fsenx de 
EJEMPLO 6: 

Calcula : [ersenx dx 


RESOLUCIÓN : 

* Llama: u=e" y du=senx de 

* Calcula du y b. 

“Aplica la fórmula de integración por partes y 


reemplaza en ellas las expresiones ta, die, 0, y do. 

* Como has obtenido la expresión ; 

Jersenxa d:=-e"coax- |-e“cosx de , llegaste casi 
al mismo punto de partida . 

*Calcula fe“cosx ds, aplicando el método de 
integración por partes. 

* Ahora has obtenido : 

JS e%cosx dx =e"senx— f esenx de Observa que 
la última integral es igual a la que inicialmente se 
quería calcular . 

La expresión obtenida hasta el momento es: 


> fereenx de =-e*coax+ [e*cosx de 
* Expresa [e*senx dx a un solo lado de la igualdad 


y despeja : fersenx dz. 
* El resultado es ; 


Jersena: de 


etcomr+ esenz +0 


EJEMPLO 7: 

Usando integración por partes , calcular: 
Jeostadx ;  fsentadz 

RESOLUCIÓN: 

a) [costx dx = [coax cons dx 

* Sean : 


u=cosx * >= du=(-senx)dx' 
du=cosxdx => v=senx 


* Luego : 


$ sons -cosx dx=(coas),(senx)— f (senx)(—senz)ds 
» de 


> fcostx de =cosxsenx+ f'sentade 

= conx-senx+ P(1-cos* xldz 
> Jcos*xds=cowx-wenx+ fax- fcostedx 
> 2) cost xdx=corx-senz+ f de 


> Seo a ERE e 


II)INTEGRACIÓN POR FRACCIONES 
PARCIALES 


Si no se tiene éxito al aplicar la integración por 
doble sustitución , puede aplicarse otra- técnica, 


integraremos funciones de la forma El), donde 
p(=) y g() son polinomios . A este tipo de fracciones 


CIONES HUBINOS 


[a ERE Ls 


INTEGRALES) 


se les denomina funciones racionales . 


*El caso más simple se da cuando el denominador 
es de primer grado , como veremos en estos ejemplos: 


EJEMPLO L : 
pat Em 
ml 


RESOLUCIÓN : 


* Como"el numerador es de mayor grado que el 
denominador , se efectúa la división y el resultado 
se reduce a un polinomio y una fracción del tipo 
A 
xl” 
* Esto permite efectuar la integración sin problemas. 
, porque es fácil integrar una función polinómica y 
también la fracción : 
* Como primer paso dividimos : 

+43 [r+1 


* Y la integral se convierte en : 


pa 


E arm feros Las = [+ d0+f 200 f Las 


E hast] 1] 


EJEMPLO 2: 
x 
Calcular : E= 


RESOLUCIÓN : 
* Podemos comprobar que == 5; ; luego: 
as 1 2 Jaz=f1as- He 
7 +2 


PEA 
* Puede notarse que al final aparece una integral 


del tipo: pa Ab? donde A y b son constantes ; así 

esta integral es fácil de calcular Basta con recordar 
de pi Adx 

que [es ilul+o e = AL] x+b]+e 


* Pero no siempre el denominador será de primer 
grado, y para integrar funciones racionales del tipo 


2 en cualquier caso, donde el grado de p es menor 


PP O A €. __ Oz A 


que el de q , hay que transformar ésta en fracciones 
parciales , como se indica en estos otros ejemplos . 


EJEMPLO 3 : 


2-2 
Calcular: [Ez 
RESOLUCIÓN : 
* Transformemos la fracción como suma de dos 
fracciones simples. Primero factorizamos el 
denominador, luego descomponemos: 
x-2 A, B 
+0 


y 
x= + 
* Efectuando la suma en el segundo miembro : 


Ale+D+ Br 
alar 1) 


x-2 
x(x+1D 


* Igualando numeradores : 
x-2=A(0+1) + Bx; x—2=(A+B)a+A 
* De aquí vemos que A=-2; A+B=J y B= 3 


* Entonces : 


5-2 _2 
HAD e 


LEER — EA 
os 


=2 49 25 -amiad+ Sole +40 


; ahora, sf procedemos a integrar 


* Un método alternativo para hallar A y B consiste 
en darle valores adecuados a x en la identidad ; 
x-2=A(x +1) + Bx 

* Así tenemos : 

Si x=-1 =-1-2=A(0) + B(-1) =>B=3 

Six=0 >0-2=A =A=-2 
» El procedimiento anterior permite descomponer 
cualquier función racional cuyo denominador tenga 
factores lineales no repetidos . Cuando el 
denominador tenga factores lineales repetidos , 
factores de mayor grado no reducibles a lineales , 
debemos considerar variantes en el procedimiento , 
como las que se indican a continuación : 
* Por cada factor (x— a)” donde n es el número de 
veces que (x — a) se repite, corresponden fracciones 
parciales ; así: 

E A +. np 
xa (x-a) xa” 

* Si en el denominador hay un factor cuadrático 

+ bx +, que no se puede factorizar en el campo 
real, y sólo aparece una vez , corresponderá a una 
fracción parcial de la forma: 

Ax+ B 
xi+ bre 


[OUR FFEITITIN 
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* Estas y otras variantes se podrán aplicar en un 
curso. que tenga mayor extensión y, por tanto, 
sugerimos sólo considerar casos como los que se 
presentaron coro ejemplos . E 


EJEMPLO 4 : 


de 
a+ 


Calcular: f 
RESOLUCIÓN : 


.... 


de ICE ) 
.* A = [[L- 
Lo x +1 
=Lnx- [ds = Lnx - 15 Pes 


¿ARA 


EJEMPLO 5 : 


Calcular: [LE 
alx+1) E 
RESOLUCIÓN: 


e A 
a 
xd? x= xt (340) 
* 1=A(x +1) + Bx(x +1) + Cx 


bs A =>B=-1 


+e 


=Inx-In(x+D+ 2 
les 


Luego E PE +0 


EJEMPLO 6; 

Calcular: ¿Law 

RESOLUCIÓN : 
O, EN 
dii-1 2-1 2x+1 
A 


OBSERVACIÓN : 
x A 
a—1 41 


SE —x El 
eS de 


2x-1 3 hd 


+2 231/+ 1 m23+1/+0 


EJEMPLO 7: 

Calcule: 1-2 

E IEA : 

>= [E 
*Sea u=e": 
du 

> sas (Eraje- 5 aa 
=Lnu- Ln(u+1)+C =Lnle*)- Lnle* +1)+C0 

1 [Ex Enter +D+C 


IV) ISTEGRACIÓN POR SUSTITUCIÓN 
TRIGONOMÉTRICA 


En las integrales que contienen expresiones como 
Vall ¡dat nda? mal, las sustitución de ciertas 
funciones trigonométricas pueden simplificar el 
integrando . 

EJEMPLO 1 : 


uíu +1) els jes 


Calcular; A= 


(9 o 


RESOLUCIÓN : 
Construimos el siguiente triángulo en función de 9 
yo: 


da +9 


(EDICIONES RUBIÑOS [vió ETA [sis INTEGRALES) 
* Se toma la función : * Reemplazando tenemos que : 
2 2 E 
> O arag(*) l 2 dar 
x= 31g9 de = 3sec* 0d0 lia a 
S 5) 2 
* Además : secd ES > (a*+9)"* =3mec0 >I = E aresen|*)- vaz +0 
* Ahgra hacemos las sustituciones : 
A EJEMPLO 3 : 
le ao abr 
(En =f had =9/£g%0-0ecodo de 
nec . B= ¿x>a 
Calcular : Pp 
+4=0 (sec* 0 —1)seco 40 =9 (sec? 9 — 0ec0)do 
RESOLUCIÓN : 


+ 4=0|zl0g0-seco +Ln| 189 + 0ec0 |)- Ln] 189 + seco|+e 


+ A=Z (040 «seno —Ln|1g0 +sec0]) +0 


IO CR A REE 
2ls +0 3 3 
TL Ye PERCETS ES 

2l3J9+3* 3 


EJEMPLO 2: 


Calcular : 5 a>0 
RESOLUCIÓN : 


* Sea; x=asenó ; oe( 


* Entonces : O=arcunZ 4) 


Va 37 = dad aTsento = la" cos 0 = acos0 
* Pues 06 (=2/2 ;1/2) implica que cos0> 0 
* Además dx=a co0 do 


rent 
jo 'sen*0)acor0dO _ 2 f sento do 


acosó 
za? 092 y 
>1=0* [25 at= 7 SU-cos201d0 
2 o 2 
1 Elo 1092]. 0 0 — send con01+0 


* Como : «> aseno , 0 € (-1/2;n/2); Construimos el 


siguiente triángulo para 0e(0; 
así: 


* Construimos el siguiente triángulo : 


e 


* Se toma la función : 


seco=% 0= areseo[*) 
a > a 
x=aseco  ldx=asecO-tg0d0 


* Además : gg0= = dx -a? = algo 


dz = | 2020-1809 yo - [secado 


La algo 


> prmpecoraq rote, 


> B=tnlx+ da +, - Ena = Lole+ darle 


EJEMPLO 4 : 


Calcular : er] 
Par 


RESOLUCIÓN : 


*Sca: x Zuecos 0<[oni-x/2) 0105112) 


ds =2 seco tano do; Vd" -9=3tan0 
PA 
520 


ER 1=2+0= Jarre +0 
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EJEMPLO 5: 


Calcular : 7= 
+5) 


RESOL No ¿ 


dí=—1) 
rre INE oa D0+4 
TE 


+= Zaretg E +C>I= Gareig[E l+o 


 ru=+—La=2 


EJEMPLO 6: 


Calcular: D= TO 


RESOLUCIÓN: 
* Ala pp escribiremos así; 
f a =j gr e 
Ge- 2 [(e-10*+4][6-0*+4] 
* Construyendo el siguiente triángulo : 


* Se toma la Función, : 


x:=1+21g0 — (dx=2sec*0 de 
* además : 


ol E 
sec dE (A a 00 
* Ahora tomos la sustitución en la integral: 
2sec*9 de 
D= 
Alarmas 5 ar 7 28000 
x-1 


D=3 J0os0 do = "2. 2 E e 
” + 
INTEGRAL DEFIVIDA 


El área de cualquier figura se puede calcular por 
procedimientos geométricos siempre y cuando se 
encuentre limitada por segmentos - En geometría 
elemental se aprendió que el área de un rectángulo 
es igual al producto de la base por la altura ; y el 
área de un triángulo es igual al semiproducto de la 


E pa 


base porla altura . Para calcular el área de cualquier 
figura limitada por segmentos , se divide la región 
en rectángulos y triángulos , y se calcula el área de 
cada región. Cuando el área que deseamos calcular 
está limitada por curvas , este último procedimiento 
no se puede emplear. Para determinar el valor de 
estas áreas hace falta el cálculo integral tal como 
lo estudiaremos a continuación . 

* La gráfica corresponde a la función continua 


y=f(x) 


Es 


a 1 la; 

Dama | es 
* Se desea hallar el área de la región del plano 
limitada por la grálica de la función , el eje X y las 
rectas 2=a y =D, 


ET 


dos subintervalos. Se busca de esta forma aproximar 
la suma de las áreas de regiones rectangulares al 
área de la región bajo la curva. 


* Si se divide el intervalo cerrado [a ; 


subintervalos, se logra una mayor baaa 


(EDICIONES RUBIZNOS 
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INTEGRALES) 


* Hemos dividido el intervalo [a ; bJ en dos 
subintervalos iguales: [a;a+ ar] y [a+5:;b]; al 
tomar como base cada intervalo, se construyen dos 
rectángulos de altura f(a+4x) y f1b), respectivamente. 
Si se calcula el área de cada rectángulo y luego se 
suman, se obtiene una aproximación al área bajo la 
curva f en el intervalo [a; b] . Sise divide el intervalo 
[a;b] en cuatro subintervalos y se efectúa el mismo 
proceso, la aproximación al valor del área es mayor. 
De igual forma, el grado de aproximación aumenta 
al incrementar el número de subintervalos a 8 y 
16, ete. 

*Entre más rectángulos tomemos , nos 
aproximamos más al área real bajo la curva enel 
intervalo [a ; bJ. 


* EX FORMA GENERAL 3 

Si deseamos calcular el área A bajo la curva positiva 

y = fx), entre y =0,x=a y x =b,se procede de 

la siguiente forma : 

* Se divide el intervalo fa ; b] en n subintervalos 

iguales. La longitud de cada subintervalo será: 

as=2=2. Luego, los puntos de subdivisión del 

intervalo fa ; b] serán en su orden : 
asa + Axr;a + 24x;a +34x;+...a + nAx. 


* Se construye en cada uno de los subintervalos, un 
rectángulo de base Ax y altura igual a f, calculada 
en el extremo derecho del intervalo ; es decir , 
fla+kax) con k<n. 


PA E o 


*Elárea del k-ésimo rectángulo es: A=f(a +hax)-4s 
*Se halla la suma de las áreas de todos los 
rectángulos : 


fla+ax)-ar+fla+2a3)-Ar+..+fla+ndx)x= 
=Y fla +har)ar 
1] 


DEFINICIÓN DE INTEGRAL DEFINIDA 
Si la cantidad de intervalos n tiende a infinito, la 
sumatoria de la áreas corresponde al área bajo la 
curva de la función y = f(x), continua y definida en 
el intervalo cerrado [a;b]. 


fla+Ax)-Ax+f (a+24x)-Ax+...+f (a+nAr)- Ax = 
= Yiye +kAx) Ax 
k=l 


* El área bajo la curva es igual al límite de la suma 
de las áreas de m rectángulos , a medida que el 
número de rectángulos se acerca a infinito , y la 
base de los rectángulos se acerca a cero . 

* El límite de esta suma de áreas se llama integral 
definida y se define como la integral definida de la 
función y=f(x) entre los valores a y b: 


a . 

[7 (2ddx=Lim Y fla+kaxdax, donde py=2-8 
eS — n 
y se lee integral definida entre a y b de la función 
f(x) , respecto ax. 

* El lado izquierdo de la ecuación muestra la 
notación de la integral definida. Los valores a y b 
que aparecen , respectivamente , abajo y arriba del 
signo de la integral , se llaman límites de integración. 
El límite inferior es “a” y el límite superior es'%a”. 
NOTA: 


Observa que los valores de la función f(x) son no 
negativos , fíx)>0 . 

*A diferencia de la integral indefinida , la «integral 
definida» de una función f continua sobre un 
intervalo Y es un valor real (positivo , negativo o 
nulo) obtenido a partir de la función f,, al someterla 
a un proceso , llamado de integración sobre dicho 
intervalo Y. 

La integral definida se aplica en el cálculo de áreas, 
de superficies , volúmenes de sólidos , longitud de 
arco, centro de gravedad , momento de inercia, ete. 
DEFINICIÓN : 

Una función f se dice que es integrable en 
J= [a ; b] si es continua en Y . 

Esto significa que para que exista la integral 
definida de f sobre un intervalo [a ; b] , f debe ser 
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continua en dicho intervalo cerrado . 
NOTACIÓN : 


Sea funa función continua en J = [a ; bJ. Entonces 
la integral definida de f de «a» hasta «b» se denota 


por: ll FG)dx 

DEFINICIONES : 

1) Sia < bentonces ['f()dx=- [f(x 

2) Sifes una función definida en «a»: [?f()dx=0 


PROPIEDADES DE LA INTEGRAL 
DE UNA FUNCIÓN CONTINUA 


Sean f(x), g(x) dos funciones continuas en [a ; b], 
entonces : 


1 [Iroreco]Ja= [1d [sar 
2) [Rf(ddx=k[ F(dx;k cte. real 


3 [fodas= [£dar+ [fíwaz; eelazb] 


4) |[rioaz]< [Ircolaz 


PRIMER TEOREMA FUNDAMENTAL 
DEL CÁLCULO INTEGKAL 
Sea f una función continua en Y = /a; b] y G es 
la función definida por G(a) = [f(Bat, xed, 
entonces : EG (a) = (0) ¡Need 


SEGUNDA TEOREMA FUNDAMENTAL 
DEL CÁLCULO 


Si y=f(%) es una función continua en [a;b] 


entonces: | [F(4Jdx=F(6)-F(a)= F(ol | donde 


Fx) = fx) 
* Donde: 

S : símbolo de integración 

f : función integrando 

ayb: límites de integración (a<b) 

PR : variable de integración (a<x<b) 
OBSERVACIÓN 


| E riaz= [r()ay= [1 (at, ete 


IVTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA 
DE LA INTEGRAL DEFIVIDA 
Sea f una función continua en fa;b]. Si 


fía320 vxela; bjentonces: ['f(xJdx es numéricamente 


igual al área de la región limitada por la gráfica def, las 
rectas x =a,x=b y el eje X. 


Y 


a bx 
Área(R)= |) fíx=)dx 

* El procedimiento seguido para calcular la integral 
definida de una función es muy sencillo. En los 
siguientes ejemplos se calcula la integral definida 
de algunas funciones y luego se plantea el teorema 
fundamental del cálculo . 
EJEMPLO 1: 
Hallar el área de la región limitada por la gráfica 
della función f(x)=3, el eje horizontal y las rectas 
x=25x=6. 
RESOLUCIÓN : 
* La figura delimitada por las rectas es un trapecio; 


y ' 
Waama 
Ñ Fl 
mu PRE 
úl ¡CAuan da 


(B+b)h 
2 


*Área del trapecio : A= 
* La superficie del trapecio ABCD corresponde al 


área buscada ; 2418 
: 


. 
» Área /del trapecio = unidades cuadradas: 

«'Siarla integral Jia E+o, se sustituyen los 
AS 


valoresx=2 ;x=6 así: 


(EDICIONES ROBISOS 
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(Erc) (L+0)=9+0-1-0=8 unidades 
cuadradas. * A 

* Se obtiene el valor. correspondiente a la integral 
definida dela función f(=)=Sen el intervalo cerrado 
12:61-[¿Zd==8 unidades cuadradas. 


*La integral definida 3 = de también se mota£] 


APLICACIONES DE LA INTEGRAL 
ÁREA DE REGIONES PLANAS 


* Sea fila; b]-» R continua y f(x=)>0 Wzela;b] 

* Entonces el área de la región A limitada por la 
grálico de f, eleje Xy las rectas =a y x=b se 
define como : 


Y; 


f 


EJEMPLO 2 : . 
Calcule el área de la región Jipiilada por la gráfica 
de f dado por flx)=4—x*, el ejeX ylas rectas 
xa=-] yx=2 > 


RESOLUCIÓN : 
Y 


Área: R 
=(frarjut =([7U-daxjut 


celo ( Jen emo 


TEOREMA : 


Sean f y g funciones continuas en Y = [a ; b] y de 
f()-g(x) v xe[a;b]. Entonces el área de la región R 
limitada por las gráficas de f y g y las rectas x=a 
yx=b. 


Y f 


Es Donde: r=( [fo gtojax]e 


EJEMPLO 3 : 


Calcular el área limitada por la gráfica de las 
funciones f(=)=2-x, g(x) = 2*-6x y las rectas 
x=0 y x=3. 


RESOLUCIÓN : 


Área (4)=([[£(9-8(Jax]u" 

Az UE "leal —ox)lasju? 

> ar (0+4r—2ax]u? 

E PA li su" =>A=(15— -OJu?: =16u4% 


EJEMPLO 4: 
Hallar el área comprendida entre la gráfica de la 
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función flx) =-x* + 6 y el eje X. 
RESOLUCIÓN : 

* La gráfica de la función es una parábóla cóncava 
hacia abajo que corta al eje X en los valores + =-/6 
Ad Y 
19 


'an0 


J L) 
El Las 
* Si en la integral [Ca +6)dr=-E46r+C se 
sustituyen los valores «=-/6 y x=/6, de la 
siguiente manera : 
, A 

LL ol are caño) 8/6 
* El valor obtenido corresponde a la integra] 
definida: ([(6—x*)kdx=-84/6 
EJEMPLO 5 : 
Hallar el área de la región del plano limitada por la 
gráfica de la función f(x) =2 el eje X y las rectas 
z=1 y x=4. o 
RESOLUCIÓN : 
* Recuerda la gráfica ; 
* El área de la región rayada es la integral fas 


ES fate = amb = Ln4- Lnl.Ln4 


AAA AA 
EJEMPLO 6 : 


Hallar el área de la región limitada por la gráfica 
dela ibn f(x)=—x, las rectas 1=-3yx=- 1. 


RESOLUCIÓN : 
* El área correspondiente entre las rectas x=1 es 


la integral Texas [ae=-5] ¿ 
3 3 ES 


Ls 


* Entonces el área de la región es 4. 


3-2 A 
VOLÚMEN DE UN SÓLIDO 

Si la región comprendida entre una curva , el eje X 
y una recta paralela al eje Y , gira sobre el eje X, se 
genera un sólido cuyo volumen se puede calcular 
por medio del Cálculo Integral . 

El volumen del sólido que se genera al rotar la curva 
es igual a la suma de los volúmenes de cada uno de 
los cilindros que tienen de radio f(x) y de altura Ax. 

Al volumen se Jlega por sucesivas aproximaciones : 


1 vT 


Para tal efecto dividimos el intervalo cerrado /azb] 
en cuatro intervalos iguales. Se observa que la suma 
de los volúmenes de los cilindros obtenidos se 
aproxima al volumen del sólido . 


na 


ca 


* Si se divide el intervalo [a ;b] en ocho 
subintervalos iguales , se observa que la suma de 
los volúmenes de los cilindros obtenidos , se 
aproxima más al volumen del sólido . 


* Si el intervalo se divide en un número cada vez 
mayor de intervalos iguales , se puede Jllegar a 
obtener un número infinito de cilindros cuya suma 
de los volúmenes tiene por límite el volumen del 
sólido , y se expresa por la integral definida de la 
función correspondiente . 
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1 
* Si f(x) representa el radio de cada cilindro y Ax 
el espesor , se tiene que la suma de volúmenes : 
af (1) a+ flo rrrf (a) ac tf (0) pr 


= [f(Jf arde 


* El volumen del sólido de revolución es la integral 
definida en el intervalo /a;b] de la función cuya 
gréfica al rotar sobre un eje , determina el sólido : 


EJEMPLO 1: 

Hallar el volumen del cono generado por el 
triángulo que rota respecto al eje X, limitado por" | 
la gráfica de la función y=x en el intervalo cerrado 
10; 8]. 


RESOLUCIÓN : ) 


*El cono se forma por un conjunto infinito de 
cilindros de radio y=x , espesor Ax cada uno de los 
cuales tiene por, vohamen el conjurito: 1*Ax 

*La suma de cilindros tiene un límite que es la 


A 
integral jj" de que corresponde al volumen del 
cono. E 

* Entonces ; V = 


5127 


, y =/ ne 
ye [mrtdc=e stas [E 8 
f il 3 3 3 


EJEMPLO 2: 
Hallar el volumen del sólido generado por la 


rotación alrededor del eje x de: y=Vx; el eje X; 


RESOLUCIÓN : 


EJEMPLO 3 : 

Halle el volumen del sólido que se genera por la 
rotación de la región limitada por la curva: y=1 y 
el eje X en el intervalo de : /2; 8] il 


RESOLUCIÓN : 


«(1 1 1 
la 
OTRAS APLICACIONES DE LA 

INTEGRAL DEFIVIDA 


Aparte de aplicarse en el cálculo de áreas, también 
se utiliza en otros campos como la fisica, química, 
ecología, etc. Sirviendo para estimar 
acontecimientos futuros o pasados . 
EJEMPLO 1: 
Una partícula que parte del reposo, efectúa el 
movimiento a una velocidad dada numéricamente 
por v=(3*+5) em/s. Hallar la distancia recorrida 
por la partícula en los primeros 5 segundos . 
RESOLUCIÓN : 
* Tenemos: w=stro Iago (MP otr 1D 
* Como parte del reposo: f(0)=0; en (1) : 
0=0+ce=c=0 
* Reemplazando en (1), nos queda: ft) =£ + 5€ 
* Para £ = 6, nos queda : /(6)=5"+25=160cm , 
que es la distancia recorrida por la partícula. 


OU DEFI ZITITIN 
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EJEMPLO 2: 

Se estima que dentro de £ meses la población P de 
a . £ 

cierto pueblo cambiará a una tasa de 21 por 


mes. Sila: población actual es de 26000 personas, 
¿cuál será la población dentro de 32 meses? 


RESOLUCIÓN : 
4 4 . 
z Co 20, entonces pala sorila=aroise 


*Esdecir: P(t) =21 + 615 +0 ma (0) 

* Pero cuando £=0, la población es de 25000, en (1): 
26000 = 2.(0)+ (0) +e 

* Luego e = 25000 ; en (1) : 


P(1) =24 + 64% + 20000 cacaos (1) 
* Para f=32, en (II): 9 

P(32) = 2(32) + 6(32)” + 26000= 27624 
La población dentro de 32 meses , será de 27624 
personas . 


LONGITUD DE ARCO 


Sea f: [a; b] + ¡una función con derivada continua 
en [a ; b], entonces la longitud del arco de la curva 
y=f(=) desde el punto cuya abscisa es “a” hasta el 
punto cuyo abscisa es “a” es expresado por la 
fórmula. 


aja 6] L=[[mlrira 


OBSERVACION +. 
Sig: [e;d] > R esun función continua en [e; d], 
entonces le longitud del arco de la curva x=g(y) 
desde el punto A(g(c),c) hasta el punto B(g(d),d) 
es expresado por la pia A 


EJEMPLO 1 : 

Determinar la longitud de la circunferencia: 
P+y=R 

RESOLUCIÓN : 

* Despejando : y=+>/[R*-4? 

* Tomamos primero la parte positiva (en el eje y), y 

luego duplicamos lo hallado : 


y= RT" > 2 > ma 


* Luego lo pedido , será : 


L=2/f% rod arm2f%, loz de 


O dx . xl 
> o aRaresen | 
-> L=2R|arcsent1)—arcsen(-1)]= 2R(7 +2 
>L=2HR 
EJEMPLO 2 : 
Calcular la longitud total de la hipocicloide 
A 
RESOLUCIÓN : y, 
* Graficando : 


PyR y ys (920 20) 
A 
= 
Lats AZ y Ln $ 1+[2) de 
>L=4f, "(RP 279) dx=4 E "APR 


La [Rd 00 RIA |: om 


(EDICIONES REBISOS 


[sio METIA sac 


INTEGRALES) 


OBUEMASPRESUELT 


PROBLEMA 1 : 
Calcular : A=/e“dx 
RESOLUCIÓN : 
*Sea: w=2*=dx =2zdz , entonces : 
[eFdx=2/z0*dz 
* Integrando por partes : 
z du = dz 
> 
du= etdz 
“Aplicando la fórmula de integración por partes : 
Az fofdr=2/2e" - jerda)ro=2(ze-e)+0 
> A=2e2-Dro= 20% (Vx D4o 
PROBLEMA 2; 
Calcular; B= [+*Laxdx 


RESOLUCIÓN : 


* Cuando se tiene un producto de una función 
logarítmica inclusive afectada de un exponente por 
una expresión en x= , en todos estos casos , se toma 


así: Er, 
* Haciendo : ls ln A 


> 
do=xtde "|, 0 


v=e" 


* Haciendo : ( 


* Ahora reemplazamos en la fórmula de integración 
por partes : 
[?Lnxde=E Los [E ., simplificando: 


xx 


a 1 
> B== Las fwtde= a 


PROBLEMA 3: 

94 3r 
Calcular ; a = donas 
RESOLUCIÓN ; 
* Haciendo : 


u=3", du = 9'Ln3dx => de = 1L 
uLn3 


(ut+uldu __1 
EA lr DuLn3 LaS. 


(u+Ddu 
ul 


¿Hp AL 
Ae lec ANNE 


PROBLEMA 4: 


Calcular: D= f'Ln(x+J1+7)ax 
RESOLUCIÓN : 


dx 

= Ln fria), [1 

A o 17 | 142 
p=x 


* Ahora aplicamos la fórmula de integración por 
partes ; 


June las= atole Vr) $75 e 
> D=xlnlx+ dir?) li? + e 


PROBLEMA 5 
2 
Calcular: E= y Entes 
(+ 1)"(x—3) 
RESOLUCIÓN : 
% Ala integral dada expresemos en la forma: 


J (2%* +1) dx 


B Cc 
= jc (1) 
(+08) [5 Genta 


* Ahora calculando las constantes A, B y C: 
(2xt+ de _ A ALLA 
(+08) A+ (Dd 3 
Alx+D(x—3)+ Blx—3)+C(x+1* 


(+1 (2-3) 
* Igualando los numeradores se tiene : 


23 +1=Alx* —23—3)+ Blx—3)+C(x? +23 +1) 
* Ordenando : 


2x* +1=(A+Oja* +(-24+B + 20)x—3A—3B+C 
* Ahora por identidad de polinomios se tiene : 


A+C=2 PAE 
-24+B+20=0 => el 
|-3A—3B4+C=-1 B=-= 


* Luego reemplazando los valores de A, B yC en (1): 


=p (2x*+idx _13 (dx _3 
ES x+1 4 E a 3 
3 
>E= EL ++ —Lnjx-—3|+0 
abi ál eiii 


PROBLEMA 6: 


O 


pz 


Conererea EX MEAN CIOLOPEDIA 2012) 
a 8 
RESOLUCIÓN - me parara ES 
3 

de u=x [ta 

Haciendo > [44 = senxdx "lv =-cosx > H= ES Fdx= 2-19) ES 2 
E 7 AO 396, 4 _ 1192 

> =f xsenz ===x.000:x ,+ f/ cos x dx 5 TR 


== cos xl + senal, > F=— (a —0)+0—0)== 
PROBLEMA 7 : 

E y 

Calcular + 6= fieras 
UCIÓN : 


* Hacemos 1-— x=?» es decir x=1-uf, elegimos 


1 <+u=0 dx=-2udu: 
x«=-39u=2 


G= S¿0=dut20da = qe] 


RESOL 


PROBLEMA 8 : 

' as ; > 
Calcular: H= f, «lIFxde e) 
RESOLUCIÓN : 

*Para calcular la integral definida, primero 


evaluamos la integral indefinida [=/H+xds 
realizando el siguiente cambio de variables : 


=Vl+xzué= 145 


* Sustituyendo tenemo. 


> falrrzas= fl —Du(guda)=2 (ut ut )du 
E Sali+zas= us Zu +0 
e 


=u? —1I¡dx=2udu 


E Jara ¿ura? Zara + 0 
* Luego, se calcula la integral definida: 


Parra lat Zar el 
1= fra =Í4+x) Zara” 


> H= f xlrrzas= 


Faro arepa Zara ao 
[2 


Fla) FO) 


PROBLEMA 9 : 


Pra 
a +4 
RESOLUCIÓN : 


* Se realiza un cambio de variable para calcular 
la antiderivada : 


+ SÉ + 4, entonces 


Ea 


*Siu= 
du = (31 +61) de; du = (8 + 21)dt ; luego: 


42 
Para 


o, 42 y 
JP +305+4 


19421 
E 
LEN 

» er 4 


¿raro 04 07 > 1=2-Y2 


——_—_——— 
Fi) Flo) 


PROBLEMA 10 : 

Hallar el área de la región limitada por el eje x y la 
gráfica de la función fíx) en el ini 
TESTER z 
RESOLUCIÓN : 

* Se hace la representación gráfica de la función a 
integrar . 


(0430 +C 


¡=(Prart+ a+ 0 


E 


Hg 


(EDICIONES KUBISOS 


1LAT 


INTEGIALES) 


*El área dela región sombreada es el área a calcular. 
* Una tabla de datos facilita la representación: 


* El área de la región es la integral : 


E z 4? 4 
Jiterri das mae? ] = (9 E 

o lo 4 
PROBLEMA 11 : 
Hallar el área de la región de la función 


f(x) =4x—x*, en el intervalo [-2; 01. 
RESOLUCIÓN : 


* Dela gráfica se deduce que la región ocupa la parte 
inferior al eje X . Por lo tanto , el área se calcula 
con la integral negativa : 


O 


PROBLEMA 12 : 


Hallar el área de la misma función : f(x) = 4-22 
en el intervalo (-2 ; 2] 
RESOLUCIÓN : 


* El área de la región es la suma de las áreas en los 
intervalos (-2 ; 0] y [05 2] , es decir : 

4 + 4 = 8 unidades (según problemas 10 y 11) 

* Observa que con mucha facilidad se puede cometer 
el error de calcular el área entre Jos dos extremos 
sin tener en cuenta que una es negativa y la otra es 
positiva , en tal caso el área se anularía . 


¡2 
y : 
A a 
Ala, al | 2 al 
=|2ta? E |-|2t0* 7 


*Sobra aclarar que el método anterior es incorrecto. 
PROBLEMA 13 :; 


Hallar el área de la región del plano limitada por la 
gráfica de la relación y"=4x y las rectas 1=0 y x=40 


RESOLUCIÓN : 
*Si y?=4x entonces y=Y/4x 6 y=-Jix 


La tabla muestra algunas parejas de la relación que 
sugieren la siguiente representación gráfica: 


0 


0o|1 2 -3 4 


+9/2 | +23 | +4 


x 


ENETA 


a + 
a PREPARAS 


* Parte del área que se debe hallar corresponde a 
valores negativos . Por lo tanto , es necesario hallar 
el área correspondiente a la función positiva y el 
área correspondiente a la función negativa y luego 
sumarlas. 

A, representa el área sobre el eje X, y es la integral: 


32 
> 4/= [Viñas L2-E (unidades Y 


A, representa el área por debajo del eje X, y es la 
4 
integral: > Ay = f] Váz == (unidades y 


* Entonces el área de la región del plano limitada 


por la gráfica de la relación y? = 4x y las rectas 
A RE 
a y e he TO 


PROBLEMA 14 : 


Hallar la función glx)tal que £” Se y 
e(4)=1 
RESOLUCIÓN : 


*Como f'(x)=x""?; glx) debe ser una 


antiderivada de «12 S a Par =2x 12 +0 , luego 


gl(x)=202+C para alguna constante C. 


g(4)=1=2.44+C=4+C,asíC =- 


* Entorices la función pedida es; g(x)=2x1? — 
PROBLEMA 15 : 

Halle la integral definida de 
fx)= 2; en el intervalo: 1 =/=1; 8] 
RESOLUCIÓN : Y 

* Graficamente vemos : 


la función: 


CALIENTA 


AU) 


ENCICLOPEDIA 2012 


Sirimas= fhas=-2:!,=2(8)-C2(1)=-=8 


CRE Af rd=—(-8)=8 


PROBLEMA 16 : 
Halle el área de la región sombreada . 


RESOLUCIÓN : 
pi als 
an frna=[E+ +] 
(6 [E ] 27.3 
> an[Eso)- Gu 
PROBLEMA 17 : 
Hallar el área de la región comprendida entre las 
gráficas de las funciones  fíx)=xw* y 
B(x) =2x-a* 
RESOLUCIÓN : 
* So hace la representación gráfica de las 
funciones : 


x |-2]-1]0[1[2 
[£60[ | 7 jo[zx[e 
x [|-2|-1]0[1|2 
£()|-8|-3[0.1|0 


* Es necesario hallar los puntos de corte de las 
gráficas : y =x*;=2we-x* 

Se aplica el método de igualación :% =2x-x* 

* Se reducen términos semejantes y se factoriza 
2x: 2-2: =0 

> 2x (x-:1) =0 Porlotantox=0 6 x=1 


* El área de la región comprendida entre las dos 
curvas, se obtiene al hallar la diferencia de las áreas 
delas regiones limitadas de las funciones 
g(x) =2x-a* y fíx) = x”, las cuales son iguales a 
las integrales . 


1 1 
S,(2s-xax y faz, si se denomina con 
la letra A a dicha región, se tiene : 
E E 1 E ¡B 

'a 'a ES) 3lo 3 
PROBLEMA 18 : 
Hallar el área de la región del plano comprendida 
entre la gráfica de la relación y* = 4x y la función 
y=2-4. 
RESOLUCIÓN : 
* Es necesario hallar los puntos en los cuales las 
gráficas de la relación y de la función se cortan . 
Para esto se resuelve el sistema : 

y =dx;y=2x-4d 
* Las gráficas se cortan en los puntos 
A = (454) y B=(1;-2) 

* Observa la gráfica determinada por la 
representación de la relación y de la función : 


xo] 1] 2 | 3 
+42/2 | +2/3 


4] 
+4 | 


* En el intervalo [0 ; 11 ,la parábola en sus dos 
ramas está por encima de la recta. El área de la 
región en [0 ; 1] es el doble del área bajo la curva 
y = tE 


En el intervalo /1 ; 4] la parábola está por encima y 
la recta por debajo . 


(EDICIONES RUBIÑOS 


ARO ME — 


INTEGHALES) 


* Es necesario descomponer el intervalo [O ; 4] en 
dos intervalos /0; 1] y [15 4). 

4, = [Vales 
* El área de la región: Ag = [NV (2:-4lar 
* El área total entre las dos curvas es: 
4 [la lass [NE ajas =9 
PROBLEMA 10 : 
Hallar el área de la región limitada por las gráficas 
de y=x"+2;Y=-X;x=0 y x=2 
RESOLUCIÓN : 
Y 


10) y =x* +2 


Haciendo g(x)=—xw; f(x)=x?+2 y graficando 
aplicamos : | 


Área = f/(100-8(0]as 
Ae So l*+2)=alasa > 


=h 44425 an 


Pra] 


PROBLEMA 20 : - 


Hallar el área de la región limitada por el eje X; la 
recta vertical « = 22 y la gráfica de la funcion 


yd 
E 


RESOLUCIÓN : * 


* El área totales: A=A, + 4¿+4g 
13 _64 


Aj= f,()az= 7 


A 


29 22, la? 
Ar=- fo faldas O 2 
> A=AJ +A Hay = 04 19842 


PROBLEMA 21: 

Hallar el área de la figura comprendida entre la 
parábola y =—x? + 4x—3 y las tangentes a esta 
en los puntos (0;-3) y (350) . 
RESOLUCIÓN : 


y=- + 4x-3=1-(x-2)P 
y-1=-(x-2)”, V(1;2) 


dy =(-! — 
=-a + do 8 Y 2 + 4ias =-2 


Ly: y-0 =-2 (x- 8) de donde L,: 2x + y =6 


dy 

—| =(-2x . 
2, (2x1 + 4)lozo = 4 
L,:y +3 =4(x-0) dedonde L,: dry =3 
Ey a= lar)? +4:-—3)ldx+ 


So 6-20) (at +4: llas 


E as frtaxs f (2? 00+9)de 


RESOLUCIÓN : 


* Cnlcularemos el área A, de la región 
correspondiente al primer cuadrante : . 


> Ay= Efela? 1? +a?arcaen” :[- pea 

* Por lo tanto , elárea buscada es igual a: 

A=4A, =rab 

PROBLEMA 23: 

Hallar el área encerrada entre las curvas : 

dy xx? y 8y=2x +2 -2x. 

RESOLUCIÓN : 

* Puntos de intersección : 
ad 0 a? 20=0 
ara + -2)=0 . 
x(x-1)M(x+2)=0>x=-2,x=0,x% 

* Así, los puntos de intersección son 

(-2;-1),(0 ; 0), (1 5 1/8) 5 
y=x*/8 


y=(2x +x0? - 2x)/8 


*Aquí hemos ME necesariamente los criterios 
de la primera y segurida derivadas para encontrar 
los máximos y mínimos relativos , los intervalos de 
crecimiento y decrecimiento , así como las 
concavidades en ambas gráficas . 

Por lo tanto, ya podemos establecer 
adecuada para el área: A=A, +A) 


O 


la fórmula 


> A = (1/8) + (5/96) = E 


PROBLEMA 24: 

Sean los puntos A = (-2; 4), B = (1 ; 1) sobre la 
parábola y=x*, y los puntos C=(1;8)y 
D = (-2; r) tales que el segmento de recta CD es 
tangente a la parábola y es paralelo al segmento de 
recta AB . Hallar el área de la región encerrada por 
la parábola y por los segmentos AD, DC y OB. 
RESOLUCIÓN : 


” Es suficiente hallar la ecuación de la recta L que 
contiene al segmento CD . Sea : 
L: y =mx +b y como L//AB, entonces 


* Adomás , si y =f(x)=x" entonces f '(x) =2x , y por 
lo tanto m=-1= f (x,)=2x, => x,=-1/2 

* Así obtenemos el punto de tangencia 
Po = (x%o5f (%0))=(-1/2;1/4) sobre la recta L. 
* Luego hallamos b=- E y completamos la 


ecuación de L; y==x%=—-7 . Procedemos a 


li 2 


calcular el área A: A= sa =(+=- 2) : 


PROBLEMA 25: 


Calcular el área A de la región S limitada por la 
curva (y-x-2)* = 9x y por uno o ambos de los ejes 
coordenados . 


RESOLUCIÓN : 

x > 0. Despejando y =x + 2 +3/% =... (dos ramas) 
Intersecciohes con los ejes: Eje Y, six = 0: y= 2. 
EjeX,si y=0,para la rama 0=x4+2 +3/x>2, no 
existe; pero para la rama x+2-3/x= 0 


MEA A E O) 


> (2-4) (x-1)=0- 


(EDICIONES RUMIROS 


ARS 


* Asíla gráfica corta al eje Xenx = 1 yx = 4. 
La región S es la que corresponde a la rama con el 
signo (-) y por lg tanto, A = A, + Az 


Es A f,(+2-3Vz)ax+ [/(=+2-3/7)de 


PROBLEMA 26: 


Encontrar el volumen del sólido generado al rotar 
alrededor del eje X la región acotada por la curva 


y=x" y las rectas x=0;x=2. 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


1281 
cd 


V=r [7 ytdx=r [7 20de= 


PROBLEMA 27: 


Hallar el volumen del sólido de revolución obtenido 
al rotar alrededor de la recta y=-1 la región 


comprendida entre las curvas y =x* y y=Wz. 
RESOLUCIÓN : p 

* Intersecciones entre las curvas : (0;0) y (151). 
Además, y=-1 = e=-1 


* Entonces: 
v =r fo (V3=taP le? (0 Jas e 
PROBLEMA 28: 


Encontrar el volumen cuando el área plana 
encerrada por : 

y=-x%-3x +6 , y ,x + y-3=0 piraalrededor 
dey =0. 

RESOLUCIÓN : 


2 
y=--3x +6 A parábola 
y 


>: —3+6=3—x 


y=-2?—3x+6 
y=3-x 
> +2:-3=0 > (2+8) (x-1)=0 


=> --3vx=1 
A 


17927 
15 


> Von (et + as —4x? —30:+27)dx= 


PROBLEMA 29 : 


Hallar el volumen del sólido generado por la 
rotación de la región comprendida entre la Curva 


y=x*-—2x y el Eje X, alrededor del eje de abscisas , 
RESOLUCIÓN : 


* Los puntos de intersección del Eje X con la curva 
son: (0; 0) y(2;0). 

Si definimos flx) =x* - 2x entonces f(x) está debajo 
del Eje X. Las secciones transversales circulares 
tienen radio : - f(x) . Por tanto , 


Ala)=r [10 ="[f(2)]*,x e l0;2] 


v= fonda? 2%) de =161/16 


PROBLEMA 30 : 


Encontrar el volumen del sólido generado por la 
rotación de la región entre las curvas y =x* + 4e 


y =2x* alrededor del eje X. 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


yaaa 2d 
y=zxt T =4> 0 =12 


> Van lt 0 (0? las 


> Van f (3 +80? + 16) dx = 10247 
-2 pl 
PROBLEMA 31: 


Hallar la longitud de arco de la curva C: 
2 


NES 
entre x =-1 y x=8. 
RESOLUCIÓN : 


Como la derivada no está definida en x=0 entonces 
se puede considerar x =g(y) como función de y, en 
Jugar de y =flx). Así, despejando: y; 492 , donde 


*x = y" para y € [0; 4] (Arco OB), y 
* x= y" para y E[0; 1] (Arco OA); entonces 


1] fax yu | fade 
L= 7 15) do a] dy 


2 el 
>La f, 1+[Gv1] dy+ f ¿ya dy 


> L= ¿(UT +80/10—16) 


MERANARACTICANDIRIGIDA 


(3) Completa el siguiente cuadro con las derivadas 


de las funciones algebraicas estudiadas en la unidad 
anterior ; 


y=f(x)+glx) 
y=f(x).g(x) 
E £(2) 
gl(x 
((2) Completa el siguiente cuadro , escribiendo 
la función antiderivada de las funciones dadas : 


CIONES RUBINOS 


INTEGHALES) 


f(x=)=3x? 


Fx) =0+C 


(E) Completa el siguiente cuadro con las derivadas 


de las funciones exponenciales y logarítmicas, 
estudiadas en la unidad anterior: 


Función Derivada 


(00) Calcula las antiderivadas de las funciones: 


A) fix) = 3x* B) fíx)=sen x C) fíx)=0 


D) fix) =sectx E) fíx)=secx1gxw F)fíx)= qa 


(O2)Determina la función f(x) si: 


1 
*(x) = Ux)= Cf (a)= 
AJf'(%) =6x B)F'(=) = com CIf2)= Te 
DJ f(x) =e" E) f(x) = me” 
E) (x) = 32% 6) f(x) = 6x7 


-5 
OF (3) = Atanzuecx Ts) =2x0)F'(%) = 2 


K)f'(x) =—.3 secteL) f '(x) = 3 M)f '(x) =-5coctx 
z 


y=Logx 
EZ e", donde u = f(x) 

=,donde u=F (2) 

(0) yo= 86) 
y = Lnu,donde u = f(x) 


l 


(E) Completa el siguiente cuadro escribiendo en 


la columna de la derecha la antiderivada de la 
función escrita en la columna de la izquierda : 


Antiderivada 


F(=)=u'/u donde u= f (2) 


Halla la antiderivada de las funciones: 


a 3 2 

Alfa) = xt B) f(x) =x4 C) f(x) =x0 

E pd Est 

D) fix) ==" E) Na) =H E) 0) == 
> Ed 
G) == H) =£ 
1) fix) E 1) fix) 5 


N) Fx) = O)f'(x) =tanx 


2e 
+1 
(03) Calcula las siguientes integrales : 

a) fatax c) [x"dx 


D) [Yxdx E) [Uat ax E) [lar ae 
0 E Dm [irdx 


(0) Si la integral de y 00 E + C,da qué 
será igual la integral de 34? 


B) [x*de 


E farra 


(10) La integral de y =senx es igual —coax + C, ¿a 
qué será igual la integral de A senx? 

O Explica si son correctas las siguientes 
afirmaciones: 


pr] 
A) Si fíx) =x" entonces Jrra=r E +0 ¿n=1 


7 
B) Si fis) = vensx entonces f hvenz dx =hoen 740 
(AR) Verifica si: 

3 d AL des [dat 
493 f2c0mxds= 3 uens+ CB) 4 [33 dx=f4x* dx 
(E3) Analiza las siguientes igualdades y determina 


si son correctas. En caso de ser incorrectas 
corrígelas : 


Can a TERA 
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4) farde="+C BJ [—senxdx- cosx +0 
OS asc Dm) [4% dx==*+C 


(Q2 Calcula las siguientes. integrales : 


a jiñaz  -B) fura 0 She 
DS as EJ flaxtdz E) f-atdx 
6) Juas B) a= 


(63) Halla la función g(x) que satisfaga la 
condición dada : A) f '(x) = 42%, g(1) = 1 


B)f'(x) = 3x*-4x + 3x*, g(2) 
C)f'(x) = senx-cosx, g(0) 
D)f"(x) = e* +x,g(0) = 2 
EJ f(x) = nuec2x, g(7) = 0 
F)f'(x) = (3-2x)*, g(3) = 2 

6) f(x) = (x-1) (2 + 3), g(0) = 3 
Bf (x) = 2% +2, 8(8) = 


(ES) Verifica: si: 


a frna= /fUraddz ; 


B) Jltra+Das= f(e+1+ 2? dx 


(1) Escribe la propiedad que justifica la igualdad: 


Sridax+feladde+ [ hlodaz =flfr ela +njas 


(3) Calcula las siguientes integrales : 
A) Jfraz+ fxtaz+ fx" ax 

B) Jfeenxaz+ ['5coszax+9 f secta dx 
O f+tax+ [5 dr+9 fx? dx 

(19) Calcula las siguientes integrales : 


4) fl4x"—6%+8)ds B) [(< 5/3 +xYz)dx 


oa vi Za 


374 3 lx 20 2 de 
a a+ de 


E0) Emplea el método de sustitución para efectuar 
estas integrales : 


Y 
= Es ja yo 


a) fí2r+0*az B) [V3c+5de 
2 
oS(t=' zas D) f, N6:?+3xd= 
E) SP vengas F) JS sect2xdx 
243): 2 de 
6) f cos(6% +3)-xdx  m) ea 


ED calculen las siguientes. integrales ; 
a de 
a fas mfarlzas OS 


. 
D) e A EJfolzds E) fra de 


0) fla? +35? +1Ddx m jaa 
ES 


L) [(2* —YzJaz 


y lar? 2x0) de 
Ñ f(2x+71 dx 


€E2) Realiza la descomposición en fracciones 


parciales , para las siguientes funciones racionales: 
4x+8 


ES) Efectúa las siguientes integraciones : 


3044 
o As 
4x+8 =6 
al e DS ye 
E) Por grupos calculen las siguientes integrales: 
A) S +2 B) Jusn[EJas 
o Julia) a 1 fla 


- “e a AN 


(EDICIONES ROBINOS IE 255 INTEGHALES) 
E) SE 2 falé=é (20 —100at ap HH DORRERA 


D fleuzde”” de 


A 


3) Aplica el método de integración por partes y 
calcula las siguientes integrales: 


ar finede 7 fxtnxdx 


D) fxJx+1 dx E) fe7*senx de E) f/xa" de 


2+1 


de 
L 
(a+ 304 1) 3 


+3 
O) fe de 


El) Halla el valor de la integral en cada caso : 
a fi 2rds 8) f¡(e—3)dx C) f/ (a+ 2)dx 
Dfiztas E) fot —Das 1 fx de 


E2) Encuentra: 


e y 
2 
af (2x-5)dx 1 f,(0*—6x+0) dx 


m/2 
c) 0 as D) f (3senx —4cosx) de 
- a 
E) f]Inenx— tg secx] de E) f] lconx + uec*xl dx 


EBCalcula las siguientes integrales : 


dee r 
a aq poes 22) de o 
m) [V7=3zaz mf, 20d37+1 de 


0) Le + de 


Er [(85*+6)29 de 


. 
En ¿sen 23dx 1) f cos*xsenxdx 3) ral 
E) [Pa mo lis mn 


ED) Escribe la integral que te permite calcular el 
área sombreada . 


HIS 5 H 


Ed) Dibuja y sombrea la región representada en 


las siguientes integrales : 
” 
O 
af ¡(Dax 


B) fiar 


Ed Nustra graficamente y sombrea la región que 


representa el área representada por las siguientes 
integrales : 


a) f/ senxas 1 ft 0) f/2+1 dx 


SEG UNDANER AGE 


DIRIGIDA 


(02) Una compañía ha determinado que la función 
de costo marginal para la producción de un cierto 
artículo esta dada por : 

C*(x) = 125 + 10x + 1/9x*, donde C ( x) en soles, 
es el costo total de producción de x unidades del 
artículo. Si los gastos generales son 260 soles . 
¿cuál es el costo de producción de 15 unidades? 


A)3375 B)2125  C)4000 D)6000  E)8000 


(E) La función de costo marginal esta definida 
por C* (x) = 6x, donde C (x) es el número de cientos 
de soles del costo total de x cientos de unidades de 
cierto artículo. Si el costo de 200 unidades es 2000 
soles, obtenga los gastos generales. 

AJ8 Cientos  B)6 C)4 D)12 E) 24 


(3) El volumen de agua contenida en un tanque 
es V metros cúbicos cuando la profundidad del agua 
h metros . Si la intensidad de cambio (la derivada) 
de V con respecto a h es : 

p (4h* + 12 h + 9), determine el volumen de agua 
que hay eri el tanque cuando la profundidad es 3 m. 


A)117m* B)243 C)568  D)107 E) 902 
2141 

Data: [ps 

AJ2 B)-3 C)3 D) 1,5 E)2 


(AL ZRERETA 


PE250) 1 TIA CICLOPEDIA 2012) 


0 om, HE 


B)49/24  C)3/16 


dx 


Q,0 Calcular : E +27 
AJO E 12/25 C)1,2 D)1/2 
(2 Calcular ; E +2) Vx + 1dx 


CC) 10 


sen 
id 


A) 24/26 D) 1/2 E)2 


E) 1/8 


A6 D) 12 E) 24 


(63) Calcular: $ 
A) — 2008 /x +0 B)-2senVx +0 
€) cos fx +0 D) —senVx +0 


5 
(7) Calcular : ne 2x0x* 4 2dx 
AS BO C) 2/5 D) 5/6 E) 4/5 
(00) Calcular el área de la región acotada por las 


B)8 


EJO 


curvas += y? Ax=y? 


A) 16 B)J8 Cc) 10 D)1112 E) 14 
(Q)) Calcular. el área de la región acotada por el 
lazo de la curva y" =x*(4-x) 

256 1 
AT BI 013 DIG EJ1 


(2) Calculor el volumen del sólido que se genera 
al girar, alrededor del eje X,, la región limitada por 
la curva y= x*, la recta x=1 y elejeX. 


Br có Dm 2 


A) 2x do E)24 


(E) Calcular ¡ar de 1 Cira 
9y'=4x" del origen al punto (3243) 

AJO B)1 C)2/7 D)14/3 EJ2 
(2 Calcular la longitud del arco de la curva ; 


'2 del punto donde x=1/8 hasta el punto 
donde x= 


AJO B) 9/8 0) 25 D)14/3 E)2 


DE LA SEGUNDA PRACTICA 


CÁLCULO INFISITESIMAL O CÁLCULO 
DIFERENCIAL E INTEGRAL 


El cálculo Infinitesimal, llamado por brevedad «cálculo», tiene 
su origen en la antigua geometria griega. Demócrito calculó al 
volumen de pirámides y conos considerándolos formados por 
un número infinito de secciones de grosor infinitesimal 
(infinitamente pequeño). Eudoxo y Arquímedes utilizaron 
método de agotamiento» o exhaución para encontrar el ár 
de un circulo con la exactitud fínita requerida mediante el uso 
de poligonos regulares inscritos de cada vez mayor número de 
lados. En el periodo tardío de Grecía, el neoplatónico Pappus de 


Alejandría hizo contribuciones sobresalientes en este ámbito, 


de Zenón de Elea impidieron 
cálculo en el periodo antiguo. 


(hacia 1670) 
y la tangente 
son inversos, lo que se conoce como teoroma fundamental del 
cálculo. 

El descubrimiento de Newton, a partir de su teoría de la 
gravitación universal, fue anterior al de Leibniz, poro al retraso 
en su publicación aún provoca controversias sobre quién de 
los dos fue el primero. Newton utilizó al cálculo en mecánica on 
el marco de su tratado «Principlos matemáticos de fllosofía 
natural», obra cientifica por excelencia, llamando a su método 
de «Muxiones». Leibniz utilizó el cálculo en el problema de la 
tangente a una curva en un punto, como limite de 
aproximaciones sucesivas, dando un carácter más filosófico a 
su discurso, Sin embargo, terminó por adoptarse la notación 
de Lolbniz por su versatilidad 


En al siglo XVII! aumentó considerabiemente al número de aplicaciones del 
lofinitosimates, 


elculo, paro al uso impreciso de las cantidacas infinitas 


ol como la intuición geométrle 


Eblculo, ara sun vaga a imprecisa an asa antoncas. Uno de aus criticos más 
Notables fue al flónoto George Bertaley. 

En el siglo XIX sl trabajo ce los analistas matemáticos sustituyeron esas 
vaguedades por funcamantos nólidos barados en cantidades finitas; Bolzano 
y Cauchy delnleron con precisión los conceptos da límite un términos de 
dpnilon_delta y de denvada, Cauchy y Rlemann hicieron lo propio coo las 
integrales, y Dedniind y Weloratrase con los números reales, Fue sl pariodo 
8 la fundamentación del cálculo. Por ejemplo, se supo que las funciones 
Kitorenciables son continuas y que las funciones coninusa son integrabies, 
turque ls recprocos no altos En iio XX lara ne convencional 
logítimó el uso de los infinitenimales, al miémo tiempo que la aparición de 
las Computadores ha incrementado laz aplicaciones y velocidad del cMulo 
Actualmente, el cálculo ininitesimal tiene un doble aspecto: por un lado, sa 
ha consolidado su carictar disciplinario en la formación de la sociadad 
culta del conocimiento, destacando an este Ambito textos propios de la 
diciplina como al de Lovis Leithol, el de Earl W. Swokowaki al de James 
Stewart entre muchos otros: 


fraccional, la teoria de 
Iculo ha sido extendido con el Nlempo a las 

culo de vectores, al cálculo de variaciones, 
y topología diferencial 


El desarrollo y usa del cálculo ha tenido electos muy Importantes en 
cas! todas las Areas de la vida modera: es fundamento para el cálculo 
numérico aplicado en casí todos los campos técnicos y/o cientificos 
cuya principal característica es la continuidad de sus elementos, en 
espacial en la Tísica. Prácticamente todos los desarrollos técnicos 
modernos como la construcción, aviación, , metaorología, 
etc. hacen uso del cálculo. Muchas fórmulas algobralcas se usan hoy 
bn día en balística, calefacción, refrigeración, etc. 

¡Como complemento del cálculo, en relación a sistemas teóricos 
O físico: ¡cen de contiauldad, se ha 
desarrollado una conocida como Matemática 
discreta. 


(EDICIONES RUDINOS 


ENDUCCIÓN MATEMÁTIC 


OBJETIVO : 


* Conocer 'unos de log métodos más utilizados en la 
demostraciones de los teoremas MATEMÁTICOS. 


INTRODUCCIÓN : 


La inducción es el proceso de razonar por el cual se 
extraen conclusiones a partir del análisis de casos 
particulares. La deducción , por el contrario , 
permite extraer conclusiones particulares a partir 
de casos generales . Cuando un experimentador 
observa que varias sustancias se dilatan al aumentar 
su temperatura, y de esta observación infiere que 
todas las sustancias tienen dicho comportamiento , 
está haciendo uso del proceso de inducción, sin 
embargo el análisis de algunos casos no permite 
saber a ciencia cierta que la conjetura sea válida, 
por ejemplo el agua cuando pasa de 0%C a 4%C, se 
contrae, no se dilata. 
En MATEMÁTICA , disciplina deductiva“por 
excelencia, el razonamiento inductivo -sólo.es 
utilizado en la fase creativa y de construcción. 
Cuando un matemático encuentra ciertos patrones 
y regularidades al manipular” los objetos 
matemáticos , utilizá el razonamiento inductivo al 
proponer una conjetura a partir de los casos que ha 
analizado , pero para demostrar dicha conjetura 
deberá utilizar necesariamente métodos deductivos. 
Aclaremos esto con un ejemplo, supongamos que 
un alumno ha sumado los tres primeros números 
impares positivos, obteniendo 1+3+5=9, observa 
además que 9 es el cuadrado de tres. Toma ahora un 
número mayor de gumandos , digamos 6, y obtiene 
1434+5+7+9+11= 36 , observa ahora que 36, es 
el cuadrado de 6. Estó' no puede ser casualidad, el 
alumno sospecha que debe existir algún patrón 
general , Al parecer siempre se obtienen cuadrados 
perfectos al sumar los primeros números impares. 
El alumno inicia una comprobación ordenada. 
* Con un sumando : 1=1 
* Con dos sumandos 143 =4 
* Con tres sumandos —: 1+3+5=9 
* Con cuatro sumandos : 143+5+7=16 
Sucede que en cada caso se obtienen números 
cuadrados perfectos, además tenemos que cada 
cuadrado está en relación con el número de 


sumandos, observemos esto. 

* Con un sumando 1=1=P? 
* Con dos sumandos 
* Con tres sumandos —: 


El alumno ahora utiliza el razonamiento inductivo 
para elaborar una conjetura sobre la suma de los n 
primeros impares: 14+3454+7+...+ (2n -1) = n?, 
enunciándola verbalmente sería: La suma de los 
n primeros impares positivos es igual al 
cuadrado del número de términos. 

Preguntamos ahora ¿bastará la comprobación de 
unos cuantos casos particulares para asegurar la 
validez de esta proposición? Es evidente que no, 
hemos comprobado la proposición para n=1; 2; 3; 4, 
pero nada nos asegura que el patrón se siga 
manteniendo. Para poder afirmar categoricamente 
que la propiedad se verifica para cualquier valor de 
n deberíamos comprobarla para cada uno de estos 
valores. Es decir, un proceso infinito, o inventar un 
conjunto de pasos que nos garanticen la 
comprobación para infinitos casos. 

Es aquí que acude en nuestra ayuda un método de 
demostración conocido con el nombre de MÉTODO 
DE INDUCCIÓN MATEMÁTICA. Aunque su 
nombre haga referencia al proceso inductivo de 
razonamiento, este método es deductivo. Fue el 
matemático francés Blas Pascal, quien en el siglo 
XVII, lo usó por primera vez de manera sistemática 
logrando demostrar con su ayuda numerosas 
propiedades numéricas. El método goza hoy de gran 
prestigio entre los matemáticos, y ha servido para 
demostrar teoremas en geometría, en teoría de 
grafos, teoría de números y otros campos de la 
matemática. 


EL EFECTO DOMINÓ: 


SÓ Y A 


LAMIZRIMENZA 


MG :58)1 
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Veamos cuáles son las ideas tras el método, 
aplicándolo a la demostración de la conjetura que 
nuestro alumna elaboró. 4 
Supongamos que hemos colocado una hilera infinita 
de dominós, de pie, de modo que la distancia entra 
cada uno de ellos es menor que la longitud de una 
ficha. Alguien empuja la primera ficha y cae. 
Conclusión: todas las fichas caerán. 
Este modelo físico nos muestra las ideas básicas del 
método de inducción matemática, considera a los 
números enteros positivos como fichas de dominó . 
Supón que demuestras que si una propiedad se 
cumple para uno de ellos (digamos k), también se 
cumple para el siguiente R+1. A continuación 
verificas que la propiedad se cumple para el primer 
número. Conclusión: la propiedad se cumple para 
todos los números enteros positivos. 
Se puede pensar en el método de inducción 
matemática como en una máquina automática que 
verifica enunciados, la cual comienza con P,, y 
continúa sobre la lista de manera progresiva 
demostrando cada proposición. Veamos cómo 
trabaja, encendemos la máquina verificando que Py, 
es verdadero . A continuación introducimos P,,, en 
la máquina. Esta utiliza el hecho de que P,, es 
erdadero y automaticamente demuestra que P.,, es 
verdadero. Entonces tomamos Py, y lo introducimos 
en la máquina . De nuevo ella utiliza el hecho de que 
P, es verdadero para obtener la conclusión de que 
Pf¿y es verdadero, y así sucesivamente. Observemos 
que cuando la máquina va a demostrar que Py, y, es 
verdadero, ella ya habrá demostrado que Py, es 
verdadero (en el paso anterior) Así al diseñar la 
máquina podemos suponer que P,¿, es verdadero, y 
nuestro trabajo consiste en asegurar que Pz, ¡y 
también sea verdadero. No olvidemos que para 
empezar el proceso, debemos verificar que Py sea 
verdadero. 
Podemos ahora formalizar el método. La 
demostración de: P,,, es verdadero para todo 
nezZ* por inducción matemática consiste en dos 
pasos: c 
1) Demostrar la validez del enunciado Pay 
1) Suponiendo que el-enunciado P,,, es verdadero, 
demostrar que el enunciado Py, , es verdadero. 
De los pasos (1) y (11) se concluye que la proposición 
P,,, es válida para cualquier valor de n, entero 
positivo. 
Apliquemos este método a la conjetura de nuestro 
alumno. 


La proposición a demostrar es Py, $ 14345 Hut 


(2n-1) = n? , para todo n entero positivo. 
posi 


Verífiquemos la validez de P,,,evidentemente 1=1? 
Supongamos ahora qu= la proposición se verifica 
para un entero positivo k. 14+3+65+7+...+(2k-1)=R* 
Si a esta expresión le sumamos a ambos miembros 
(2(R+1)-1 ) obtenemos: 
143+5474...+(2R-1)+(2(R-)+1)=R?+2(K+1)-1 
143454744 (2-1) +(2(R+1)-1)=K*+2k+1=( +1)? 
Como vemos la proposición Py, ,, también se 
verifica. Entonces por el método de inducción 
matemática deducimos que la conjetura del alumno 
es valida para cualquier entero positivo . 

Como hemos visto sólo cuando se ha realizado el 
método de inducción matemática podemos elevar la 
conjetura al nivel de teorema o propiedad. 


ACCIDENTES INDUCTIVOS : 


Sería errado que el alumno plantee la validez del 
enunciado sólo porque verificó algunos casos 
particulares , sin embargo la historia de la 
matemática nos cuenta algunos casos de errores 
famosos del uso inadecuado del proceso inductivo, 
por ejemplo consideremos el trinomio n?+n+41, 
estudiado por Leonhard Euler si reemplazamos para 
n = 0:1:2:3:4:5;6:7:8:9 y 10. 

Obtenemos cada vez un número primo 
(47:53;61:71:83:97:113:131 y 151 respectivamente) de 
aquí Euler infirió que al sustituir por cualquier 
entero positivo se obtendría un número primo , pero 
posteriormente observó que con n= 40, obtenemos 
40% + 40 + 41= 1681= 41x41. 

G-W Leibniz, eminente matemático alemán del siglo 
XVII y uno de los fundadores del cálculo, demostró 
que cualquiera que sea el entero positivo rn el número 
nó-n es divisible por 3, el número n* =n es divisible 
por 5 y el número n?— n es divisible por 7. De aquí 
supuso que para todo % impar y cualquier » natural 
el número n*-n es divisible por k, pero pronto 
observó que 2% -2 = 510 no es divisible por 9. 
Veamos otro ejemplo de carácter muy instructivo. 
Si evaluamos 991n? + 1 para n= 1:23... no 
obtendremos el cuadrado de un número por muchos 
tiempo que dediquemos a ello . Sin embargo, sería 
erróneo deducir de aquí que ningún número de este 
tipo es un cuadrado. Usando un programa de 
computo podemos encontrar entre los números de 
tipo 991n? + 1 cuadrados perfectos; el valor 
mínimo de ñ para el cual 991n? + 1 es un cuadrado 
n= 12056735790331359447442538767. 


EYDUOCCIÓN MATEMATICA 


Si n es entero positivo y «P,» es el enunciado 
matematico (xy)" = x" y”, se obtiene la siguiente 


TEMÁTICA) 


INDUCCIÓN 3 


(EDICIONES RUBISOS 


sucesion infinita de enunciados: 


EnunciadoP,: (yl == y 
EnunciadoPa: (xy lP= 22 
Enunciado Pz: (y)? =x0y> 
Enunciado P, ¿+ (xy) = pp 


Es facil demostrar que P, P, , Py son afirmaciones 
ciertas. Sin embargo, es imposible comprobar la 
validez de'P, para todo entero positivo n. Para 
demostrar que P,, es cierta para toda n se necesita 
el siguiente principio: 


'RISCIPIO DE INDUCCIÓN 
MATEMÁTICA 


si para cada entero positivo n hay asociado un 
enunciado , P,, , entonces todas las afirmacipnes P,, 
serán válidas siempre y cuando se satisfagan las dos 
condiciones siguientes ; 

1) Que P, sea cierta 

1) Que siempre que P, sea válida para un entero 
positivo “a”, entonces P,,, , también es cierta. 
La inducción es un razonamiento que permite 
demostrar una infinidad de proposiciones, o una 
proposición que depende de un parametro n que toma 
una infinidad de valores, usualmente en el conjunto 
de los enteros naturales Ny. 


El esquema del razonamiento es el siguiente: 
Llamemos P,, la proposición al rango. : 

* Se demuestra que P, es cierta (iniciación de la 
inducción). 

* Se demuestra que si se asume P,, como cierta, 
entonces P,,,., lo es también, y-esto sin condición 
sobre el entero natural n. (relación de inducción). 
EN CONCLUSIÓN: — - 

Se ha demostrado , por inducción , que P,, es cierto 
para todo natural n. La inducción puede empezar 
por otro término,que Py, digamos por P,, . Entonces 
P,, será válido a partir del rango n,,, es decir , para 
todo natural n>n,- - 


EJEMPLO 1: 

Demostrar que para todo n >1; 6” es un número que 
acaba en 6. 

RESOLUCIÓN : 

* Sea P,: "6% acaba en 6”. 

* Obviamente P, es cierto porque 6!=6. También lo 
es Pz pues 62=36 acaba en 6. 

* Supongamos que P, es cierto para un valor de n, y 
probemos P, 


n+r 


DEDO os 


Un entero acaba por 6 si se puede escribir así: 104 +6, 
con a entero. La hipótesis es, pues, 6"=10a+ 6. 
Entonces 6”+1 = 6(10a + 6) = 60a + 36 = 60a + 
30 + 6 = 10(6a + 3) + 6 = 10c + 6, conc=6a +3, 
entero. 

Esta última escritura prueba que 6”*1 acaba por 6 , 
o sea que P,,,., es cierto. 

* Luego P,, es cierto para todo n>1 
CONCLUSIÓN : 

se ha demostrado : 


[P(1). es V]-([P(A) es V] >[P(»+1 es V)) 
oda ada inició molemánica 

La inducción es válida por la construcción misma 
del conjunto de los naturales mediante los axiomas 
de Peano. De hecho, la inducción limita la 
construcción del conjunto : O es un natural, y, si n lo 
es, entonces n+1 (sucesor de n) lo es también. 
Existen otras inducciones, para otros conjuntos 
elaborados de forma distinta, como por ejemplo la 
inducción transfinita, y la inducción sobre las 
fórmulas de la lógica proposicional. 
OBSERVACIÓN : 
Al aplicar el principio de inducción matematica, 
siempre se siguen dos pasos. 
1) Demostrar que P, es válida . 
2) Suponer que P, es cierta y , a continuación, 
demostrar que P,,,.y , es cierta también. 
Con frecuencia , el paso 2 se presto a confusión. 
Nótese que no se demostróque P,, sea cierta,a 
excepción de cuando n=1. Lo que se demostró es que 
si se cumple que P,, es cierta , entonces el enunciado 


P.,,, también lo será . 


La hipotesis de que P,, es cierta se llama HIPÓTESIS 
DE INDUCCIÓN. 


EJEMPLO 2 : 


Mediante inducción matemática, demostrar que para 
todo entero positivo n, la suma de los n primeros 
enteros positivos es; 

n(n+1) 


RESOLUCIÓN : 


PASO 1: Si se sustituye n = 1 en P, entonces el 

primer miembro. sólo contiene al número 1, y 
Ñ 1(1+1) 

el segundo miembro es 72, que 

iguala 1. Por lotanto, P, es válida, o cierta. 

PASO 2 : Supóngase que P,, sea válida. Entonces, 

la hipótesis de inducción es : 


también es 


> LED) > e ETT METE) 


CAM_IZIZMERZA 
TALA A maca ia 


El objetivoes démostrar que P,,,, es válida ; es decir, 
que: 


AS e (as ta) CERES 


* se pugde demostrar que la última fórmula es 
cierta volviendo a escribir el primer miembro y 
empleando la hipótesis de inducción como sigue : 

1424 3+.....+n+(n+1) 

(14243 +........+2)+ (n+1) 

+ 
= SL (1 + 1)... por hipotesis 
n(n+1)+2(n+1) 
2 


¿(+11 +2) 


2 
_¿(+D[(1+1)+1 
2 


* Con lo cual se demuestra que P,,, es cierta y, 
por consiguiente , se termina la demostración 
empleando la inducción matemática. 


CONCLUSIÓN : 
se ha demostrado : 


[P(1) es V]»([PCn) es V]>[P(K+1) es VJ) 
RO 


PROBLEMA 1 : 
[amos us paa cada entero positivo m. 


Pastora. Enea e Eo 


ETT RE : 
* Sea: 
Pin)= 4 +3% 467 + 
*PASO 1: 
Verifiquemos que cumpla para n =1, (sólo se 
sumaría un término). 
D2-D2+D_3 
3 5 
es verdadero 


de +(2n+ a)! s6"-)62+2 


E == =1 


*PASO2: 
Suponiendose que cumpla n=k , 
a E 


hipótesis inductiva . 

* Ahora probaremos si P(h) es verdadera , entonces 

P(h+1) es verdadera ; en efecto : 

PD =P 4304084. +(2N—1)*+[2(4 +1) 1] 
hipótesis inductiva 

HER DPR+D, (qq 


es verdadera por la 


>P(h+D)= 


_(2h+1)[M2h-1)+(2h+1) 
P 3 


(2h+1)(2* +6h+ 3) 
> 3 


_(2h+1)(2h+3)(0+1) 


3 
(2h + 1)[2(H+ 1) 1)][2(h +2)-1] 
3 


por lo tanto la proposición dada es válida , 
CONCLUSIÓN : 
se ha demostrado : 

[P(1) es V]([PCh) es V] ->[P(h +1) es V]) 

ritada dea indicó muleadis 
PROBLEMA 2 : 
Demostrar que para cada entero positivo m 
ICAO 1 


nata ts tana) 


RESOLUCIÓN : 


* Sea : 

1 y 1 n 
oia MICA NES 
*PASO1: 


Verifiquemos que cumpla para n =1, (sólo se 
sumaría un término). 
E AUN PEA 
1x2 1+1 2 1x2 
*PASO 2: 
Suponiendose que cumpla n=h , 


Pbya OIC La 
hipótesis inductiva. 


* Ahora probaremos : si P(h) es verdadera, entonces 
P(h+1) es verdadera ; en efecto y 


se verifica 


es verdadera por la 


(EDICIONES RUBISOS 


El al 2 y El 2 1 
e EMITIÓ CET ACEITE) 
A TN 

2 MRe2)+d 0 ht 
de (ata) MD) [(6+D+1] 


Plh+d= 


> Plh+1D)= 


* Por lo tanto la proposición es válida para n=h+1, 
siempre que lo sea para n=h ; esto completa la 
demostración por inducción. 


CONCLUSIÓN : 
se ha demostrado : 
[P(1) es V]n([P(h) es V]>[P(R+1) es V]) 
Ti da VB eiedls 
PROBLEMA $ : 
Demostrar que para cada entero ipositiyo n. 
ey es divisible por += , - = 
RESOLUCIÓN : 
* Sea: 
P(n)=(ne N/x" - y” esdivisible por x= y) 


*PASO1: 
Verifiquemos que cumpla para n =1: 


...»Be verifica, 


EE 
ra 


lo 
*PASO 2: 


Suponiendose que cumpla n=h, 
h(2k-1)(2h+1 $ 
E 


P(h)= 


hipótesis inductiva . 
* Ahora probaremos : al P(h) es Verdadera entonces 
P(h+1) es verdadera ; en efecto : 
P(h)=x* - y" es divisible por x - y 
Alpótesis Inductiva 
* Luego : 


Plh+Dpx 2 Uy 91 = hy y 

> P(h+1)=x*x- yx? + ya? y*y 

>P(h+1)=x* (2-y)+ y(x —y*) 

> P(h+1)=x* (x—y)+yP(h) 
El primer término de la izquierda es divisible por x 
- y , y por la hipotesis inductiva el segundo término 
es divisible por - y , entonces P(h+1) tiene como 
factora x-y. 
* Por lo tanto la proposición es válida para n =h+1, 
siempre que lo sea para n=h ; esto completa la 
demostración por inducción, 
CONCLUSIÓN : 


pa 


INDUCCIÓN ENTEMÁTICA 


se ha demostrado : 
[PCD es V]a([P(2) es V] >[P(R+1) es V] 
—— 
PROBLEMA 4 : 
En para cada entero | "positiva 23 
(e +6n) es divisible por. 2 


+ 


RESOLUCIÓN : 
* Sea: 
Pín)= (» e N/(n? + 6n)es divisible por 2) 
*PASO 1: 
Verifiquemos que cumpla para n =1: 
P(1): Y +6(1)=6=2.... se verifica 
* PASO 2: 


Suponiendose que cumpla n=h, 
P(h): h* +6h es 2es verdadera por la hipótesis 
inductiva . 
* ahora probaremos : si P(h) es verdadera , entonces 
P(h+1) es verdadera ; en efecto : 

P(h+1)=(h+1) +5(h+1) 

>P(h+1)=h*+2h+14+5h+5 

> P(h+1)=H+5h+2(h+3) 

Prieto 5 

> P(h+1)=2 
el primer término de la izquierda es divisible por 2 
por la hipotesis inductiva , y el segundo término 
también es divisible por 2, entonces P(h+1) tiene 
como factor a 2. 
* Porlo tanto la proposición es válida para n=h+1, 
siempre que lo sea para n=h ; esto completa la 
demostración por inducción. 
CONOLUSIÓN : 
Se ha demostrado : 

[P(1) es VInÍ[P(H) es V]>[PIh+1) es V]) 


a ie 


PROBLEMA Ss: 


EHSOL DION ; 
* Sea; 


(a) a e [te 


Came nznERE ZA 


— Alza TE NCICLOPEDIA 2012) 


*PASO 1: 
Verifiquemos que cumpla para n =1 : 


PQ): Per > E] es Ed 


se verifica 


PASO 2: 

BSuponiendose que cumpla n=h, 

P(n)= EA a a ls 
inductiva , 

* ahora probaremos ; si P(h) es verdadera , entonces 
P(h+1) es verdadera ; en efecto : 


Pm+n= Pays (m1) + (n+ 1) 

A EA Als sa ¿(009 [10.0] 
A dE +(0+ 01? 202] 
amoo (096 +] 


4 
Sp eE (ya +8n7 +24n? + 52h + 16) 
8 


4 4 
h+1 ho. 
a yd e-20-3] 
8 2 
* Por lo tanto la proposición es válida para 


n =h+1, siempre que lo sea para n=h ¡esto 
completa la demostración por inducción. 


CONCLUSIÓN : 
se ha demostrado : 
[P(1) es V]n([P(H) es V] >[Plh+ 1) es VJ) 
ino dada Io ción lil 
PROBLEMA 6 : 
Sea p AUTO real tal que p 2-1 . Demostrar 
que: 


(«py 21+np ¡ne Zz* 


RESOLUCIÓN : 
*Sen: 
Pin)=(neZ'/(1+p)" 21+np ) 
*PASO 1: 

Verifiquemos que cumpla para 1 =1 ; 
P(1)5 (1+p) =1+ p.-.... se verifica 


*PASO2: 
Suponiendose que cumpla n=h, P(M:(14p)' > 1+hp es 
verdadera por la hipótesis inductiva . 


“Ahora probaremos : si P(h) es verdadera , entonces 
P(h+1) es verdadera ; en efecto : 


raro (ep) (ep) (2 7) = (119) + 0) 
> Plh+1)=14p+hp+hp? 21+(h+0p 


> emo (a poo 
* Por lo tanto la proposición es válida para 
n =h+1, siempre que lo sen para n=h ¡esto 
completa la demostración por inducción. 
CONCLUSIÓN : 
se ha demostrado : 
[P(1) es V]n([Pth) es V] +[P(h+1) es V)) 
tada de lo inclación matimdiies 
PROBLEMA 7 : 
Demostrar que:  a(b+c)=ab+ac 
se generaliza para n sumandos en la forma ; 
a(b,+by+b,+...+b,J=ab,+ab,+0by+...+0b, 


RESOLUCIÓN : 
2 para n=1 resulta válido de inmediato que: 
ab,=ab, 
*supongamos para n=h (hipótesis inductiva) 
a(b,+b,+by+...+b,)=ab,+ab,+aby+...+ab, 


* la propiedad quedará demostrada , si en base a 
esta hipótesis probamos que la propiedad se cumple 
para n=h+1 . en efecto : 


(6, +by+byh tb, ¡)=0(b +b¿+by hm. +Dy 4 1) 
=a(b,+b,+by+...+b,)+a(b,,, 1) 
=ab,+ab,+aby+...+ab, +ab),,, 
CONCLUSIÓN : 
se ha demostrado : 
[P(1) es V]n ([P(h) es V] > [P(h+1) és V)) 
liada To REA HR A 
PROBLEMA 8 ; 5 
Demostrar que para cada entero positivo 1. 
33n+2 y 90m es divisible por 11 ¡Vn>1 
RESOLUCIÓN : 
* PASO 1: 
Verifiquemos que cumpla para n =1: 


21+(h+0Dp 


(EDICIONES _RUBINOS 


Lio ET po 


INDUCCIÓN ANTEMÁTIC: D] 


sy? + 2 =209=11 x 19 es divisible por 11 
verificado 
PASO 2: a 
* ahora probaremos : si P(h) es verdadera, entonces 
P(h+1) es verdadera ; en efecto : 
e UR SORA as divisible por 44 


. AS 
hipotesis inductiva 


*Luego : 


pao AZ, 


olas 


> Pre sz 


> P+D 9x3 712 4 (94 55)20%+1 
IT 0] + 15» 3463) 


y 20 70hel 


00.0 
o Plh+1)=9x 114110 = 11 
CONCLUSIÓN : 


se ha demostrado : 
[P(1) es V]»([P(1) es V] >[P(h+1) es V)) 


iodo dela Inducción motamálica 
PROBLEMA 9 : 
Demostrar que dado el conjunto : (+,/n e W) 


[ x, =U60 nx. =x, +60) > (a <4)] Nn21 


RESOLUCIÓN : 
*PASO 1: » 
Verifiquemos que cumpla para n =. 


x, = 1/60 </64=4> x,<4 
plat rs dd 


PASO 2: 


* ahora probaremos : si P(h) es Verdadera , entonces 
P(h+1) es verdadera ; en efecto : 
Ph) x, <4 


¿ hipótesis inductivo 


* probaremos que x, ,,<4 ¡ en efecto : 
Xp <A> x +60<4+60 

> Xpo1 = xp +60 <3/64 =4 

Sh ad 
*por lo tanto : x, <4;Vn2>11 por el principio de la 
inducción matemática . 
PROBLEMA 10 : 
Demostrar que + 2%% > 1 —2 vn >4 
RESOLUCIÓN : 


*PASO 1: 
Verifiquemos que cumpla para n =4 ; 
2% 2>4-2 
verificado 
* PASO 2: 
Ahora probaremos : si P(h) es verdadera, entonces 
P(h+1) es verdadera ; en efecto : 


Ph): P32>h-2 
hipótesis inductiva 


* probaremos que gk+1-3 24,12 5 en efecto : 
2 03 (2) 2 (+ 1)-2 
puesto que para h > 4 > h>3 

* Luego por transitividad ; 


2 1-2 


*por lo tanto :213>n-2;vnz4por el principio de la 
inducción matemática . 
PROBLEMA 11 : 


Demostrar en la sucesión ; 
In-1 + On-2 


a, =0;a9 = 10, = 2123 
2 20" 
RR 
RESOLUCIÓN : 
*PASO1: 
Verifiquemos que cumpla paran =8 ; 
agraj 1+0 1 22) 1 
TRA O O 
verificado 
*PASO 2: 


Ahora probaremos : si P(h) es verdadera , entonces 
P(h+1) es verdadera ; en efecto : 


desa 2%) 


ql y 
als ss A? 


ss $ 


2 (-1) 


*por lo tanto +27: Vn>3por el 
5 sn 2 


[CAM IZMZMERE AA 


ES(1264) 


principio de la inducción matemática . 
PROBLEMA 12 : 


Demostrar que yn>1 + y 
y ñ a ” 

Sn A un entero positivo. 
RESOLUCIÓN : 


*PASO TI: 
Verifiquemos que cumpla para n =1 : 


Ci, 


2 
verificado 


S,= 


*PASO2: 
Ahora probaremos ; si S(h) es verdadera , entonces 
S(h+1) es verdadera ; en efecto : 
(2-45) +(2-45)" 


S(h)+ Sy = es un entero 


2 
hipótesis inductiva 
*Luego : 


a 
NO? PTA 


2 
¿0 (+ le- 13) (2-43) 


2 
cena ¡a ! eme | 


2/3 
S. S 


*nos queda demostrar que Q, también es un 
número entero positivo, para ello utilizamos de 
nuevo la inducción , asi : 


A A 


MOS 
Cher” 23 
(10 (245) -2-40) 2-40) 
2d3 
EN O 
2/8 E 243 


-2,+ (0) qa 10 -20,+5, 


eniero 


resultando S,., y Qh., la suma de 2 expresiones 


que son enteros positivos por hipótesis de la 
inducción , entonces queda completa la 
demostración deseada - 


PROBLEMA 13 : 
Demostrar ; 


E cos(2k- 1 = EA 
RESOLUCIÓN : 
*PASO 1: 
Verifiquemos que cumpla para n =1 : 

coran ape con(2x1=1)=c00x 
Sl 


sen[2(1)x 


Zaenx 
PASO 2: 


*ahora probaremos : si P(h) es verdadera , entonces 
P(h+1) es verdadera ; en efecto : 
h 
pins Y cos(2=1]e= 222 (2%) 
Y 2senx 
hipótenis inductiva 


ma, ¡nz 1nsenx+ 0 


verificado 


men2x _ Zaenxoosx 


> AZ vox 
Zoenx Leenx 


* Luego ; 
Bcon(2h- 1*- > com(2R=1)x + cos[2(H+1)-1]x 


sen(2hx) 
a cos(2h + 1)x 


_[sen(2hx) + 20enxcos(2h + 1)x] 

Laenx 
_ [sen(2hx) + [sen2(h+1)x -sen(2hx)]] 
e 2senx 


Ana 

2Zuenx A 
*por lo tanto: Pb Y= 
principio de la inducción matemática . 
PROBLEMA 14 : 
Demostrar que Vr e NV; p,q,a,,b, e R ñ 


> E z 
2p9 2, ayb, s re a+ pd 
=1 d =1 
RESOLUCIÓN : 
“Recordando que :2a4b< a* + b* 
*PASO1; 
Verifiquemos que cumpla para 1 = 


270%, 2pqap, = 2(9a,)(pb,) 
s(4a,' +(pb,) = a "20 


sen(2nx) 
Zoenx 


por el 


(EMCIONES_ TE 


[15606 META 1550 | 


INDUCCIÓN MATEMÁTICA) 


PASO 2: 


* ahora probaremos : si P(h) es verdadera , entonces 
P(h+1) es verdadera ; en efecto : 


hipotesis inductivo 


* Luego: 
Run ds PR 
2p9),0,b, = 209 Pos). 2(40,.N28.) 
h 
s Ta +p 2 
AS 
de A 
<d[Eot+o2,)er (Lorea) 
el ls A 2 
= + bh 
d 2 P 2 4 


PROBLEMA 14 : 


Demostrar la DESIGUALDAD DE CAUCHY- 
SCHWARZ , la señala que: 
Vne N;ja,,b,e R 


(En) (EEx) 


RESOLUCIÓN : 


+(94,,,)' +(Pb4,,Y' 


*PASO 1: 
Verifiquemos que cumpla para n =1« 
albi satbi 
verificado 
PASO2: 


* ahora probaremos : si P(h).es verdadera , entonces 
Píh+1) es verdadera ; en efecto : 


os > Tuipótesia inductivo 
hal fa Ph 
IS e IN 
h=1 h=1 


A a oh E 
=| 2 240% +2 2 a hh 


porel problema 


E "le, Erro) co 
k=1I k-1 


(Et «E $8 +0.)- (Es: (Es) 


= k=1 


(PRIMERINERACTCA NO RIGIDA) 


* Demostrar por inducción matemática cada una 
de las siguientes fórmulas y enunciados : 


n(n-1) 
2 


me +(nM-1)= 


(1) 2+4+6+ ranas sm +2n=n(n+1) 
(EI A E A CE 
6 


(OD +3 46 cs + (200 1)' = (2? 1) 


(03) 7 +0 +6 + 
O i+s+.3 +0. ca + 


1 n 
Distant *En-ylened  Pn+1 


+(2n)' =2n*(n+1) 


gr 


Pa me n(n+1) 
(A “Er 2er) 


Dd 
1A2xS 28% 4" Sxdxb 


(0d) 47 > nt 
(D)s">1+4n ; vnz1 
(Dn>2" ; vnz4 

(EPI 
(OQ sr>m+.; vnz1 


(ESA esdivisible por 3; Vn21 


1 8n+6) 
ON) 


5 Vn25 


;vnz6 


(TA es divisible por 6; Vn>1 

(O s?n+2, 30m11 es divisible por 11; Vn21 
(03) sen92 gn es divisible por 7; Vn21 
(0) 4” -1.cs divisible por 3; vn21 


Ed) 227,5 es divisiote por 8; Vn21 


CAM_EZNZHERZA 
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EDan? + 10m +6 en divisible por 6; Vn21 
E) 2091, 32091 en divinible por x+y 5 yn21 


(E) Demuestra que 1 +2" < 3% para cualquier 
entero positivo. 


(E) Demuestra que si un conjunto A riene n 
elementos, entonces P(A) tiene 2" elementos. 


(E3) Demuestra que 3" - 1 es divisible por 2. para 
todos los enteros positivos m. 


EN) Demuestra que en cualquier instante de 


tiempo, la cantidad de hombres en la Tierra que se 
han dado un número impar de apretones de manos , 


es par. 
(E2) Demuestra que la fórmula: 


2+44+64...+2n=n? +n+2 cumple con el segundo 
paso del principio de inducción matemática . Esto 
es, sl la fórmula es verdadera para n=k, también lo 
es para n= k+1. Sin embargo, esta fórmula no es 
válida para n=1. ¿Qué deduce de esto? 


(E3) EL TEOREMA DEL MAPA DE DOS COLORES: 


Si se traza en un plano líneas rectas que empiezan y 
terminan en un borde de la hoja, este mapa puede 
ser coloreado con sólo dos colores sin que ninguna 
región adyacente tenga el mismo color. 

(E) Demuestra que cualquier conjunto de número 
naturales, con un número finito de elementos, 
contiene un número natural máximo. 

(Ed) Demuestra que la derivada de f(x)=x" es nx" 
para cualquier entero positivo m. 


(EN Adecua el método de inducción matemática 


para demostrar+próposiciones que son validas a 
partir de un valor my. * 


* Demostrar por inducción matemática cada una 
de las siguientes fórmulas y enunciados : 


(OD1+4+74. +(an-2) "0-0 


A A E 
(3n>2" ; Vn>1 


(OD9 es factor de 10"*1+3x 10" +6 

(03) sen(0 + nx) =(-1)' seno 

OD) cos(0+nx)=(-1)' cosó 

(OD [r(cos0 + iseno)]' =r" (corno + isenn0) 


OA y" ¿vnz1 


(OD) s2n+1 y 2041 eg divisible por x-y ; Vn21 


(1) (00) =aP" ; vn1 
Dira 
(Drs nn 42) en divisible por 9 ; Vnz1 
(E) Domostrar que vn21 : 


(1:58) (1-26) 


—— es un entero positivo par. 


__n(8n+7) 
Mons) 


PAUL 
pl 2/2 
(EDDemostrar que Vn21 3 


(JD dl" e 
es un entero positivo 


((3)Demostrar — en la sucesión : 


ap-1 + Up 
a = 0:09 =150 = 2 LR > 3 


>0 ¿e 3Y GAY, 


(LO) Demostrar que dado el conjunto : (+, /n.«M) 
[6 =4Z0x,,=/Z+=x,) > (2, 5 2)] ¡vn 21 
((2 Demostrar que dado el conjunto :(s,/n.e 1) 


(A joe 220d0)Jonas 


Ey 941 


1 dos, 
Dat vez 
c082nx 


(1D) sens + send + nena +. 1 oen(2n-1)a= 2 


x Luenx 

Ed» (1+1)>16((n1)" 
” n mn ay 
ae 


1 
3 


(TEORÍA DE POLINOMIOS 


EDICIONES RUBINOS 


POLINOMIOS EN UNA VARIABLE 
1) NOCIONES PRELIMINARES : 


Un polinomio en una variable compleja x , es una 
función de la forma: 


[PrxJ=apr" + ar 


+ajg +... +0.) 


donde 2, G, y Uy...» U, SON números complejos, 
amados coeficientes de P(x), y m es un entero no 
negativo. 


*Si 29 20, se dice que el grado de P(x) es n, y se 
escribe: grado P(x)= n. 

En este caso, a, se llama coeficiente principal de 
P(x). Las expresiones 

ax" aj”! ax”, ..., a, sedenominan términos 
de P(x), y ax” sellama término principal de P(x). 


* Si ay=1, P(x) recibe el nombre de polinomio 
mónico. El término a, se conoce como férmino 


constante de P(x). 4 


*Siay=a,=...=a,,=0, pero 0. 40, P(x)=4, se 
denomina polinomio constante. Se dice que un 
"número complejo z es un cero de un polinomio P(x) si 
Píz)=0 5 

NOTAS: 


1) Los términos con coeficientes nulos suelen 
omitirse en el desarrollo de P(x). 


2) El grado de un polinomio idénticamente nulo no 
está definido. 


3) El grado de un polinomio constante es cero. 
EJEMPLO: 

En el polinomio P(x)=2x"+3x4x*+6x - 7: 2 es el 
coeficiente principal. 

2x* es el término principal. 

7 es el término constante. 

$5 es el grado de Píx). 

Tes un cero de Plx). 


2) IGUALDAD , ADICIÓN Y 
MULTIPLICACIÓN DE POLINOMIOS 
DEFINICIÓN 1 : 

Dos polinomios son iguales (identicamente iguales). si 
tienen el mismo grado, y suscoeficientes son 


respectivamente iguales. 
Es decir: 


Plx)=a4"+a go + ta. y 

Q() =b +b, +... +b, 
son iguales sim =n y,además,ay =bp, a, 
0... Gn =D. 
DEFINICIÓN 2: 
Si P(x)=a4"+0,7 +...+4, y 

Q() =b"+b,23% +... +b,, 

entonces: 
Plx)+ QU) =(07 1d)" +Ha,1b,J"14 ao t(0, 107), 
eligiéndose en cada paréntesis el signo + 6 el signo —, 
según que se trate de una suma o resta de polinomios. 
NOTAS: 
1) Los términos que no aparecen en el desarrollo de 


un polinomio pueden escribirse con coeficientes nulos, 
en caso de ser necesario. 


2) Se dice que un polinomio está completo si en su 
desarrollo existen todos los términos que siguen al 
término principal. 

EJEMPLO: 

Si Ple) =3x + 2% -3x+8y 


Q(<) =x xl + 5x-2x* + dx + 1, entonces se 
puede escribir: 


P(x)=0x+0x*+3x"4+2x*+0x*-3x+8. 
QU)=="+0-x1+60'-20* + dx + 1. 

* Luego, la suma es: 

Plx)+ Qle)=(0+1)x"+(0+ 0): +(8- Yx* +(24 6ja* + 
(0-2) +( 344) H8+1)=x 420 +70 21 +3 +9, 
y la resta: 

Plx)-Q(x)=(0- 1)x*+(0- 0) +(3+ + (2-6)? 
+(0+2)0*+(—3-4)x+ (8-1) 

=- +40 30420? 7047 
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DEFINICIÓN 3: 


Plx)=aJa"+a, xa"? ha tln y 
Qe) =bja"+b, a dm. + bp, 

el producto P(x)Q(x) está definido por: 
. Plx)JQle)=c a +0 at Cy 


siendo R=m+n y c,=0/b,+a,b,+ +04, 
con £= 0;1 ;2; 


EJEMPLO: 

Efectuar el producto de los siguientes polinomios: 
Pl)=2+0 1 y QU)=x- 30 46, 
RESOLUCIÓN: 


Escribiendo P(x)= ayx'+a, x*4+a,0+0, y 
Q6)=b*+b,x+b, resultam=3 y n =2; además: 
a,=2,0,=1,0,= DE 
by=1,b,=-3,b,=5,b,=b,=.. 
Luego, para P(x)Q(x) =c "+0 4 ...+ 0, 
setiene k=34+2= 5 y, además, 

c,= 04h, =(21(1)=2 

e,=a,b, +0,b, =(10)+(21( -3)=1-6 =-6 
(ON I)+H(1M — 3) +(2)(6) 


a, =-1,a,=a,= 
O. 


, 
e,=0,b,+a,b, +0, 
=0-3+10=7 
£,=0,b,+4,b,+0,b, +4,by 
=(- DII+(OND+(1)(6)+(2)(0)=-1+0+5+0=4 
e, =4,b, +a,b, +a,b, +a,b, + a,b, 
= (0(1)+( - 1)( 3) + (0)(6) + (1)(0) + (2)(0) 
=04+3+0+0+0=3. > 
£,=6,b, + a,b, + a,b, +0sb,+ a,b, + aby 
= (0M1)+(01( — 3)+(= 1)(6)+ (0)10)+(1)(0)+(2)(0) 
=0+0-5+040+0=-5. 
C4= 0, ===0 
Por consiguiente, 

P(x)JQ(<)= 20 51470 +dx? +3x-5. 
8)EL ALGORITMO DE LA DIVISIÓN : 


TEOREMA 1 : (EL ALGORITMO DE LA 
DIVISIÓN) 


Dados dos polinomios P(x) y Q(x)x*0, existen dos 
polinomios S(x) y R(x) tal que: 


P(x) = Slx)Q(x) + ríx), 


VEl1s0s ES 
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donde R(x) es nulo o grad R(x)< grad Q(x). Los 
polinomios S(x) y R(x) se denominan cociente y 
residuo, respectivamente, de la división de P(x) 
entre Q(x), Si R(x) es nulo, se dice que P(x) es 
divisible por Q(x), o que Q(x) es divisor o factor de 
P(x). El cociente S(x) y el residuo R(x) se calculan 
por el conocido proceso de división ordinaria. 
EJEMPLO: 
Sean: P(x)=4-3 44201 y 

Q() =x* +25 +6, 


Efectuando la división ordinaria: 

dx" +0x-30 +2? +21 |x* +20? 40x+5 
4x* -Bx* -Ox* 201? 4x? -8x+13 

-Bx*-3x*-19x* +2x 
Bx*+16x*+0x? +40x 
134% -19x* +42x—1 
-13x% -26x? -Ox — 65 
—46x* +42x-66 
* Luego, S(x)=4x*-8x+13 y R(x)=-45x* +42x- 66 
son el cociente y el residuo, respectivamente, de la 
división de P(x) entre Q(x). Por lo tanto, se puede 
escribir: 
ar 2 420 1 (da? - Br: 180 4257 165) - ¿6x4 42 - 86. 
%) EL TEOREMA DEL RESIDUO Y EL 
TEOREMA DEL FACTOR : 
TEOREMA 2: 
(EL TEOREMA DEL RESIDUO). 

El. residuo de la división de un polinomio P(x) entre 
x-a es Pla). 
DEMOSTRACIÓN: 


Por el algoritmo de la división, existen S(x) y R(x) 
tales que: P(x) = Síx)(x - a) +R(x), con : 


gradR(x)< grad(x-a)= 1. Se deduce entonces que 
grad R(x)=0 y, por consiguiente , que. R(x)es 
constante. En consecuencia, resulta que 
P(x)=S(x)(x-a) +r, donde r es una constante. 


Haciendo x = a en esta última igualdad se obtiene; 
P(a)=s(a)(a—a)+r=s(a)(0)+r= O+r=r, 
con lo cual queda demostrado el Teorema; 
EJEMPLO: 


El residuo dela división de Plx) =2x-2x* + 6x-6 
entrex- 2 es; 
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P(2)=2(2)' -3(2% +5(2)-6=32-—24+ 10-6=12 
Utilizando la división ordinaria se obtiene el mismo 
resultado. 5 + 

Enefecto, 


23-30 +00 *+6x-6 [x-2 
EY CA 20 +0? + 2049 


a+ 0x? 


- +23? 
2x* +6x 
-2x* +4x 
9x-6 
-9x+18 
12=r 
TEOREMA 3 : (TEOREMA DEL FACTOK) 
Sic es un cero de un polinomio P(x), entonces x- e es 
un factor de P(x). Por el algoritmo de la división, 
existen S(x) y r tal que: P(x) = S(x) (x—c) + r. 
Si ce es un cero de P(x), entonces 
P(c)= 0; además , por el Teorema del Residuo, 
r=Pl(c). Luego, r=0 y, por lo tanto, 
P(x) = Síx) (0-0). ai 
En consecuencia, »-e es un factor de P(x). También 
se cumple el recíproco de este Teorema, cuya 
demostración se deja al lector. 4 
TEOREMA 4 : 
Si x-c es un divisor de P(x), entonces e es un cero 
de P(x). 
EJEMPLO: 2 
Sea el polinomio P(x)=x*- 6x*+11x-6. Se observa que 
P(3)=0; luego, 3 es: un cero de P(x). Por lo tanto, x-3 
es un divisor de P(x). En efecto, 


a 6xt+1lx-6=(x*-38x+2)(% 8). 
5) LA DIVISIÓN SINTÉTICA : 


Estudiaremos a continuación un proceso para calcular 
el cociente y el residuo de la división de un polinomio 
P(x) entre un binomio de la forma x - e, sin necesidad 
de recurrir a la división ordinaria. Este proceso se 
conoce con el nombre de división sintética. Por el 
algoritmo de la división, sabemos que existen S(x) y r 
tal que; Plx) ='S(x) (x—c) + 5. 

Sean: 

Plx)=agx"+ajx ras? +8, 5 


Síx)=bya lb bg 


[pias ETT 


EDICIONES RUBIÑOS] 


Entonces: 
arar trata, (ba br 
aba + bo, ¡Mx e) r=byx" +(b,—ebpja”* 
Hbg-cbyJ 4 (dy 10d, 3) + Cb, y 
Igualando los coeficientes respectivos se obtienen las 
igualdades; 
29=b,, 4,=b, — cby, 09=b —Cby 1.0, Up -1 
=b,_¡—Cb,_3,0,=5=Cb,_; 
'Transponiendo términos resulta: 
by=0p5b,=M, + Cbp;b¿=0)9 + bj; vas By, y 
=4,-¿+Cb,_ 35150, +0b,,_ y 
De este modo se pueden hallar el residuo r y los 
coeficientes del cociente S(x), en función de los 
coeficientes del dividendo P(x) y del divisor x- e. 
Estos resultados se disponen en una tabla, dando lugar 
al procedimiento llamado división sintética, tal como 
seindica a continuación: 
2 a 


cho 


a4=b, by 
EJEMPLO: 
Hallar, por división sintética, el cociente y el residuo 
dela división de P(x)=6x'-8x7+x-10 entre 
*-2 
RESOLUCIÓN: 
Por el proceso anteriormente descrito escribimos; 


[zo 


Byisvar ibi le 


5 8 DO A 
10 
52 4 9 


-10 
18 
LE 
Luego, el cociente y el residuo gon: 
Síx)=6 +2 44:49, r=8 
6) NÚMERO DE CEROS DE UN POLINOMIO 
TEOREMA 5: 


(El Tomema Fundamental dell 
Agobra) 


Todo polindmio de grado positivo tiene un cero 
complejo. Este Teorema deja establecido que el sistema 
de números complejos C resuelve el problema 
algebraico de hallar un sistema de números (como 
extensión de R), en el cual todo polinomio definido en 
él tenga un cero en el mismo sistema. Se sabe, en 
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particular, que el sistema de números Reales g no 
satisface tal condición, un ejemplo de lo dicho lo 
constituye el polinomio P(x) =x*+1, el cual no tiene 
ceros en R- La demostración del' Teorema 
Fundamental del Álgebra escapa a los alcances del 
presente tratamiento, razón por la cual es omitida. Una 
consecuencia muy importante del T.FA. esel siguiente: 
TEOREMA 8: 

Todo polinomio de grado n tiene exactamente n ceros. 


DEMOSTRACIÓN: 
Sea: P(x)= ayx"+ajx" 4... +4,, con ay +0. 


Porel T.RA., P(x) tiene un cero complejo, tal como r,. 
Luego, por el Teorema del Factor, - r, es un divisor 
de P(x) y se puede escríbir: P(x) = (xr, q, (2), 
siendo Q,(x) un polinomio de grado n-1, cuyo término 
principal es ayx”*, pudiéndose calcular sus demás 
coeficientes por división sintética. Aplicando 
nuevamente el TRA., Q,(x) debe tener un cero, tal 
como Y; luego, x-r, es un factor de Q,(x). 

Esto permite escribir: 

Q,(x)= (x — ro) q, (x) y Ple)=(x — r Mor q, (2), 
donde Q,(x) es un polinomio de grado n-2, cuyo 
término principal es a,x”* 

Repitiendo este proceso n veces se obtiene: 

Pla) x—r¡Mx—r3).. (xr, 1Q,(x D 
donde Q, (x) es un polinomio de grado 2-n=0, cuyo 
término principal es 11%= ay Es decir, Q, (x) es 
constante e igual a ay + 0. En consecuencia, se puede 
expresar P(x) en la forma factorizada 


Píx)= aylx—r, Muro). . (Fm Jesocaoooo (ML) 
Evidentemente, F, , Fy + «.. , T, 80N ceros de P(x). 
Ningún otro número complejo r, diferente de r,» Ty «+ 
+», es cero de P(x). En efecto, haciendo x=, no se 
anula ningún factor del segundo miembro de la 
igualdad (1) y, por consiguiente, Pir)» 0. Se concluye, 
por lo tanto, que P(x) tiene exactamente n ceros . 
Con herramientas no dadas en el presente tratamiento, 
se demuestra que la descomposición factorial obtenida 
en este teorema es única, salvo el orden de factores, 
Este resultado se conoce con el nombre de Teorema 
de Factorización Única y se enuncia de la siguiente 
forma: 


TEOREMA 7: 


Todo polinomio con coeficientes complejos, de grado 
n,se puede expresar de una única forma (salvo el orden 


[es PEEZO pues 
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de los factores): P(x) = ay(a-r,) (2-r 4) >. . (0), 
donde a, es el coeficiente principal, y r,.ry+=--.r, son 
ceros de Pix). Una consecuencia de los teoremas 
anteriores es el siguiente. 

TEORKMA 8 : 


Si dos polinomios Píx) y Q(x) son del mismo grado n y 
coinciden en n+1 valores diferentes de la variable x, 
entonces Píx) y Qíx) son identicamente iguales. 
DEMOSTRACIÓN: 

Sean: P(x)=a9x" +0, +4 ...+Gy 
Qlx)=bya" +b "4... +b,, 

con 4920 y byz0. 

Puesto que P(x) y Q(x) coinciden en n+1 valores 
diferentes de x, el polinomio 


D(x)=P(x)-Q(x) 


=(a9=bp)a"+(0,-by)x"* 4... +(4, b,) 

se anula para n+1 valores diferentes de x. 

Si a,-b, «0, paraalgúni =0;1;2;...;n, setendría 

que grado D(x)< n. Luego, D(x) sería un polinomio con 

grado no mayor que n, pero con n+1 ceros, lo cual es 

una contradicción (Teorema 6). Por consiguiente, 

a;-b,=0 para todoi=0,1,2,...,n.Esdecir,a,=b, 

para todo ¿=0,1,2,...,n.En consecuencia, 

P(x) y Q(x) son identicamente iguales. 

7) MULTIPLICIDAD DE UN FACTOR : 

DEFINICIÓN : 

Si (x — r)", con m entero positivo, es un factor de un 

polinomio P(x), pero no lo es (2 — r)”"*!, entonces se 

dice que (xr) es un factor de multiplicidad m de 

P(x); además, en este caso, se dice que r es un cero de 

multiplicidad m de P(x). 

EJEMPLO: 

Sea P(x)=8x*- 4x? - 2x + 1. Se puedo escribir: 
Píx) = (2x-1)* (2x + 1). 

Luego, P(x) tiene un factor 2x-1 de multiplicidad 2, y 

un factor 2x+1 de multiplicidad 1. Además, 1/2 es un 

cero de multiplicidad 2 (cero doble) y -1/2 es un cero 

de multiplicidad 1 (cero simple) de Plx). 


8) EL PRÓCEDIMIENTO DE MOHNER : 


Usando el Teorema del Binomio, toda potencia dexse 
puede expresar como un desarrollo polinómico de 
potencias del binomio lineal + — a, para, cualquier 
número aEC. 
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1371 
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En efecto, 


o 


x"=[0+(x-0)]" 0" +na” (x- e 


SES TIP 
a (x-a +. 


EJEMPLO: 
Exprésay x* en potencias de 2-2. 


RESOLUCIÓN: 
4x3 


al [2 (2-2)! = 24 122) 


AI AXBXz xl 
A e 
=16+3L5-2)+24(x-2 +8(x-27 +(x-2). 
Una consecuencia de lo anterior es que todo polinomio 
P(x) puede desarrollarse en potencias de x-a, para 
cualquier complejo a. Se puede escribir entonces, 
Píx) =A, +4, (xa) + Apíx—aJi+... +A, (2-a)”. 
Los coeficientes Ay» Ay» «=- , A, de este desarrollo se 
pueden calcular por repetidas aplicaciones de la división 
sintética. En efecto, escribiendo: 


2-27 


9) MÁXIMO COMÚN DIVISOR : 


DEFINICIÓN 1: 
ar 


Un polinomio P(x) es irreducible si no se puede 
expresar como el producto de dos polinomios de grado 
positivo. En caso contrario, se dice que P(x) es 
reducible. 
NOTA: 
Puesto que, según el Teorema de Factorización Única, 
todo polinomio de grado n puede descomponerse en 
un producto de n factores lineales, los únicos 
polinomios irreducibles son de grado 1 (lineales). 

Y DEFINICIÓN 2: 
Dos polinomios no nulos son asociados si uno de ellos 
es igual al otro multiplicado por una constante. 
EJEMPLO: 
Los polinomios P(x)=3x+G y Q(x) =x+2 son 
irreducibles, sin embargo, ellos son asociados, pues: 
P(x) = 3Q(x). En cambio, el polinomio Síx)= "+1 
es reducible, tal como lo indica la descomposición: 


2+1I=(4+D(-x+1). 


Pix) =Ay+z—0)P/(x) con Pi(x)=A,+Aglx-0)+.+8,(x-0)"* DEFINICIÓN 3: 


Pito) =ApHx—alP(=) con. Py(x)=A,+Ay(x— aj +A, (xa) 


Paoslx)=A, 3 +(x-0)P, ¡(x)conP, ¡(x)= 8, ¿+ A,(x-a) 
p,1(3)=4, y +(x-a)E (x) con. 


A, es el residuo de la dí 
A,_, e8 el residuo de la división de P,,_,(x) entrex a, 
A,=P,(=/(constante) es el últimg de los cocientes 
obtenidos en este proceso de división por :-a- 
EJEMPLO: 

Expresar Píz)=8x1+x*-2x*+x-7 en potencias de x-1. 
RESOLUCIÓN: * 

Efectuando abreviadaménte las divisiones sintéticas 
porat: 


Sir AD A 
CM EA 
3d 19 aa 
310 [19 

3 js 

e: 


Tomando los residuos en orden de aparición se escribe: 
Plx)=4+12x—-1)+19x- 1 +19%-1 +8(x-1)%. 


? Sellama máximo común divisor de dos polinomios no 


nulos P(z) y Q(x), a un polinomio D(x) que satisface 
las siguientes condiciones: 
1) D(x) divide a P(x) y a Q(x) 


2) Si Síx) divide a P(x) y a Q(x), entonces S(x) divide 
aDíx). 

OBSERVACIONES: 

1) Si un polinomio cumple con las condiciones 1 y 2, 
también las cumplen sus asociados. 

2) Se prueba que el m.c.d. de dos polinomios es único, 
salvo asociados. 

DEFINICIÓN 4: 

Se dice que dos polinomios son primos relativos o 
primos entre sí, si el máximo común divisor de ambos 
es constante. El procedimiento para calcular el m.c.d. 
de polinomios es análogo al usado para hallar el m.c.d. 
de números enteros y se fundamenta en los siguientes 
teoremas: 

TEOREMA 9: 

Siun polinomio Q(x) divide a otro polinomio P(x), el 
m.c.d. de ambos es Q(x). La demostración es 
inmediata de la definición de m.c-d. 

TEOREMA 10: 

Si Q(x) no divide a P(x), y grad qíx)s grad pta), elm.cd. 
de P(x) y Q(x) es el mismo que el de Q(x) y el residuo 
dela división de P(x) entre Q(x). 
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DEMOSTRACIÓN: 
Por el Algoritmo de la División, existen Síx) y R(x) 
tal que: P(=)=S(x)Q(x)+R(x), con grado 
R(x)<gradQíx) Sea D(x) m.c.d. de P(x) y Q(x). Se 
prueba a continuación que D(x) también es m.c.d. de 
Q(2) y R(x): Si D(x) divide a P(x) y a Q(x), entonces 
DIx) divide a Q(x) y a R(x) = P(x)- S(x)Q(x).. 
Supongamos ahora que D'(x) también divide a Q(x) y 
aR(x);por lo tanto, D'(x) divide a 
P(x)= S(x)Q(x)+R(x). Así se tiene que D'(x) divide 
aP(x) y a Q(x). Pero, como D(x)esm.c.d. 
de P(x) y Q(x), seconcluye en seguida que D'(x) divide 
aD(x). En consecuencia, queda demostrado que D(x) 
es m.c.d. de Q(x) y R(x). A continuación se describe 
el proceso para calcular el m.c.d. de dos polinomios no 
nulos Plx) y Q(x). Supongamos que 
grad Q(x)S grad P(x). Dividiendo el polinomio P 
entre el polinomio Q se hallan un cociente S, y un 
residuoR, tal que: 
P=S,Q+R,, con grado R,<grad Q Si R, no es 
nulo, se divide Q entre R,, obteniéndose un cociente 
5, y un residuo R, tal que: Q = S¿R, + R,, con grado 
R¿<grad R,. Si R, no es nulo, se divide R, entre 
R, entonces se escribe: R,=S R¿+ Ry, donde grado 
R,<grado R¿. Procediendo reiteradamente se llega 
aobtenerun residuo nulo, escribiendo entonces: 
R1= S,,y R,- En resumen, resulta la siguiente 
sucesión de igualdades: P =S,Q + R, 

Q =S,R, + Ra 

R, =S¿R¿ + Ry 

R¿= S¿Ry +R, 

Bay = Sa Ea tE 
Bra E Sor Br 

Elúltimo divisor R,, “asfobtenido, es elm.c.d. de 
P y Q. Para demostrar esta a firmación — diremos 
queR, dividea—R,,, y porlo tanto, a R,_¿;si R,, 
divide a R, y, entonces divide a R,y; y así 
sucesivamente, . . - , dividiendo a R, divide a R,; si 
divide a R; y a R,, divide entonces a R,; diviendo a 
R, ya R,, divide a Q; Finalmente, si divide a R, y a Q, 
divide a P. . Además, si D es un divisor de P y Q, es 
también divisor de: 


*R, =P-SQ 
KR, =Q-S¿R, 
Ry = R,-Sy Ro 


A 
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Esto completa la prueba de que R,es el m.c.d.de Py Q. 
EJEMPLO: 
Hallar el m.c.d. de los polinomios: 
Pla) =x ++ 50% —-2*+x 10 y 
Q(x)= 420? —a+2 


RESOLUCIÓN: 

Dividiendo P entre Q (por coeficientes separados): 
PUE E O OE 10 
-1 0-2 Y -2 11 

ISAZA 10 
-1 o -2 1 -2 
A 


Se obtienen así el cociente S,=x+1 y el residuo 
R,= 3x* - 3x* -12. Tomando 3Q (para evitar 
fracciones) y dividiendo entre R,. 

3.06 


-3 6 3-3 0-12 
3. 3.0 12 1 1 
3 6 9 6 
3 3 o 12 


9 9 18 


Se obtiene el cociente S,=xw+ly el residuo 


R, =9:*+9%:+18. Dividiendo R, entre FR: 


3 -—3 O -12 336 
3 -3 -6 1 -2 
=-6 -6 -12 
Ent 1608 
0) 0) 0 


Luego, el último divisor es el m.c.d.; es decir: 
m.ed(PiQ)=x3+x +2, 

EJERCICIOS: 

(Q) Descomponer P(x) =x* + 3x* + dx +4, sabiendo 

que, salvo un factor-constante, puede escribirse en la 

forma (x* + ma +13. 

(A Calcular la raíz cuadrada del polinomio. 
x*-12x*+60x-160x'+2401*-192x+64 

(E) Determinar 2A4 para que el polinomio 


P(x) =x*+4x*+ux* +121+4. 508 cuadrado perfecto, 


(FEORÍA DE POLIVSOMIOS Dido EPT NES | EDICIONES EUBIÑOS 
(O) Evaluar: (O Desarrollar: 

Píx)J=x* -2x para x= Ya+ Va? -1+Ya-Va?-1 a): +3 -3x+2,  enpotenciasdex-—1. 
(O) Evaluar: y bja +3x+4, en potencias dex +2. 


Pla)= (1-2)01-ax)(1-a7=)(1-aTx)(1-a*x) Si a es 
una raíz quinta dela unidad. 


(Q) Verificar que =1 +%/2 esunccero del polinomio. 
(O Hallar el valor numérico de 
A=2x*-4x* -7%-14 para x =1+J3. 


(A) Determinar el valor de a y b, tales que 
A=ax"*+bx" +1 sea divisible por (a-1)?. 


(O) Hallar el cociente y el residuo de las siguientes 
divisiones, usando la división sintética: 


ajlx + x? -d+7 entrex + 7 
bJ3x*+x? - 2047 entrex-—J3 
ejxó 7? bi entre x + 51 
d)x*+ix? - 9546 entre 3x-2 


ejta 3074 a+ 2 
D3x7+bix*-7*+4i 
(D) Dado Pla)=x"-304 + +20 +5, 


entre 2x—i 


entre x—1+i 


Calcular: a) P(-5) d)P(0,1) 
B)P(/3) e)P(-2i) 
eJP(11/2)" f)P(1+i) 


(O) Sin efectuar la división, demostrar que: 
aj ia + 30 -6x- 10 es divisible por 1*-x-2 
b) 2x7 - 9: 7 + 7x*-6x + 6 es divisible por 
4- bx +6. 

020 + + Ba? +20 + 1 05 divisible por 4% +1. 

e 
d)3x* + 2x* -74x? - 50x.-25 es divisible por x* 25. 
e)2a? + 7x7 - 3% - 3 es divisible por 25 +1 
19% + 18x*- 4x7? + 2? - 4 es divisible por 94? — 4. 


(2 Encada uno delos siguientes ejercicios, hallar una 
ecuación que tenga las raíces que se indican. 


a) 15-2;3 d)3;14J2 
b)iji4 eJj14V5 
e) 1;2;2;-3 f)1xi;2+3i. 


c)2x*-4x* +1?-8, en potenciasdex+1. 


d)x*+1, en potencias de x — 2. 


(O En cada ejercicio, hallar el m.c.d. de los polinomios 
quese indican: 


ajxit1 y ar la ol, 
bJ2x +6 —x-8B nada 3 2041. 
c)x*-6x*-8x-3 na -3x-2, 


TEORÍA DE ECUACIONES 


1) DEFIVICIÓNES PRELIMIVARES : 


Una igualdad de la forma P(x)=0, donde P(x) es un 
polinomio, se denomina ecuación polinómica ; x se 
llama incógnita y los ceros de P(x) de denomina raíces 
dela ecuación P(x)=0. El grado de una ecuación es el 
grado del polinomio quela define. En toda ecuación se 
puede suponer queel coeficiente principal es positivo. 
De acuerdo a lo estudiando en polinomios , se puede 
afirmar que toda ecuación de grado no tiene 
exactamente en raíces . 


2) ECUACIÓN REDUCIDA : 

Si P(x)=0 es una ecuación de grado n yr es una raíz, 

se puede escribir; P(x)=(x-r)Q(x) donde Q(x) esun 

polinomio de grado n-1. Toda raíz de P(x)=0 , 

diferente de r es raíz de Q(x)=0 y reciprocamente , 

toda raíz de es P(x)=0 es, a su vez, raíz P(x)=0.. En 

este caso. Q(x)=0 se denomina ecuación reducida 

de P(x)=0. 

EJEMPLO: 

Resolver la ecuación : P(x)=x"-8x*4x+3=0, si tiene 

las raíces —1 y 3. 

RESOLUCIÓN: 

Usando la división sintética con 1: 
10384 3 

11.73 

7 3 10 

Se obtiene la ecuación reducida 


Q/(x)=x? -x? -7x+3=0 Reduciendo a su vez 
Q,(2)=0 , aplicando la división sintética por 3: 


[1 


1 


Ea EA EZMENE A 
MEITAE 18 

3.6 3 
MO 

Se obtiene Q, (1) =x* + 2x 

ecuación de segundo grado. 

Po Q, E 0, se hallan las raíces: 

2=-1+ 4/2 
las cuales son , a su vez, raíces de P(x) =0. 
Por consiguiente , el conjunto solución de p(x) =0 es: 


(=153;-1+J2) 


8) RELACIONES ENTHE LAS RAICES 


Y LOS COEFICIENTES : 
Sea la ecuación mónica de segunda grado : 
+ bx +0 =0.Sir, y r , son las raíces de esta 
ecuación , se puede escribir: 

arbrro=(a—r Moro) =x*Ar +13 Jx+r Ty 
igualdad de polinomios , se sigue que: 


1 = 0, que es una 


r¡+rg=-b , rr=0 
Es decir, en toda ecuación mónica de segundo grado, 
la suma delas raíces es igual al coeficiente del segundo 
término con signo contrario , y el producto de dichas 
raíces es igual al término constante. Sea ahora una 
ecuación cúbica dela forma: x”- +bx'+exr+d=0 y sean 
F Ty y Fs 6u8s raíces . 
Entonces se escribe: 
deber crrd = (x-r,) (<- rj) (x- ry) 
SP (Ar tr da A lr TAO PAST) 
EAU 
Igualando los respectivos coeficientes se obtienen las 
relaciones entre 
r¡+r¿+ry=-b 
TFy ATT + TY =0 
r,rgry=-d j 
Es decir, la suma de las raíces es igual al coeficiente 
del segundó término con signo contrario ; la suma de 
los productos , dos a dos , de las raíces es igual al 
coeficiente del tercer término ; y , finalmente , el 
producto de las tres raíces esigual al término constante 
consigno contrario. Estos resultados pueden obtenerse 
en forma análoga para las ecuaciones de 4? grado , 5” 
grado, etc. 
El siguiente teorema es una generalización de las 


relaciones mencionadas entre las raíces y los 
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TEOREMA 1: 

Sea la ecuación mónica de grado n: 
p()=x"+0, 20 +00? +...+0,,+0,=0, 
y Sean F,, Y)... ,T, 8us 1 raíces. 

Entonces se cumplen las siguientes 
RELACIONES: 
S¡=T,+T3¿+...+T,=- y 

Sy YT ¡Ta HT ¡Ig HT gT3 em PT ¡TF 
Sy 


“FP 2Tg+r¡ror¿+ «T_T 5 


(-D"a, 
DEMOSTRACIÓN: 

Puesto que, 

Pl)=x" +0, 4.44, = (20) (rl rm (0), 
basta probar que se cumple la fórmula: 

Cra dulrr,)= 7 rt "Sp 


La demostración se efectuará por inducción 
matemática sobre n. 


Sy =Tyf3 0. Pr, = 


Para n =1, la igualdad es obvia. En efecto , 
(er) =0l- 8 =x-8, 

dondeS, =F,. 
Para n =2 y n = 3, se ha comprobado que se cumple 
dicha fórmula. 
Supongamos que se cumple para n = h ; es decir. 
(er, Herder JS 48 AS, 
Luego, para n =h + 1 resulta: 

A A) 

=(04 SS 0 nl — PS) MAI 41) 

= 19 (Sy +41 JH Str) (Sy Hp 150) 
Dl IS 
S,+ra, es la suma de las h+ 1 raíces 
Pp Ty ss Thai Syry,/S, es la suma de los 
productos, dos a dos , de las h+1 raíces, Sy+r,,¡5y 
es la suma de los productos, tres a tres, delas A+1 
TaÍCes iu... Py 4 y S, es el producto de las k + 1 raíces. 


Por consiguiente, la fórmula se cumple para + 


Pero: 


n =h +1, siempre que se cumple para n=h , lo cual 
completa la inducción. Se puede concluir así que dicha 
fórmula se cumple para todo entero positivo n. , como 
se quería deinostrar. 


EJEMPLO 1: 
Resolver la ecuación x*-2x*-Za? + dx +4 =0, sitiene 
dos raíces dobles. 


RESOLUCIÓN: 


(TEORÍA DE POLINOIOS 


os TEA (o 


EDICIONES KUBINOS 


Sean r , r. 8 y 8 las cuatro raíces. Por el Teorema 
anterior se satisfacen las igualdades; 
T+r+s 


re: 
Es decir: 
PAS=1 cecnaranss 
r+dre+.e* 
de + ra = 2 cocccncccco 
EN TS ecc 
Resolviendo (1) y (3) se obtiene: r-+s 
lo cual se sigue que: r=-1 y a = 2. 
Por consiguiente , la solución de la ecuación dada es: 
(1:152:2) 
EJEMPLO 2: 
Resolver 4x*-42*—x + 1 = 0, siuna raíz es el opuesto 
deotra. 
RESOLUCIÓN: 


La ecuación se puede escribir: x* a? Z =+ z =0. 
Las raíces son de la forma. r ,-r y 8. Porlo tanto, 
THB =L... e. (1) 
rs + 18 =-1/4. 
E 
Resolviendo (1)y(3 ),se obtienen, los valores: 
8=1yr= 1/2 queson las raíces buscadas. 


En consecuencia , la solución es: (+ 1/2; 1) 
A4)RAICES COMPLEJAS CONJUGADAS : 
TEOREMA 2: j 
Si z es una raíz compleja de una ecuación con 
coeficientes reales, entonces z también es raíz de tal 
ecuación. É 
Demostración: Sea la ecuación 
Píx)=0 +00 +4... +4, 
CON A, , 8,5...» a, , números reales. 
Siz es raíz de P(x) =0, Píz) = 0. Es decir, 
Píz)=a 2 +0 +..+0,=0. 
Tomando conjugados resulta: 


O=0=PlzJ=aygz"+a 2" +. +0, 


=ap97"+02 4. +0, 
=a0l2) +a (2 +. +0, 
=Plz). 


Lo cual prueba que z es raíz de Píx) = 0. 
NOTA: 


Es importante observar que , de acuerdo al teorema 
demostrado , toda ecuación de grado impar y con 
coeficientes reales tiene al menos una raíz real. 


EJEMPLO: 
Resolver P(x) =x* + x"-1417 + 26x%-20=0, si 
tiene la raíz 1-4 
RESOLUCIÓN: 
Por el teorema anterior, 1 +1 también es raíz de esta 
ecuación. 
Luego: £x — (1-4) Ji(x (1+5)I=[(% 1 )+i Mx) 51 
=(x-1)+1=x%-2342 
es un factor de P(x). 
Dividiendo P(x) entre x*-2x+2 resulta: 
P(x) 

12342 
Asi, las dos raíces dela ecuación reducida 
2*+3x -10 =0 son las raíces restantes de P(x)= 
Tales raícesson: x =2,x =-5. Porlo tanto, la solución 
dela ecuación dada es: (2;-5;1+i) 
5) RAICES DE LA FORMA a+Jb : 
TEOREMA 3 : 
Si una ecuación con coeficientes racionales tiene una 


=x*+8x—10 


raíz de la forma a+yb , donde a y b son números 


racionales , pero no Vb, entonces tiene también la 


raíza — Jb 
DEMOSTRACIÓN: 


Sea P(x) =0 y una raíza+Jb con las hipótesis del 
enunciado. Dividiendo P(x) entre el producto; 


[+-1a+Jo Vs -(a-VJb)]=[(%-a)-J6][6:-a)+ 45] 


=(x-a -b=x*-2axta?-b 


se obtiene un cociente Q(x) y un residuo R(x)=m=x+n, 
con coeficientes racionales (pues , el dividendo y el 
divisor tienen coeficientes racionales). 


Resulta así: 
Píx)=(x*-2 ax+a? —b) g(x) + mx +n. 

Por sera+J/B raíz de P(x) =0, se sigue que 

mía+Jb)H+n=0. ccoo 


> nm a 3 
sim+0, Jb=-2%72 sería un número racional , en 
m 


contra de la hipótesis. Por consiguiente, m = 0, y , 
reemplazando en (1) , n = 0. Esto significa que 
Ríx)=0. Se concluye de inmediato que 2ax+a*b 


EA IZHZMEMEA 
es un divisor de P(x) y , en consecuencia , también lo 
es x- (a-/b). Deesta última afirmación se sigue que 


a— bes raíz de P(x)=0 , completáhdose así la 
demostración del Teorema. 


EJEMPLO: 

Resolver : Plx) =x*- 3x* + 24? -19x + 6 =0, si 
tiene lerraíz 243. 

RESOLUCIÓN: 

Porel teorema anterior,2- /3 también es raíz. 
Luego , P(x) es divisible por el producto: 


[+-(2+43)Tx-(2-V3)]=[G*-2)-43] 
[(+-2++/3]=(x-2)? -3=x* -4x+1 


3=x 


+6 


Efectuando la división , se obtiene: a 
Resolviendo la ecuación reducidax* + x+6=0,se 


hallan las raíces: 1249; Por consiguiente , la 
solución de plz) =0.0s: 24:43, 74 294 


6) RAICES ENTERAS Y RAICES RACIONALES = 
TEOREMA 4 : 


Si un número racional b/e , con b y e gnteros primos 
entre sí , es una raíz de la ecuación con coeficientes 
enteros. 


ar” +07 +... +4, ¡x +0, =0; (a7>0) 
b divide al término constante a, y c divide al coeficiente 
principal a, * Demostración: Sustituyendo x por dle 
enla ecuación , resulta 
b 
+0..(2)a 


BY y 
a(¿) +=s(¿) 
Efectuando las 'potencias indicadas y. suprimiendo 
denominadores $6 obtiene; 
a,b” +0 prer..+ 4, be”? +a,0”=0 
lo cual se puede escribir: 
bla""+0 b"c+.+a, ¡07*)=a,0" 


En esta última igualdad se observa que b divide al 
producto a, e” ; pero b no divide a e” (pues b y e son 
primos entre si), luego b divide a a,. Por otra parte , 
escribiendo laigualdad en la forma. 


ea pta + ac” )=- a,b” 
Y 
se observa que e divide al producto a,b” ; pero e no 
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divide a B", entonces e dividea a, . El Teorema queda 
así demostrado. Una consecuencia muy importante 
de este Teorema es el siguiente 


COROLARIO : 


Toda raíz racional de la ecuación mónica con 
coeficientes enteros 2"+aj2"*+....+a”=0 


esuna raíz entera y, además , es un divisor del término 
constante 
EJEMPLO 1: 
Hallar todas las raíces racionales de 

3x*-x* + 4x* - 20% -16 =0 
RESOLUCIÓN: 
Las posibles raíces racionales son: 
+1,41/3,+2,12/8,14,+ 43,18,18/3,116,+16/3 
Probando por divisiones sintéticas abreviadas: 


13 -1 4 20 -16 
12.20 -M 30 
5] Bl 47 E 28 12 
1/3 [3 0 4  -56/3 -20019 
1/3|3 -2 14/3 -194/9 -238/27 
2 E 5 1 8 o 


se halla que 2 es una raíz. Puesto que todos los 
«coeficientes de la ecuación 3:"+6x*+14x+8=0 
son positivos , tal ecuación no tiene raíces positivas 
Probando ahora para raíces negativas: 
35M 8 

2 |3 -1 16 24 
—2/3|8 3 12 0 


se halla así una segunda raíz -2/3. 


La ecuación reducida 
3x4 3x+12=06x*+x+4=0 
se puede resolver por la fórmula general de solución 


e -4ac 


eneste caso, a=1,b=1y.0 = 
LY 
2 2 


deunaecuación de2* grado =221P%. 40%. ciendo, 


; Ec las raíces: 


i Porlo tanto, las únicas raíces racionales 


de la ecuación dada son 2 y -2/3. 
En consecuencia , el conjunto solución.de dicha 


Sa el ¡2,14 al 
ecuación es! (22 


EJEMPLO 2: 
Hallar todas las raíces racionales de : 
xl + 43-81 — 40x-32 =0 


(LEORÍA DE POLIVOMHIOS 
RESOLUCIÓN: 

Las raíces racionales de esta ecuación, si las tuviera, 
tendrían que ser enteras Las posibles rafces enteras 
son; 41,4 2,14,18,116, 1 32, 

que son los divisores de 32. Probando por divisiones 
sintéticas: ES 
5-3 
3 -11 -29 
6 4 32 
2-12 16 
se obtiene la raíz -2. Continuando la prueba con la 
ecuación reducida 


12-16 
41 6 12 32 
4[1= < 0 


se halla la raíz -4. Resolviendo la ecuación reducida 
27-2x-4=0, seobtienen las raíces 14 /5 Porlo tanto, 
las únicas raíces racionales son -2 y 4. 

El conjunto solución de la ecuación dada es 
Normas: — (2:4:1+45) 

Por simple inspección de los coeficientes de una 
ecuación con coeficientes reales y en virtud del 
Teorema del Residuo , se establecen las siguientes reglas: 
DSi todos los coeficientes de una ecuación P(x) = 0 
son reales y positivos , la ecuación no'tiene raíces 


positivas. En efecto , si a>0, P(a) tendría todos sus 
términos positivos y ,así, P(a)> 0. 


11) Si una ecuación P(x) =.0 tiene todos sus 
coeficientes reales y alternadamente positivos y 
negativos , entonces no tiene raíces negativas. En 
efecto, si a <0;P(a)tendría todos sus términos deigual 
signo, luego p(a) + 0. e 

EJEMPLOS: 

1) 25 + 6x7 + 2% + 4x + 9 =0 no tiene raíces 
positivas. ES 

2) x*- 4x*+7x%-2x"+x-10=0 no tiene raícos 
negativas 

7) ACOTACIÓN DE RAÍCES : 

Una importante cuestión en el estudio de las raíces 
reales de una ecuación es la acotación de las mismas. 
El problema consiste en hallar un número real M>0tal 
quesir es una raíz positiva de P(x)=0, debe serr <M. 
En este caso M se denomina cota superior de las 
raíces positivas de P(x) == 
Analogamente, una cota inferior delas ra fcesnegativas 
de P(x)=0 es un número m=<o tal que r>wm, para 


HA 1EH 


EDICIONES RUBINOS 
toda raíz negativa r de P(x) =0. 

Existen varios criterios para determinar las cotas de 
las raíces reales de una ecuación. En este tratamiento 
elegimos el criterio más sencillo de aplicar y, además , 
el que en general proporciona la mejor cota. 

Nótese que si M es una cota superior , cualquier 
número M'>M también es cota superior. 
Analogamente, sim es cota inferior , cualquier número 

mi <m también es cota inferior. Antes de estudiar los 
criterios mencionados se requiere dejar establecido el 
siguiente. 

LEMA: 
Sir es raíz de una ecuación P(x) =0 con coeficientes 
reales , -r es raíz de la ecuación P(-x)=0. 

DEMOSTRACIÓN: 

Sir esraíz de P(x)=0, se puede escribir 
Plx) = (x-r) Q(x), donde Q(x) es el cociente de la 
división de P(x) entre x-r. Por consiguiente, 
Pla)=(x<-r)Q(la) =-(x + r) Q(x), de donde se 
sigue de inmediato que x =r es raíz. de Q(-x)=0, 
como se quería demostrar. 

TEOREMA 5 : 

Sea P(x)=0 una ecuación con coeficientes reales. Si r 
es un número real positivo, tal que la división de P(x) 
entre x-r proporciona un cociente con coeficientes no 
negativos y un residuo no negativo, entonces r es una 
cota superior de las raíces positivas de P(x)=0 
DEMOSTRACIÓN: 


Sea: P(x)=a,x"+a,x" +...+ a, con coeficientes 
reales, y sea r un número real positivo. Supongamos 
que al efectuar la división sintética por *-r se obtiene: 


4d a 4 Gua O 
Fbg Sbyu Tb, g 5rbmj 
Ag=bp bj bg. By] 


donde bp, b,, ... b,-1 y R =b, son no negativos. 
Luego , el cociente y el residuo de la división son , 
respectivamente, Qlx)=b1""+b"*+...+ b,_, y R=b,> 
Se puede escribir la igualdad : 
Plx) = (x-r) Q(x) + R. Para todo valor 8>T,8-F y 
Q(s) son positivos. Por consiguiente , 

P(s)=(s — r) Q(s) +R 
es positivo y , así ,s no puede ser raíz de P(x) =0. Se 
concluye de aquí que P(x)=0 no tiene raíces positivas 
mayores quer ; es decir, quer es una cota superior de 
las raíces positivas de P(x)=0. 


TEOREMA 6: 


Sea P(x)=0 una ecuación con coeficientes reales. Sir 
es un número real positivo tal que la división de Pl-x) 
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entre x-r proporciona un cociente con coeficientes no 
negativos y un residuo no negativo , entonces -r es 
una cota inferior de las raíces negativas de P(x)=0. 
La demostración de este Teorema es uná aplicación 
directa del Teorema 6 y del Lema que le precede. 

Los dos Teoremas anteriores se traducen en sendos criterios 


que permiten determinar las cotas superiores e inforiores de las 
ralces,de las ecuaciones con coeficientes reales. 


CRITERIO 1: 

Sir es un número real positivo tal que al efectuar la 
división sintética del polinomio P(x) (con coeficientes 
reales) entre » — r, todos los números que aparecen 
en la 3a. fila son no negativos , r es una cota superior 
delas raíces positivas de P(x)=0. 

CRITERIO 2: 

Sir es un número real positivo tal que al efectuar la 
división sintética de P(-x) entre x — r. , todos los 
números aparecidos en la 3a. fila son no negativos 
, res una cota inferior de las raíces negativas de 
Píx)=0. 

EJEMPLO: 

Hallar una cota superior y una cota inferior para las 
raíces positivas y negativas , respectivamente , de la 
ecuación: Plx)= 2x"-7%%4+ 2*+ 2x - 9 =0. 
RESOLUCIÓN : 

Efectuando las divisiones sintéticas entre los primeros 
enteros positivos: 


7 00 ALE 2 0 

56 4 2 -n 

3-6 -11 20 49 

13 8 -22 -75 

14 17 7 21 
se halla que 4 es una cota superior de las raíces 
positivas de P(x) = 0. 2 
Probando con P(-x) =-24 -7x' +x*-2x-9=0, 


es decir, con la ecuación 


270 2 9 
12 9 8 10 19 
hallamos que 1 es cota superior de las raíces positivas 


de P(-x) =0 y , en consecuencia ,-1 es cota inferior 
delas raíces negativasde P(x) =0. 


EJERCICIOS 


(CD Resolverlas siguientes ecuaciones dado que tienen 
las raíces que se indican. 
ax -73-6=0,r=-1 


b)20x*- 30x*+12x-1 =05r=3 


is PETT lees 
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0) 9483418 =0;r=-2:3 

di -2(1+ 1) (1-20): +2 (1424) =0;r =1428 
ex +26 + 6x+2= 0: == 2 4/3 
N3xt+11x2-34x* +48x-12=0;r=1/8;-6 


(O) Resolver: 
a) x* -12x”+39x - 28 = 0 si sus raíces están en 
progresión aritmética. 


BJ Y + 3% *-6x- 8 =0 si sus raíces están en 
progresión geométrica. 

0)x*-34*+Kx -12 =0 si el producto de dos raíces es 
-6. ¿Cuál es el valor de k? 


d) 4x' + 2%-3x* + de + e =0 si tiene una raíz 
triple. Hallar d y e. 


e)2x%-x*-22x- 24 =0 si dos de sus raíces están en 
razóndo3:4. . 


Dx - 14x* + 61x-84 =0 si una raíz es la suma de 
las otras dos. 

(A)Hallar todas las raíces enteras y racionales de: 

aj -9* + 16x-14=0 

b)2x* +x*-2x-6=0 

cal + 3x0 +6x +81 + 6x +4=0 

d) 2x" + 2-20 -x* - 12x* -6x =0 

e) 12x*- 20%” - 67x* + 60x + 76 =0 

1) 8x' -24x” + 6x* + 62x-16=0 
((ADeterminar una cota superior y una cota inferior 
para las raíces reales de cada una de las siguientes 
ecuaciones: 

a) 4-8 14+220+ 98r*- 73x+ 5 =0 

b) x*-8x* + 12x* + 16x -60=0 

ex -6xt- 13 +2 +x-70=0 

d) 6x” + 27x' -100x” -200x - 60 = 0 

e) x!-bx* + 46x”- Ex +28 =0 

Mx -6x +30-23+1=0 

(3 Hallar los números reales a y b de modo que 
2=1+i sea raíz de la ecuación + ax*+ b =0 
Determinar a tal que x*-66x+a=0 tenga dos raíces 
mutuamente recíprocas. Hallar tales raíces. 


8) SOLUCIÓN DE ECUACIONES 
ECUACIONES BIVOMIAS 


Las ecuaciones binomias son dela forma 
y Am Opina 
donde A es una constante no nula. 


Si B es una raíz enésima de A , haciendo Y=Hy se 


erensorcerenanes (1) 


(TEORÍA DE POLLVOMIOS 


sais EZ fas 


EDICIONES KUBIÑOS) 


tiene B"x”-A=0. Pero,comoB”=A, resulta: 


Es decir: 2"=1 -, Luego, las n raíces de la ecuación 
(1) se obtienen multiplicando cada raíz enésima de la 
unidad por el valor de B. 

Las rgíces enésimas de la unidad son de la forma 

13 - 2hx 2hx 
co A » 
para todo valor k = 0; 1; 2; ... ; n-1. (probarlo) Por la 
fórmula de De Moivre, las raíces enésimas de la unidad 
se pueden expresar como potencias 
(k=0;1:2;..5m1.), de la raíz. 


10= cos Ei sens 
a 


Porlo tanto , las raíces de la ecuación rod 
B, Bw, Bu”, ...., Bw"* 
EJEMPLO: 


Resolver: X” + 32 =0 
RESOLUCIÓN: 


Haciendo B=(-32)'”=-2 y y considerando las 6 raíces 
quintas de la unidad: 1, 10, t0*, w* 


, 10%, con 
= c08. e in 2% 
5 5 A 
seobtienen las raíces de la ecuación dada , a sabér: 
ES 
X, = Bw= —2(c08 2a/6 + i sen 2x 16) 
Xy = Buw* =—2(c08 4 x /5 + ¿sen'4x/6) 
X, = Bw?* = - 2(c08 6x/5 +1 sen 6x/5) 
X, = Bw' = - 2(c0s 8x6 + úsen 8x/5) 


9) SOLUCION ALGEBHAICA DE 
ECUACIÓN CUBICA 3 | 
Sea la ecuación cúbica 2P+ba? + 0% + d = Omuma(1) 
Haciendo x= y — b/8 se tiene: 
(y DIS)” +bly —b13)* +c(y-b/3)+d=0 
Efectuando: 
y- by + b* yi3— e 127 + by"- 2b* y/3+b*/9-+0y — 
bel3+d=0- 
Reduciendo y ordenando: 
y +(c—b* /3)y + 2b"/27 - bcl3 + d=0 

Esta última ecuación se puede escribir en la forma: 

Y + py += Opanas (2) 
dondep=c-b*/3y q =2b'/27-. bs. +d. La ecuación 
(2) recibe el nombre de ecuación cúbica reducida de la 
ecuación (1) 


El problema de resolver una ecuación cúbica se 


UNA 


convierte así en la solución de la ecuación reducida 
correspondiente. El método expuesto a continuación 
recoge básicam ente loslincamientos dados por F. Vieta 
(1640 - 1603). 


P 


al 


Haciendo Y=2= dE 


y sustituyendo en la ecuación (2) resulta: 


e A =P lg=i 
( 2) sole Eo A 
Efectuando las operaciones indicadas y reduciendo 


términos semejantes se obtiene: 2? 


S 
DP ga 

7 1-0 
de donde resulta la ecuación cuadrática: 


2 +qz* (4) 


se halla: 


Resolviendo esta ecuación para z*, 


Pt VR 
Se tienen así dos ecuaciones binomias en 2: 
=- Ei VR (6) a 22=- E IA 1) 
Sir )o, las raíces reales de estas ecuaciones son; 


E LR y B= PER, 


respectivamente. 
Por lo tanto, las raíces de las ecuaciones (6) y (6) son: 


A,Aw,Aw* y B,Bw,Bw*, respectivamente , siendo 


sl, raíz cubica de la unida. En consecuencia 


, las 6 raíces de la ecuación (4) son: E 

A, Aw,Aw*, B,Bw, Bv", 
donde 10 es la mencionada raíz cúbica de la unidad. 
(o su conjugado 10, que también es raíz cúbica de la 
unidad: z3=19?) 
¿Cómo obtener de estas 6 raíces las 3 raíces de la 
ecuación cúbica reducida (2)? a de notarse que se 


CALA EZRA A 

cumplen las siguientes relaciones: 
AB=- E» AwBwta- E, Aw*Biwn— E. 

Es decir , cada raíz z está asociada de este modo a una 
Lv3 DM 

raíz -7 » detal suerte que z( 2)- o 


Además , la suma de tales raíces es , por la relación 
(3) , igual a una raíz de la ecuación cúbica reducida 
(2). Por consiguiente, las raíces de la ecuación cúbica 
reducida son: 
y¡=A+B 

y¡FAw+Bw* 

yy=A10*+Bw, 
Estas expresiones para las raíces de una ecuación 
cúbica reducida se denominan Fórmulas de Cardano. 
Refiere Joseph E. Hofmann en su obra “Historia de la 
Matemática” que fue el profesor boloñés Scipio del 
Ferro quien halló un método de solución algebraica de 
la ecuación cúbica , por el año 1500 , sin publicarlo ; 
posteriormente , en 1545 , G. Cardano publica su 
propio método que difiere muy poco del de Ferro. 


Por la sustitución realizada *=3-$, se sigue que las 
soluciones de la ecuación (1) son: 


b b 
2=3 q A+B-5 


b b 
X9=Yg -¿=Aw+Bi*- 


x9=Ys amoo E 


EJEMPLO 1: 
Resolver la ecuación a*- 6x + 6 =0. 
RESOLUCIÓN: 
Enestecasop=-8 y q =6. 


Luego, no(2) (2) =-orozr z 


Am LAR = Vin 12 


Entonces , Y, 


B= Por =UFTi=-1 


Por tanto :' 


y = A+ B=-VZ-Yi 
% = d+ mta- 3-1 + En 


5 
21) 
=Z(U2 +UE)-Z(UIOS - VEZ 
peace pun (-1-E)- ah) 
(03 +V4)+2(U1OS - YT32) 
dz 2 


— EuesolES 
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EJEMPLO 2: 


Resolver : 2%+3x *-16x-47 =0. 


RESOLUCIÓN: 


dada, se obtiene la ecuación cúbica reducida: 

(y -1)* + 8(y - 1)* -16(y - 1) - 47 = 0 Efectuando y 
reduciendo términos: y'-18y-30 = 0. 

Aquí, p =-18 y q =-30 , entonces 


R= (2) +2) =- 216+225=9 


Por tanto: 
A= AR =IGES= VIE ; 


B= -L-JR=Y16=3= VI2 E 

y las raíces de la ecuación cúbica reducida son: 

Y = A+B =Y/18 + Y12 

Ya =Aw+Bw*= Y18 w+ Y12w? 

Ys =Aw*+Bw= Y18 w*+ Y12w, 

donde 1w=- e, raíz cúbica de la unidad. 

Finalmente , las soluciones de la ecuación cúbica dada son: 
x= AS Y18+ Yi2-1 


A E] 


TS! 


10) CASO  IRREDUCIBLE 

SOLUCIÓN  TRIGONOMÉTRICA 

El caso en quer <0se denomina caso irreducible , 
debido a que cualquier intento por resolverlo mediante 
radicales resulta infructuoso. En este caso , P<0 y las 
soluciones de las igualdades (5) y (6) son las. raíces 
cúbicas de los números complejos: 


AS FANER A B=-Í- 


Para hallar dichas raíces cúbicas , se debe expresar Á 
y B en sus formas trigonométricas. Con este fin se 
calcula el módulo r y el argumento 6 de A:: 

y 


o 


BR, con e en el primer cuadrante 


Y 1g0=: 


-9 q 
2 


sig<0 6 en el segundo cuadrante si g>0. 


(TEORÍA DE POLEVOMIOS 


az 
por consiguiente: a-(- 2) (cosB+i sen 8) 
S 2» 
Analogamente se halla: B=(-5) "(00085 sen 6). 
a e E 
Tomando las raíces cúbicas : YA A leo2 sisen?) 


y 152 fPlcor2-i0en2). at que YA YB=-2., se 
obtienen las raíces: y,=V/A+YB 


3 


Resolver la ecuación : 1*-2x+1= 0. 
RESOLUCIÓN. 


5 2 3 
Para esta ecuación se tiene p=-3,9=1yR=-7<0. 
L=1L a O=are ES tgt= 3) 


En consecuencia ,9==* y las raíces son: 


Porlo tanto: 


y=2 cos =L 5320888 


2 2 Ex 
n= sol Prato] amnt -1,8798852 
q A D,3472963, 
aproximadamente. 


11) SOLUCIÓN DE LA rOtacIÓN CLÁRTICA = 


El método de solución de una ecuación cuártica se debe 
aL. Ferrari, discípulo de Cardano, quien lo publica en 
1545 0n la minha obres el que Cardamo publicó sus 
fórmulas de solución de la ecuación cúbica. “Ars 


Magna”. 
Sea la ecuación de cuarto grado: 
RE A 1) 
*Transponiendo los 3 últimos términos: 

+ be — ex dae 
y completando cuadrados en el primer miembro de la 


0 
E de, 


.. 
igualdad: x+ PIE 


Esta última igualdad se puede escribir: 


Mia 


EDICIONES KUBIVO: 
Jelena 
(++ 3 EA dx-e. 


Sumando (+'+25)y+2 on ambos miembros. , se 
obtiene la expresión: 


(e + y -(£ jes 2 aja =ema(2) 


Sesabe que una ecuación de 2* grado se puede escribir 
como un trinomio cuadrado perfecto si, y sólo si su 
discriminante es cero. Por consiguiente , el segundo 
miembro de la igualdad (2) será cuadrado perfecto de 
un polinomio lineal en x si , y sólo si se cumple la 


Je 


Efectuando las operaciones indicadas resulta: 


condición. (2- 


2,2 1,1 
0% +dt- rotar —4ce— y +dey=0; 
ordenando como un polinomioen y, se 

hor a cy” + (bd - 4e)y + 4ce-b*e 20, 
LLAMADA ECUACIÓN CÚBICA RESOLVENTE de la 
ecuación cuártica (1). Cualquier raíz y, de esta 
ecuación permitirá representar el 2* miembro de la 
igualdad (2) comoel cuadrado perfecto de un polinomio 
lineal en x. Sea mx +n dicho polinomio ; entonces se 


puede escribir: (+. 22.2) =(mxnJ?. 
Extrayendo raices cuadradas , se obtienen las 
ecunciones de segundo grado: 


-mx-n, 


cuyas raíces serán las 4 raíces de la ecuación (1). 
EJEMPLO 1: 
Resolver la ecuación ; 

a 1+3% - 20 - 10: -12 = 0. 
RESOLUCIÓN : 
Siguiendo el método de Ferrari , despejamos los 3 
últimos términos: x* +31 =2x* + 10x + 12, 
Completando cuadrados en el primer miembro de la 
igualdad; yt 30 IA 24105412. 
Fectorizando y simplificando resulta: 


(a) -2 114105 +12. 


CANES ZMEME DA 


3.3% y a 
Sumando [+*+=>7] y +2en ambos miembros: 


Ateo oa 
Factorizando y simplificando, 
(2,2) - -(7+ (Pero) 2.1) 


Igualando a cero el discriminante del 2? miembro. 


2 2+10)2- DL +12)=0. 


Efectuando y simplificando se halla la ecuación cúbica 
resolvente. y"+2y* + 18y + 104 = 0. 

Parala raíz y, =-4 de esta ecuación la igualdad (1) se 
convierte en: 


3x Y 
cn == ; 
(+ 3 2ja-= 4 +4x+16= (5+4) 


De aquí se obtienen las ecuaciones cuadráticas: 


32 2,3% % 
2244 90 E 4, 
A A 5% 
esdecir: 1%+x-6=0 , 1 +2x+2=0. 


cuyas raíces 2;-3 y-1 + i son las 4 raíces de la ecuación 
cuártica dada. 


En este ejemplo , la ecuación cuártica tiene raíces 
racionales. En general es conveniente antes de aplicar 
el método de Ferrari verificar la existencia de tales 
raíces, lo cual reduciría el problema a la solución de la 
ecuación reducida correspondiente. 


EJEMPLO 2: 

Resolver : x%-11x*-6x+10 =0_ 
RESOLUCIÓN: 

Por el método de Ferrari; 2% = 11x*+6x-10. 


ando Y e embos Hsmbros: 


ye 
ata? y 4 =xY' 247 +11x?46x - 10; 


simplificando , 


(+2 


Anulando el discriminante del 2? miembro: 


2 
(y+1)x%+60+%—10...(1) 


y 
s6-acy+11)[-10)=0. 


Esso 


LA ENCICLOPEDIA 2012) 
Obtenemos asf la ecuación cúbica resolvente: 


y + 11 y" -40y-476=0. 
Una raíz de esta ecuación es y =-7. Sustituyendo en 


resalta: (+7) mectracrd=(20+3) 


de donde se obtienen las ecuaciones: 


AT tl Ta 

x 3 eto y E 3 Lx 3 
osea, -2v-5=0 ,x"+2v-2=0, 
cuyas respectivas raíces 14 /6 ¡-14/3 


son, a su vez, raíces de la ecuación cuártica. 
KJERCICIOS: 


(Resolver las siguientes ecuaciones binomias: 


a)x*+1=0, e) x" + 64=0. 
b)x" - 9=0. fx" - 8=0. 
c)x" -1=0. 8)x* +21=0, 
dix +i=0, hjat=1+i 


(M Resolver las siguientes ecuaciones cúbicas: 


ajx? - 12-20=0 
BJ" + 3x +1=0 
e) 2x7 - 6x -5=0 


NM2x*'-3x+5=0 
8lx "+6: 1+6x-10=0 
h) 8x* -6x* - 2=0 


d)x* -9x -12=0 1)x* +6x* -36=0 

ex? + 30x +15 =0 j)x* -3x* - 18x—36=0 
(Resolver : 

a)x* — 6x -1=0 dx? +8 - 3x-4=0 
d+ ox? -2x-1=0  ejx*-6x4+2=0 


ex? - 94+9=0 Nx +x? 4x1 =0 


(E) Resolver las siguientes ecuaciones cuárticas: 


ajx -dx*+x+2=0 1)x*-37x*+18x-2=0 
b)xt+x? -6x*42=0 E)x*+9x*+14x430=0 

c)x +6 +8x 4 8Bx—16=0  h)xl 29 482% -23048=0 
d) (420? 83" -6x-1=0 1Dx+x + bx +bx412=0 
e) x*-x*+10x-4=0 ¿lat 24x*+84x-18=0 


13) GRÁFICA DE POLIVOMIOS : 


Se sabe que un polinomio es una función continua (sin 
“interrupciones”). La determinación de las 
coordenadas de los puntos de la gráfica de un polinomio 
se realiza dando valores reales a la variablex y 
calculando los correspondientes valores P(x) ; la gráfica 
del polinomio P(x) es , pues , el conjunto de puntos: 
(x=; P(x)) :x € R)) Sin embargo , existen algunos 
criterios que permiten determinar aproximadamente 


[TEORÍA DE POLINOHIOS 
la gráfica de un polinomio , liberando así de la tediosa 
tarea detabular los puntos (x;P(x)). 

En primer lugar , los puntos de la gráfica que 
corresponden a los ceros 

reáles de un polinomio están sobre el eje X y son de la 
forma (x;0). 

1) Six = a es una raíz real simple de la ecuación 
Píx) =0,, la gráfica de P(x) corta al eje X en el punto 
(a;0). (Fig. D). 

2) Six=a es una raíz real de multiplicidad m par, la 
gráfica de P(x) es tangente al eje X en el punto (a;0). 
(Fig.2). 

3)Six=a es una raíz real de multplicidad m impar, la 
gráfica de P(x) es tangente y corta al eje X en el punto 
(a50). (Fig-3). 


(Eneste caso se dice que (a;0) es un punto de inflexión 
dela gráfica de P(x)). 


Y, Y 
ol a 
Y AL. 


Fig. 1 Fig. 2 
La propiedad (1) se sigue del análisis de la expresión: 
Plx) = (xa) Q(x) 
Para x ligeramente menor que a ,x-a<0 , luego P(x) 
tiene signo contrario a Q(x) ; para x ligeramente mayor 
quea, x-a>0 entonces P(x) tieneel signo de Q(x). 
Es decir, P(x) cambia de signo cuando x “pasa” pora. 
yporlo tanto, la gráfica de P(x) corta al eje Xen (a ,0). 
La propiedad (2) se deduce de la expresión: 
P(x)=(x-a)” Q(x), 
siendo m par. Six es ligeramente menor o mayor que 
a, (x= - a)” > 0 pluego P(x) tiene igual signo que Q(x). 
Es decir, P(x) no cambiade signo cuando “pasa” por 
a ,delocual se puede afirmar que la gráfica de 
P(x) no córta al eje X: así , (a;0) es un punto de 
tangencia de P(x) con el eje X. 
Finalmente, si P(x) = (x-a)” Qíx), 
siendo m impar , se sigue que (a — a)” <0 , para x 
ligeramente menor que a: y (x - a)">0, para x 
ligeramente mayor que a. Por consiguiente , P(x) 
cambia de signo cuando x: “pasa por a”, y entonces la 
gráfica de P(x) corta al eje X en el punto (a;0). 
En cálculo diferencial se prueba que, en este caso, la 


EDICIONES RUBINOS 
gráfica de P(x) es además tangente al eje X en (a; 0); 
es decir, (a ; 0) es un punto de inflexión de la gráfica 
de P(x). 

Un punto importante en la gráfica de P(x) es (0; P(0)); 
esto es , el punto de intersección con el eje Y. Nótese 
que P(0) es el término constante del polinomio P(x). 
Se pueden determinar , además , los intervalos en los 
cuales se encuentran las raíces reales de una ecuación 
P(x) = 0 , usando la siguiente regla. 

REGLA: 


Sean a y b son dos enteros consecutivos, con a <b, 


Si P(a) y P(b) son de signos iguales , entrea yb existe 
un número par de raíces reales ,o ninguna raíz real de 
Píx) =0. 


(Fig.4).Si Pa) y P(b) son de signos contrarios, entre 
a y b existe un número impar de raíces reales de 
P(x) =0. 

(Fig.5). En cada caso , una raíz de multiplicidad m es 
contada m veces. Y 


18) SIGNO DE UN POLLNOMIO 3 
SiP(x) =a,x" +a,2! +... + a,'cona,*0, es un 
polinomio con coeficientes reales , para valores de x 
suficientemente grandes en valor absoluto P(x) tiene 
el mismo signo que aa”. 

Intuitivamenteseve que, para x suficientemente 
grande en valor absoluto , a,x" será numericamente 
mayor que la suma de los demás términos y , por 
consiguiente , su signo prevalecerá sobre el signo de 
dicha suma. Una consecuencia de la áfirmación 
anterior es que toda ecuación con coeficientes reales 
de grado impar tiene , por lo menos , una raíz real de 
signo opuesto al término constante. (El coeficiente 


CaAm_aazHOMEIE A 
principal se considera — positivo)... En efecto, si 
P(x) =0," +a,1"* +..+a,=0 es una ecuación 
con coeficientes reales , siendo n impar , por teoría de 
límites: P(-0o)=-—«w,P(0)=a, AP(+0)=+0 

de lo cual se sigue que si a, > 0, P(x) =0 tiene una 
raíz negativa en el intervalo <-a;0> ;y sia, < 0, 
P(x),= 0 tiene una raíz. positiva en el intervalo 


(0;+=0)" También se cumple que toda ecuación con 
coeficientes reales de grado par , cuyo término 
constante es negativo , tiene al menos una raíz 
negativa y al menos una raíz positiva. 

Ciertamente, si P(x) =0,12"+0,2 +. +0, =0 
tiene coeficientes reales , siendo n par y a, <0: 


P(-0)=+0w;P(0)=4, <0AP(+0)=+00 
Luego existe al menos una raíz negativa en (-w;0) ,y 
al menos una raíz positiva en . (0;+<0). 


EJEMPLO 1: 
Graficar el polinomio : 

Pla) =(x-1) (1% +8) (2-2 + 2) 
RESOLUCIÓN: 
La ecuación tiene las rafces enteras 1 de multiplicidad 
3 ,y-3 de multiplicidad 2. 
Las raíces de la ecuación reducida x*- 2x + 2 =0,50n 
complejas conjugadas: 1 + i. 
Luego, la gráfica corta y es tangente al eje X en el 
punto (150) y además , es tangente en (-9;0). 


De otro lado ,  Pl-o)=-w,P(0)=-18 y 
Pí+o)=+w Entonces , la gráfica de P(x) es , 
aproximadamente: Y 

x 
EJEMPLO 2: 


Discutir la gráfica del polinomio: 
Pla) =-2 + 7044 


RESOLUCIÓN: 
Be tiene, de un lado, que: 

Pí-o)=-w , P(0)=4 A Pl+o)=40 
Luego , la curva “viene” debajo del eje X y se “aleja” 


Jia EPT ca 
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sobre el eje X. Probando para raíces positivas. 
10-21-74 

111 1 -1.0 — 

2112 2 5 3 10 
Se observa que los coeficientes obtenidos en la división 
sintética por 2, son todos positivos ; luego , 2 es una 
cota superior de las raíces positivas de P(x) = 0. 
Además , puesto que P(0)=4,P(1) =-3 y P(2) = 10, 
existe una raíz en el intevalo (0;1) y una raíz en el 
intervalo (1;2) (al menos una). 


Probando para raíces positivas: 
10-217 4 
A =h 1 02. 9: 19 
2|1-2 2 -3 -1 6 
-3|1 -3 7 -20 53 -166 


Los coeficientes alternadamente positivos y negativos 
obtenidos en la división sintética por 3 ¡indican que 
-Y es una cota inferior para las raíces negativas de 
P(x)=0. 

Además , como P(-2) = 6 y P(-3) =- 155 , existe al 
menos una raíz en el intervalo (-2;-3). 


La gráfica aproximada de P(x) es una de las siguientes: 
(La única certeza con la cual podemos contar es que 
existe una sola raíz negativa ; este hecho resulta de la 
aplicación de la Regla de Descartes , explicada en el 
párrafo que viene). 


La aplicación de las propiedades geométricas de la 
derivada P'(x) del polinomio P(x) permite determinar 


(EORÍA DE POLIVOMIOS 
con precisión la gráfica de P(x). 


NÚMERO, DE RAÍCES REALES 
DE.UNA ECUACIÓN 


El número de raíces reales de una ecuación con 
coeficientes reales puede ser determinado usando el 
siguiente criterio, llamado: 


REGLA DE LOS SIGNOS DE DESCARTES 


Si P(x)=0 es una ecuación con coeficientes reales, con 
término constante no nulo; 


(OEI número de raíces positivas de P(x)=0 es igual 
al número de variaciones de signo de sus coeficientes, 
'9 menor que él en un número par. 


(El número de raíces negativas de P(x)=0 es igual 
al número de variaciones de signo de P(-x), o menor 
que él en un número par. Esta última afirmación 
obedece al hecho que las raíces positivas de 
Pl-x) = 0 son las raíces negativas de P(x) = 0. 
Los términos nulos no se consideran en la 
determinación de las variaciones de signos de los 
coeficientes de P(x) = O Para una demostración de la 
Regla de Descartes,consultar la obra de L.E, Dickson: 
"New First Course in the Theory of Equations”. 
EJEMPLO: 
Determinar el número de raíces positivas, negativas y 
complejas de la ecuación P(x) =x*+ 8a*- 7425-38 
RESOLUCIÓN ; 
P(x) presenta 3 variaciones de signo en sus 
coeficientes, luego hay 3 raíces positivas o 1,de 
Plx)=0. Plox) =-x* + 3x'-x*- 2-3 
presenta 2 variaciones de signo en sus coeficientes, 
entonces hay 2 raíces negativas de P(x) = 0. 
Combinando todas las posibilidades, se puede construir 
la siguiente tabla. (incluyendo el número de raíces 
complejas), 


Deotro lado, probando por división sintética para raíces 
positivas, se tiene: 
"13.004 23 
1114435 2 
Puesto que P(0) =-3 y P(1) = 2., entonces existe 


un número impar de raíces positivas en el intervalo 
(0 ;1). Observando los coeficientes obtenidos en la 


Tess HH 


EDICIONES RUBIÑOS 


división sintética por 1, se puede afirmar que 1 es una 
cota superior delas raíces positivas de Plz) = 0 y, por 
lo tanto, no hay más raíces positivas aparte delas que 
estánen (0;1). Probando para raíces negativas: 


LEIA 
BR Le 
2.3 4 8 

O -1 5 -18 


Se tiene que P(-1) = 4, P(-2) = 5 y P(-3) =-18. 
Luego, hay un número impar de raíces negativas en el 
intervalo (-2;-1), y también en el intervalo (-3;-2) 
(¡Una en cada uno!). 
Además, puesto que los coeficientes obtenidos en la 
división sintética por—3 son alternadamente positivos 
y negativos, se sigue que -3 es una cota inferior de 
las raíces negativas de P(x) = 0. 
(Nótese que los coeficientes O se pueden considerar 
positivos o negativos, según convenga el caso). 
De esta forma se reduce la tabla a las 
siguientes posibilidades: +|-|e 

1|2|2 

3|2/0 
Por lo anterior se puede afirmar que la 
gráfica aproximada de P(x) es una de 
las siguientes: Y 


Por métodos del cálculo diferencial, se puede determinar con 
precisión al la raíz en (0;1) es una raíz triple, y, por consiguiente, 
sl el punto correspondiente on que la gráfica corta al eje X es 
punto de inflexión. 


EJERCICIOS 


(QU) Determinar el número de raíces positivas, 
negativas y complejas de cada ecuación y discutir la 
gráfica del polinomio correspondiente. 

a)3 +9 *-7:+4=0 


b)x*+ 12% +5x-9=0 
dir-20 + x-2=0 
d)x*-8-9=0 

e) 2-6 +2x+6=0 


CCAA AMEN META 
Px*-10 + +6x +11 =0. 


E) 3x4” —7x* - 18% -22 =0. 
haa 12 =0, e 
ia ”-2=0. a +20 3x' + 8x9 =0 


RAÍCES IRRACIONALES 
MÉTODOS DE APROXIMACIÓN 
Aislar une raíz real de P(x) = 0, significa hallar un 
intervalo (a ;b) que la contiene y que no contiene a 

otra raíz de P(x) = 0. 


Existon varios procedimientos para determinar, una voz alelada, 
una raíz irracional por aproximación. 


Aquí. se estudian básicamente dos de tales métodos: la 
Intorpolación lineal y ol método de Horner. 
A) IVTERPOLACIÓN LINEAL: 

Sea r una raíz irracional de P(x) = 0 aislada en un 
intervalo (a ;b).Supóngase que P(a)=h<0AP(b)=k>0,de 
manera que los puntos P(a;h) y Q(b ;k) pertenecen a 
la gráfica de P(x). 

Puesto que entre a y b se encuentra la raíz r, el punto 
C de abcisa x,, en que el segmento PQ corta el eje X, 
estará relativamente próximo al punto de abcisa r, en 
que la gráfica de P(x) corta al eje X. 

Y 


El valor de la abcisa X, de este punto es, así, una 
primera aproximación a la raíz r, y se determina 
usando las relaciones de semejanza de los lados de los 


triángulos CBQ y PRQ; tal como: pe 


PR= b-a;BQ= k;RQ= kh Y 


4 po Bd 
sustituyendo: RR 


Entonces, 


de donde se tiene: 


ea=20-9 calculando de este modo el valor del 


segmento CB, se resta de b y se obtiene la abcisa del 
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puni es decir, 4. 


Si f(x,) =h,<0 y existe un número s, muy próximo a 
Xx, tal que P(s,)=h, > 0, entonces la raíz r se encuentra 
enel intervalo (x,;.8,); se puede repetir el proceso de 
interpolación lineal para obtener una segunda 
aproximación x, den 

Cuanto más veces se repita este proceso, tanto mayor será la 
aproximación obtenida, 

EJEMPLO 1: 

Sea la ecuación: Plx) =x" +2x*-3x-4=0. 

Por la Regla de los signos de Descartes, se sabe que la 
ecuación tiene una sola raíz positiva. Por división 
sintética se halla que P(1)=-4 y P(2)= 6. De esta 
manera queda aislada la raíz positiva en intervalo (1,2). 


En la figura (Por comodidad se ha forzado un poco la 
gráfica), se puede apreciar que los triángulos CBQ y 


PRQ son semejantes, entonces resulta ; ol 


Pero PR=2-1=1,BQ=6A»RQ=6+4=10 . 
Reemplazando estos valores resulta de donde se 
obtiene: CB=0,6 
Por consiguiente, una primera aproximación es 
2-0,6 = 1,4. Repitiendo el proceso, hallamos por 
división sintética que P(1,4)= 1,536 , 
P(1,5)= -0,625, P(1,6) = 0,416 
Entonces, la raíz r se encuentra en el intervalo 
<1,5;1,6>. 

Y, 


el 1,6;0,416) 


POLE-N.B25) R(L6:-0.625) 
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Enelgráfico se tiene: CB_ 0416 __0,416 


0,1 0,416+0,628 1,041 


0,0416 0.03 " 
Porlo tanto, una segunda aproximación de la raíz r es: 
x,=1,6-0,03=1,57 


Así, se puedo obtener una aproximación cada vez mayor 
'conformg repltamos esto proceso. 


EJEMPLO 2: 

Calcular una raíz positiva de P(x)=x% 6% +44 
con dos decimales de aproximación. 
RESOLUCIÓN: 

P(x) =0 tiene una raíz positiva en (12) y otra en (4;5).. 


Calculando por interpolación lineal la raíz positiva de 
(1:2): Y! 


Pa 


Una primera aproximación es :x, =1+ 0,1 = 1,1 


Evaluando, por división sintética, se halla 

P(1,1) = 0,381, P(1,2)= 0,272 

Luego, la raíz Es en <1,151,2>. Interpolando: 
Y 


que 


Q(1,2;-0,272) 


R (1,15-0,272) 


EDICIONES RUBIÑOS) 
AC_ > 0,381 _ 0,381 
0,1 0,881+0,272 — 0,653 
dedonde : 
70 2088 0. 
0,653 


Así, una segunda aproximación a la raíz es 
x,=1,1 + 0,05 = 1,15. 

Por consiguiente, la raíz aproximada a dos decimales 

de Píx)=0, en el intervalo (1:2), esr'= 1,16. 


La interpolación lineal se usa, en general, para 
ecuaciones reales de cualquier tipo, en una variable. 
1) MÉTODO DE HMORNER : 

El método de Horner se aplica solamente para 
ecuaciones polinómicas (algebraicas) con coeficientes 
racionales. 

Este método se ilustrará con los siguientes ejemplos: 
EJEMPLO 1: 

Hallar una raíz real de; P(x) =x* + 8x-160 =0, 
con dos decimales de aproximación. 
RESOLUCIÓN: 


La única raíz de P(x) = 0 ee encuentra en el intervalo 
(455), puesto que P(4) =-64 y P(6) =5. 


Entonces, tal raíz debe ser de la forma :x =4 + a 


donde a es un número comprendido entre 0 y 10 


Luego: x= 4 =;7,, Exprecando P(z) en potencias de 
x- 4, por el proceso de Horner (IV, 8): 
1.0. 8 -160 |4 
4 16 
1 4 24 |-64 
4 8 
1.8 |58 
LS: 
1 12 


Pla) 64 + DO(x-4) + 12(0-4)* + (24) 
Sustituyendo+-4=3,, so puedo escribir 


Par 10) == 04+656( pi 
De Pe sé obtiene una AE ena, e como: 


P,(a)=a*+120 a*+5600 a - 6400 = 0 


li 


Ciertamente, 7, está entre O y 1; luego, para obtener 


un decimal de aproximación de la raíz x, basta hallar 
la parte entera de a. Por división sintética, se obtiene 


CAL EZMAZMENEA 
Es. b 
que: 9 < a < 10;entonces, se puede escribir: a=9+-7 


donde b está entre 0 y 10. Puesto que «-9=- 


expresamos P, (a) en potencias de a — 9, usando 
nuevamente el proceso de Horner: 


1 180 660-640 [9 
A 9 ne 60849 
“1 129 6761 MET 
9 120% 
1 188 18008 
9 
1 ps 


Luego: P,(a)=-3151+8003 (a -9)+147(a-9) +(a-9); 


sustituyendo a=9+ > 


Lp ads e a 
P(9+-¡)=-3181+8008( 10 +75) Hip? 
Lo cual da origen a la ecuación: 


P,(b)=b*+1470b* + 800300 b- 3151000=0 
Por división sintética se halla que b está entre 3 y 4. 


Por consiguiente, b=3+ 


Luego: x=4+ 244 L (942 2 | 1 £)] 
BO mdd (OR md | 9 (8 


IA 
Es decir: +00 * 000 
x= 4,93 es una raíz aproximada de P(x)=0. 


EJEMPLO 2: 


Calcular por el método de Horner Y/7. ¿con 3 decimales 
de aproximación. 
RESOLUCIÓN: 


En + consecuencia, 


x=9/7 esla única raíz real dela ecuación x*-7=0 
Por división sintética, se la aisla en el intervalo (1;: 


A 
10” 10 
cono < a < 10 -Expresando P(x) = x?- 7 en potencias 
dex-1, se tiene, por el proceso de Horner: 


Entonces, se tiene que: x=1+ de donde += 


P(x)=-6+3(x-1)+38(-1)* +(2-1)% 


sustituyendo x-1==7,, y suprimiendo denominadores, 
P,(a)=a*+30a*+300a -6000= 0, 
quetiene una única raíz positiva a. 


La parte entera de a será la primera « fra decimal de 
la raíz x. Por división sintética , se logru aislar a en el 


resulta la ecua 


LA Exa oro ola) 


intervalo. (9:10) ; y, por lo tento a=9+7),de 


donde a-9=->; siendo Q<B<10- 
Expresando P, (a) en potencias de a— 9; 
P,(a)=- 141+1085(a—9)+57(4-9)"+(a-9)% 


Sustituyendos—9=->, igualando a cero y suprimiendo 
denominadores resulta la ecuación: 

P,(b)=b* +5700* + 108300 b -141000=0 
que tiene una única raíz positiva b. 
La parte entera de b será la segunda cifra decimal de 
la raíz buscada. 
Aislando la raíz b en el intervalo (1;2) se sigue que 


PACA 


b=l4 3 de donde 70 0<c<10 


Repitiendo el proceso, expresamos P, (b)en potencias 
deb-1: 
P.(b)=-82129+1 09449(b-1)+ 578(b - 1)* + (b- 19% 


Reemplazando b > 


suprimiendo denominares se obtiene la ecuación: 
Py(0)=0* +57300+ 10944300 0—32129000=0 


donde la parte entera de la única raiz positiva será la torcora 
cifra decimal de la raiz buscada. 


igualando a cero y 


Aislando dicha raíz en el intervalo (2:3), se sigue que 

<=2+ 12 - Finalmente, de la sucesión de igualdados : 

ACI CIA 

ALA ia 0 ibi 024 

se deduce que la raíz a de la ecuación x*-7= 0es 
x = 1,912, aproximada a $ decimales. 


EJERCICIOS 


(() Hallar, por interpolación lineal, las raíces 
irracionales con $ decimales de aproximación, de cada 
una de las siguientes ecuaciones: 

ajr+xt-3=0 b)x*-12x-20 =0 
c)2+xt-7=0 d) x* +8x* -2x-1=0 
e)x!-2x0+21x-23=0 f)4x'-4x? + 7x'-Bx-2=0 
(Q) Por el método de Horner, calcular las raíces 
irracionales, con 3 decimales de aproximación, de cada 
una de las siguientes ecuaciones; 

a) x* + 10x* + 34x- 60 =0 
bjar-4x*-b6x+20=0 5 c)x'4+ 33r-110=0 
d) x*- 18x -42=0 ¡o exrt+6rt+x-9=0 
(3 Por el método de Horner, calcular las siguientes 
raíces con 3 decimales de aproximación: 
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EDICIONES KUBINOS 


OBJETIVOS : 
* Captar la idea de la programación lineal y sus 
posibilidades de aplicación a problemas prácticos. 

* Dominar el lenguaje propio de la programación 
lineal : función objetivo , restricciones , región 
factible ¡ete... 

* Aplicar las técnicas de resolución de sistemas de 
ecuaciones e inecuaciones lineales . 

* Saber representar regiones factibles y determinar 
gráficamente los puntos donde puede darse la solución 
óptima. 

* Saber encontrar esa solución óptima. 


* Saber plantear un problema de programación lineal 
partiendo de su enunciado en términos generales. 


* Conocer y valorar el origen de la programación lineal 
y su influencia en la historía de este siglo. 


* Utilizar y valorar las nuevas tecnologías. 


Origon De La Programación 
Se llama programación lineal al conjunto de técnicas 
matemáticas que resuelven la situación de optimizar 
(maximizar o minimizar) una función objetivo sujeta 
a ciertas restricciones en la forma de desigualdades 
Lineales, 
Así por ejemplo : 
Minimizar: 
C = 2x + 7y < Esla función objetivo Sujeto a: 

y E 


3x +5y> 3000. * 

6x +y > 2500 

4x + 9y > 1000 

x> 0] condición de 
y20 La negatividad 


En los siglos XVI y XVII, grandes matemáticos como 
Newton , Leibnitz , Bernouilli y , sobre todo , 
Lagrange ,que tanto habían contribuido al desarrollo 
del cálculo infinitesimal , se ocuparon de obtener 
máximos y mínimos condicionados de determinadas 
funciones. 


restricciones 


Posteriormente el matemático 
fránces Jean  Baptiste-Joseph 
'ourier (1768 — 1830) fue el 
primero en intuir, aunque de forma 
imprecisa , los métodos de lo. que 
actualmente llamamos 
programación lineal y la 
'potencialidad que de ellos se deriva. 


1. Dantoie 
Siexceptuamos al matemático Gaspar Monge (1746- 
1818), quien en 1776 se interesó por problemas de 
este género, debemos remontarnos al año 1939 para 
encontrar nuevos estudios relacionados con los 
métodos de la actual programación lineal . En ese año, 


el matemático ruso Leonodas Vitalyevich 
Kantarovitch publica una extensa monografía 
titulada Métodos matemáticos de organización y 
planificación de la producción. en la que por primera 
vez se hace corresponder a una extensa gama de 
problemas una teoría matemática precisa y bien 
definida llamada, hoy en día, programación lineal. En 
1941-1942 se formula por primera vez el problema 
de transporte, estudiado independientemente por 
Koopmans y Kantarovitch , razón por la cual se 
suele conocer con el nombre de problema de 
Koopmans-Kantarovitch. 

Tres años más tarde, G.Stigler plantea otro problema 
particular conocido con el nombre de régimen 
alimenticio optimal. En estos años posteriores a la 
Segunda Guerra Mundial , en Estados Unidos se 
asumió que la eficaz coordinación de todas las energías 
y recursos de la nación era un problema de tal 
complejidad , que su resolución y simplificación pasaba 
necesariamente por los modelos de optimización que 
resuelve la programación lineal . Paralelamente a los 
hechos descritos se desarrollan las técnicas de 
computación y los ordenadores , instrumentos que 
harían posible la resolución y simplificación de los 
problemas que se estaban gestando. En 1947, G.B. 
Dantzig formula , en términos matemáticos muy 
precisos , el enunciado estándar al que cabe reducir 
todo problema de programación lineal. Dantzig, junto 
con una serie de investigadores del United States 
Departament of Air Force, formarían el grupo que dio 
en denominarse SCOOP (Scientific Computation of 
Optimum Programs). 


CA EME AA 
Una de las primeras aplicaciones de los estudios del 
grupo SCOOP fue el puente néreo de Berlín. Se 
continuó con infinidad de aplicaciones de tipo 
preferentemente militar. Hacia 1950 se tonstituyen, 
fundamentalmente en Estados Unidos, distintos 
grupos de estudio para ir desarrollando las diferentes 
ramificaciones de la programación lineal. Cabe citar, 
entre otros, Rand Corporation, con Dantzig,Orchard- 
Hays, Ford, Fulkerson y Gale, el departamento de 
Matemáticas de la Universidad de Princenton, con 
"Tucker y Kuhn, así como la Escuela Graduada de 
Administración Industrial, dependiente del Carnegie 
Institute of Technology , con Charnes y Cooper. 
Respecto'al método del simplex, que estudiaremos 
después , señalaremos que su estudio comenzó en el 
año 1951 y fue desarrollado por Dantzig en el United 
States Bureau of Standards SEAC COMPUTER, 
ayudándose de varios modelos de ordenador dela firma 


IBM. Los fundamentos matemáticos de la 
programación lineal se deben al matemático 
norteamericano de origen húngaro Janos von 
Neuman (1903-1957), quie en 1928 publicó su 
famoso trabajo Teoría de Juegos. En 1947 conjetura 
la equivalencia de los problemas de programación lineal 
y la teoría de matrices desarrollada en sus trabajos. 
La influencia de este respetado matemático, discípulo 
de David Hilbert en Gotinga y, desde 1930, catedrático 
de la Universidad de Princenton de Estados Unidos, 
hace que otros investigadores se interesaran 
paulatinamente por el desarrollo riguroso de esta 
disciplina , En 1858 -se aplicaron los métodos de la 
programación lineal a un problema concreto: el cálculo 
del plan óptimo de transporte de arena de construcción 
alas obras de edificación de la ciudad de Moscú . En 
este problema había 10 puntos de partida y 230 de 
llegada. El plan óptimo de transporte ,calculado con.el 
ordenador Strena en 10 días del mes de junio, rebajó 
un 11% los gastos respecto a los costes previstos. Se 
ha estimado , de una manera general , que si un país 
subdesarrollado atilizase los métodos de la 
programación lineal, su producto interior bruto (PIB) 
aumentaría entre un 10 y un 16% en tan sólo un año. 


La Programación Lineal Haco Historia 


El puenteaiéea de Berlin 


En 1946 comienza el largo período de la guerra fría 
entre la antigua Unión Soviética (URSS) y las 
potencias aliadas (principalmente , Inglaterra y 
Estados Unidos). Uno de los episodios más llamativos 
de esa guerra fría se produjo a mediados de 1948, 
cuando la URSS bloqueólas comunicaciones terrestres 
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desde las zonas alemanas en poder de los aliados con 
la ciudad de Berlín, iniciando el bloqueo de Berlín. A 
los aliados se les plantearon dos posiblidades ; o romper 
el bloqueo terrestre por la fuerza , o llegar a Berlín por 
el aire. Se adoptó la decisión de programar una 
demostración técnica del poder aéreo norteamericano 
;a tal efecto, se organizó un gigantesco puente néreo 
para abastecer la ciudad: en diciembre de 1948 se 
estaban transportando 4500 toneladas diarias ; en 
marzo de 1949, se llegó a las 8000 toneladas, tanto 
como se transportaba por carretera y ferrocarril antes 
del corte de las comunicaciones. En la planificación de 
los suministros se utilizó la programación lineal. (El 
12 de mayo de 1949, los soviéticos levantaron el 
bloqueo) En infinidad de aplicaciones de la industria, 
la economía, la estrategia militar, etc. se presentan 
situaciones en las que se exige maximizar o minimizar 
algunas funciones que se encuentran sujetas a 
determinadas — limitaciones, que llamaremos 
restricciones, Para hacernos una idea más clara de 
estos supuestos, veamos dos ejemplos : 


EJEMPLO 1: 


Problema De Máximos 


En una granja se preparan dos clases de combinify , 
P y Q, mezclando dos productos A y B. Un saco de P 
contiene 8 kg de A y 2 de B, y un saco de Q contiene 
10 kg de A y 5 de B. Cada saco de P se vende a Sí. 
300. y cada saco de Q a S/.800 . Si en la granja hay 
almacenados 80 kg de A y 25 de B, ¿cuántos sacos de 
cada tipo de combinity deben preparar para obtener 
los máximos ingresos? 


EJEMPLO 2: 


Problema De Ménimos 


Una campaña para promocionar una marca de 
productos lácteos se basa en el reparto gratuito de 
yogures con sabor a limón o a fresa. Se decide repartir 
almenos 30000 yogures. Cada yogur de limón necesita 
para su elaboración 0,5 gramos de un producto de 
fermentación y cada yogur de fresa necesita 0,2 gramos 
de este mismo producto. Se dispone de 9 kilogramos 
de este producto para fermentación. El costo de 
producción de un jogur de limón es de 30 soles y 20 
soles uno de fresa. 


En los dos ejemplos descritos está claro que tanto la 
cantidad que deseamos maximizar como la cantidad 
que deseamos minimizar podemos expresarlas en 
forma de ecuaciones lineales. Por otra parte , las 
restricciones que imponen las condiciones de ambos 
problemas se pueden expresar en' forma: de 
inecuaciones lineales. 


(PROGHADLAACIÓN LINEAR 


Trataremos de plantear en términos matemáticos los 
dos ejemplos enteriores : 

1) Si designamos por x al número de sacos de 
combinity de clase P y por y el número de sacos de 
'combinity de clase Q que se han de vender, la función 
: Z=500x +80, y representará la cantidad de soles 
obtenidos por la venta de los sacos , y por tanto es la 
que debemos maximizar. Podemos hacer un pequeño 
cuadro que nos ayude a obtener las restricciones : 


N"| kg de A | kg de B 
P[x| 8x 2x 
Ql|y | 10y Sy 

s80 | <25 


Por otra parte, las variables x e y, lógicamente, han de 
ser no negativas , por tanto: x>0, y 20 


Conjunto de restricciones : 
8x+10y $80 
2x+5ys 25 
x20;y20 


2) Si representamos por x el número de yogures de 

limón e y al número de yogures de fresa , se tiene 
que la función de costo es Z= 30x + 20y. Por otra 
parte , las condiciones del problema imponen las 
siguientes restricciones : 


* De número : x+ y $80 
* De fermentación: 0,5:x + 0,2 y 5 9000 


La programación lineal se puede definir como un medio 
matemático que busca la optimización (maximización 
o minimización) del uso de recursds limitados. La cual 
tiene por objeto.ayudar a los responsables en la toma. 
de decisiones sobre asuntos en donde intervienen un 
gran número de variables. La representación 
matemática de dicho óptimo se conoce como función 
objetivo y consiste géneralmente en maximizar 
utilidades, beneficios, ingresos , eficiencia o alguna 
medida eféctiva; o en minimizar costos erogaciones, 
gastos jetc. Toda limitación , condición o disponibilidad 
de los recursos o actividades se denomina restricción 
y debe expresarse matemáticamente por medio de 
desigualdad (no estricta) o igualdad, 

Tanto la función objetivo como las restricciones deben 
poderse escribir linealmente: de allí el nombre dado a 
este método: Programación Lineal (PL.). 

El problema general de Programación Lineal consiste 
enla búsqueda del óptimo (máximo o mínimo) de una 
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función lineal de n variables x, ,j = 1:2:3;..u: ligadas 
por relaciones lineales (ecuaciones o inecuaciones) 
Jamadas restricciones. 

Entre las restricciones se distinguen: 

* Las del tipo x, >0. imponiendo a una parte o al 
conjunto de las variables ser no negativas. Usualmente. 
son llamadas restricciones de no negatividad. 

* El resto de las restricciones , del tipo que sean , a las 
que a veces de les denomina restricciones 
verdaderas. 


Exceptuando el caso de los problemas lineales en 
números enteros. Las variables pueden tomar 
cualquier conjunto de valores reales que satisfagan las. 
restricciones . Precisamente, se tratará de encontrar 
,de entre estos posibles valores , aquel que de un mejor 
valor a la función lineal antes mencionada. Las 
restricciones son normalmente inecuaciones o 
ecuaciones. Se puede suponer siempre que sea 
necesario , que algunas inecuaciones se han 
multiplicado por -2 , para que todas las desigualdades 
tengan el mismo sentido, y que algunas variables se 
han sustituido por sus opuestas para que las únicas 
condiciones suplementarias impuestas a estas 
variables sean restricciones de no negatividad. Un 
problema de programación lineal en dos variables , 
tiene la siguiente formulación estándar : 


Maximizar: Z =f(x;y)=ax+by+0 
sujetoa; ajx+b,ysc; 
ayxr+boyS cz 


4,5 +b, y SC, 
puediendo cambiarse maximizar por minimizar, y el 
sentido de las desigualdades. 


en el Son 


Desde los primeros años de la década del 60 diversas 
empresas y entidades han aplicado la programación 
lineal para la toma de decisiones en problemas 
específicos . 

Dentro de las aplicaciones conocidas en nuestro medio 
» mencionaremos las siguientes: 

PETROPERU 

* Modelo matemático de transporte de crudos y 
refinados para la asignación óptima dela flota nacional. 


* Modelo de refinerías para la obtención de gasolinas 
del octanaje adecuado al mínimo costo. 


ECar_ a MZ METEO 
* Modelo matemático para la planta de lubricantes del 
callao 

NICOLINI HNOS. S.A. . 


* Modelo de mezcla insumos para la fabricación de 
alimentos balanceados para aves. 


UNILECIE S.A. 
* Modela de transportes para las asignaciones de rutas 
y vehículos de reparto de leche en Lima Metropolitana. 
SIDER PERÚ 

* Modelo de mezcla de insumos para la alimentación 
del alto horno. 

MINISTERIO DE TRANSPORTES 


* Modelo de evaluación de proyectos de construcción 
vial considerando los efectos regionales de centros de 
producción y consumo. 


INSTITUTO NACIONAL 
PLANIFICACIÓN 


* Modelo de selección de cartera de proyectos de 
desarrollo económico. 


DE 


VIDISTERIO DE ACRICELITIA TOA 
STATE CSTERSITV 
* Modelo de rotación de cultivos para los valles de la 
costa norte del Perú. 


Acontinuación presentaremos un ajeráplo práctico de 
la programación lineal. 


EJEMPLO 1 

Suponiendo que una empresa manufacturera que produce dos 
artículos, el 1 y el 2, cuyas demandas son limitadas. La 
siguiente tabla indica los tiempos de procesamiento requerido 
por cada producto en tres departamentos por los que deben 
ser procesados y muestra además, la disponibilidad en horas 
hombre de estos por semana, y la ganancia unitaria de cada 
artículo. 


Dpto. A | Dpto.m | Dpto.C | Ganancia Unit 
Productor | 7 «1 47 1.00 
Producto 2 2 13, 2 1,50 
Dispocibilidad | 160 mo | 280 


El problema consiste en decidir la cantidad de cada 
producto que debe elabórarse con el objeto de lograrel 
mejor empleo de los medios de producción (horas 
disponibles en los departamentos), para obtener el 
máximo beneficio total. Dicho de otro modo, quien 
decido, debe asignar los recursos (tiempo disponible 
en los departamentos) con el propósito de optimizar 
un objetivo (maximizar la ganancia total) satisfacer 
otras condiciones definidas (no exceder las capacidades 
detrabajo de cada departamento). 
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Su resolución lo veremos más adelante. 


hi En infinidad de aplicaciones de 
la industria, la economía, la 
estrategia militar, etc., se 
presentan situaciones en las que 
se exige maximizar o minimizar 
algunas funciones que se 
encuentran sujetas a 
determinadas limitaciones, que 


llamaremos restricciones. 


En general con rigor matemático el problema de 
Programación Lineal se presenta en los siguientes 
términos 

nonsa (1) 


Max, (min. JZ=C,X, +C A, +..«C,X, 
Sujeto a 
AX FOX, + as + 1,9%, =D, 
Oy % RX ar =ba 


¿y O, gg + sus + 0 Xi =D 


«0» (1) 


Y las restricciones de no negatividad 

3=0, j=152 8; win (1) 
En las ecuaciones o inecuaciones ay; ;., son valores 
conocidos y el problema consiste en hallar los valores 
de las x, que optimicen la función (1) sujeta a las 
condiciones (11) y (III). Las variables x, se llaman 
variables de decisión. 


La estructura anterior se puede expresar como ; 


(max. o min.) Z= Fox = EX 


j=1 
Sujeto a : 
AXSB 
E eS (507, b; 
Ca X bz 
DondeA= (aia zps OS| + |¿X=| 5 |:B=| . 
la md Ls 


En un problema de programación lineal debemos tener 
en cuenta que los beneficios, capacidades, etc. Son 
funciones que se deben maximizar; en cambio los 
costos, las pérdidas, los accidentes son funciones que 
se deben minimizar. 


EROGRAHACIÓN LINEAL 
En Programación Lineal se tienen lossiguientes elementos 
« Una función objetivo. 

+ Un conjunto de restricciones. 


+ La no negatividad de las variables decisorias. 
Para mayor comprensión del tema en este trabajo, lo 
plantearemos en dos variables decisorias; por ello 
nuestro problema de Programación Lineal tendrá la 
siguiente estructura. 

Moximizar :Z=f(x;y)=c¡x +03) +03 

sujetoa: ay¡x+ajy sd, 

3¡X+ G39y S bz 


A ¡X +8 29 SD 
con x>0;y20 

DEFINICIONES : 
En un problema de programación lineal intervienen: 
VARIABLES DECISORIAS: Son cantidades 
desconocidas que indican los valores numéricos de los 
actos o actividades que se van a emprender con el fin 
de lograr el objetivo. 
FUNCIÓN OBJETIVO : Es la representación matemática 
dela función a optimizar (max. o min.) 

Ny) =x + by +0 
En esa expresión x e y son las variables de decisión , 
mientras que a, b y e son constantes. 


REGIÓN FACTIBLE : Es aquella sE cumple con 
todas las restricciones y las condiciones de no 
negatividad. Existen dos tipos de región factible. 

Y 


region factible no acotada región factible acotada 


SOLUCIÓN FACTIBLE: Es cualquier punto situado 
en laregión factible. 


SOLUCIÓN BÁSICA : Es aquella que se encuentra 
en la intersección de rectas o hiperplanos o en la 
intersección con los ejes coordenados 
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CIONES RUBINOS 
SOLUCIÓN ÓPTIMA : Es una solución factible que 
maximiza o minimiza la función objetivo. 

POLÍGONO CONVEXO : Dados dos puntos 
cualesquiera que pertenecen al polígono, el segmento 
de recta que los une está contenido en dicho polígono. 


POLÍGONO. 
CONVEXO. 


NO CONVEXO 

Un polígono se dice que es convexo si todos sus ángulos 
interiores miden menos de 180”. 

LAS RESTRICCIONES que deben serinecuaciones 
lineales . Su número depende del problema en cuestión. 
El carácter de desigualdad viene impuesto por las 
limitaciones , disponibilidades o necesidades, que son: 
inferiores a ...( menores :<0<); como mínimo de ... 
(mayores : > 0 >). Tanto si se trata de maximizar como 
de minimizar, las desigualdades pueden darse en 
cualquiera de los dos sentidos. 


*PROBLEMAS DE PRODUCCIÓN : En estos problemas se 
trata de determinar la cantidad de productos que se 
deben fabricar para obtener los máximos beneficios 
enla venta de los mismos, o bien, calcular los mínimos 
costos en su fabricación. 

*PRORLEMAS DE ALIMENTACIÓN : En estos problemas se 
trata de determinar la cantidad de cada uno de los 
alimentos que constituyen la alimentación diaria de 
un conjunto de personas o animales, de manera que el 
costo sea mínimo. 

* PROBLEMAS DE TRANSPORTE : En estos problemas ge 
trata de elegir el camino óptimo de envío de una 
mercancía desde varios orígenes (por ejemplo, plantas 
de producción) a diferentes destinos (centros de 
almacenamiento o consumo), de manera que el costo 
sea el mínimo. 


de la ón Lincal 
La Programación Lineal se fundamenta en un conjunto 
de teoremas. E 
TEOREMA 1: 
El conjunto de todas las soluciones factibles a un 
problema Lineal es un CONJUNTO CONVEXO (resulta de 
la intersección de las ecuaciones e inecuaciones de 


restricción),éste teorema demuestra, además que si un 
programa lineal tiene más de una solución, entonces 
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tendrá infinitas soluciones. en caso contrario, la región válida es la otra. 


TEOREMA 2: 


La función objetivo alcanza su máximo en un punto 
extremo del conjunto convexo, generado por el 
conjunto de soluciones factibles al Programa lineal. 
Deestos dos teoremas concluimos que sólo es necesario 
investigar las soluciones en los puntos extremos (es 
decir endos vértices o las aristas del polígono convexo 
del programa lineal) 


DETERMINACIÓN DE LA 


REGIÓN FACTIBLE 


La solución de la programación lineal, en el supuesto 
que exista, debe estar en la región determinada por 
las distintas desigualdades. Esta recibe el nombre de 
región factible, y puede estar o no acotada. 

El procedimiento para determinar la región factible 
es el siguiente: 

* Se resuelve cada inecuación por separado, es decir, 


se encuentra e semiplano de soluciones de cada una 
delas inecuaciones. 

* La región factible está formada por la intersección o 
región común de las soluciones de todas las 
inecuaciones. 

La solución de un problema de programación lineal, 
en el supuesto de que exista , debe estar en la región 
determinada por las distintas desigualdades. Esta 
recibe el nombre de región factible, y puede estar o no 
acotada. La región factible incluye o no los lados y los 
vértices, según que las desigualdades sean en sentido 
amplio (<o>) 0 en sentido estricto (< o >). Si la 
región factible está acotada , su representación gráfica 
esun polígono convexo con un número de lados menor 
o igual que el número de restricciones. El 
procedimiento para determinar la región factible es el 
piguiente: 

1) SE RESUELVE CADA IYECUACIÓN POR 
SEPARADO « 


Es decir, se encuentra el semiplano de soluciones de 
cada una de las inecuaciones . 


*Se dibuja la recta asociada a la inecuación . Esta recta 
divide al plano en dos regiones o semiplanos . 


* Para averiguar cuál es la región válida, el 
procedimiento práctico consiste en elegir un punto, 
por ejemplo, el (0;0) si la recta no pasa por el origen, y 
comprobar si las coordenadas satisfacen o no la 
inecuación . Si lo hacen , la región en la que está ese 
punto es aquella cuyos puntos verifican la inecuación; 


2)La región 
intersección o región común de las 
de todas las inecuaciones. 

Como sucede con los alstomas de ecuaciones lineales, los 
sistemas do inocuaciones lineales puedan presentar varias 
opciones respecto a sus soluciones: puede no existir solución, 
en el caso de que exleta el conjunto solución puede sor acotado 
ono. 

* VEÍMOSLO CON UN EJEMPLO : 


Dibuja la región factible asociada a las restricciones: 


factible está formada por la 
soluciones 


Elegimos el punto O(0;0), que se encuentra en el 
semiplano situado por debajo de la recta. Introduciendo 
las coordenadas (0;0) en la inecuación x+y>+4,vemos 
que no la satisface: O + 0 =0<4 . Por tanto, el conjunto 
de soluciones de la inecuación es el semiplano situado 
por encima de la rectar: x + y=4. 


pa 
La recta £ asociada a la rectricción pasa por el origen, lo 
cual significa que si probásemos con el punto O(0:0) no 
legaríamos a ninguna conclusión. Elegimos el punto 
(150) y vemos que no satisface la inecuación 
y > x(y=0<1=x).Por tanto, el conjunto solución de 
esta inecuación es el semiplano determinado por la recta 
£ que no incluye al punto (150). 
Y 


(EROGIAPACIÓN LIVE 


Procedemos como en el paso anterior. Las coordenadas 
(0;0) satisfacen lainecuación y < 4. (0< 4). Portanto, 
el conjunto de*soluciones de la inecupción es el 
semiplano que incluye al punto 


Xx 


Ea 
La región factible está formada por los puntos que 
cumplen las tres restricciones, es decir; se encuentran 
en los tres semiplanos anteriores. 


Método Gráfico o Método de las 
Notas De Nivel 


Las rectas de nivel dan los puntos del plano en los 
que la función objetivo toma el mismo valor. 

Para aplicar este método es necesario seguir estos 
pasos: 

* Representar gráficamente la región factible, 

* Representar las rectas de nivel. 

* Determinar la solución óptima. 

Para encontrar la salución óptima de una función 
objetivo a partir de las rectas de nivel, es necesario 
representarla y desplazarla paralelamente a sí misma 
dentro de la región factible hasta encontrar el vértice 
que determine dicha condición. 

Si la función objetivo es Fí=<y)=Ax + by, las 
ecuaciones de las rectas de nivel son de la: forma: 
Ax + by =k, donde Re Z 

NOTA: eN 

* Las rectas de nivel dan los punto del plano en los 
que la función objetivo toma el mismo valor. 

* Sila región factible está acotada, su representación 


gráfica es un polígono convexo con un número de lados 
cmenor o igual que el número de restricciones, 


Sila función objetivo es flx;y)=ax+by+e, la ecuación 
delas rectas de nivel es de la forma : 

ax+by+0=0 + ax+by=k 
Variando k (ó p) se obtienen distintos niveles para 
esas rectas y , en consecuencia , distintos valores para 
flasy). En un problema todas las rectas de nivel son 
paralelas , pues los coeficientes a y b de la recta 
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ax+by=k son los que determinan su pendiente. Por 
tanto, si k, es distinto de k,, las rectas ax +by =k, 
y ax+by=k, son paralelas. Luego , trazada una 
cualquiera de esas rectas , las demás de obtienen por 
desplazamientos paralelos a ella . Si lo que se pretende 
es resolver un problema de programación lineal , los 
únicos puntos que interesan son los de la región 
factible , y las únicas rectas de nivel que importan 
son aquellas que están en contacto con dicha región . 
Comoel nivel aumenta (o disminuye) desplazando las 
rectas, el máximo (o el mínimo) de (xy) se alcanzará 
enel último (o en el primer) punto de contacto de esas 
rectas con la región factible. Véamos ahora como se 
aplica todo esto a la resolución de un problema de 


programación lineal : 
Maximizar [Z=f(x:y)=x=+y 
Sujeto a; Osxs 4 
0Sys4 
y2/2 


1) REPHESENTAMOS LA REGIÓN FACTIBLE : 


= La rectas: 1=24 pasa por el punto (40) y es paralela 
al eje Y. Las soluciones de o <= < «son los puntos entre 
eleje Y y larectar=4. 


* La recta r :y=4 pasa por el punto (0;4) y es paralela 
al eje X. Las soluciones de os y 4 sonlos puntos entre 
elejeX y la rectay=4. 

* La recta £ : y = x/2 pasa por los puntos (0,0) y (2:1) 
Las soluciones de y > x/2 son los puntos de su izquierda, 


Resolviendo los sistemas correspondientes calculamos 
los vértices de la región factible : 


1 y==/2;x=0 ) nos da el vértice O(0;0) 
=x/2 ) nos da el vértice A(4:2) 
; y =4 ) nos da el vértice B(4:4) 
fx = 0. J nos da el vértice C(0:4) 
2) REPRESENTAMOS LAS RECTAS DE NIVEL 3 


En nuestro caso son rectas de la forma x+y=k . 
Inicialmente representamos Z=x+y= 
Trasladándola hacia la derecha, obtenemos las rectas 
¿2 + y =8,esdecir aumenta el 


3) OBTENEMOS LA SOLUCIÓN ÓPTILA 


Se obtiene en el punto de la región factible que hace 
máximo k. En nuestro caso esto ocurre en el punto B; 
es el último punto de contacto de esas rectas con la 
región factible , para el que k = 8. Si hay dos vértices, 
P y Q, que se encuentran en la misma recta de nivel 
¿de ecuación ax + by = k . Es evidente que todos los 
puntos del segmento PQ son de esa recta ; por tanto, 


ECAE_ AA MEMEME SA 
en todos ellos f(x;y) vale k. Así pues, la solución óptima 
es cualquier punto de esa recta; en particular los 
vértices Py Q. - 

PROBLEMA: : 


Suponiendo que una empresa manufacturera que 
produce dos artículos, el 1 y el 2, cuyas demandas 
son limitadas. La siguiente tabla indica los tiempos de 
procesamiento requerido por cada producto en tres 
departamentos por los que deben ser procesados y 
muestra además, la disponibilidad en horas hombre 
de estos por semana, y la ganancia unitaria de cada 
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obviamente esta implícita la circunstancia de no poder 
considerar cantidades a producir negativas, por tanto 
se debe escribir: x > 0; y20 

* En resumen y simbolizando la función ganancia total 
con Z se tiene: [Max]Z =x + 1,6y 

Sujeto a: 2x + 2y < 160.....(restricción 1) 
(restricción 2) 

(restricción 3) 

Con; x>0 ; y>0 Como este problema contiene sólo 
dos variables es posible representarlo y resolverlo 
gráficamente. Graficando las tres restricciones se tiene: 


artículo. 


Dpto.A | Dpto.B | Dpto.C | Ganancia Unit. | Xz 
Producto 1 2 1 4 1 10 
Producto 2 2 2 2 1 
Disponibilidad | 160 120 280 


El problema consiste en decidir la cantidad de cada 
producto que debe elaborarse con el objeto de lograr el 
mejor empleo de los medios de producción (horas 
disponibles en los departamentos), para obtener el 
máximo beneficio total. Dicho de otro modo, quien 
decide, debe asignar los recursos (tiempo disponible 
en los departamentos) con el propósito de optimizar 
un objetivo (maximizar la ganancia total) satisfacer 
otras condiciones definidas (no exceder las capacidades 
de trabajo de cada departamento). 


RESOLUCIÓN 


Paso 1 : (Variables decisorias) Sea * el número de 
unidades producidas del artículo 1 . 


Sea yel número de unidades producidas del artículo 2. 
Paso 2: (construcción de la función objetivo) 


El beneficio obtenido al vender * unidades del artículo 
1 e y unidades del artículo 2 será : x + 1,6y 
considerando la función f(x; y) =x + 1,50y (función 
objetivo) el problema consiste en hallar x, y tal que 
esta función sea máxima, teniendo en cuenta que x e 
y están sujetas a las siguientes condiciones 
(restricciones). ñ 
Paso 3 : (Restricciones o limitaciones) 
En el ejemplo la producción está limitada por el tiempo 
disponible de manufacturación en cada departamento. 
Observando los valores del cuadro anterior se puede deducir 
fácilmente que: 
= El tiempo de manufacturación requerido al 
departamento A, es igual a 2x + 2y pero el requisito 
no debe exceder la capacidad del departamento A, por 
laque la expresión anterior queda completa con: 
2x + 2y < 160 con igual razonamiento para los 
departamentos B y C, se tiene: 4 + 2y < 120 

dx + 2y< 280 


o 


20 40 Eo 60. 10 129 %x 


La figura que ha quedado definida no es otra cosa que 
un polígono convexo. 


El problema de la Programación Lineal, entonces, se 
reduce (nada más ni nada menos) a la selección del 
punto que sea factible y que a su vez maximice la 
función objetivo. Asignando a Z un valor arbitrario 
para que pueda ser graficada. Por ser Z una recta, para 
cualesquiera valores asignados a Z se obtendrán rectas 
paralelas ya que tienen igual pendiente. 


Es: 
Ar 
140 
120 
100 
so NRO 
SS: AO 
wo ro — 
2 
% «6 Bo 100. 120 Y, 


Es evidente que se podrá seguir desplazando Z hasta 
que se alcance el último punto común entre ésta y el 
polígono. Dicho punto es A tal como se verifica en el 
gráfico que sigue. 


(PROGHADACIÓN LINEAL 


iva PTI its] 


EDICIONES KI HIÑOS 


EJEMPLO : 
[ Maximizar | Z=f(x;y)=3x+8y 
[ Sujeto a : 4x+5y<40 
[ 2x+5y< 30 
[ x>0; y>0 


oNó6ssaBaRmaEas 


PE BO 10 120 Xx 
Este es el punto de Ganancia Total Máxima o punto 
óptimo. Corresponde por lo tanto a la solución óptima. 
La respuesta al problema es entonces 

x =40 ; 

es Z=100 
MÉTODO ANALÍTICO O MÉTODO DE LOS 

VÉRTICES 

Para aplicar este método es necesario seguir estos 
pasos: 

* Hallar los puntos de corte de las rectas asociadas a 
las restricciones. 


* Determinar los vértices de la región factible; 


x,=40 . Y el valor de la función objetivo 


* Calcular los valores de la función objetivo para 
determinar la solución óptima. - 


La evaluación de la función objetivo en los vértices de 
la región factible permitirá encontrar la solución 
óptima. 

El siguiente resultado , denominado TEOREMA 
FUNDAMENTAL DE LA PROGRAMACIÓN LINEAL, NOS 
permite conocer otro método de solucionar un 
programa con dos variables. 


En un programg lineal con dos variables , si existe una 
solución única que optimice la función objetivo , ésta 
seencuentra en un punto extremo (vértice) dela región 
factible acotada , nunca en el interior de dicha región. 
Sila función objetivo toma el mistmo valor óptimo en 
dos vértices , también toma idéntico valor en los puntos 
del segmento que determinan. En el caso de que la 
región factible no es acotada, la función lineal objetivo 
no alcanza necesariamente un valor óptimo concreto, 
pero , si lo hace , éste se encuentra en uno de los 
vértices de la región . La evaluación de la función 
objetivo en los vértices de la región factible nos va a 
permitir encontrar el valor óptimo (máximo o mínimo) 


enalguno de ellos. 


1) HALLAR LOS PUNTOS DE CORTE DE LAS 
RECTAS ASOCIADAS A LAS RESTRICCIONES : 


Caleulamos las soluciones de cada uno de los seis 
sistemas de dos ecuaciones con dos incógnitas que se 
pueden formar con las cuatro restricciones : 


(4x + 5y =40;2x + 6y = 30). 
Solución A(65;4) 
[4x+6y=40;x=0) 
14x +5y =40;y=0). 
Solución: C(10; 0) 
12x + 5y=30;x =0) Solución: D(0;6) 
12x + 6y = 30; y = 0). Solución : E(15;0) 
1x=0;y =0) Solución: O(0:0) 
2) DETERMINAR LOS VÉRTICES DE LA REGIÓN 
FACTIBLE : 


Los vértices de la región factible son aquellos puntos 
que cumplen todas las restricciones. Si sustituimos los 
puntos en cada una de las desigualdades tenemos que: 


Solución: B (0;8) 


* B no cumple la segunda restricción 2x + 6y < 30, 
ya que 2x0 + 5x8 = 40 . Por tanto , el punto B no es 
un vértice de la región factible. 


* E no cumple la primera restricción 4: + 6y > 40 , 
ya que 4x16 + 6x0 = 60. Por tanto ,el punto E noes 
'un vértice de la región factible. 

8) CALCULAR LOS VALORES DE LA FUNCIÓN 
OBJETIVO EN LOS VÉRTICES : 


TUARTI5:4)= 35 + 8x4 =47 
FD) = N10:6) = 3x0 +8x8= 48 


TCETUOD 3 10+8x0=80 
ÑO) = 1050) =3x0+8+0=0 


La solución óptima corresponde al vértice para el que 
la función objetivo toma el valor máximo. En este caso 
es el vértice D(0;6). 

ESQUEMA PRÁCTICO : 

Los problemas de programación lineal pueden 
presentarse en la forma estándar, dando la función 
objetivo y las restricciones , o bien plantearlos 
mediante un enunciado. Si éste es el caso , puede 
seguirse el camino que indicamos a continuación, 
ejemplificado con el siguiente problema: 


CAN_EZMHIMENE 0% 
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PROBLEMA MODELO : 
En un almacén se guarda aceite de girasol y de oliva. 
Para atendera los clientes se han de tener almacenados 
un mínimo de 20 bidones de aceite de girasol y 40 de 
aceitede oliva y además, el número de bidones de aceite 
de oliva no debe ser inferior a la mitad del número de 
bidones de aceite de girasol. La capacidad total del 
almácép es de 150 bidones. Sabiendo que el gasto de 
almacenaje es el mismo para los dos tipos de aceite 
(Zunidad monetaria) . ¿Cuántos bidones de cada tipo 
habrá que almacenar para que el gasto sea máximo? 
OBSERVACIÓN : 

Puede parecer algo absurdo maximizar los gastos , pero 
se ha enunciado de esta forma para que el ejemplo sea 
lo más completo posible. 

* PASO 1%: 

LEER DETENIDAMENTE EL ENUNCIADO: determinar 
el objetivo , definir las variables y escribir la función 
objetivo. 

EL OBJETIVO : 

hallar cuántos bidones de cada tipo hay que almacenar 
para maximizar los gastos . Suponemos que tal objetivo 
se consigue almacenado x bidones de aceite de girasole 
y de aceite de oliva. Cómo cada bidón de aceite de 
girasol cuesta almacenarlo 1 unidad monetaria y lo 
mismo para uno de aceite, los gastos seránx + y. Luego 
la función objetivo es : 

Maximizar la función Z= flx;y) =x +y. 

* PASO 2%: 

Reordenar los datos del problema y a partir de las 
cantidades decididas , x e y, escribir el sistema de 
inecuaciones que determinan las restricciones. 


» Un mínimo de 20 bidones de aceite de girasol: 
x=220- 

+ Un mínimo de 40 bidones de aceite de oliva: y > 40. 
* El número de pidones de aceite de'oliva no debe ser 
inferior a la mitad del número de bidones de aceite de 
girasol: y > x/2 

* La capacidad total del almacén es de 150 bidones: 
x+ys150. 

Además, los números de bidones deben ser cantidades 
positivas: 20; y20. 

OBSERVACIÓN : 


Como veremos en ejemplos posteriores en algunas 
ocasiones puede interesar utilizar una tabla para 
recopilar toda la información y hacer los dos primeros 


apartados. 


*PASOS": o 
Expresar el problema en la forma estándar. 
EJEMPLO : 


Maximizar | Z=f(x;y)=x+y 


Sujeto a: =+y<150 
y<=x12 
x>20;y> 40 


Aquí termina el planteamiento del problema. Para su 
resolución hay que continuar con ; 


* PASO 4: 


Representar gráficamente las restricciones y marcar 
claramente la región factible. 


Para las restricciones anteriores debemos representar 
las rectas: 1 +y=160 ; y =x/2 ;x=20 e y =40, 
obteniéndose la región factible que en la figura se 
encuentra sombreada. 


* PASO 5: 


Hallar las coordenadas de los vértices del polígono 
obtenido. 


Resolviendo los sistemas : 
(x=20;y =40 (y =x/2;y=40), 
[y =x/2 5% + y = 160) ; (x+y =160 ;x = 20); 


se obtienen los vértices : A(20;40) , B(80;40) , 
C(100;50) , D(20;130). 


* PASO 6: 


Sustituir las coordenadas de esos puntos en la función 
objetivo y hallar el valor máximo o mínimo. 


Sustituyendo en f(x;y) =x + y, se tiene: 

20:40) =60 — ; f(80:40) =120; 

(100; 50) =150 ; f(20;130)=150 
Como el valor máximo se obtiene en los puntos € y D, 
puedeoptarse por cualquiera de los dos, o por cualquier 
punto perteneciente al segmento que los une. Así, por 
ejemplo , se obtendría el mismo gasto con 40 bidones 
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de aceite girasol y 110 bidones de aceite de oliva; o 90 
y 60 respectivamente. 

*PASO 7: * . 


'También es conveniente representar las rectas de nivel 
para comprobar que la solución gráfica coincide con la 
encontrada. Esta conveniencia se convierte en 
necesidad cuando la región factible es no acotada. 

En nuestro caso , puede comprobarse que las rectas 
de nivel tienen la misma pendiente que la recta límite 
dela restricción + + y < 160; portanto, hay múltiples 
soluciones. 

* PASOS: 


Por último , como en la resolución de todo problema 
es necesario criticar la solución : cerciorarse de que la 
solución hallada es lógica y correcta. En este ejemplo , 
no todos los puntos del segmento CD son soluciones 
válidas , ya que no podemos admitir valores de x e y 
no enteros , como ocurriría en el punto (90x5; 69x5) 
OBSERVACIÓN : 


Siun problema en la forma estándar no indica que se 
debe realizar por el método analítico o gráfico , 
seguiremos para su resolución los pasos del 4? al 8?, 


TIPOS DE SOLUCIONES 


Los programas linéales.con dos variables ¿ndlen 
clasificarse atendiendo: al tipo de: solución Que 
presentan, Éstos pueden ser ; 
FACTIBLES : 


Si existe el conjunto de soluciones o valores que satisfacen las 
restricciones. A su vez, pueden ser: 
PROBLEMA CON SOLUCIÓN ÚNICA : 


En una urbanización se van a construir casas de dos 
tipos : A y B. La empresa constructora dispone para ello 
de un máximo de 1800 millones de soles , siendo el coste 
decada tipo de casa de 30 y 20 millones, respectivamente, 
La municipalidad exige que el número total de casas no 
sea superior a 80. Sabiendo que el beneficio obtenido 
por la venta de úna casa de tipo A es 4 millones y de 3 
millones por una de tipo B, ¿cuántas casas deben 
construirse de cada tipo para obtener el máximo 
beneficio? * 


RESOLUCIÓN :- 


EDICIONES KUBINOS 

4 Variables : x =n* de casas tipo A 
y = n* de casas tipo B. 
a Función objetivo : 
Maximizar Z = flx,y) = 4x + 3y. 

a Conjunto de restrieciones ; El costo total 
30x+20y< 1800. La municipalidad impone 
x+y<80. De no negatividad :x>0 , y>0 Tiene 
por región factible la región sombreada. 


Si hallamos los valores de la función objetivo en cada 
uno de los vértices : 


f(0) = f(0;0) = NC) =1(60;0)= 240; 
N(D) = f(20:60)= 260 ; [(E) = f(0;80) = 240 
La solución es única , y corresponde al vértice para el 
que la función objetivo toma el valor máximo. En este 
caso es el vértice D(20;60). Por tanto se deben 


construir 20 casas de tipo Á y 60 de tipo B con un 
coste de 260 millones de soles. 


PROBLEMA CON SOLUCIÓN MÚLTIPLE 
Si existe más de una solución . 
Maximizar la función + Z = f(x;y) = dx + 2y 
sujeta a las restricciones ; 

Le + ysd x-ysl; x >0; y20. 
RESOLUCIÓN : 


Los valores de la función objetivo en cada uno de los 
vértices son: f(0) = fY0;0) = 0, f(A)= f(1:0)=4 ; f(B)= 
115/3;2/3) = 8 , UC) = f10;4) = 8 . La función objetivo 
alcanza el valor máximo en los vértices B y C, ¡por tanto 
, en todos los puntos del segmento BC. Hay infinitas 
soluciones, solución múltiple , que corresponden a los 
puntos del segmento situado entre dos vértices de la 
región factible. En estos casos la función objetivo es 
paralela a una de las restricciones. 


PROBLEMA CON SOLUCIÓN — NO 
ACOTADA : 
Cuando no existe límite para la función objetivo. 


Maximizar la función :— Z=flxjy) =x +y 


CAE_ EZ RE ME SA 
sujeta a las restricciones: y S 2x3; y>x/2 
RESOLUCIÓN: 


Tiene por región factible la zona sombreada que aparece en la 
figura , que es una región no acotada . La función crece 
Indetialdam ente para valores crecientes de x e y. En este caso 
no existe un valor extremo para la función objetivo, por lo que 
puede decirse que el problema carece de solución. Para que 
suceda esta situación la región factible debe estar no acotada. 


PROBLEMAS NO FACTIBLES :3 


Cuando no existe el conjunto de soluciones que 
cumplen las restricciones, es decir, las restricciones son 
inconsistentes. 


Maximizar la función : 
Z = f(x; y) = 3x + By 
sujeta a las restricciones 
x+y26; x+yS2; x20; y20 
RESOLUCIÓN : 


Noexistela región factible, ya que las zonas coloreadas 
que aparecen en la figura son únicamente soluciones 
de alguna de las inecuaciones . Por tanto, el conjunto 
de soluciones del sistema de desigualdades no 
determina ninguna región factible. Este tipo de 
problernas carece de solución. 


MÉTODO DEL SIMPLEX 


Es un procedimiento iterativo que permite ir 
mejorando la solución a cada paso. El proceso concluye 
cuando no es posible seguir mejorando más dicha 
solución. Partiendo del valor de la función objetivo en 
un vértice cualquiera , el método consiste en buscar 
sucesivamente otro vértice que mejore al anterior, La 
búsqueda se hace siempre a través de los lados del 
polígono (o delas aristas del poliedro, si el número de 
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variables es mayor). Cómo el número de vértices (y de 
aristas) es finito, siempre se podrá encontrar la 
solución . El método del simplex se basa en la siguiento 
propiedad: 

Tila fiunción ebjelica...f. me lema ser cales máximo enel 
vérlicoL, entences hy mua arista que fpuite eel, ele 
targe dela cnnl faramente. 


El método del simplex fue creado en 1947 por el 
matemático George Dantzig . El método del simplex 
se utiliza, sobre todo, para resolver problemas de 
programación lineal en los que intervienen tres o más 
variables. El álgebra matricial y el proceso de 
eliminación de Gauss - Jordan para resolver un 
sistema de ecuaciones lineales constituyen la base del 
método simplex. 


Vamos a resolver mediante el método del simplex el 
siguiente problema : 
[Maximizar 


F20Ayz0 
Se consideran las siguientes fases : 


IcosvenTim LaS  DESIGUALDADES EN 
IGUALDADES : 


Se introduce una variable de holgura por cada una de 
las restricciones , para convertirlas en igualdades, 
resultando el sistema de ecuaciones lineales ; 


11) IGUALAR LA FUNCIÓN OBJETIVO A CERO. 
-3x-2y+Z=0 
111) ESCRIBIR LA TABLA INICIAL SIMPLEX : 


En las columnas aparecerán todas las variables del 
problema y , en las filas , los coeficientes de las 
igualdades obtenidas , una fila para cada restricción y 
la última fíla con los coeficientes de la función objetivo 


Tabla I. Iteración n* 1 
[Base Forittedr citó e polea Valores volución 
xly|h|sa|d 
R|2|1| 1150) | 0: 1.18, 
s|2|3|0|1|0|42 
d|3|1|0|0|1|2 
z|-3 2] ofojo|o 


[PROGRAMACIÓN LEVIEZAL 


TV) ENCONTRAR LA VARIABLE DE DECISIÓN QUE 
ENTRA EN LA BASE Y LA VARIABLE DE HOLGURA QUE 
SALE DE LA BASE . 

A) Para escogerla variable de decisión que entra en 
la base , nos fijamos en la última fila , la de los 
coeficientes de la función objetivo y escogemos la 
variable con el coeficiente negativo mayor (en valor 
absolúto. 

* En nuestro caso , la variable x de coeficiente —3. 


Si existiesen dos o más coeficientes iguales que 
cumplan la condición anterior , entonces se elige uno 
cualquiera de ellos. Si en la última fila no existiese 
ningún coeficiente negativo , significa que se ha 
alcanzado la solución óptima. Por tanto , lo que va a 
determinarel final del proceso de aplicación del método 
del simplex, es queenla última fila no haya elementos 
negativos. 

La columna de la variable que entra en la base se llama 
columna pivote (En color verde). 


B)Para encontrar la variable de holgura que tiene que 
salir de la base , se divide cada término de la última 
columna (valores solución) por el término 
correspondiente de la columna pivote , siempre que 
estos últimos sean mayores que cero. En nuestro caso: 
18+2=9]; 422 =21 y 24+3=8 

Si hubiese algún elemento menor o igual que cero no 
se hace dicho cociente. En el caso de que todos los 
elementos fuesen menores o iguales a cero, entonces 
tendriamos una solución no acotada y no se puede 
seguir El término de la columna pivote que en la 
división anterior dé lugar al menor cociente positivo, 
el 3, ya 8 es el menor , indica la fila de la variable de 
holgura que sale de la base , d. Esta fila se llama fila 
pivote . 

Sial calcular los cocientes, dos o más son iguales, indica 
que cualquiera de las variables correspondientes 
pueden salir de la base. 


C)Enla intersecaiónvde la fila pivote y columna pivote 
tenemos el elemento pivote operacional, 3. 


V) ENCONTRAR LOS COFFICIENTES DE LA NUEVA 
TABLA: * 


Los nuevos coeficientes de x se obtienen dividiendo 
todos los coeficientes de la fila d por el pivote 
operacional, 3, que es el que hay que convertiren 1. A 
continuación mediante la reducción gaussiana 
hacemos ceros los restantes términos de su columna, 
con lo que obtenemos los nuevos coeficientes de las 
otras filas incluyendo los de la función objetivo Z. 


También se puede hacer utilizando el siguiente 
esquema : 
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EDICIONES KUBINOS 
Fila del pivote: 
Nueva fila del pivote= (Vieja fila del pivote) : (Pivote) 
Resto de las filas : 


Nueva fila= (Vieja fila)-(Coeficiente de la vieja fila en la 
columna de la variable entrante) x (Nueva fila del pivote; 


Veámoslo con un ejemplo una vez calculada la fila del 
pivote (fila de x en la Tabla IP) : 


Vieja filade a [2] 3 Jo]1| o [42 
Coeficiente 2[2 [22] 2 |2 
=[=o[=| x= [> 
Nueva fila pivote | 1|1/3|0|0| 1/3 | 8 
z Stella 
Nueva filades [0 [7/3 |0|1|-2/3|26 
Tablall . Heración n 2. 
Base | Varinble de decisión | Variable de holgura aiores solución! 
= 7 h a 

h o UE] O 0 2/5 2 
. 0 713 0 1 -213 26 
Ej 130 0 || —8 
E 1 o A II IE 


Como en los elementos de la última fila hay uno 

negativo ,-1, significa que no hemos llegado todavía a 

la solución óptima, Hay que repetir el proceso : 

A)La variable que entra en la base es y, por ser la 

variable que corresponde al coeficiente—1 . 

B) Para calcular la variable que sale, dividimos los 

términos de la última columna entre los términos 

correspondientes de la nueva columna pivote: 
2+1/3=6 ; 26+7/3=78/7 y 8+1/3=24 

y como el menor cociente positivo es 6, tenemos quela 

variable de holgura que sale es h.. 

C)El elemento pivote , que ahora hay que hacer 1, es 

1/3. 

Operando de forma análoga a la anterior obtenemos 

la tabla: 


TablalIT. Heración m3 
Base | Variable de decisión | Variable de holgura Valores solaciód 
E y A a d 
y o 1 E 0 -2 e 
0 0 7 o 4 12 
= Y 0 E o TE 
z o a 3 a El El 


y 
Como en los elementos de la última fila hay uno 
negativo, —1, significa que no hemos llegado todavía a 
la solución óptima. Hay que repetir el proceso : 

A) La variable que entra en la base es d, por ser la 
variable que corresponde al coeficiente -1 


CAE MEA. 
B) Para calcular la variable que sale, dividimos los 
términos de la última columna entre los términos 
correspondientes de la nueva columna pivote: 
6/(-2)=3; 12/4=3, y 6+1=6 

y como el menor cociente positivo es 3, tenemos que la 
variable de holgura que salees 8. 

C)El elemento pivote, que ahora hay que hacer 1,es 4 


'TublalV . Final del proceso ] 

Base | Voriable de decisión Variable de holgura valores rotación. 

E y h CN A 5 
E 1 0 IC 12 
CO 0 MA] 0 1 3 
a o 07 EJ U 0 El 
z o U El 0 0 ES 


Como todbs las coeficientes de la fila de la función 
objetivo son positivos , hemos llegado a la solución 
óptima. 

Los solución óptima viene dada por el valor de Z.en la 
columna de los valores solución, en nuestro caso: 33. 
En la misma columna se puede observar el vértice 
dondesealcanza, observando las filas correspondientes 
alas variables de decisión que han entrado en la base: 
D(3;12) 

* Si en el problema de maximizar apareciesen como 
restricciones inecuaciones de la forma; ax + by +; 
multiplicándolas por —1 se transforman en 
inecusciones de la forma-ax - by-e y estamos enel 
caso anterior . 


*Slen lugar de maximizar se trata de un problema de minimizar 
se sigue el mismo proceso , pero cambiando el sentido del 


positivos y se finaliza 
coeficientes de la fila de la función objetivo son negativos . 


INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA 
DEL MÉTODO DEL SIMPLEX 


Las sucesivas tablas que bemos construido van proporcionando 
el valor de la función objetivo en los distintos vértices, 
ajustándose, a la vez, los coeficientes de las variables iniciales 
y de holgura. — 

En la primera iteración (Tabla I) han permanecido todos los 
coeficientes iguales, se ha calculado el valor de la función 
objetivo en el vértice A(0;0), siendo este O 


* A continuación se desplaza por la arista AB, calculando el 
valor de f, hasta Uegar a B. 


Este paso aporta la Tabla 17. 


[1902153 


LA ExcicroreDIa 2012) 
+ En esta segunda iteración se ha calculado el valor 
que corresponde al vértice B(8;0): Z=f(8;0) = 24 


Sigue por la arista BC, hasta llegar a C, donde se para 
y despliega los datos de la Tabla HIT. 


En esta tercera iteración se ha calculado el valor que 
corresponde al vértice C(6;6) : Z=16;6)=30. 

Contínua haciendo cáleulos a través de la arista CD, 
hasta llegar al vértice D. Los datos que se reflejan son 
los dela Tabla IV. Concluye con esta tabla, advirtiendo 
que ha terminado (antes ha comprobado que la solución 
no mejora al desplazarse por la arista DE) El valor 
máximo de la función objetivo es 82 , y corresponde 8 
x= 3ey=12 (vértice D). Si calculas el valor de la función 
objetivo en el vértice E(0:14), su valor no supera el valor 33 


SOLUCIÓN GRÁFICA DE PROBLEMAS 
DE PROGHAMACIÓN LIVEAL 


Muchos problemas de administración y economía están 
relacionados con la optimización (maximización o 
minimización) de una función sujeta a un sistema de 
igualdades o desigualdades. La función por optimizar 
es la función objetivo. Las funciones de ganancia y de 
costo son ejemplos de funciones objetivo. El sistema 
de igualdades o desigualdades a las que está sujeta la 
función objetivo reflejan las restricciones (por ejemplo, 
Tas limitaciones sobre recursos como materiales y mano. 
de obra) impuestas a la solución (o soluciones) del 
problema. Los problemas de esta naturaleza se llaman 
problemas de programación matemática. En 
particular, aquellas donde la función objetivo y las 
restricciones se expresan como ecuaciones 0 
desigualdades lineales se llaman problemas de 
programación lineal. 

Un problema de programación lineal consta de una 
función objetivo lineal por maximizar o minimizar, 
sujeta a ciertas restricciones en la forma de igueldades 
o desigualdades lineales. 

Desigualdades lineales se llaman problemas de 
programación lineal. 

Siempre que el problema incluya únicamente dos o 
tres variables de decisión. podemos representar 
gráficamente las restricciones para dibujar en su 
intersección el poliedro convexo que conforma la región 
de factibilidad E 


Si el número de variables es dos , las restricciones, 
semiespacias cerrados , son semiplanos delimitados por 
la recta que corresponde a cada restricción, Si el 
número de variables es tres , los semiespacios en este 
caso están delimitados por planos. 


Para hallar gráficamente la solución de un problema 
de Programación Lineal con dos variables. 


(ERHOGHAJLACIÓN LEVEZAE 
procederemos del siguiente modo: 


PASO 1: representaremos todas las restricciones del 
problema para determinar la región de factibilidad F. 
Siésta es vacía, ebproblema no tiene solución óptima, 
se dice que es inconsistente. En otro caso. ir al paso 2. 


PASO 2: identificar los extremos o vértices de F. 


PASO 3; dibujar una de las rectas que pertenece a la 
familia de rectas paralelas que representa la función 
objetivo fíx;y)=R. Habitualmente, suele dibujarse 
f(x;y)=0' por comodidad. 

PASO 4: desplazamos paralelamente a sí misma la 
recta que representa la función objetivo para 
determinar la dirección de mejora que será aumento 
o disminución según si el objetivo del problema es la 
maximización o minimización de dicha función. 


PASO 5: el punto extremo de F al que corresponde el 


valor óptimo para la recta que representa la función 
objetivo es la solución óptima fínita del problema. 


NOTA: hay que tener en cuenta que pueden 
presentarse las situaciones estudiadas en el apartado 
anterior, cuando existe más de un punto extremo o la 
región de factibilidad es no acotada. 


Como ejemplo de un problema de programación lineal 
en que la función objetivo debe maximizarse, 
considerese el siguiente problema de producción con 
dos variables 

PROBLEMA MODELO 2: | 

El granjero Lopez tiene 480 hectáreas en la que se 
puede sembrar ya sea trigo o maiz. El calcula que tiene 
800 horas de trabajo disponible durante la estación 
crucial del verano. Dados márgenes de utilidad y los 
requerimientos laborales mostrados a la derecha, 
¿Cuántas hectáreas de cada uno debe plantar para 
maximizar su utilidad? ¿Cuáles ésta utilidad máxima? 
Maíz: Utilidad: $40 por hrs. Trabajo: 2hs. por hrs. 
Trigo: Utilidad: $30 por hrs. Trabajos 1hs — por hrs, 
RESOLUCIÓN : 

* Como primer paso para la formulación matemática 
de este problema, se tabula la información dada (Tabla 
1). Si llamémos x a les hectáreas de meíz e y a las 
hectáreas de trigo. Entonces la ganancia total P, en 
dólares, está dada por : P=40x+30y 

Que es la función objetivo por maximizar: 


Elementos 
a a EPA 
Horas 2 1 
Hectáreas 1 1 800 
Utilidad por unidad | $40 | $50 480 


CH S RUEIÑOS 
La cantidad total de tiempo por hectáreas para sembrar 
maíz y trigo está dada por 2x+y horas que no debe 
exceder las 800 horas disponibles para el trabajo. Así 
se tiene la desigualdad: 2x+y<800 
En forma análoga, la cantidad de hectáreas disponibles 
está dada por x+y, y ésta no puede exceder las 
hectáreas disponibles para el trabajo, lo que conduce a 
la desigualdad. Por último, si no queremos tener 
pérdidas, x y y no pueden ser negativa, de modo que 
x>0 
y>0 


En resumen, el problema en cuestión consiste en 
maximizar la función objetivo P=40x+30y sujeta a 
las desigualdades 
2x+y<800 
x+y<480 
x>0 
y>0 
RESOLUCIÓN GRÁFICA : 


Los problemas de programación lineal en dos variables 
tienen interpretaciones geométricas relativamente 
sencillas ; por ejemplo, el sistema de restricciones 
lineales asociado con un problema de programación 
lineal bidimensional si no es inconsistente define una 
región plana cuya frontera está formada por segmentos 
de recta o semirrectas, por lo tanto es posible analizar 
tales problemas en forma gráfica. Si consideremos el 
problema del granjero López, es decir, de maximizar 
P=40x+30 y sujeta a : 
2Lx+y < 800 
x+y < 480 
x=>0; y>0 


El sistema de desigualdades define la región plana S 
que aparece en la figura 6. Cada punto de S es un 
candidato para resolver este problema y se conoce 


como solución factible. El conjunto $ se conoce como 
conjunto factible. El objetivo es encontrar entre todos 
los puntos del conjunto S el punto o los puntos que 
optimicen la función objetivo PP. Tal solución factible 
es una solución óptima y constituyen la solución del 
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problema de programación lineal en cuestión. Como 
ya se ha observado, cada punto P(x; y) en S es un 
candidato para.la solución óptima del problema en 
cuestión, por ejemplo, es fácil ver qúe el punto 
(200;150) está en S y, por lo tanto, entra en la 
competencia. El valor de la función objetivo P en el 
punto (200;160) está dado 

RESQMEN ; 

La programación lineal es una técnica que facilita la 
resolución de problemas de planificación económica o 
social. Su objetivo es optimizar, es decir, reducir los 
costos elevados o elevar los beneficios, utilizando las 
restricciones o condiciones impuestas por el problema. 
Asítambién en lugar de maximizar se puede minimizar 
y cambiar el sentido de las desigualdades. Intervienen: 
* La función 2=ax+by+e se llama función objetivo 
y es la que se va a optimizar. 

* En la expresión, x e y son las variables de 
decisión, mientras que a, b y e son constantes. 


* Las restricciones son las inecuaciones lineales. Su 
número lo define el problema. 


* Al conjunto de valores de x e y que verifican cada 
una de las restricciones en su totalidad se le denomina 
conjunto (o región) factible. Todo punto de ese 
conjunto puede ser solución del problema. 


* La solución óptima del problema será un par de 
valores (x,; yo) del conjunto factible que haga que z 
tomeel valor máximo o mínimo. 


La cantidad que se desea maximizar o minimizar se 
expresa en forma de ecuaciones lineales. Las 
restricciones que imponen las condiciones de los 
problemas se expresan en forma de inecuaciones 
lineales. 


Para la resolución de un problema de programación 
lineal se tiene tres tipos de métodos: 


* Método práctico. 
* Método analítico o de los vértices. 
* Método gráfico o de las rectas de nivel. 


MÉTODO PRÁCTICO 


Para resolver un problema de programación lineal, es 
necesario seguir estos pasos: 

=Planteamiento. 

«Determinación de la región factible. 

«Determinación de la solución óptima. 
PLANTEAMIENTO : 

Para plantear un problema de programación lineal se 
debe: 


+Organizar la información mediante una tabla. 
»Asignar una variable a cada una de la incógnitas. 
«Determinar las restricciones que se crean 
conveniente. 

+Determinar la función objetivo. 
DETERMIVACIÓN DE LA REGIÓN FACTIBLE 


La solución de la programación lineal, en el supuesto 
que exista, debe estar en la región determinada por 
las distintas desigualdades. Esta recibe el nombre de 
región factible, y puede estar o.no acotada. 

El procedimiento para determinar la región factible 
es el siguiente: 

* Se resuelve cada inecuación por separado, es decir, 
se encuentra el semiplano de soluciones de cada una 
de las inecuaciones. 

* La región factible está formada por la intersección o 
región común de las soluciones de todas las 
inecuaciones. 


DETERMINACIÓN DE LA SOLUCIÓN 
ÓPTIMA 


La solución óptima es aquella que maximiza o 

minimiza la función objetivo. Dicha solución se 

encuentra en la frontera de la región factible, 
TIPOS DE SOLUCIONES 

Los tipos de soluciones que se presentan en los 

problemas de programación lineal con dos incógnitas 

pueden ser; 

*FACTIBLES : Aquellas que tienen un conjunto de 

soluciones o valores que satisfacen las restricciones 

del problema. 

"NO FACTIBLES : Aquellas que no tienen un 

conjunto de soluciones que cumplan con las 

restricciones del problema, 

SOLUCIÓN FACTIBLE 3 

«SOLUCIÓN ÚNICA : Una solución es única cuando 

la solución óptima se encuentra sólo en uno de los 

vértices de la región factible. 

*SOLUCIÓN MÚLTIPLE : Una solución es múltiple 

cuando hay infinitas soluciones que corresponden a 

los puntos del segmento que tiene por extremos a dos 

vértices de la región factible, 

+SOLUCIÓN NO ACOTADA: Una solución no es 

acotada cuando la función objetivo no tiene valores 

extremos, pues la región factible es no acotada, 

- SOLUCIÓN NO FACTIBLE : Una solución es no 

factible cuando no existo la región factible por falta de 

puntos comunes en el sistema de inecuaciones. 
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Matemático norteamericano de origen húngaro. Él planteó 
los fundamentos de la programación lineal y en 1928 publicó. 
su famoso trabajo Teoria de juegos. En 1947 conjeturó la 
equivalencia de fos problemas de programación lineal y la 
teoría de matrices desarrollada en sus trabajos. 


OBSERVACIONES PARA LOS PROBLEMAS 
RESUELTOS 
Se va a resolver problemas de programación lineal en 
dos variables cuya interpretación se va a dar 
geométricamente. 
Así tenemos: 
1)La gráfica de la función objetivo son rectas paralelas. 


2)La gráfica de cada inecuación de primer grado (lineal) 
esunsemiplano. 
Sise tiene x +y<30- 


3)Las restricciones de no negatividad (+20:y >0) 
hacen que toda la zona rayada sólo nos interesa la que 
está en el primer cuadrante incluyendo las partes 


positivas de los ejes X e Y. 


Sise tiene: + y>30' 
conx>0 
y20 

Graficando: E 


4)La intersección de todas las gráficas de la 
restricciones es una región plana S, que es un conjunto 
convexoenR*. 

Y Y 


x x 


6) Cada punto del plano S es un candidato a resolver 
un problema de programación lineal y se conoce como 
solución factible. 

Así entonces, el objetivo, en nuestro problema dado, 
es encontrar de entre todos los puntos del conjunto S, 
el punto o puntos que optimicen la función objetivo. 
Esa solución factible es una solución óptima. 
OBSERVACIONES 

1) Siun problema de programación lineal tiene una 
solución, esto debe aparecer en un vértice (esquina) 
del conjunto factible S, asociado con el problema. 

2) SiS está acotado, entonces z = fíx; y) tiene un 
valor máximo o un valor mínimo enS.. 

38) Si S no está acotado y los parámetros a y b son 
negativos, entonces fíx; y) = ax + by. 

Tiene un valor mínimo de S, si las restricciones que 
definen a S incluyen las desigualdades x 2 0;y 20. 
4) SiSes un conjunto vacío, entonces el problema de 
programación lineal en fx; y) no tiene un valor 
máximo o un valor mínimo. 


PROPLEMA 1: 
Minimizarz=3+* + y. 


Sujeta a: Bx+y25 
o. a+3y>3 
«20 
y20 
RESOLUCIÓN: ú 


Para resolver éste problema de programación lineal 
endos variables aplicaremos el método de Los vértices 
ode las esquinas , que en general se enuncia así: 
Sea la función objetivo: flx; y) = ax + by. 

Luego se ha de realizar los pasos siguientes: 

1) Graficarel conjunto factible. 

2) Hallar las coordenadas de todas las esquinas 
(vértices) del conjunto factible. 

3) Evaluarel conjunto objetivo en cada esquina. 

4) Hallar el vértice que nos proporcione el máximo o 
mínimo de la función objetivo. 

NOTA 


Sl existe un sólo vértice con las caracteristicas anteriores, este 
constituye una solución única al problema. 
Sila función objetivo se mantiene o minimiza en dos esquinas 
idyacentes de S, entont una Infinid4d de soluciones 
al problema dado que za en todos los puntos de 
segmento de recta que une estos vértices. 


Graficando las rectas: 
*L¡:3x:+y=5 
*Lo:x + 3y=3; 


conx>0;y>0 


L7 
ES 
Cálculo del punto B: 
Bla: 3) = E, M Ly 
Resolviendo el sistema formado: 
3 
Br+y=5 _ |*3 a 
esay=a 7], 1 [2 2019 (373 


+Reemplazando las coordenadas de las esquinas en la 
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Esquina 2=8x+y 
A(0;5) | 2=3(0)+5=5 
22,2) l.-a(2).220 

22 EINETÓA 
C(3:0) z=8(0)+0: 


*Sea P = 3x + y lo que se debe minimizar: 
Luego: El mínimo de P es 5 y recaeen las esquinas A y 
Balolargo del segmento AB. 

NOTA 

La función objetivo esuna familia de rectas que 
son paralelas al segmento AB. 


PROPLEMA 2 : 

Maximizar = 2x +10y. 

Sujeto a las siguientes restricciones: 
x+y<30 
x—-3y<0 
x>0 
y20 

RESOLUCIÓN: 

D De las restricciones: 

x+y<30 hacemos L,+x+y=30 

x-3y<0 hacemos L¿:x-3y=0 

x>0 hacemos Ly:x=0 

y20 hacemos  L,:y=0 

II)Resolvemos gráficamente el sistema de inecuaciones 

formado, ES ello graficar las rectas: L,» Lys Ly y Lg 


111) Calculo del punto B: 
Bos yo) =Xly OL Ende 


L¡+x+y=30]_ CAE 
Ly :x-3y=0 ES: 


> Bl. ;Y0) = 


(PROGHAPLACIÓN LINEAL 


TV) Reemplazar las siguientes coordenadas de las 
esquinas en la función objetivo: 


k E) ==2(5)010(%)-120] 
V) El méximo de z es 300; cuando x = 0; y= 30. 
PROBLEMA 3 : 
Al maximizar: x+y ; x,yer sujeta a las siguientes 
condiciones: — 2x+3y>6 
2x+ y<6 
ys 
x20 


y>0 
Indique la alternativa correcta después de determinar 
sila proposición es verdadera(V) o falsa(F): 


1) Los puntos (2;2) y (4:1) pertenecen a la región 
admisible. 

11) Laregión admisible es un polígono de cuatro lados: 
111) El valor óptimo es 6. 


AJVVF BIVVv C) VFV 
D)FVV E)JFVF 
RESOLUCIÓN: 


* Graficamos las restricciones : 
YA - 


2x+y= . 
*Evaluamos en los vértices del polígono : 
(0:2) => x+y=2 
(0: 4) => x+y=4 
(1; 4) > x4+9=5(máximo)(óptimo) 
(3: 0) > x+y=3 
*Del gráfico obtenemos: 


1) FALSO: (2;2) Pertenece a la región admisible. 
II) VERDADERO: La región admisible es un polígono 
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de4 lados. 
TI) VERDADERO: El valor óptimo es 5. 

RPTA ; “D” 
PROBLEMA 4 : 


Determine los valores óptimos de la función objetivo 
z = 3x + y sujeto al conjunto factible S. 
Y 


(150) 
RESOLUCIÓN: 


Se puede observar en la gráfica que los vértices 
(esquinas) son puntos de intersección de cierto sistema 
de ecuaciones. 

Vamos a evaluar la función objetivo en cada esquina: 


LA z 
7=3(0)+2=2(mínimo) 
z 


=3(1)+3=6 
Así tenemos que los valores óptimos de la función 
objetivo z =3x + y. 
Son: — z (máximo) = 12 

z (mínimo) =2 

PROBLEMA 5: 
Minimizar z=2x+3y Sujeto a : 
x+2y28; 2x+y27 ; dx+5y<29 ; x>0;y>0 


(40) x 


AJ15 B)11 CJ13 
D)21 EJ32 
RESOLUCIÓN : 

* Gráficando : 


EA EZEEZMEME A 
Fa /If.-z será mínimo en P 


* Calculando P; 7,112 


-,  [3r+3y=16 
x+y=5 


x=2ny=3 


Zun=2 6) =2(2)+3(3)=13 
CLAVE: “ 


PROBLEMA 6 : 
Maximizar la función: Z=flx;x,)=4x,+3x, 
sujeta a lás restricciones : 
30x,+20x,S1800 5 x/+xS80 5 
A) 260  B)200 C) 230 D)290  E)210 
RESOLUCIÓN : 


x,20 nx,20 


*Restricciones : [Y1+Yg < 80 
30x,+20x, < 1800 
x¡201x2>0 


es) 


Be2,0% 
> B=(20;60) 


*En 
*En 


A=(0580): fay=fio;00=240 
B=(20:60): fim=fi20,60)=260 
*En C=(6050): ficy=fi60;0=240 


*Luego: Zy¡y=260 E 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 7 : 
Determine Máx (2x+3y) 
x+2y<6 
Su Bxt3y< 15 
ES 0jy20 
Aj BJ9 C)2 DJ10 EJ69/7 
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RESOLUCIÓN : 
* Graficando adecuadamente , así : 


* La solución óptima se encuentra en Pef, 
(cualquiera otra recta paralela a f, que pase por la 
región factible contiene puntos de esta donde f tomará 
valores menores que en P) . Calculando P : 
e E | LEN 
5x+3y=15 a E 


ca tE) 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 8: 
A continuación se muestra 4 regiones en el plano XY 
indique cuálles) de ellas representan la región tangible 
de un problema de programación lineal bidimensional. 
Y P 


A) 
x 
y Y 
C) D) 
x *x 
EJA6C 
RESOLUCIÓN : 


: 
* En programación lineal bidimensional (en R*) cuyas 
restricciones son inecuaciones de primer grado , las 
cuales forman regiones delimitadas por segmentos de 
rectas, entonces solo es posible que A y C sean regiones 
factibles en estos problemas - 

RPTA : “E” 


(PROGHAMACIÓN LLSEAL 
PROPLEMA 9 : 
Una fábrica produce cámaras fotográficas 
convencionales y digitales. Se obtiene un ingreso de 
S/.400 por cada cámara convencional y S/.700 por cada 
digital. En un día no se pueden fabricar más de 300 
cámaras convencionales ni más de 200 digitales ni 
tampoco se pueden producir más de 400 en total. Si 
logra vender toda la producción del día. ¿Cuál es el 
número de cámaras de cada clase que conviene fabricar 
para obtener un ingreso máximo? 
RESOLUCIÓN: 
Planteamiento del problema. 
Sea: — *x: número de cámaras convencionales 
+ y: número de cámaras digitales 
1) Se pide maximizar el ingreso: 
1= 400x + 700y 

las restricciones según datos son: 

x< 300 

ys 200 


Donde: x > 0 | condición de 
y> 0 [no negatividad 
1) Graficando la región factible S. 


1ii)Cálculo de las esquinas (vértices): 
A(0; 200) B(200;200) ' C(300; 100) 
D(300; 0) 


¡A(0;200J | I=400(0)+700(200)=140 000 
¡B(200;200)| 


¡00(300)+700(100)=190 000 
[1=400(300)+700(0)=120 000 | 
1=400(0) +700(0)=0 | 


V)Se concluye que se deben producir 200 cámaras 
convencionales y 200 cámaras digitales para así obtener 
un ingreso máximo de S/. 220000. 
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PROBLEMA 10: 

Determine el máximo valor que asume: f(x;y)=2x+y 
yEX+2yS—x+8 
x20.y>0 

4)2 BJ18 cu 
RESOLUCIÓN : 


Sujeto a: 


D)J29 EJ6 


* Se desea el máximo de flx;y)=2x+y 
y<x+2 
Restricciones! y <-x+3 
x>20;y20 


* Graficando : 


* La recta f.,lf., ll f,) es aquella que contiene a la 
solución óptima. =f'será máxima en (3,0) 


* luego: Frac=H(3:0)=2(3)+0=6 


RPTA :* 
PROBLEMA 11 : 


Sea f:R*>R una función definida por 
f=iy) = -3x + y. Determine el punto de la región 
convexa mostrada en la figura , donde f alcanza su 
mínimo. 9 


A) (253) 
B) (2:0) > 
C) (053) 
D) (6:4) 
E) (4:6) 


RESOLUCIÓN : 
y 
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Aplicación de fórmula o teorema  Tenemo 
(0;.3), (6; 4), (1; 0), (0; 0) los vértices de la región 
poligonal convexa. La función objetivo 
Fix:y) =-3x + y puede alcanzar su minímo valor en los 
vértices (0;8) , (6:4) ó (1:0) de la región convexa. 
Evaluando en estos puntos se tiene : 

Feos, =3(0)+3 

E Fis:s) =3(6)+4=-14 

Faso) =-3(1) +0 =-8 
*Entonces su mínimo valor es -14 y este se da en el 
punto (6:4). 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 12 : 
Sea F(x, x,)=ax,+bx, , la función objetivo del 
problema P 


* P: minimizar F(x, , x¿) sujeto a:(x,;x,)€ Scie? 
* Si el lado CD de la región admisible S que se indica 
es solución del problema P, determine a+b de modo 
que el valor óptimo de F este entre 20 y 25. 

a 


RESOLUCIÓN : d 


* Dado que el lado CD de la región admisible S es 
solución del problema P., podemos tomar cualquier 
punto del segmento CD y reemplazarlo en la función 
objetivo F(x.x, )=ax,+bx, . Así tomando los 
extremos C y D, y evaluamos 


* Para 3), resulta F(4;3) = 4a+3b y 

; 5), tenemos F(2; 6) = 2a+6b 

* Dado que el valor óptimo de F está entre 20 y 25: 
>20<F(x ¡5 2%, )<25 

=20<F(4 ; 3)< 25 A 20<F(2; 6)<26 

=20< da+3b< 25 A 20<2a+6b<2b5 


* Luego: . y 
20<4a+3b<25 60<12a+9<75 
> 
20<2a +5b<25 20<2a+5b<25 


40 50 80<14a+14b< 100 


> A 
* Entonces, los valores de (a +b) están en el intervalo 


(2) 


* Por lo tanto: a+b =6 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 13  : 
Dadas las siguientes proposiciones respecto a la 
programación lineal: 


1) Las restricciones de desigualdad son polinomios de 
primer y segundo grado 

11) El punto óptimo se encuentra en la región 
admisible. 

111) La región admisible contiene puntos , los cuales 
tienen alguna de sus coordenadas valor negativo 

Son correctas: 

A) Solo I B) Solo III C) Solo II D) Solo ly II E) 
Solo II y III 

RESOLUCIÓN : 

* De acuerdo a la forma general de un problema de 
programación lineal en dos variables : 


máx (mín) f.,, y =C,% + Cjy 


yx + j3y Sh, 

AX 4 099 y S by 

> Ag¡X + Ugo y < by 
Restricciones: |: : "2 A 


A, ¡% +4, 9y S bn 


variables de decisión : a; y >0 

"luego: 

1) FALSO: pueslas restricciones de desigualdad son 
funciones lineales. 


11) VERDADERO : pues la región admisible se ubica 
en el 1“cuadrante (incluyendo los ejes coordenados); 
en.esta región se encuentran las soluciones admisibles 
y obviamente se encuentra el punto óptimo. 
HI) FALSO : pues ninguna solución admisible tiene 
coordenadas negativas. 
RPTA :“C” 
PROBLEMA 14 : 
Considere el problema : maximizar 2=30x,+20x,. 
Sujeto a las restricciones 
x,<60 
x,<75 
10x, + 8x2 S 800 
x,20 
xj >0 
Dadas las siguientes proposiciones referidas al 
problema. 
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1) Noexiste región admisible RESOLUCIÓN: 
11) El óptimo se da en el punto (60;0) * De acuerdo al problema tenemos: 
II) Una solución factible es el punto (0,76) o lei 
Son correctas ; : ANA 
AJSoloI  B)Solo II C)Solo MI D)Ly M EMI y HI ear 5130 
RESOLUCIÓN: sea + 25, 5.280 
* Sed: (q;y)=(x ¡¿x,), piden maximizar Z=30x,+20x, A | x,20,x,20 
sujeto a las siguientes : 50055 <70  * 10egolaregión admisible es: 
restricciones 10%, + 8x2 < 800 3 


x,20;x320 Nara o 200 


* Al graficar las restricciones tenemos: 
x 


* Se observa que existe la región admisible. 


* Entonces , evaluando en los vértices para hallar la 
solución óptima se tiene que: 


NO; 60)= 90 2=f(x,5%2)= x,+1,6x3 


1140; 40)=100 
* Luego todos los puntos (x,;x,) que pertenecen a la 760; 20y=90 — '“50lUCiónÓptima es (40:40) 
región factible se llaman soluciones factibles: Ahora, — f170:0)=70 RTARABR 
para hallar el punto óptimo , debentos evaluar la PROBLEMA 16 : 
función Z en los vértices. e) Minimizar la función f(x;y)=2x+8y sometidas a las 
(0:0) >2=0 restricciones : 
(0:75) => Z=1500 
¡OTE > Zmáioo A 
[AS IS aJ2 BrI5 CMA DI04/9 — EJ17715 
es la solución optima. > Z=1800 a 
pS RESOLUCIÓN : 


A a! * Se desa minimizar : f =2x+8y 


PROBLEMA 15 :; 2x+4y28 
En relación al “siguiente problema maximizar. y; q, [25-0y50 
Z=x,+1,6 xy sujeto a: -xa+bys 6 
2x+2x,5160 ; xy+2xpS120 =20;y20 
dx +2x935280 ; x,205%9>0 * Graficando adecuadamente así; 


Indique la secuencia correcta después de determinar 
la veracidad (V) o falsedad (F) de las siguientes 


proposiciones. , 
1) No existe región admisible 

11) El óptimo es el punto (6020) 

HD) Una solución admisible es el punto (40:40) 
A)JVVV B)FFV C)VFV D)JVVF E)VFF 


CAE E EME 


js PETT loas 
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fo: 2x+8y=0 ; fullfo 
* luego f será mínimo en Pef,. Calculando de P.. 
do 20.8 


i9=5 


Lxrdy=8 


“entonces: fuw=f; 


PROBLEMA 17 : 
MaximizarZ(x ; y)=3x+2y Sujeto a las restricciones ; 


a+ysl ¡x20;y>0 
AJO B)J3 C)-2 D)-3 
EJ-4 
RESOLUCIÓN : 


"Restricciones: — [x+yS1 
Ie e 


*Graficando éstas rectricciones . 


*En A=(0;1): Z,,,=2 (0,152 Bl 
*En B=(150): Z,p,=21,0,=3 


*Veamos , a lo largo de AB, donde se encuentran las 
condiciones extremas del problema , se tiene que : 


LSZ iy 58 


A como Z,, eslineal. Zyjx= 3 


PROBLEMA 18: 


Determinar el máximo valor de la expresión : 
xy) =4 y +3y 
Sie (0; y)e R* /30x% + 20y < 1800 
nes ¿x20;y20 
A)210 B)240  C)250 D)200 
E)260 
RESOLUCIÓN : 


*Se pide maximizar :; f(x; y)=4x+8y 


WRestricciones: Pa ES 
E 


x20ny20 


*Graficando ; 


fo 


(7) 


* La solución óptima se encuentra en el punto Pe f.,. 
Culculanda lascoordenadas de P. 


Y,: 30x+20y=1800 > 3x+2y=180 
Py: x+y=80 
PeZnS% > x+2(x+y)=180 
> x=20 A y=60-» P=(20:60) 
Zu Zsaro/=4(20)+3(60) > Z yx =260 
RPTA 


PROBLEMA 19 :; 
Maximizar flx;y)=x+y 5 si: 


x 
(ery 5160: Y S 7: x 220 y 240;5xy 0 2" 


AJ150 B)100  Cj110 D)180 
EJ190 
RESOLUCIÓN : 


*Graficando las tres primeras restricciones : 


Ae L¿0 Y, + A=(80; 40) 

Be?7,N 1, > B=(100; 560) 
Cen, —>C=(110; 40) 
*Luego: fiay=fie0;40)=120 


har fi110:00=150 =e Fuix=160 


RPTA : “A” 


(PROGHAPLACIÓN LINEAL 
PROBLEMA 20: 
Determine el máximo valor de f(x;y)=3x+6y, tal que: 


as a+ ysB* . 
B)30 y 

oso. |?**+538 

D)238 |x2>0;y>0 y 

EJ60 

RESOLUCIÓN, : 

*Graficando : 


fserá máxima en P=(0; 8) - 
"Luego Fnax=fo; y =3(0)+6(8) 
fnas=48 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 21 : 
Minimizar : C(x;y)=6x+8y sujeta a las restricciones 
40x+10 y >2400 ;10x+15 y >2100 
6x+15y>1600; x>0; y>0 
A)2200  B)1120  C)1140 D)1800 
RESOLUCIÓN : 

Clx;y)=6x+8y=2(3x+4y) 


E)1220 


'40x +10y>2400 
10x+16y>2100 —* 
5x4+16y>1600 
x>0ny>0 


* Restricciones : 


* Graficando : 


Be Y, 97 > B=(30:120) 
Ce 9, Py > C=(120:60) 


* Luego: Caj=Cio;240,=1920 ; 
Ca=Cisos120:= 1140 


WTs1s El 


ONES KUBINOS 
Ciy=Cts00;01=1800 


Cicr=Curzoz00/ 1200; 
* Dedonde: Cyyy=1140 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 22 : 
Maximizar Z=4x+6y . sujeta a : 
x+3ys6 ¡3x+ys8;x>05y20 
A)33/2 B)10 C)12 ——DJ13  EJ17/2 
RESOLUCIÓN : 
Z=4x+6y=2(2x+8y) [x+3y<6 
3x+y2 8 
b 20Ay20 


* Restricciones : 


Be? N% 


Los valores extremos de la función se encuentran a lo 
largo de la frontera ABC, puesto que f es lineal. Para 
hallar el máximo de f sólo basta evaluar ésta en los 
puntos A; B y C . El mayor valor entre ellos será el 
máximo de f.. 


* En: A=(0:2): Z =Z¡0:=12 


een: (345 A 


*Luegos z, 
2 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 23: 

Beatríz tiene 80m*de tela de algodón y 120m* de tela 
de lana . Un traje requiere 1m*de algodón y 3m* de 
lana; y un vestido de mujer requiere 2m*de cada una 
delas dos telas. Calcular el número detrajes y vestidos 
que debe confeccionar Beatríz para maximizar los 
beneficios; si un traje y un vestido se venden al mismo 
precio. 

A) 20 trajes y 30 vestidos B) 20 trajes y 18 vestidos 


EA _EZEZMEME Ta 


C) 35 trajes y 26 vestidos 
D) 16 trajes y 30 vestidos 
E) 27 trajes y 40 vestidos 
RESOLUCIÓN :* É 


* Haciendo un cuadro(tabulación) con los datos : 
Traje | Vestido 


ó Algodon | 1 2 |80 
* [Lara E 2 [10 


: Wdetrajes ; y: df de vestidos 


Bx+2y < 120 


¡x+2y 580 
20Ay20 


*Sik es el precio de cada prenda , entonces la función 
objetivoserá... f;.,y,=R(x+y) 
* Graficando; 


f tomará su máximo valor. En P € fin 

"calculando las coordenadas de P. * 
x+2y=80 
3x+2y=120 


+ x=20 1, y=80 


* Se deben confeccionar, 20 trajes a 30 vestidos 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 24 : 


UNITOUR-S.A. requiere producir dos clases de 
recuerdos de viaje : del tipo A y B.Cada unidad tipo A 
producirá una ganancia de $0,8. Para fabricar un 
recuerdo tipo A se necesitan dos minutos en la máquina 
Ty 1 minuto en la máquina 17 . Un recuerdo tipo B 
requiere 1 minuto en la máquina f y 3 en máquina II. 
Hay 3 horas disponibles en la máquina 1 y 6. horas 
disponibles.en la máquina IT para procesar el pedido. 
¿Cuántas piezas de cada tipa debe producir 
UNITOUR-S.A. para inaximizar la ganacia? 


AJA= BJA=60; B=32 
C)JA=65 ; B=42 D)A=72 ; B=50 
RESOLUCIÓN : 


*Sean 25 sf piezas de tipo A. 
y: ft piezas de tipo B. 
*ScaG,la ganancia obtenida tal que: G,.=x+0,8y 
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dl 


O, 300 
G, será máxima en P, cuyas coordenadas son : 
(dire 
x1+8y=300 
=La ganancia será máxima cuando se produzcan : 
48 piezas del tipo A y 84 piezas del tipo B. 
RPTA : “A” 


> x=48y=84 


PROBLEMA 25 :; 

Priscilo tiene 24 Ha en la que puede sembrar cebuda o 
maíz. Él calcula que tiene 40 horas de trabajo disponible 
durante la estación crucial de verano . Dados los 
márgenes de utilidad y requerimientos siguientes 


Maíz: Utilidad : $40 por Ha. 
Trabajo: 2 hrs por Ha. 
Cebada: Utilidad: $30 por Ha. 


Trabajo: 2 hr por Ha. 


¿Cuántas hectáreas (Ha) de cada cereal debe plantar 
para maximizar su utilidad? 


A)J600 B)J880 C)400  D)7600 E)180 
RESOLUCIÓN : 

* Sean: x: A Hectáreas de maíz ; y : N' Hectáreas de 
trigo 


*Lautilidad |) (función objetivo se da. U¡,,,y=40x+30y 


* Restricciones : 


Terreno : x4ys 24 
Horas de trabajo : | 2x+y 5 40 
Además: x20Ay>0 
dr , 
* Graficando : 
Yo 


(PROGHAVACIÓN LENEAR 


EDICIONES EUBINOS 


y será máxima en P, cuyas coordenadas son : 
x+y=24 
=16; y=8 
pis O E 

Luego: Uyx=U¡16;8,="40(16)+30(8)=880 

RPTA : “D” 
PRQBLEMA 26 : 
En los Olivos , sé van a construir casas de dos tipos ; 
nivel I y nivel II. La empresa constructora 
dispone de $ 1800 000 , siendo el costo de cada tipo de 
casa $30.000 y $20 000 respectivamente. La 
municipalidad exige que el número total de casas no 
debe superar a 80. Sabiendo que el beneficio por la 
venta de una casa nivel II es de $4000 y por nivel 
$3000. ¿Cuántas casas nivel T deben construirse para 
obtener el máximo beneficio? 
AJO BJ60 CJ60 
RESOLUCIÓN : 
*Sean xs ff de casas nivel II 

y: sk de casas nivel 1 


D)90 E)100 


El benencio MB... : 
Hz; y = 2000: +3000y=1000(4x+2y) 
*Restricciones ; 
30000x+20000y < 1800 00 
x+y<80 
x>20Ny>0 


*Las cuales, piden queder así: 


e E 
x+ys80 nx20ny20 
* Graficando : 
Y 
800 


HER OL 
> %=(20;60) 


* Luego: 

Ha —Ho:so)=1000(240)=240 000 

Fm z0:005=1000(50+180)=260 000 

Mc =%(60;0)=1000(240)=240 000 

* El máximo beneficio se obtienen en 95 cuando se 

contruyan ; 20 casas nivel 1-60 nivel Y 
RPTA : 


PROBLEMA 27 : 

Un club social encarga a una empresa de trasporte el 
viaje para llevar a los 1200 socios a ver la final de su 
equipo , la empresa dispone de autobús de 50 plazas y 
de microbuses de 30 plazas . El precio de cada viaje en 
el autobús es de 252 dólares y el del viaje en microbús 
de 180 dólares . Sabiendo que la empresa dispone de 
28 conductores. ¿Cuál es el costo máximo del viaje? 
A) 6125  B)6000 C)6002 D)70000 E)6336 
RESOLUCIÓN : 

*Sean: 

x: $ de autobuses . 

y + Af de microbuses . 

* En costo K del viaje será: K,,,)=252x+180y 


* Sujeto a las restricciones : 


xa+y<28 
50x+30y < 1200 
x>0,y>0 


N* conductores : 
N aficionados : 
A Además : 


* Graficando : K Y 


K Toma su máxima valoren P. 
* Calculando las coordenadas de P.. 
204 y=28 
¡EA 
* Luego : 


>x=18. y=10 


Kuáx= Ko16:10) 


> Kypx=252(18)+180(10)=6336 
RPTA : “E” 


EC MZ MEME 
PROBLEMA 28 : 


Una microempresa se especializa en vender dos tipos 
deartículos A y B...Si *%” representa la cantidad de 
artículos produgidos del tipo A , “y” representa la 
cantidad de artículos producidos del tipo B sujeta a: 
2x+yS8 ¡2a+3ys12 


Determine la utilidad máxima v si está dada por: 
UeSj> (3:+y) x200 dólares 


AJ8300  B)3800 C)8200 D)9000  EJ$2400 
RESOLUCIÓN : 
Ulxiy)=200(3x+y) 
*Restricciones : Es se 
*121+3yS12 
x+0Ay20 


* Luego: 

Uia=10:41=200(0+4)=800 

Vimi=Yia;2)=200(9+2)=2200 

W0=ra:0=200(12+0)=2400 

>La utilidad máxima es: Um y.=2400 dólares 
RPTA : “E” 

PROBLEMA 29 : 


UNI_COMPANY produce dos tipos de artículos 
mecánico y eléctricos mensualmente cada uno requiere 
para su fabricación del uso de tres máquinas A; B y 
C. En la tabla adjunta se muestra la información 
relacionada con la fabricación de estos tipos de 


Hare EE 
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Soles) 

AJS/.160— B)200  C)520 D)880  E)320 
RESOLUCIÓN : 

* Sean: «0: ft artículos magnéticos . 


y 3 *t artículos eléctricos 
aLaunidad y, definida por: Uy, y=4x+6y=2(2x+3y) 


* Della tabla , extremos las siguientes restricciones : 


Máquina A: |2x+y<180 
x+2ys 160 
x+ys100 


x=20»y>0 


180 


Máquina C: 


* Calculando las coordenadas de Q y R, se obtiene: 
Q=(40;60) « R(80; 20) 
* Luego : 


Ures=Uro;s01=2(240)=480 

Ue = Uro;60)=2(80+180)=520 

Ui=Urso; 20,=2(160+60)=440 

U¡s¡=Unmo;0)=2(180+0)=360 > U ppp =520 
RPTA 


PROBLEMA 30: 


Santillana S.A. planea utilizar una sección de planta 
para producir dos libros de texto . La utilidad unitaria 
es de 5/2 para el librol, y S/.3 para el libro 2. El 
texto 1 requiere 4h para su impresión y 6h para su 
encuadernación. El texto 2 requiere 6h para 
imprimirse y de 3h para su encuadernado.Se dispone 
de200h para imprimir y de 210h para encuadernar 
. Determine la máxima utilidad que puede obtener, 


gene s maca PS-120 Br180  Ci100 DIO E)1000 
z . 
A Cl cnc ES : 
Mecánico 2h 1h 1h 5/4 Haciendo un cuadro de datos : 
Eléctrico | 1h | 2h | 1h | S/.6 y | Texto 1| Texto 2 | Horas 
ACTA 180h | 160h | 100h Impresión | 4 5 200 
Encuadernar | 6 3 210 
mí los atí 
Se sabe que la compañía vende todos los atículos que Ta aaa Fi 


produce. Determina la utilidad máxima mensual (en 


(PROGHADLACIÓN LINEAR 
$ de unidades del texto 2 
* Restricciones : 


4x+6y5200; 6x+3y< 210;x201y20 


* Función objetivo: U¡y¿y¡=2x+3y 
* Graficando: 


70 
Ú 


Us 
Xx 
+1, será máxima en P, cuyas coordenadas son : 
4x+5y=200 
=25 == 
ca A BNIERO 
* Lusego :Uygiz= U¡zo:20= 2125) +3(20) 
= Untr=110 soles 

RPTA : “D” 


PROBLEMA 31 : - 

La universidad de la selva tiene 480 hectáreas en la 
que puede sembrar yuca o café . Se calcula que tiene 
800 horas de trabajo disponible durante la estación 
crucial de verano. Dados los márgenes de utilidad y 
los requerimientos laborales que se adjunta - 

yuca : Utilidad : $40 por hectárea 

Trabajo: 2 horas por hectárea 

Utilidad : $30 por hectárea 

Trabajo: 1 hora por hectárea 

¿Cuántas hectáreas de cada uno debe plantar para 
maximizar su utilidad? ¿Cuál es la utilidad máxima? 

A)17600 B)18000 C)19200 D)12210 E)24200 
RESOLUCIÓN : 

*Sean: — x:*f Hectárea de maíz * 


y :ié Hectárea de trigo 
*Lautilidad UL ¡y * Uta ; y)=40x+30y=10(4x:+3y) 
* Restricciones ; 
Terreno : 

Horas detrabajo 
Además: 


CAFÉ: 


r20ry20 


EDICIONES KUBINOS 


Ur = 
Ue 
1 Uaoo;oy=10(1600)=16000 


= UL 7 000 


0:60 =10(3:480)=14 400 
lso:160:=10(1280+480)=17 600 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 32 : 
Un frutero necesita 16 cajas de naranjas, 6 de plátanos 
y 20 de manzanas. Dos mayoristas pueden 
suministrarle para satisfacer sus necesidades , pero 
sólo venden la fruta en contenedores completos. El 
mayorista Á envía en cada contenedor 8 cajas de 
naranjas, 1 de plátanos y 2 de manzanas. El mayorista 
B envía en cada contenedor 2 cajas de naranjas , una 
de plátanos y 7 de manzanas. Sabiendo que el mayorista 
A se encuentra a 160 kan de distancia y el meyorista 
Ba 300km , calcular cuántos contenedores habrá de 
comprar a cada mayorista , con objeto de ahorrar 
tiempo y dinero , reduciendo al mínimo la distancia de 
losolicitado. 


RESOLUCIÓN : 
* MATEMATIZACIÓN DEL PROBLEMA : 
MAYORISTA | MAYORISTA | Necesidades 
A B minimos 
Naranjas 8 2 16 cajas 
[prátanos 7 1 cajas 
[Manzanas z 7 20 cajas 
Distancia 160 Km 300 km 


* VARIABLES INSTRUMENTALES : 

Llamamos x : al número de contenedores del 

mayorista A 

Llamamos y 

mayorista B- 

* FUNCIÓN OBJETIVO (Minimizar) 
flx;y) = 150x + 300y - 


: al número de contenedores del 
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CAMA MEZ MEME AA 
* RESTRICCIONES * FUNCIÓN OBJETIVO (MINIMIZAR) : 
OS Si F;y) = 150x + 200y 
z 
2xa+ y 220| * RESTRICCIONES 3 
x20;y20 xa+2y 270 
* REGIÓN DE SOLUCIONES FACTIBLES 25+2y 2 180 
4x+2y 2 160 
x20;y20 


* SOLUCIÓN FACTIBLE ÓPTIMA 

Observamos que el mínimo se alcanza en el punto 
R(3;2) (solución óptima)Por tanto el frutero solicitará 
3 contenedores del mayorista A y 2 contenedores del 
mayorista B. E 

PROBLEMA 33 : 

Una compañía tiene dos minas : la mina A produce 
diariamente 1 tonelada de carbón de antracita de alta 
calidad , 2 toneladas de carbón de calidad media y 4 
toneladas de carbón de baja calidad ; la mina B produce 
2 toneladas de cada una delas tres clases. La compañía 
necesita 70 toneladas de carbón de alta calidad , 130 
de calidad media y 160 de baja calidad . Los gastos 
diarios dela mina A ascienden a 150 dólares y los de la 
mina Ba 200 dólares. ¿Cuántos días deberán trabajar 
en cada mina para que la función de coste sea mínima? 
RESOLUCIÓN : 

* MATEMATIZACIÓN DEL PROBLEMA 


PT Mina | Mina | Necesidades 
A | B|emínimas 
Alta 1 2 70 
Media | 2 2 130 
Baja | 4 E 150. 
Coste | diario | 150$ 200 $ 


*VARIABLES INSTRUMENTALES : 
Llamamos +; al número de días trabajados en la mina A 
Llamau.os y : al número de días trabajados en la mina B- 


* REGIÓN DE SOLUCIONES FACTIBLES : 


100 110 


* SOLUCIÓN FACTIBLE ÓPTIMA : 

El mínimo se obtiene en el punto R(60;5) es decir, la 
compañía debe trabajar 60 días en la mina A y 6 días 
en la mina B para que el coste sea mínimo. 

* VALOR DEL PROGRAMA LINEAL : 


Como la función objetivo es -flx;y) = 160x + 200y 
el valor del programa lineal (gasto) es : 

ft=sy) = 160x60 + 200x5 = 10 000 $ diarios. 
PROBLEMA 34 : 

Imaginemos que las necesidades semanales mínimas 
de una persona en proteínas , hidratos de carbono y 
grasas son, respectivamente , 8; 12 y 9 unidades. 
Supongamos que debemos obtener un preparado con 
esa composición mínima mezclando dos productos A y 
B, cuyos contenidos por Kg son los que se indican en 
la siguiente tabla : S 


Proteínas | Hidratos | Grasas | Costo/kg 
A 2 6 3 600. 
B 1 Ñ E 200. 


a) ¿Cuántos Kg de cada producto deberán comprarse 
semanalmente para que el costo de preparar la dieta 
sea mínimo? 

b)¿Cuántos Kg de cada producto deberíamos comprar 
si el precio de A subiera a 1000 pts/Kg ? 


(PROGEAJLACIÓN LINEAL, 


ess ETT (| 


EDICIONES KUBIÑOS 


RESOLUCIÓN : 
* MATEMATIZACIÓN DEL PROBLEMA : 


A | B | Necesidades 
Proteinas | 2 | 1 -8 
Hidratos | 6 | 1 12 
Grasas 113 E 
+ | Goste 600 | 400 


* VARIABLES INSTRUMENTALES : 

Llamamos x :al número de Kg. usados del producto A 

Llamamos y : al número de Kg. usados del producto B. 

» FUNCIÓN OBJETIVO (MIVIMIZAR) : 
fx;y) = 600x + 400y 


* RESTRICCIONES 3 
2x+y28 
6x+y>12| 
x+3y29 

=20;y20 


"REGIÓN DE SOLUCIONES FACTIBLES - 


f 


* SOLUCIÓN FACTIBLE ÓPTIMA : 


Todos los puntos que forman la región F son soluciones 
factibles , y por paralelismo con la recta de beneficio 
nulo f vemos que R(3;2) es el punto mínimo. Por 
tanto , deben comprarse 3 kg.de A y 2 kg. de B para 
que el gasto sea mínimo. 

* VALOR DEL PROGRAMA LINEAL : 
Cuando la función objetivo es fíx;y)=600x+400y el 
valor del programa líneal (gasto) es 2600 pts. Si la 
función objetivo es fly) =100x + 400y lasolución 
óptima está en el punto Q(1; 6) y el valor del programa 


lineal (gasto) es 3400 pts. 


PROBLEMA 35 : 

En la elaboración de un producto A se necesita una 
sustancia B. La cantidad de A obtenida es menor o 
igual que el doble de B utilizada, y la diferencia entre 
las cantidades del producto B y Á no supera los 28 
mientras que la suma no debe sobrepasar los 6g. 
Además se utiliza por lo menos 1g de B y se requiere 
18 de A. La sustancia A se vende a 6 millones y la B 
cuesta 4 millones el gramo. Calcular la cantidad de 
sustancia B necesaria para que el beneficio sea máximo. 
RESOLUCIÓN : 

* VARIABLES INSTRUMENTALES 3 
Llamamos + alacantidad desustancia A. 


Llamamos y a lacantidad de sustancia B - 
* FUNCIÓN OBJETIVO (MAXIMIZAR): 
Fly) = 6x + 4y 
* RESTRICCIONES 
x=<2y 
y-1<2 


y+xs5 
x>ljy21 


* REGIÓN DE SOLUCIONES FACTIBLES : 


* SOLUCIÓN FACTIBLE ÓPTIMA : 

Se encuentra en el punto Q(10/3;5/3), es decir la 
cantidad de sustancia B para que el beneficio sea 
máximo debe ser 6/3 g- 

PROBLEMA 36 : 

Se considera la región del plano determinada por las 


inecuaciones : % 
x+3>y;38>2x+y;y2>2x-3;120;y20 


ECAM_EZIZMENE A 


a) Dibujar la región del plano que definen, y calcular 
sus vértices, 


b)Hallar el punto de.esa región en el que la función 


Flx;y) = 6x + 4y alcanza el valor máximo y calcular 
dicho valor. 


RESOLUCIÓN: 


a) Hay quedibujar la región factible correspondiente. 

Para ello vamos a representar las rectas : 
x-y=-3;x+y=8;x-y=3 

La región factible es la determinada por los vértices 

O, A, B,C y D. 

Las coordenadas de los vértices son: 

A(3:0):B(5X6;2X6) ; C(2x6; 5x5) 5 D(0;3) y O(0;0). 


b) Para determinar dónde la función objetivo 


F(x;y) = 6x + 4y alcanza su máximo, calculamos los 
valores que toma en los vértices: * 


F(A)=18 ; F(B)=43 ; F(C)= 37 ; F(D)=12 ; F(O) =0. 
* Luego la función alcanza su máximo en el vértice B y 
su valor es 43. 

PROBLEMA 37 : 


Las restricciones pesqueras impuestas por la CEE 
obligan a cierta empresa a pescar como máximo 2000 
toneladas de merluza y 2000 toneladas de rape, 
demás, en total, las capturas de estas dos especies no 
pueden pasar de-las'3000 toneladas. Si el precio de la 
merluza es de 1000 soles/kg y el precio del rape es de 
1600 soles/kg, ¿qué cantidades debe pescar para 
obtener el máximo beneficio? 


RESOLUCIÓN: . . 
* Sean : x= número de toneladas de merluza 

y = número de toneladas de rape 
Del enunciado deducimos las restricciones : 
*Como máximo 2000 toneladas de merluza: x < 2000 
* Como máximo 2000 toneladas de rape: Y < 2000 
* Las capturas de estas dos especies no pueden pasar 


raso MET 
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delas 3000 toneladas: x+y< 3000 
La función objetivo que da el beneficio en miles de soles 
y que hay que maximizar viene dada por : 
f(x;y) = 1000x + 1600y 
Representando las rectas: x =2000; y =2000, 


x + y = 3000 correspondientes a las fronteras de las 
restricciones obtenemos la región factible : 


Donde los vértices obtenidos son : 

A(2000,:0);B(2000; 1000) C(1000;2000) , D(0;2000) y O(0;0) - 
Alsustituir — sus coordenadas en la función objetivo 
fresulta: f(A) =2000 millones de solea. ; 
1(B) = 3500 millones de soles; f(C)=4000 millones 
de soles ; f(D) = 3000 millones de soles y f(0)= 0 
soles. 

=> La función objetivo alcanza su máximo en el vértice 
C, por lo que las cantidades a pescar son 1000 
toneladas de merluza y 2000 toneladas de rape. 


PROBLEMA 38 : 

Dos pinturas A y B tienen ambas dos tipos de 
pigmentos p y q; Á está compuesto de un 30% de p y 
un 40% do q, B está compuesto de un 60% de p y un 
20% de q, siendo el resto incoloro. Se mezclan A y B 
con las siguientes restricciones : La cantidad de Á es 
mayor que la de B. Su diferencia no es menor que 10 
gramos y no supera los 30 gramos. B no puede superar 
los 30 gramos ni ser inferior a 10 gramos. 


aji Qué mezcla contiene la mayor cantidad del 
pigmento p?. 

b)¿ Qué mezcla hace q mínimo? 
RESOLUCIÓN: 

* Sean x e y, respectivamente, los gramos de las 
pinturas A y B que aparecen en la mezcla, 


Traduzcamós a inecuaciones las restricciones a las que 
se han de someter esas cantidades. 


* La cantidad de A es mayor que la de B:x> y 
*Su diferencia no es menor que 10 gramos y no supera 
los 30 gramos: 30 > x-y> 10 
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<B no puede superar los 30 gramos ni ser inferior a 
10 gramos : 30> y 210 

Además sabemos que:x> 0, y 20. E 

Veamos las cantidades de pigmento de cada tipo : 
Cantidad de pigmento de tipop: F,,(x,y)=0,3x+ 0,5y 
Cantidad de pigmento de tipog: F, (x,y)= 0,4x +0,2y 
factible es la que aparece en la Imagen del margen. 
Sus vértices son. 4(20;10),B(40:10), C(60;30) y D(40:30). 
12) La mayor cantidad de pigmento p, se produce para 
60 gramos de la pintura A y 30 dela B': 

F, (40:30) = 0,3X40 + 0,6X30 =27; 

F, (20:10) = 11 ; F,, (40;10)=17; F,, (60; 30)= 33 
b) La menor cantidad de pigmento q, se produce para 
20 gramos de la pintura A y 10 de la B: 

E (40;30)=0,4X40+0,2x30=22; F, (20:10) = 105 
F, (40;10) = 18; F, (60; 30) = 30 

PROBLEMA 39 : 


Una empresa dedicada a la fabricación de componentes 
de ordenador tiene dos fábricas que producen, 
respectivamente, 800 y 1500 piezas mensuales. Estas 
piezas han de ser transportadas a tres tiendas que 
necesitan 1000; 700 y 600 piezas, respectivamente. 
Los costos de transporte, en soles por pieza son los 
que aparecen en la tabla adjunta. ¿Cómo debe 
organizarseel transporte para que el coste sea mínimo? 
RESOLUCIÓN: 


Tienda A | Tienda B | Tienda C 
Fábrica] 3 7 1 
Fábrica II 2 2 6 


En este tipo de problemas se exige que toda la 
producción sea distribuida a los centros de ventas en 
las cantidades que precisa cada uno; por tanto, no 
pueden generarse stocks del producto ni en las fábricas 
ni en los centros de ventas. En consecuencia, los 800 
artículos producidos en la fábrica I deben distribuirse 
enlas cantidades x, y,z a A, B y C, de manera que 
xx + y +2 = 800. Pero, además, si desde [se envían + 
unidades a A, el resto, hasta las 1000 necesarias en 
A, deben ser enviadas desde la fábrita IT; esto es, 1000 
—x unidades serán enviadas desde IT a A.Del mismo 
modo, si desde T a B se envían y, el resto necesario, 
ben enviarse desde HI. y lo mismo para C, 
z desde I y 600 — z desde If. En la 


La última columna la hemos obtenido de la siguiente forma ; 
Como x: +y +2 = 800, se tiene que z = 800-x—y, de 
donde, 600 —2 = 600 — (800- x- y) =x + y- 200. 
Ahora bien, todas las cantidades anteriores deben ser 
mayores o iguales que cero. Por tanto, se obtienen las 
siguientes desigualdades : 

x2>0;1000-x2>0; y20:700-y20 

$800-x-y20; x +y-20020 
Simplificando las desigualdades anteriores, se obtienen 
las siguientes inecuaciones : 

1000>x 20; 7002 y 20; B002x+y2>0 

Recordemos que nuestro objetivo es abaratar al 
"máximo los costes de transporte. Estos costes se hallan 
multiplicando las cantidades enviadas a desde cada 
fábrica a cada tienda por los respectivos costes de 
transporte unitario. 
Se obtiene : 


Z=fla;y)=3x+2(1000)47y+2(700 — y +(800—x — y)+G(x+y 200) 
= Z=físsy)=6x +10y+ 3000 


En definitiva, el programa lineal a resolver es: 


[Minimizar | Z=6x+10y+3000 
Sujetoa: | 1000>x%>0 
700>y>0 
800>x+y>0 


La región factible se da en la imagen del margen. 


Sus vértices son 
A(200:0) ; B(800:0) ; C(100;700) 5 D(0;700) y E(0;200). 
El coste, el valor de Z en cada uno de esos puntos, es: 


*enA, 4200 *enB, 7800 
*en C, 10600 *enD, 10000 
*en E, 6000 


El mínimo se da en A , cuando x=200 e y=0, 


Envios —]Tienas A (10007 


Desdela fábnca 1800) | 


—1000-x 


Desdala fabric 1 (1500 | — 


Envios. onda A (1000) Venda B (700) | Tienda (600) 
—|[ Desdeta Fábrica 1(800) 200, o 500, 
escala labra 115001] 600 705 o 


CANA RZ EME A 


fzaas 1 
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PROBLEMA 40 : 


Enuna granja de pollos se da una dieta “para engordar” 
con una composición.mínima de 16 unidades de una 
sustancia A y otras 16 de una sustancia B. En el 
mercado sólo se encuentran dos clases de compuestos 
¿el tipo X con una composición de una unidad de A y 
cinco de B, y el tipo Y, con una composición de cinco 
unidades de A y una de B. El precio del tipo X es de 
1000 soles y el del tipo Y es de 3000 soles. Se pregunta 
:¿Qué cantidades se han de comprar de cada tipo para 
cubrir las necesidades con un coste mínimo ? 


RESOLUCIÓN: 


a) Escribe la inecuaciones que lo definen 
b) Maximiza la función Z =x +y 
RESOLUCIÓN : 


a) Hallamos la ecuación de la recta que pasa por 
(2,0) y (0,2) : 


El problema se llama así porque en sus orígenes 


consistió únicamente en determinar la dieta humana|” 


03>2=m04n>n=2 


=me+n yan 2 + y=2 


(20)>0=m2+2>m=-1 


más económica. En su forma industrial más corriente, 
el problema consiste en saber cómo mezclar de la forma 
más económica posible las materias primas que 
constituyen un producto de fórmula química conocida. 


Compuesto X 


Compuesto Y 
Total 


0007 
000% 3000 | 


La función objetivo del costo total, f, si se emplean a: 
hg del compuesto X e y kg del compuesto Y, es : 
Z = flx;y) = 1000x + 3000y 

*El conjunto de restricciones es : 

x>20;y>20; x+6>15 5; 6x+ y>15 
* Con estos datos representamos la región factible y 
las rectas de nivel de la función objetivo. De todas las 
rectas de nível que tocan a la región factible, hace que 
el coste Z sea mínimo la que pasa por el vértice 
A(2,6;2,5). 


15 


Lasolución óptima se obtiene comprando 2,5 unidades 
de X y 2,5 unidades de Y. 


El coste total es : 
Z=f(2,5;2,5)=1000x2,5+ 3000x2,5 = 10000 soles. 
PROBLEMA 41 : 


Considera el recinto de la figura en el que están 
incluidos todos los lados y todos los vértices. 


Los puntos del recinto (por ejemplo, el (0:0)) verifican 
F+ys2. 

* Ecuación de la recta paralela al eje X que pasa por 
(052) : y = 2. Los puntos del recinto verifican y s 2 

* Ecuación de la recta paralela al eje X que pasa por 
(0;-1):y =-1 Los puntos del recinto verifican y 2-1 
* Ecuación de la recta paralela al eje Y que pasa por 
(2,0) : a: = 2 Los puntos del recinto verifican « < 2 

* Ecuación de la recta paralela al eje Y que pasa por 
(- 2,0): x =--2. Los puntos del recinto verifican + > -2 


Las inecuaciones que cumplen los puntos del recinto 
son: 


b)Comola dirección de la función Z=x+y a maximizar 
es la misma que la del borde x + y = 2, resulta que 
esta recta es tal que deja todo el recinto a un lado , 
precisamente del lado que hace x + y <2. Portanto, el 
máximo de Z=x+y para (xy) en el recinto se alcanza 
para cualquier punto de ese segmento del borde y tiene 
por valor 2. 

1 RECUERDE ! 

Un problema particular que se resuelve.con los 
procedimientos de la programación lineal es la 
situación conocida como problema del transporte o 
problema de la distribución de mercancías. Se trata de 
encontrar los caminos para trasladar mercancía, desde 
varias plantas (orígenes) a diferentes centros de 
almacenamiento (destinos), de manera que se 
minimice el costo del transporte. Para que un problema 
pueda ser resuelto por el método del transporte debe 
cumplir: 

1) La función objetivo y las restricciones deben ser 
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Lineales. 

2) El total de unidades que salen en origen debe ser 
igual al total de unidades que entran en destino. 
PROBLEMA 42 w 

Dos fábricas de papel producen 3 tipos diferentes de 
papel de bajo grado, medio grado y alto grado. Se tiene 
contrato de venta para proveer: 16 Tn. de bajo grado, 
5 Tn. dd medio gíado y 20 Tn. de alto grado los costos 
de operación son de S/.1000 /día para la primera 
fábrica y 5/.2000 (día para la segunda. 

La fábrica N* 1, produce 8 Tn. de bajo grado, 1 Tn. de 
medio grado y 2Tn. de alto grado en un día de 
operación. La fábrica N”2, produce 2 Tn. de bajo grado, 
1 Tn. de grado medio y 7 Tn. de alto grado por día. 
¿Cuántos días debe trabajar cada fábrica a fin de 
cumplir con el mencionado contrato de venta en la 
forma más económica? 

RESOLUCIÓN 

Sean 

x : Número de días de trabajo de la fábrica 1 

y : Número de días de trabajo de la fábrica 2 


la función objetivo será : (Min:) Z = 1 000% + 2000y 
Sujeto a: 


8x+2y216 
x+y25 

2x + 7y 220 
x20ry20 


Gráficamente 


La solución optima se encuentra enel punto A donde: 
x=3;y=2;z= 7000 

PROBLEMA 43 : 

Desde dos almacenes A y B, se tiene que distribuir 
fruta a tres mercados de la ciudad. El almacén A 
dispone de 10 toneladas de fruta diarias y el B de 16 


toneladas, que se reparten en su totalidad. Los dos 
primeros mercados necesitan, diariamente, 8 


Praza 
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toneladas de fruta, mientras que el tercero necesita 9 
toneladas diarias. 


El costo del transporte en soles por tonelada desde cada 
almacén a cada mercado viene dado por el siguiente 
cuadro: 


Almacén | Mercado 1| Mercado 2| Mercado 3 
A 10 15 20 
B 15 10 10 


Planificar el transporte para que el coste ea mínimo. 
RESOLUCIÓN 


Podemos hacer el siguiente cuadro que nos ayude a 
obtener la función objetivo y las restricciones 


Almacén | Mercado 1 | Mercado2 | Mercado 3 
x Y 10- EN 
B B-X BY X+Y-1 


Del cuadro anterior se puede observar 
+ Delalmacén A se transporta X Tn. al mercado 
1, Y Tn. al mercado 2, y lo restante al mercado 3. 


» Del almacén B se transporta lo faltante a cada 
mercado. 


De los dos cuadros anteriores se puede obtener la 
función objetivo la cual viene dada. 


F(X; Y) = 10X + 16Y + 20(10 - (X + Y)+16(8-— 
X)+10(8- Y) + 10(X + Y- 1), 
de donde efectuando se tiene : 

F(X; Y)=390-15X — 56Y 
Teniendo en cuenta que las cantidades repartidas a 
cada mercado son positivas entonces se tiene: 
[10 —X + Y >0)18- X 2 0);[8-Y2 0] 
[X+Y-1>0)¡[X2 0 Y>0] 
Las cuales representan las restricciones del problema 
Gráficamente : 
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El costo de transporte en cada en cada vértice es : (Resolver 2x ys 4. 


A=(0;1),B = (0; 8) ,C = (2; 8) 
D=(8;2),E = (8,0), F = (1; 0) 

Vértices valor del objetivo F : 

385; 350; 320 ; 260 menor costo ;270 ; 376 


La solución óptima ocurre en el vértice D = (8;2) lo 


que ingica que se deben transportar del almacén A: o 
8Tn al mercado 1,2 Ta al mercado 2 y al mercado $ 
nada. Así mismo del almacén B,, al mercado 1 nada, al 
mercado 2,6 Th y al mercado 39 Tn. De esta manera — 
el costo mínimo es de S/.260. E 

j 


(CDDado el conjunto: A=((x; y) e R?/x+y > 5) 
Calcule la solución en forma gráfica. (63 Dado el a 


A) B) 
ss Ms | es y eR*ly 2: 244) Hallar la solución. 
c) D) do MES % 


63 Calcule la solución gráfica de *< 2y. 


MEA 
E 


B) 


D) al 


D) 


“3 
co 


PO xs 6, 
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(7) Calcule la solución de y <-2. ((DResolver el sistema: 
A: es E; x+y>8 (1) 
“a Ba—-yS4  ....(2) 
7 — Xx 
A) B) 
a a. > 
pe Es 
h... 2 Xx 
a! e 
EJ y Y 
- 3 
da E 
Mio d 
(Resolver 6x + 6y s 60. 
A) Yi B) 
10] 140 
XxX 


(Dados los conjuntos: 
*A = ((x3 y) e R?/2y <x-5) 


¡El Y . *B = ((x; y) e R*/2x+5y < 10) 
_ Calcule la solución de AMB. 
4 A) 


(9) Dado el conjunto: patas y)e R?2x < z y ) 


Calcule su solución. 
AY Br 
3 Cc) Y 
x 
CAN Dr 5 
S a 
E) 
DES 
5, 
E y 
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Erase ET 


3 RECORDAR QUE ? 


Enun problema de programación lineal intervienen: 
1) LA FUNCIÓN OBJETIVO : 3 
Es la función que se va optimizar (maximización o 
minimización) sujeta a ciertas restricciones. Las 
funciones de ganancias (maximización) y de costos 
(minimización) son algunos ejemplos de función 
objetivo, E 
Su representación: fx; y) =ax + by+e 
Donde: 

x., y > son variables de decisión 

a,b ye son constantes 
2)RESTRICCIONES : 
Las restricciones son generalmente inecuaciones o 
ecuaciones; su número depende del problema en 
cuestión. 
Si se tiene la desigualdad x 20, nos indican a la 
variable ser no negativa. Usualmente son llamadas 
restricciones de no negatividad. 
3) SOLUCIÓN FACTIBLE: fla; y) 
Son los valores dex e y que verifican todas y cada una 
de las restricciones. Todo punto formado con estos 
valores pueden ser soluciones del problema, como 
también aquellos puntos que no pertenecen a ese 
conjunto no puede ser solución. 
NOTA 
A la solución factible se le conoce también como 
conjunto o región factible. 
4) LA SOLUCIÓN ÓPTIMA 
En todo problema la solución óptima será un par de 
valores (x;,; y,) del conjunto factible de tal manera que 
fl; y) asuma un valor máximo o mínimo. 
65) REGIÓN ADMISIBLE : 
Es el conjunto de todas las soluciones posibles o 
factibles. 


(O) Maximizar la función: Z=f(x,y)=4x+3y 
sujeta a las restricciones : 
80x+20y< 1800 ; 


etys 80 

20 ; y20 
A) 220 B)240 C) 250 D)260 E) 280 
(8) Determine el máximo valor que asume: 2x+y 
Sujeto a: 


4J6  BJl4 


y<x+2jys—x+8 
x20;y>0 
CcJ15 


D)20 E)30 
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(63 Halle el máximo valor de Z=3x+6y, tal que : 
x+y<80 
A)200 y 
B)300 2x+580 
C)400 2 
DJ480 x20 
EJ600 y>0 


(2 Maximizar f(ay)=x+y si 

x+y 160 ¡ys 7 51220; y240;2y6 E 
B)J130 
(E) Maximizar f,,,y=4x+6y . sujeta a: 


AJ120 C)140 D)160 EJ160 


x+3ys6 
4J9,8  BJ10,7 


¡3x+yS8; x20;y>20 
cj12 D)16,5  EJ18 
(Minimizar : C(x;y)=6x+8y , sujeta a las 
restricciones 40x+10y>2400 ; 10x+15y>2100 
5x+16y>1600 ;x>0;y>0 
A)1100 B)1140 (C)1200  D)J1800 EJ1920 
((AMinimizar la función flx;y)=2x+8y sometidas a 
las restricciones : 


104 x20 
ns y20 
Biol 2x+4y>8 
2x-—5y<0 
0% m7 EJ26 E BNER 


(3 Minimizar Z=2x,+3x, 
Sujetoa:x,+2x,28 ¡; 2x,+x,>7 


= dx +6x,S29 5 X5%3>0 


AJ13 B)14 Ccy16 D)16  EJ17 
(E Determine Máx (2x,+3x,) 
Sujetoa: x,+2x,<6 ; 5x,+3x, <16 
x,>0 ; *120 
AJ8 BJ9 C) 69/7 D)10 EJ11 
(O) Determinar el máximo valor de la expresión; 
Z =4y+3y 
S+ ter) e ley) e R* 130% + 20y 5 1800 
El ml ¿x20;y20 
A)220 B)240  C)260 D)260 . E)280 


(O) Resolver el problema de programación lineal 
Maximizar : Z(x;y)=3x+2y 
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Sujeto a las restricciones. x+y<1 ; x>0;y20 
AJ-2 B)jO C)2 D)J3 EJ4 
MA continuación sé muestra 4 regionesen el plano 
XY indique cuálles) de ellas representan la región 
tangible de un problema de programación lineal 


bidimensional. 
0 


ME 
e 
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(3) Una compañía produce dos tipos de artículos 
mecánico y eléctricos mensualmente eada uno requiere 
para su fabricación del uso de tres máquinas A; By 
C. En la tabla adjunta se muestra lh información 
relacionada con la fabricación de estos tipos de 
artículos. 


Utilidad / 

Y 8 E, Unidad 
1 | 84 

Th $6 


Se sabe que la compañia vende todos los atículos que 
produce, Determina la utilidad máxima mensual (en 
dólares) 

A)J$360  ,B)$400 C)$440  D)$480 LJ$520 
O Enuna urbanización del distrito de Surco , se van 
a construir casas de dos tipos ; económicas y super 
economicas. La empresa constructora dispone de 
= 1800 000 , siendo el costo de cada tipo de casa 
$ 30 000 y $20 000 respectivamente. La 
municipalidad exige que el número total de casas no 
debe superar a 80. Sabiendo que el beneficio por la 
venta de una casa económica es de $4000 y por la super 
económica $3000. ¿Cuántas casas super económicas 


deben construirse para obtener el máximo beneficio? 
A)J20 B)40 CJ50 Dj60  EJ70 


(3) Un granjero tiene 480 hectáreas en la que puede 
sembrar trigo o maíz . Él calcula que tiene 800 horas 
de trabajo. disponible durante la estación crucial de 
verano . Dados los márgenes de utilidad y los 
requerimientos laborales que se adjunta . 


Maíz Utilidad : $40 por hectárea 
Trabajo : 2 horas por hectárea 
Trigo — Utilidad : $30 por hectárea 


Trabajo : 1 hora por hectárea 


¿Cuántas hectáreas de cada uno debe plantar para 
maximizar su utilidad? ¿Cuál es la utilidad máxima? 
A)12560  B)14500 C)17600 D)18210 E)20200 


(9) Silvestre tiene a su disposición 16m* de algodón 
11m? de seda ay 16m? de lana . Un traje reguiere lo 
siguiente: 2m? dealgodón , 1m* de seda , Im*de lana, 
una tunica requiere lo siguiente: 1m'de algodón , 
2m*de seda 3m* de lana. Si el traje se vende por $30 y 
una túnica por $50.¿Cuántas piezas de cada confección 
debe hacer el sastre para obtener la máxima cantidad 
de dinero? 

A) 8 trajes 0 túnicas 
CC) 7 trajes 2 túnicas 
EJ5 trajes 0 túnicas 
(| Un sastre tiene 80m*de tela de algodón y 120m* 
de tela de lana , Un traje requiere 1m'de algodón y 
3m* de lana ; y un vestido de mujer requiere 2m*de 
cada una de las dos telas. Calcular el número de 
trajes y vestidos que debe confeccionar el sastre para 
maximizar los beneficios ; si un traje y un vestido se 
venden al mismo precio . 
A) 10 trajes y 20 vestidos 
(C) 30 trajes y 20 vestidos 
E) 20 trajes y 40 vestidos 


B) 4 trajes 3 túnicas 
D) 3 trajes 4 túnicas 


B) 20 trajes y 10 vestidos 
D) 20 trajes y 30 vestidos 


(A Una editorial planea utilizar una sección de planta 
para producir dos libros de texto . La utilidad unitaria 
es de $2 para el libro1, y $3 para el libro 2. El texto 1 
requiere 4h para su impresión yx 6h para su 
encuadernación. El texto 2 requiere 6k para 
imprimirse y de 3h pare su encuadernado. Se dispone 
de200 h para imprimir y de 210h para encuadernar 
- Determine la máxima utilidad que puede obtener - 

AJ$70 B) $110 C) $120 D) $140 E) $160 
(O Un grupo de aficionados de una equipo de fútbol 
encarga a una empresa de trasporteel viaje para llevar 
a los 1200 socios a ver la final de su equipo, la empresa 
dispone de autobús de 60 plazas y de microbuses de 
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30 plazas . El precio de cada viaje en el autobús es de 
252 dólares y el del viaje en microbús de 180 dólares . 
Sabiendo que la, empresa dispone de 28 conductores. 
¿Cuáles el costo máximo del viaje? > 

A)6048 B)6056  C)6336 D)7056 E) 7080 


(0) La compañia Stock S.A, requiere producir dos 
clases de recuerdos de viaje : del tipo A y B.Cada unidad 
tipo Á produciráana ganancia de $1,20. Para fabricar 
un recuerdo tipo A se necesitan dos minutos en la 
máquina I y 1 minuto en la máquina LT. Un recuerdo 
tipo B requiere 1 minuto en la máquina ] y 3 en 
máquina 17. Hay 3 horas disponibles en la máquina 1 y 
5 horas disponibles en la máquina JT para procesar el 
pedido. ¿Cuántas piezas de cada tipo debe producir 
Stock S.A para maximizar la ganacia? 

AJA=48 ; B=84 BJA=60 ; B=32 

CJA=65 ; B=42 D)JA=72; B=50 EJA=40 ; B=68 


EDLewis tiene $2200 para invertir durante los 
siguientes 6 años. Al principio de cada año puede 
invertir su dinero en depósitos a plazo fijo de 1.6 2 
años. El banco paga el 8% de interés en depósitos a 
plazo fijo de un año y el 17% (total) en depósitos a 
plazo fijo de 2 años: además al principio del segundo 
año, la compañía Western Unión ofrecerá certificados 
a tres años. Estos certificados tendrán una ganancia 
del 27% (total). Si Lewis reinvierte su dinero disponible 
cada año formular un programa lirieal que muestre 
como maximizar su ganancia total al final del quinto 
año. 


(3Una refinería puede comprar dos tipos de petróleo; 
petróleo crudo ligero y petróleo crudo pesado. El costo 
por barril de estos tipos de petróleo es de $11 y $9, 
respectivamente, de cada tipo de petróleo se producen 
por barril las siguientes cantidades de gasolina, 
keroseno, y combustible para reactores. 

(A A ] Combustible para | 


04 02 


Obsérvese que durante el proceso de refinamiento se 
pierden el 8% y el 8% del crudo , respectivamente . La 
refínería tiene un contrato para entregar 1 millón de 
barriles de gasolina , 400 000 barriles de keroseno , y 
250 000 barriles de combustible para reactores . 
Encontrar el número de barriles de cada tipo de 
petróleo que satisfacen la demanda y que minimizan 
el costo total. 


(£)Una fabrica quiere producir bicicletas de paseo y 
de montaña la fabrica dispone de 80 Rg de acero y 
120 kg de aluminio. Para construir una bicicleta de 
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paseo se necesitan 1 Kg de acero y 3 kg de aluminio y 
para construir una bicicleta de montaña se necesitan 
2 kg de acero y otros 2 kg de aluminio. Si se vende las 
bicicletas de paseo a 200 soles y las de montaña a 160 
soles, ¿cuántas bicicletas de cada tipo se deben construir 
para que el beneficio sea máximo? 


3 Lila necesita mensualmente 60 unidades de 
carbohidratos, 45 unidades de proteínas y 30 unidades 
de grasa ; de cada libra del alimento A, ella recibe 5 
unidades de carbohidratos, 3 de proteínas y 4 de grasa. 
El alimento B contiene 2 unidades de carbohidratos, 2 
unidades de proteína y 1 de grasa por libra; si el alimento 
A cuesta 65 soles la libra y el alimento B cuesta 4 soles la 
libra. ¿Cuántas libras de cada alimento debe comprar 
Lila cada mes para mantener un costo mínimo? 


(E3)Un estudiante dedica parte de su tiempo al roparto de 
propaganda publicitaria, La empresa Ale paga 10 cántimos, por 
cada impreso ropartido y la empresa B, con folletos más 
grandes, le paga 20 cóntimos por Impreso. El estudiante lleva 
dos bolsas: una para los impresos A, en la que caben 120, y otra 
para los impresos B, en la que caben 100. Ha calculado que cada 
día os capaz de repartir 150 impresos como máximo. 

Lo quese pregunta el estudiante es: ¿Cuántos impresos 
habrá de repartir de cada clase para que su beneficio 
diario sea máximo? 


€B)Un agricultor posee un campo de 70 hectáreas y 
puede cultivar ya sea trigo o cebada. Si siembra trigo 
gasta S/.300 por cada hectárea plantada. En cambio si 
siembra cebada, su gasto es de S/.400 por hectárea. El 
cspital total disponible es de S/.25 000 Por otra parte, 
tamhién existen restricciones en la disponibilidad de 
agua para los meses de octubre y noviembre, según se 
indica; 


Mes _ | Consumo m*/Hcta | Consumo m'/Hcta | Disponibilidad 
Trigo Cebada me 
Octubre 7 650 57,900 
Nociembre 1200 850 116,300 | 


Una hectárea cultivada rinde 3 Tm de trigo o 2,6 Tm de cebada 
según sea el caso. Los precios vigentes por Tm son de S/,150 
para el trigo y S/.200 para la cebada, 

Utilizando el método gráfico, determinar la cantidad de 
hectáreas de trigo y de cebada que debe sembrar el agricultor 
para que maximice su beneficio. . 


E3Una compañía de transportes posee 2 tipos de 
camiones. El camión tipo A tiene 20 m* de espacio 
refrigerado y 40 m' no refrigerado. El camión tipo B 
tiene 30 m' refrigerados y 30.m* no refrigerados. Una 
fébrica de productos alimenticios debe embarcar 900 
mÍ de productos refrigerados y 1200 no 

¿Cuántos camiones de cada tipo debe alquilar le fábrica 
par minimizar costos si el tipo A se alquila a S/30 ¡n* y 
el Ba S/.40 m%. 
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(()) Encuentreél valor mínimo dez =2x  3y sujeto 


NDA NRRAGICA 


a las restricciones: 


x+2ys10 
A 2x+ys11 
E p xy>0 
A) -17 B)-15 C)-11 D)-1 EJ0 


(02) Maximizar la función objetivo F'=2x + 2y 
sujeta a las restricciones: 

3x-2y 2-6 

B+y23 

sl 

xjy20 

A) 18 B)19 C)20 
(5) De la gráfica, señale las restricciones de la 
región factiblo, 


D) 21 E) 22 


AJx+y<5 B)x+ys65 Cix+ys5 
y-xs1 y+xsi y-xs1 
-2y+xs2 2y+x22 2y-x52 
x21;y20 x21y20 x2Ly20 

Dix+yS5 Elx+y26 
y-xsi y-x21 
y-2x52 y22:xS1 
xsiiy20 


(63 Dada de función objetivo 2 =x% + y, sujeta 
ys 2 x-y2-2 x20; y20, 
valor de verdad de las proposiciones: 
() (4; 1) pertenete ala región factible. 
(-) (3; 0) no pertenece a la región factible. 
() (252) es el valor óptimo. 
A)VFV  B)VYV  C)EFV  D)VVF  E)FFF 
(A Señale la región factible sujeta a las 
y+2xS4 
y+ax 

yS<s3 ;x20 


señalar el 


restricciones: 


(Zo) Un estacionamiento puede atender un máximo 


de 100 vehículos entre automóviles y camiones, un 
automóvil ocupa 10m* mientras que un camión 
ocupa 20 m!, Si el área total de estacionamiento es 
1.200 m* y además se cobra una tarifa mensual de 
$ 20 por automóvil y $ 30 por camión, ¿cuántos 
vehículos de cada tipo proporciona al dueño una 
ganancia máxima? 

A) 30 autos y 60 camiones. B) 40 autos y 40 camiones. 
C)20 autos y 80 camiones. D) 50 autos y 40 camiones. 
E) 60 autos y 30 camiones. 


(7) El administrador de una cafetería dispone de 


a lo más 600 raciones de comida diariamente, 
algunas calientes y otras frías, basado en su 
experiencia anterior se pronostica que el número 
de raciones frías es a lo más 76 unidades menos que 
el número de raciones calientes, además como 
mínimo la cafetería debe vender un número de 60 
raciones frías diariamente, ganando 16 céntimos 
por cada ración caliente y 10 céntimos por cada 
ración fría, ¿Cuántas raciones de cada tipo se tendrá 
que vender para maximizar sus ganancias? 

A) 550 raciones calientes y 50 raciones frías. 

B) 200 raciones calientes y 50 raciones frías. 

C) 250 raciones calientes y 150 raciones frías. 

D) 400 raciones calientes y 250 raciones frías. 

E) 500 raciones calientes y 400 raciones frías. 


Una fábrica de ropa confecciona pantalones y 
chompas. La ganancia que obtiene por cada pantalón 
es de S/. 6 y por cada chompa S/. 6, se necesita 2 m. 
de tela para los pantalones y 1,6 m para las 
chompas; debido a ciertas limitaciones la fábrica no 
puede manufacturar más de 10 artículos por día y 
no puede usar más de 18 m de tela al día. Si la 
fábrica puede vender todos los pantalones y chompas 
que produce, calcular el número de artículos que 
deberá producir diariamente para obtener la 
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máxima ganancia. 

A) 6 pantalones y 4chompas. 

B) 8 pantalones, y 3 chompas. 

C) 5 pantalones y Xchompas. S 
Dj 4 pantalones" y 4 chompas. 

E) 10 pantalones y 5 chómpas. 


(09) Un comerciante al por menor vende dos marcas 
de trajes, A y B-Nunca hace pedidos mayores de 60 
trajes a la'semana. La marca A le cuesta $ 20 y la 
vende en $ 23, mientras que compra B en $ 40 para 
venderla en $ 44. Si restringe su gasto a $ 1 600 
por semana, ¿cuántos de cada marca deberá comprar 
para que. su utilidad sea máxima? (Admítase que 
vende todos los trajes). 

A) 160 B) 200 C) 250 


(LO) Mil alumnos de Hotelería y Turismo van a ir 
de excursión. Para el viaje se contrata a una empresa 
que dispone de 16 autobuses de 60 pasajeros cada 
uno y 12 de 40 pasajeros cada uno. Si la empresa 
tiene al menos 18 conductores y el alquiler de cada 
autobús grande cuesta 600 soles y cada pequeño 400 
soles, ¿cuántos autobuses de cada clase convendrá 
alquilar para que el viaje resulte lo más económico 
posible? 

A) Autobuses grandes: 15 y autobuses pequeño: 3 
B) Autobuses grandes: 10 y autobuses pequeño: 12. 
C) Autobuses grandes: 8 y autobuses pequeños: 12. 
D) Autobuses grandes: 14 y autobuses pequeñ 
E) Autobuses grandes: 10 y autobuses pequeños: 


(O) El número de unidades de químicos A, B y € 
en una caja de fertilizante 1 y fertilizante 2 son 
dados en la siguiente tabla: 

Químicos  [A|BT]C 
Fertilizantel [1 |1 |3 
Fertilizante2| 2 |1 |1 


D) 300 E) 360 


6. 


Un obrero quiere obtener-al menos 20 unidades del 
A, 16 del B y 24 del C para fertilizar un pedazo de 
tierra. Si el costo por caja de fertilizante 1 y 
fertilizante 2 es de $ 24 y $ 12, respectivamente, 
encuentra el mínimo costo de fertilización. 

4)$288 B)$240 -C)$300 D]$336 E)$480 


(2) Una compañía de química programa la 


producción de ciertos tipos de mezclas, donde el 
material M es ígual a 8 dólares por paquete y con 
un peso de 4 kilos, el material N es igual a 5 dólares 
por paquete con un peso de 2 kilos. Se requiere 100 
kilos de la mezcla y se necesita emplear no menos 
de 20 paquetes de Ñ para hacer la mezcla. ¿Cuántos 
paquetes se debe usar para minimizar los costos? 


A) 15 de M y 30 de N. 
C) 30 de M y 30 de N. 
E) 10 de M y 30 de N. 


B) 10 de My20deN. 
D) 16 de My 20deN. 


(13) Una compañía requiere producir dos clases de 


recuerdos de viaje del tipo A y del tipo B. Cada 
unidad del tipo A producirá una ganancia de $ 1, 
mientras que uno del tipo B generará una ganancia 
de $ 1,20. Para fabricar un recuerdo tipo Á se 
necesitan 2 minutos en la máquina I y 1 minuto en 
la máquina IT. Un recuerdo tipo B requiere 1 minuto 
en la máquina I y 3 minutos en la máquina II. Hay 
3 horas disponibles en la máquina I y 5 horas 
disponibles en la máquina JT para procesar el 
pedido. Si se desea maximizar la ganancia, ¿cuál es 
la ganancia máxima? 

A)$100 B)$I20  C)$148,8 D)$90 EJ$ 160 


(E) Sofía y Carmen ganan 10 millones de nuevos 


soles en una lotería y les aconsejan que los inviertan 
en dos tipos de acciones, A y B. Las de tipo A tienen 
más riesgo pero producen un beneficio anual del 
10%. Las de tipo B son más seguras, pero producen. 
sólo el 7% anual. Después de varias deliberaciones 
ellas deciden invertir como máximo 6 millones en 
la compra de acciones A y, por lo menos, 2 millones 
en la compra de acciones B. Además, deciden que lo 
invertido en las acciones de tipo A sea, por lo menos, 
igual a lo invertido en las de tipo B. ¿Cómo deberán 
invertir los 10 millones de nuevos soles para que el 
beneficio anual sea máximo? 

A) 6 millones de tipo A y 4 millones de tipo B. 

B) 2 millones de tipo A y 8 millones de tipo B. 

C) 5 millones de tipo A y 5 millones de tipo B. 

D) 8 millones de tipo A y 2 millones de tipo B. 

E) 7 millones de tipo A y 3 millones de tipo B. 


(43) Un fabricante produce dos tipos de llantas, 


para pista seca y para pista mojada. Durante la 
producción de las llantas requieren del uso de dos 
máquinas, A y B. El número de horas necesarias en 
ambos tipos se muestra en la siguiente tabla: 


Llanta Máquina A | Máquina E 
Pista seca — |2horas 3 horas 
Pista mojada | 3 horas 2 horas 


Si cada máquina se puede utilizar 24 horas al día y 
las utilidades en los modelos son de 3 y 6 dólares, 
respectivamente, ¿cuántas llantas de cada tipo deben 
producirse por día para obtener una utilidad 
máxima? 

A) 8 llantas para pista mojada. 

B) 8 llantas para pista seca. 

C) 4 llantas para pista mojada y 4 llantas para pista 
seca. 
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D) 6 llantas para pista mojada y 2 llantas para pista 
seca. 
E)4 llantas para pista mojada y 2 llantas para pista 
seca. 


(£0) Un herrero con 80 Kg de acero y 120 Kg de 


aluminio quiere fabricar bicicletas de paseo y de 
montaña que quiere vender, respectivamente, a 
2.000 y*I 600 núevos soles, para obtener el máximo 
beneficio. En la elaboración de la bicicleta de paseo 
empleará 1 Kg de acero y 3 Kg de aluminio, y en la 
de montaña 2 Kg de cada metal. ¿Cuántas bicicletas 
de paseo y de montaña venderá el herrero para 
obtener el máximo beneficio? 

A) 30 de paseo y 20 de montaña. 

B) 20 de paseo y 20 de montaña. 

C) 30 de paseo y 30 de montaña. 

D) 20 de paseo y 30 de montaña, 

E) 18 de paseo y 32 de montaña. 


(2) La compañía Ruedas S.A. fabrica triciclos y 
bicicletas. La experiencia indica que debe producir 
al menos 10 triciclos. La fábrica puede producir a 
lo más 60 triciclos y 120 bicicletas por mes. Si la 
ganancia es de $ 134 por triciclo y de $ 20 por 
bicicleta, y puede fabricar 160 unidades combinadas, 
determinar la cantidad de triciclos y bicicletas que 
se debe producir para maximizar las ganancias, 

A) 155 triciclos y 6 bicicletas. 
B) 10 triciclos y 150 bicicletas. 
C) 40 triciclos y 120 bicicletas. y 
D) 60 tricielos y 100 bicicletas. 

E) 120 triciclos y 40 bicicletas. 


(£3) Una mezcla de alimento A y alimento B debe 


elaborarse de manera que contenga al menos 46 
onzas de nutrientes NV, y 40 onzas de nutrientes W,. 
El costo por libra de A es $ 4 y cada libra de A 
contiene 1 onza de N, y 2 onzas de N,. El alimento 
B cuesta $ 8 por libra y cada libra de B contiene 1,6 
onzas de N, y 0,5 onzas de N,. Si el peso de la mezcla 
no debe exceder:de 40 Lb, ¿cuántas libras de cada 
alimento deben utilizarse de manera que el costo 
total sea mínimo? 

A)5Lbde Ay 10 LbdeB. B) 10Lb de Ay 10LbdeB. 
C) 20 Lb de A y 10 Lb de B. D) 8 Lb de A y 10 Lb de B. 
E) 12 Lb de Ay 10Lb de B. 


(09) En una granja se da una dieta “para engordar” 
con una composición mínima de 16 unidades de una 
sustancia A y otras 16 de una sustancia B. En el 
mercado sólo se encuentran dos elases de 
compuestos: el tipo X con una composición de una 
unidad de A y cinco de B, y el tipo Y con una 
composición de cinco unidades de A y una de B. El 


precio del tipo X es de 10 euros y el del tipo Y es de 
30 euros. ¿Qué cantidades se han de comprar de cada 
tipo para cubrir las necesidades con un costo 
mínimo? 

A) 2 unidades de X y 2 unidades de Y. 

B) 1,5 unidades de X y 1,6 unidades de Y. 

C) 2,5 unidades de X y 2,5 unidades de Y. 

D) 2 unidades de X y 2,5 unidades de Y. 

E) 2,5 unidades de X y 2 unidades de Y. 


E0) Una compañía fábrica dos tipos de lámparas. 
Se lleva el doble de tiempo fabricar el tipo A que el 
tipo B, pero si todas las lámparas fueran del tipo B' 
la compañía podría producir 1 260 por día. Sin 
embargo debido a la disponibilidad de materiales, 
la producción diaria total de ambos tipos no puede 
ser mayor que 800. Además la producción diaria 
del tipo A no puede rebasar 400 y la producción 
diaria del tipo B no puede ser mayor que 700. Si la 
utilidad de cada tipo de lámpara A es de S/. 8 y la 
utilidad de cada tipo B es de S/. 6, ¿cuántas lámparas 
de cada tipo deben fabricarse por día para 
maximizar la utilidad? 

A) 400 tipo. A y 400 tipo B. B) 100 tipo.A y 200 tipo B. 
C) 200 tipo A y 200 tipo B. D) 500 tipo A y 300 tipo B. 
E) 300 tipo A y 500 tipo B. 


[0234 8)D:90|5)0/6)8[2)4]8)4 9)0/10)D 
(GLAVES DE LA_ SEGUNDA PRACTICA) 


un problema de Programación Lineal cons! 
tendiendo por 
mo, según los c: 
limitaciones, ya que 1 
función a optimizar 
lacionadas por medio de un conjunto de 


encu 
desigualdad 


¡solver un sistema de desigualdades y, una 
ver en qué punto o puntos del conjunto de 
soluciones la función a optimizar alcanza su valor máximo o 
minimo, 

Naturalmente, tanto la función a optimizar como las 
instituyen las restricciones dl problema 
; sí lo son nos encontramos ante un 
problema de Programación Lineal. 

El número mínimo de variables del problema será de dos, 
aunque el número puede ser mucho más alto. Este tipo de 
problemas complejos sólo es accesible mediante la ayuda de 
un ordenador capaz de manipular un alto número de variables. 
Quedan fuera de nuestro alcance métodos de resolución como 
el Simplex, creado por Dantzig, o el Método Húngaro, aplicable a 
determinado tipo de problemas. 
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11) Hacemos AA(BAC) =P 


PROBLEMA 1 : 

Si AcB a AND=09 

Simplifique : [(AND*) O B“]U[BU(A—D)] 
AJANB BJA C)JB DJS EJDAB 
RESOLUCIÓN: 

*Si: AcCBAAND=9 ineptos ó 


* Luego simplificaremos : 


[CAN D*)N BC ]U[BO(A-D)] 
An$ 


BÚA 
>puUBaB 


PROBLEMA 2: 

Dados los conjuntos A, By Cen U, simplifique 
la expresión. [a a(BaC)]a[caB"] A 

1V) De(1) y (HI) graficamosPUQ. 


RPTA: “0” 


AJAS B)B" Cc) Cs D)A E)B 

RESOLUCIÓN: - 

* Para dos conjuntos M y MN, se tiene : 
MINAIMUN)-(MAN) 


* Nos piden simplificar la expresión : 
EL [LES 
FP 3 


1D) Al graficar (BAC)tenemos: 


VI) Finalmente graficamos. i 
PAQ=[an(BacialcaBe] 
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TROBLEDAS BESITITOS DEBETASO ) 


Cc 


* Entortces , e gráfico resultante es: A“, 
RPTA: 

PROBLEMA 3 : 

Al simplificar : 

lantea-coroiB-crT)-[anla-c- AN nar] 

Se obtiene : 

ANANB) BJAUB 0) 

RESOLUCION : 


lantes- erum- e) lanlen- eojulB eN) 


F 


DB EJANB. 


e Spa: 
p=[A0uB- cua CI) 
>P=lAN[(BACIO(BACC)||...Ley delaDiterencia 
> E 
e” 
>P=A0(BQU)' >P=(A0B") 
nj 
* También: iS 
IA . 
Mm - 

e e Es E 
=>M=[B-(CnAC)] ...Ley de laDiferencia 
m=[BN(CnAS)C] ...Ley de taDirerencia 
M=[BCU(CAAC)]...Ley de laD'Morgan 
* Luego en 


Q=An[BC u(CnAS)]n BO ...Ley de Absorción 
ye 


=>0=ÍANB9) 
se aprecia que P= Q, entonces: P-Q =$ 
* Finalmente al simplificar se obtiene: 4 


PROBLEMA 4 : 
Dado el diagráma 


de las siguientes afirmaciones 

D ANC contiene B- D 

1) La intersección de B con el complemento 
de C-Desg. 

HI) AJO r(BJyUf(BAD)=U Son verdaderas. 

A) todas B) solo II C) solo 1 y II 
D)sololy HI E) solo ll y HI > 
RESOLUCIÓN : 

* Según el diagrama tenemos: 

1) VERDADERA : 

Se aprecia que B y D son disjuntos , por lo 
tanto B-D=B y además (An C) contiene a B. 
1) VERDADERA : Se aprecia que Bc(C-D), 
entonces BN(C-D)'=4 

111) VERDADERA : 

Se aprecia que Bn.D=4 (son disjuntos B y D) 
, entonces . (BAD)=0 


* Por tanto: 
(AJUc(B)JV(BAD)=0 


C(AJUr(B)IVD=0 
PROBLEMA 5 : 
Dado tres conjuntos A,B y C, tales que 
(AUB)(AUVC) a (ANB)EANCentonces. 
AJBec B)B=C C)CcB 
D)(AUC)CEB EJ(AUB)CC 
RESOLUCIÓN: 


+ SI(AUB) Cc (ALC) 
Gráficamente: 


A BA BoA B 
S DO 
= 3 na 
ue 
SI (ANB) c (ANC): 
Gráficamente: 


CO 
Bu 


RPTA: “A” 


RPTA: “A” 
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PROBLEMA 6 : 
Sean P y Q conjuntos tales que: 
Si peP, entonces peQ, Luego se puede 
afirmar que: *  - + 
A) Si-3 € Q, entonces - 3 e P 
B) Si 13 g P, entonces 13 4 Q 
C) Si 105 Q, entonces 10 £ P 
D) Si 0,10 eQ entonces 0,10 € P 
E) Si 18 Q, entonces 1e P 
RESOLUCIÓN: 
* Por la proposición condicional se tiene: 
Si pe P, entonces peQ equivale a decir que 
PQ. e 
P 


* Entonces, de las alternativas se puede afirmar 

que: Si 10% Q, entonces 104 P 

OTRO MÉTODO : 

Recuerda a > b es equivalente br a 

peP>peQ es equivalente peQ=>peP 
RPTA:*C" 

PROBLEMA 7 : + 

Indique la secuencia correcta después de 

determinar si la proposición es verdadera (V) 

o falsa (F): 

IJSiA =(4) ¡entonces A P(A); P(A) potencia de A. 

1) AABe PIAUB) 

TI) Si AIB=9 entonces A=B 


A) VVV B) VVF C) VFV 
D) VFF E) FEF 

RESOLUCIÓ. 

IVERDADERO : 


El conjunto potencia de A está formado por 
todos los subconjuntos de A. 


VA,ACAMAEP(A) 
Si A=(4) > PCA)=((9):8)' 


Luego (4) < PLA 
ll) VERDADERO : 


(AAB)C(AUB)>(AAB)e P(AUB) 
TINFALSO :A/B= 4 A=B no necesariamente 


Contra ejemplo : 


A=1(237 e B=f172/3/4) 


* Por lo tanto A/l sin embargo. A+B 


RPTA:“B” 


PROBLEMA 8 : 

Sea A = (1; 2; 3) 

Determine el valor de verdad de las siguientes 
expresiones: 

Dixe A Vye Alx*<y+1 

INVxe A 3y e Alx?+y*<12 

IM) 3xeAVye Aldze Alxat+y?*<2z? 

IV)ixe A3ye AVze A/lx?+ y*<22* 
A)VFVVC) VVVF B)VVFV D)FVVV EJ)VVVV 
RESOLUCIÓN : 

VERDADERA : 

* Si: Ja=1; Y y e (1;2;3) 

* Entonces: 1<y+1=>0<y 

* Por tanto, y e(1;2;3) 

PEA ; 


*Si: :3) 


ad 1<12> x*<11> -JM<x<V11 
* Por tanto: we (1;2;3) 

11!) VERDADERA : 

* Si: 3x=1;32=3 ; Vye (1:2:3) 

* Entonces. 
1+y<2(9) > y?<17 > -JI7<y<V17 

* Por tanto: y € (1;2;3) 

VI) FALSA : 

“Sl: Das 1; 141<2 
>kxk>z>1v2<-1 

* Entonces, no cumple Vz e (1;2;3), pues falla 
para z=1 


RPTA:*C” 
PROBLEMA 9 : 
Sea x un conjunto no vacío y Rc P(x) un 
subconjunto no vacío del conjunto potencia de 
x , Res un anillo de conjuntos si para cualquier 
par de elementos A y Ben R se cumple 
AuBeR » AlBeR.Si R es un anillo de 
conjuntos. Indique el valor de verdad de las 
siguientes afirmaciones: 
DAABeR INANBER ID$ER 


B) FVF Cc) vvv 
E) VFV : 
VA¡BeR: AUB € Remains) 
E UT 


* Analizando cada afirmación dada: 
1) VERDADERO: AABe RsiA;Be KR 


[EDICIONES RUBINOS 


HMs35 


PROBLEMAS BESDELTOS DE RETASO) 


* Por (HI): (A-B)y(B-A)JeR 
* Luego por (1): 
(A-B)v(B-A)JeR=>AABeR 

1) VERDADERO : ANBeR 

* Entonces (AUB)eRA(BAA)ER 

* Además: ANB=(AuB)-(AAB) 

* Luego por: ANBER 

II) VERDADERO :  ¿feR entonces VA e R 

A-AeR>p¿ER 

* Justificación: 

$ es subconjunto de cualquier conjunto y los 

elementós de R subconjuntos. 

Ejemplo: 

* Dado X=(a;b;c)..... a; b;c: diferentes 

> P(X)I=(9:(a):(0):(c):(0,b):(b,c):(a,c); X) 

aquí, por las condiciones dadas , uno de los 

anillos Res: R=((a):(b);(a,b):9) 
RPTA:*C” 


PROBLEMA 10 : 
Sean los conjuntos : 


A=le=tirioe Z con 1<r<3 y 0<a<3), 


B=(x€2/1<x<2).Calcule Au B 


A)(1;2) B)J1:521 . Ccyl1;2) 
D)[1;2] E)J[2;3) 
RESOLUCION : 
i:I<r<3>r=2 
: 0<a<3o.=1v8=2 
* Luego: A=(2;1); B=(x e R/1<x<2) 
a 
e 1 2 Ci 
e y 2 o 
; AUB 
-o 1 2 - +00 
>AuB=|[1;2] 
¿ RPTA: “D” 


PROBLEMA 11: 

ua - 
Sea —<<-1 donde a y bson números reales, 
entonces dadas las proposiciones 


D(a+r 1 <(b+ 1P ma>b 


ma-b>0 


son ciertas 

A) Ly B)Hy HI  CMHyHr 
D)I, My 11 E) solo II 
RESOLUCIÓN: 


* Invirtiendo tenemos: 0 >a>b> -1 
1) VERDADERA: a+l>b+1 
SA Ta 
(a+ 1> (b+ 1 
1) VERDADERA : a? > b* 
7 


111) VERDADERA : % > b 

ar 

a-60>0 
*Porlo tanto, las 3 proposiciones son verdaderas. 

RPTA: “D" 

PROBLEMA 12 : 
Sean a, b, cy d cuatro números reales 
positivos tal que a — b= c- dy a < c. Diga la 
verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones. 


ao. e ec, a 
Des sia<b ms sic<d WD 
AJFFV B)JFVV C)JFVF 
D)VFV E)VFF 
RESOLUCIÓN: 


*Sesabeque:a,b,c,d>0 
* Además: a-b=c-b>d=c+b-a 
(1) 


*Si: a<bo 53 de (1) 

fe=sso (a-b)(a-c)<0> a(erb-a)-be<0 
a-b<0 > ad-be<0> ad<be = ¿<< 
11) FALSA: 


*Si: La 
Sita<b= ¿< 
* Dado que: 

a-c<0 A a-b<0 


como: (a—c)Ma—-b)>0>ecb-(c+b-a)a>0 
=== 


>cb>da=> > 7 


b 
111) FALSA: 
EG => 0-0>0 por (e+b) 


> (ctblc-a)>0> clb+c—a)-ah>0 
A 


>od>ab> a 
RPTA: “E” 


Ca a HEZNENEA 


MatssoT 


A ENCICLOPEDIA 201 


PROBLEMA 13 : 
Partiendo de la desigualdad a? —2ab+b*? >0 
donde a y b son reales no negativos , podemos 
demostrar que : * 


AJa-b>0 B)a+b>ab C)a+bs 2./ab 
met: Jab EJasb 

TN 2 

* En lo dado : a*-2ab+b* >0 


* Sumando 4ab ambos miembros : 
a?+2ab+b* > 4ab>(a+b)? > 4ab 
* Como: ab>0 


>a+b> 2/ab > 


> ab 


RPTA: “D” 


PROBLEMA 14: 

Dadas las siguientes proposiciones. ¿Cuáles son 
verdaderas? 

1) Si: asbbeRla>0 Albl<i>(ab+a+1) es 
siempre mayor que Z. 


II) Si: a,be R* el máximo valor que toma 
titan 51. 

II) Si: 3+a?* —a*<M,Va e R =el menor valor 
entero de Mes 3. 

AJFFF B)VFF CIFVF 
DIVVF EJVVvV . 
RESOLUCIÓN: 

DVERDADERO : 


* Si: a,be R; a>0albl<1 
entonces -1<b<11.a>00-a<ab<a 
S0<ab+a<2a > 1<ab+a+1<2a+1 


>ab+a+1>1 


I)VERDADERO : 
*Siza,be R*=>(a-b >00a*4+b? > 2ab 
> at+b*+30b 2 5ab o 0< Sab 
+b*+30ab 
E 5ab ) 
ar+bi+3b más 
II) FALSO : ñ E 
* Por las condiciones del problema: 
2 
atratilos ml ef. a 3) >E-m 
4 d 2 4 


*Sise cumple: vaer= 7 -Ms0>M2% 


3 Menor entero=4 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 15 : 

Sea el conjunto A=(xeR/Vx-1€Z). 

elemento de A que se encuentre en la posición 

50 es. 

AJ2104 — B)2205 

RESOLUCIÓN: 

* De acuerdo al dato: A=(x € R/Vx-1€Z) 

* Asumiendo que: Jx-1=K n KeZz 

* Entonces: KeZj a x=K*4+1 

* Luego evaluando para los siguentes valores: 
K=0 > x,=0+1 
K=1>x=1"+1 


K=2 > x3=2%+1 


C)2301  D)2402 E)2403 


K=49> xa =49 +1= 2402 
* Por lo tanto , el elemento de A que ocupa la 
posición 50 es: 2402 


PROBLEMA 16 : 
El conjunto 


alicias*) es igual a. 
1 


A) (-0s0]u [- 24) B) [0:- 2] C)R 


E) Er (o 
RESOLUCION : 

re Ao 2 2-axrlxra?, 
* Resolviendo la desigualdad: 
C.V.A. 
2-ax>0 nx+ax*>0>2>ax% » x(1+ax)>0 


A= ls emsas- 4 2-ax>Vxtar 


¡ a<-4 


* Se sabe que: PO A nea 
a a 


* Luego intersectando se obtiene: 


8 
alto 


CV.A =[0 ; 2] 
a 


* Elevando al cuadrado: E 
4-4a+ra?ix*>xa+ax* 

> (a? -ajx? - (da+1)x+4>0.. 
*Aquí: coeficientes principal 


discriminante = 24a + 1 <0 . 
* Entonces: (a) se verifica VeeR. 


(EDICIONES HUTINOS 


| pao (EEZA 10051 


PROBLEMAS RESPELTOS DE REPASO ) 


* Por tanto: A=C.S=C,V.A= 


PROBLEMA 17: 
Determine el valor de verdad de las 
afirmaciones. 

DSixe(-1;5)> 


3 
0; 
2 0:D 


ID Si xe[0; 4) > ra VE +1>0 

TD Si pr 1<-3 

A)JFVV B)FVF C)FFV 
D)FFF E) VVV 
RESOLUCIÓN: 


* Al analizar las proposiciones se obtiene: 
D-1<x<5=>3<2x+6<15 


e 3 
5 2:45 
16 
MO0s<x<4=> das +2 5 y8 


-1<- Ji +11 


* Por lo tanto , resulta Y VW 


PROBLEMA 18 : 


Si el conjunto : A=(x e R//4=1- fx 1120) 


Entonces el conjunto g- A está dado por 


AJ4 _B)[-2; 2] C)-2 ; 2) 
DX-2;1)  EJ)[-2; 1] 
RESOLUCIÓN: 


* Hallando el conjunto A se tiene: 
DCVA.: x*-120 A 
>: (o-11U[15+0) 
11) Elevando al cuadrado /x?-1 2 lla 11, se 
obtiene: 2? -12>|x-1| 
>1-1%<x-15x*-1 
>lasx-11nx-4sx?-4 
>(x+2M(x-1)>0 n x(x-1)>20 
AS AO 


> x € (oo; -2]U[L; + 00) caoronasanorarasa (T3 ) 
>A=r,Nr3= -2]U[15+0w) 
* Entonces: R-A=(-2;1) 


PROBLEMA 10 : | A 
Resuelva: ( l3 +18) +(/3-J8) s34 


A)-3sxs3  B)VE<x<2/8 C)-43xs4 
D)-42 5x5 /2 E)- 43 < xs Y3 
RESOLUCIÓN : 


* Se sabe que: V3 + /8=/3+2/2=42 +1 


* Entonces,la expresión dada es equivalente a: 
VA JZ— 7D (VD 5 34 
(V2+1)%+(42-1) SAA 
* Luego haciendo (/2+1)*=a , tenemos: 
2 
a+rl<3470>0 > 0215360 (vs E) <36 
a a Ja. 


1 
ada s6 >3-2/2</as34+2/2 
* Finalmente reemplazando a resulta. 
EME S ZA s (ZA? 
(/24+1)* s(J2+137 S(J24+1* 4241>1 


=-25 3522 4x4 0.5.=[454] 
RPTA:“C” 

PROBLEMA 20 : 

Calcule el conjunto solución de la inecuación : 


(a-2*)+4x4+2<0 
ee eo loo as 
RESOLUCIÓN: 


* Transformando la inecuación dada tenemos: 
. 
(+2) +4(=-J)+3<o 
* Luego factorizando por aspa simple , se tiene: 
(+-4+1)[+-4+3)<0 0 (+ 7)][5+)<o 
4 4 aa 


1 
* Entonces los puntos críticos son: EE 


o _11 3 +0, 
4 4 


RPTA:"“B” 


(CALA IZMERETA 


(MEET [sl TAN OICLOPEDAA 2012 


PROBLEMA 21: 
Los valores enteros x e y son los lados de un 


rectángulo. St se._cumple que q: Pa ya E 
1 a+l 


para a > 0, halle el rectángulo de mayor área. 


A)2u*, B)3u* C)4u? D)6u* E)6u' 
RESOLUCIÓN: 
* Al sumar las desigualdades se tiene: 
Es + caje+2 <12 
a 
* Nos piden el mayor valor xy con x;yeN; 


1 
en tal caso a?+ —7 debe ser el menor posible. 
* Se sabe que: 


aL >2;Va+0 > (at+ 2) 
a” /menor 


2x+2y<12>3x+y<6 
yy 


* Luego: 


mayor 52% 3=6 > Amnayor=6 ut 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 22 : 


Ds: el pa solución de la inecuación 
a - qe 


ai) ma (io) 
A) 


RESOLUCIÓN : 


E 


ale -4* 140... (1) 

* Hacemos ¡4=m 

* En (1) :m?-m-1<0 

* Aplicamos el método de los puntos críticos : 


«Raices; m==É ; Eno 
x* luego : 18 y ¿LANE 
2 2 


* Reemplazamos a por 4** 


13 2 


¿15 
¿IAE 
2 


* Solo resolvemos : ¿* 


* Tomamos logaritmo en base 4 ; 


«<a 5) CS= (stos (15) 


PROBLEMA 23: 

La inecuación x” - 2bx - € < 0 tiene como 
conjunto solución(—3;6). Halle b + € 
A) 16 B) 18 C) 20 D) 22 
RESOLUCIÓN : 

* La inecuación x?-2bx-e<o se verifica , 
para todo xen (-3;5). 

=3 y xy=5 


E) 24 


* Luego : *; 
son raíces del polimonio P(x). 
* Aplicando el teorema de Cardano : 
x¡+x2=2b A x,x2=-0 
>2>2=2b »-156=-c 
>b=1 nc=16 


> [b+0=16| 


PROBLEMA 24: 
¿Para qué valores de xse verifica la inecuación? 


RPTA:"A” 


ÁS 
x+7 
A)-1/2<x<7  B)-1<x<b C) -3/2<x<4 
D) 3<x<8 E) 1<x<6 
RESOLUCIÓN: 
3x+10 1 1 u 
De 8 A Bl o ee 


Los rado A 


2 n 2 2 
RPTA: 


PROBLEMA 25: 

Dados los números reales A y B tales que 
A<B<0, dé el valor de verdad de las siguientes 
afirmaciones : 


1 A*<B*<Osikes par 1) + + <0: Vkez* 


IS 
1) 32>0; VkeZ* 
Br 


A)FFF B)JFVV C) VFF 
D)VVF E)FFV 
RESOLUCIÓN: 


(EDICIONES _RUBINOS 


ROMINA BESTEITOS DERETASO ) 


D FALSA : 
Como k es par ,entoces: k=2n;n e Z 


*Luego : A<B<0>"A*">B”>0 E 


IM) FALSA: . 
Como A<B<0 analicemos dos casos ; 


OSI k =2n:n € Z* invertiendo 500 


y 1 
elevando a la 2n: >-3>0, 


li) Si k=2m+1 > per 
HI) FALSA: 
Cano acueo> [5500(4 d >0; vez] 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 26 : 
¿Cuántas de las proposiciones siguientes son 
verdaderas? 


DSi: lx*>1 =x>1 


Si: dox>1 =>x2>1 

IINSi :x<-1 =>x*<-1 

IV)ISi: x>1 >x*>1 

V)ISi: x*<1>x<1 3 

An B)2 03 D)J4 EJ6 
RESOLUCIÓN: S 


*Analizando proposición por proposición , 
tendremos : 


IIFALSA: [3 > 1 tao > 11 


11) VERDADERA: x>t>-x20>xsS0 
entonces : -x>1>x*>1 

HI) FALSA: x<-1>x*>1 

IV) VERDADERA: x>1>x*>1 

V) VERDADERA: :*<1>1<x<1=>x<1 


RPTA. 
PROBLEMA 27: n 
La siguiente inecuación odiar ión +3 
satisface para : 
A)-2<x<26x>3 B)-1<x<3 6x>4 
C)-3<x<1 6 2<x<3 D)-m<x<3 


E) Todos los números reales diferentes de 3 
RESOLUCIÓN: 

* Reduciendo la inecuación dada : 
aL pr 840 (Dl 4) 
x-3 x-3 x-3 

*Usando puntos críticos : 


>0 


ol 3 4 +0 


C.S.=(x€R/-1<x<3ux>4) 


RPTA 


PROBLEMA 28 : 
¿Para qué valores de a en la  ¡inecuación 
cuadrática siguiente se cumple que para 


todoxeR? x+ax-2<2x"-2x+2 

A) a e (-6;2) B)a e (-10;-7) C)a €(1;3) 

D) a e (-165;-10) E) a e (3;6) 

RESOLUCIÓN: 

* Por el Teorema del Trinomio Positivo , se sabe: 
Ax Bx+C>07 Vx e R 

* con: A;B;¡CeR=>A>0 a B?-4AC<0 

* Luego aplicando el teorema, resulta: 

(a+2)* -4(4)<0 

> (a+6)(a-2)<0>a e (-6; 2) 


RETA; * 
PROBLEMA 209 : 
Halle el conjunto solución de la siguiente 


desigualdad: Tx +JI+x m3 


also ol o 2) 2Ml) 

DJ(151) — EJ=t51) 

RESOLUCIÓN: 

* Hallando el conjunto de valores admisibles 

CUA. 1-x20n1+x20 
>xslax2-1>-15x51 


* Entonces; U =| ) 
* Al efectuar se tien: 


2+2 1-4? >> 2/14? 2lal-2......(1) 


* Como lx|-2<0 , pues del C.VA. lxlS1. 
* En (1) se verifica Va e U> C.S.[-1;1] 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 30 : 


ab 
si: -10<a<- b;-2<b<-1;2<c<5; Entonces E 


está comprendido entre. 

A)-10y-1 B)-10y1 C)2y10 D)2y20 EJ0y10 

RESOLUCION: 3 
1) RO 


IEA le A) 


[CA A ZTENEA 


mias xo0) 


y CICLOPEDIA 2012 


*De : 2<c<65 
invirtiendo 


*De (1) x (11) : 1 <o 


¿ ab 
entonces estará comprendido entre Oy 10. 
¿ $ RPTA: “E” 

PROBLEMA 391 : 
Sea el intervalo cerrado /a;b] el complemento 
del conjunto solución de la desigualdad 
-(YV2+/2)x+2%>0. Sea también 
ho-a*|<3 y lz- 54|<5 . Entonces la longitud del 
intervalo que recorre la variable real 10+z es : 


46 B)8 C)10 D) 13 E) 16 
RESOLUCIÓN: 
* Como: 


(+-Y2l(+-/2)>0 
An xc (0/2) 0 (/2;+00) 
A? =[Y2;/2]=[a5b] > a=2, b=/2 
* Luego , reemplazando en las desigualdades: 
ho—-4153 Alz- 8156 


Siendo 10,z € JR. 
S3Ssw-4sgra5sz-855 


>1swS7,A3S2513 
Luego: 4<w+z<20>w+2=16 , 
RPTA; “E” 

PROBLEMA 32 : 

Una empresa contrató a un estudiante como 

promotor de ventas de un producto y le dieron 

a elegir dos modalidades de sueldo. Modalidad 

A: Una comisión de $ 3,20 por cada artículo 

vendido. Modalidad B: Un sueldo fijo de $ 860 

más comisión de $ 1,80 por cada artículo 

vendido que exceda las 50 unidades. La suma 
de las cifras , de la cantidad mínima de artículos 
que debe vender para que la primera opción 
sea más conveniente , es: 

AJ9 B) 10 C) 11 

RESOLUCIÓN: 

* Sea x el número de articulos* 

* Modalidad A: 3,20x 

* Modalidad B: 860+1,80(x-50) 

* Por condición del problema tenemos: 
3,20x>860+1,80(x — 60) 
>1,4x>770 > x>550 
= x=(651; 562;....) 
> Kmin=551 => Ycifras=11 


D) 12 E) 13 


PROBLEMA 33: 

Sea Nun número natural tal que la tercera parte del 
que la precede disminuida en una decena es mayor 
que catorce , y la cuarta parte del número que el 
siguiente aumentada en una decena es menoro igual 
que veintinueve . Entonces la suma de todos los 
posibles valores de Mes, 


A)74 B)76 C) 149 D)J73 E) 222 
RESOLUCIÓN: 
* Planteando lo enunciado : 
: N-1_ 10>14= N>78m.. (1) 
44105293 NS rcmnd11) 
* De (1) y (1): 73<N <75=>N € (74:76) 
*Luego la suma pedida : 74 +75=149 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 34 : 
Sean x, z, N enteros no negativos. La 
cantidad de números MN tales que 
10 <N<35, que no se pueden expresar en 
la forma N = 5x + 8z es igual a: 
A)1 B)3 0)7 D)5 
RESOLUCIÓN: 
* Sabemos: N = 5x + 8z 
* Luego por condición: 10 < 5x + 82 < 35, 
existe 24 valores enteros : 

xe(0; 1; 2; 3; 4; 5; 6) 

ze(0; 1; 2; 3; 4) 
2=0>N=6x x=3; 
2=1>N=6x+8 
2=2>N=5x+16 


EJ9 


x=1; 3; 4; 5>6 valores 
0; 1; 2; 3 => 4 valores 
2=3>N=65x+24 > 4 valores 
2=4>N=6x4+832 => 4 valores 
* Se aprecia que 17 valores que cumplen con 
dicha combinación lineal. 

* Entonces, 7 números no se pueden expresar 
de dicha forma. 


ze 


x=0 


RPTA:*C" 


PROBLEMA 35 : 


-b 
pS , con O<b<a 


Dada la inecuación E 


Su solución es unión. de dos intervalos , siendo 
uno de ellos. 


A)M=o;=b)  B)(=b50) C)(=b3+0) 
D)(-a;-b) E)(-a;+0) 
ERSOLUGIONE 
ados a AE AER AA 
sDeto ee ad A ad 
La 
(6-0) * 
AAA A AA 


(EMICIONES RUBINOS 


[pes EECEN 


PROBLEMAS RESVELTOS DE EPASO ) 


* Luego por puntos críticos: 


A z 

>C.S.x e (a;-b)u(0;+0w) 

* Nos piden un intervalo 

* Por tanto uno de los intervalos es: (-a ;-b) 
AA E RPTA: “D” 

PROBLEMA 36 : 


2íx-D ¿póor pp 2s-l 
q xa (a q 
Sea la MESS ad con 


a 
0O<a<1. Entonces , el menor valor entero que 
satisface la inecuación es x 


A -2 B)-1 190) 
RESOLUCION : 
* Al afectuar miembro a miembro se obtiene: 
134% ya -6r-2 
* Se sabe que: 
0<a<1 ; entonces 
3-4x>2x*-5x-2>2x*-x-5<0 
* Luego completando cuadrados resulta: 
(4x -1)"<41 >-/41<4x -1</21 


D)1 E)2 


4 4 
* Entonces , el menor valor entero es x= -1 
RPTA:“'B” 


PROBLEMA 37 : 
Los números x que satisfacen la desigualdad 


2 
la? +10 -3lx? +2-4<0 se encuentran en el 
intervalo 


ANAZ5 13) Bios l3)  Ci=o;-18) 
DIA A3 5/3) EMNEJZ: 2) 
RESOLUCIÓN: 


* Tenemos por dato: lx? +11" -3lx*+21-4<0 
* Aplicando aspa simple se tiene: 


(x? +21- 4) (la? +141)<o 
7 


* Como: (x+1)ÉR*=>ló+d=2*+1 
* Entonces tendremos: 


2%+1-4<0 =x*<8 0/8 <x<V/3 


* Por tanto: we (-/3;y/3). 

RPTA:“D” 
PROBLEMA 38 : 
Halle la intersección de los conjuntos: 


Palxe Bla? -2x1020) y Qu(xe El” -ax-2a* 50) 
donde $ a<l 

A0 B)[-a;1-JiZa]  CX-o;1-JI=a] 
DJ Ja; 0) Esa:1- Va) u[mI=a; 2] 


RESOLUCIÓN: 
* Analizando el conjunto P se tiene: 
x-20ta2005(-1 >1-a, como sa<I 
por lo tanto: 0 < 1 - a; 
* Luego: 
Va -1* Via ol 2VT=a 
ox-I2/I=a y x-1s-JiZa 
oxzlwJl-a v xs1-Ji=a 


* Ja Ha 
> P=(-0;1-y) =aJo[1+J17a ;+0) 
* ahora analizando el conjunto Q se tiene: 
x*-ax-2a*s0 
e 
x a 
(x- 2a)(x+a)s 0 
DIV VA 


-a Za 
Q =[-a2a] 
* Luego intersecando , se obtiene: 
POQ=[-a;1-JI-a ]u[1w+Ja=1;2a] 

RPTA: “E” 

PROBLEMA 39 : 
* Sea a,beR tales que lx-a|<2b. Entonces 
los números p y q para-los cuales se tiene 


"5 €lps nente. 
PET (254) son respectivamente 


1 1,3 ql 
AN B) 55 C)-1;1 D) 0;51 E)- 5 
RESOLUCIÓN: 

* Dado que |lx—al<2b; entonces b>0 


> -2b<x-a<2b> b<x-a+3b<6b 
1 1 1 1 1 
E E EA 

marzo o ear 


CALA IZIENEA 


— Ba) 


1 g a 
* Pero p< ELO (por condición) 
* Por lo tanto observamos que hay 3 
posibilidades de acuerdo a las claves: 


a 1+oo 


5 04 
p=Znq=L, p=05q=1 yp=-1,q=1 


* Pero, si consideramos p y q máxima cota 
inferiory mínima cota superior respectivamente 
los valores serian: p=1/5 y q= 1 

RPTA: “A” 
PROBLEMA 40 : 
Determine en qué conjunto de números 
negativos debe estar contenido x para que: 


xl -17x*4+60 

x(x* —Ba+b) 
ANAVI2 5-5) BI(=005-NI2) C)(-V12:0) 
Di eros-V5)  EM-4550) 
RESOLUCIÓN: 


* Al factorizar el numerador de la fracción 
obtenemos lo siguiente: 


(a? - 123? 6) _ (00 + JIB (3 VB Mx JM: Y8) 
x(x% -8x +6) x(x? -8v +6) 

* Pero como condición x<0, entonces: 
x-YI2<0 ;x-/5<0;3*-8x+5>0 

* Por lo tanto, la inecuación nos quedaría así: 


(x= +V12) + (x+/5)<0 


PROBLEMA 41: 
El conjunto solución de la inecuación : 


V2-Tal(1- 2?) 
lla +3/+x-2)(la4-2) 
A)(-2;2) B)[1; 2) C)[-1;1] 
D)25-11 — ElN25-1JU[1;2) 


RESOLUCIÓN: 
* En la Inecuación, determinamos el cálculo del C.LA. 


2-[x120A (lx +3)+x-1Dlx1-2) 20 
2sx<2 Ax *(t2;-1) 
*Luego, obtiene : C.V.A.=(x e (-2;2)-(1)-S/) 


20 es 


* Ahora resolviendo la inecuación, se obtiene: 


EU a e 
2D (4-2) 
S, =[1:+0) 
*Por lo tanto, el CS.=(S,NS));xe[1:2) 
RPTA: “B" 
PROBLEMA 42 : 
Sean a, b, nenteros que verifican : 


SS AA 


n-7<a-b<n-5 .mammsmsoss (1) 
10<a+n<12 ss () 


luego el valor de [Ez es: 
9 aio nt E 


6 365 37 42 25 
M=7 1-3 CIR Dl 533 


RESOLUCIÓN : 
* De (1) + (1) :2n-8<2a<2n-4 
>n-4<a<n-2>0=n-83 
* Reemplazando en (1): 
n-1<n-3+b<n+1>2<b<4> b=3 
* Del mismo modo en (117): 
13 16 


10<n-3+n<12= <n< 7 => (n=7 .a=4) 


443747? 87 
4437-72 12 
RPTA;“C"” 


* Entonces lo pedido es : 


PROBLEMA 43 : 
Halle el valor de P=|x-y| donde x e y son 
números enteros positivos que satisfacen las 
siguientes desigualdades: 

5x-8y >2; 2x+y<11 5 y>8 
A)-1 B)7 C)J1 D)J8 
RESOLUCIÓN : 
* Del sistema : 


bx —3y>2 csmreremasiro (1) — Ls 


EJO 


O >= 
AS 
reso (MUY) 


2x+y<11 0. 


* Como y €Z entonces y=4 


* Reemplazando en (1) y (11): 


(6x>14) » <a> E <x< z 


(EDICIONES _RUMINOS 


[es ELO po 


PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 


* Como xeZ entonces x=3 
* Piden : |x — y|=1 


PROBLEMA -44 : 
Dadas las desigualdades : 


Yy7+ 2(x -2)<0 
Ps (9-3) 1+laxy]>0;a <O 

Luego, pódemos afirmar que x-y es : 
A) menor que -2 B) menor que 0 
C) menor que 2 D) menor que -1 
E) menor que 1 
RESOLUCIÓN: 
*De la primera inecuación : 
y >2021y+2>221%y?+22/2>0 
Uy + 2(x-2)<0=>x-2<0>x<2 

mm 
*Ahora de la segunda inecuación : 

|t+]asy|>0.......(por definición) 
*Luego : (9-3)|l-+asy] >03y-3>03y> Ben (B) 

17 


*Dea y B :x-y<-1 


mn 9) 


RPTA:'D" 
PROBLEMA 45 : 
Halle el valor de E= 4x+3y, dónde xe y son 
los valores enteros que satisfacen el siguiente 
sistema de inecuaciones. 


AJ20  Bj24 
RESOLUCIÓN: 


Cc) 25 


D) 32 E) 36 


11 
* Efectuando I+3(111): 5x > 11 dido 


* Efectuando II — III: 2x< 8 +x <4 

de donde obtenemos : 

* Reemplazando (IV) en 

(1) : 2/3) +y<11=>y<6 . 

* Se tiene y<5; pero por (117), y>3 luego, se 

concluye que ; y=4>4(3)+ 3(4) =24 
RPTA: 


PROBLEMA 46 : 
Señale la alternativa que tiene la secuencia 
correcta , después de determinar la veracidad 
(V) o falsedad (F) de las siguientes 
proposiciones. 


a 

Dac(0;: 157 e(0,+0) 
2 
¡EE 
1 


¡2 
M1sx<250S 
) 1sx<20> o 
EN 


<8 


TI)-2<x<-104< 
AJv vv B)JVVF 
D)FFV E)FFF 
RESOLUCIÓN: 

* Analizando las tres afirmaciones para verificar 
su validez o no: 

1) Vemos que ae(0;1 Seto 


C)IVFF 


* Luego formando la expresión se tiene: 
La 14 20<0<1 
a, 1-a 
1 1 
+0<1-a<1 o 1<050<-1+ 
1-a 1-a 


* Luego: as (0+a 


Misx<20505 EXEC 
2x 2 


* Tomando x= 1 se tiene que: 


2=2_J2 
es FALSA y, 
IM) -2<x<-1054<2'*"U<8 


* En efecto , como la función exponencial en 
cualquier base es creciente, se tiene que: 


ls 
2 ¿eo > 222? 
> 2<|x-11<3>2<x-1<3 v-3<x-1<-2 
> 3<x<dv-2<x<-1 
al 
* Luego se observa que 4<2'*+*!1<8 no implica 


que -2 < x < -1 ; luego , la afirmación es 
FALSA. 

RPTA:*C” 
PROBLEMA 47: 
Siendo 


X=(x e R/lx* —631<4) e Y=[x € mila —6x+6|< 2) 


Entonces, X n Y esigual a : 
a B) [154] — Cl-a;-1)u(s;) 
A) 


CAE 2 2 2 


RESOLUCIÓN: 
* Para resolver este problema, utilizaremos el 
hecho que XnY=4 si y solo si no existe x que 


CALIENTA 


53%) 


satisfaga simultáneamente las siguientes 
Inecuaciones : 

Xe laj<4o-4<a<é E 

Y: [a+6|s20-2<a+6520-8sas-4 


* Siendo x”- 5x = a (a en función de x) 
* Luego intersectando los valores de a setiene: 


* Se aprecia que no existen valores de a, 
entonces, no existen valores de x; esto implica 


que XnY=4. 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 48 : 
Determine el conjunto solución de la inecuación 


3 lx-2|-8|x+21|<0 


A) (-0;-32,5)U (-16, 26; +00) B) (-003-11,6) 

C) (-116;-4,6) D) (-32,5;-16, 25) 
E) (-0;-32,6) 0 (4,6; +00) 

RESOLUCIÓN : 


* |x-2/<3|[1+21| => [y - 2/<)3x+63] 

> (x 2) <(3x+63* > 0<(32+63)* —(x -2)P 
> 0<(4x+61)(2x+65) 

* Luego los puntos críticos son: 


65 61 
esoo 28 (-0, sa) 
S.=(-007-32,6) U (-16,26 ;+0) 

RPTA: “A” 


* Entonces : 


PROBLEMA 48 : 
Si (x,5x7) es el conjunto solución de 


gene” -11=8"+2/entonces la suma de x, y 


Xy es: 
A)-4 Bj-2 c)o D)2 E)4 
RESOLUCIÓ) 


DA LIA) 342 
Reduciendo: 3% 3 -2.324=0 


Tenemos: 3=1 > 


Sk -1Sx<0 
eliminando los valores absolutos: 
Es E 
Reduciendo: 31 =3 
Tenemos: x+1 =1 de donde: x=0 


04 -1<Sx<0 


Skx<-1 
Eliminando los valores absolutos: 
Dele rar 2 
Reduciendo: 341 = 3 
Tenemos: -x-1=1 


de donde: [x=-2] .. C.S. (-2:0) 


* Luego: C.S.=(-2;0) > x,+x9=-2 
RPTA: 


gr 
PROBLEMA 50 : 

Sea la función fíx)=4+3/(4- 3*"* ), definida en 
el intervalo <260";360*]. Entonces los valores 
mínimo y máximo de la función son , 
respectivamente, 


A)-1y5 B)-1y0 oye D)J6y7 miys 
RESOLUCIÓN: 

* Se sabe ques 

Ib 
* Dado dE 260"<x < 360" >-1< senx <0 


* Entonces: 
F“* es creciente cuando—1< senx< 0 


* Por tanto: 2 < gens < 1 
Por (1:15 87 SE 


Sumando 4 
3s4-3m s3 el reciproco + 
E 3 
AE A 
«Pod: 35 gg 
Sumando 4 ; 


a 
mínimo m7 
*De (D: fl%Jma=5 N Fm 


CIONES _RUBINOS 


ía 


DOE ll 


PROBLEMAS EESUELTOS DE REPASO ) 


PROBLEMA 51 ; 
Las soluciones reales de la ecuación 
Logs(x *-20 x )=3 son : > 
A) no existen *  B) únicamente x=25 
C)únicamentex= 5 D]x,=6,%,=25 
E) x,=-5,%,= 25 
RESOLUCIÓN: 
C.V.A: x?-20:>0 => x<0 v x>20 
* Aplicando logaritmo se tiene: 
2*-20x=5* > x* - 20x - 125=0 
-25 

> 5 
* Por tanto: x=25vx=-65 
* Dado que estos valores satisfacen al C.VA , 
entonces son las soluciones reales: 


x,=-5 nx9=25 
RPTA; “E” 

PROBLEMA 52: 
El conjunto solución de la inecuación 
Logs 13-4x|>2 

3 3 3 

de BR -|-2; CIR /-2; 
(5) a [5] s Ls) 
D)R EJR- -2:3) 
RESOLUCIÓN : 


ze s Logs |3- 4x1>2 <> Logs |8"- 4x1>Logy9 


* Dado que la base es mayor que 1, se tiene 
13-—4x|>9; de donde : 


3-4x>9 y 3-4e<-93-Íorvder 
* Finalmente: 


S ul 3 +e 


coat] 


PROBLEMA 53: 


El conjunto solución de la inecuacón 
Log; (2x*+1)<-2 es. 

A) lxl>2/2  B)lxl>2 C)lxl> /2 
D)lxel<2/Z E) lxl<2 
RESOLUCIÓN : 


* Como : C.V.A.=2x*4+1>0;Vx € R 


= 
* Resolvemos: Log; (2x?+1)<Log yyy 68) 


* Entonces , como la base es menor que uno, 
! ay 
se tiene: 2x+1>()) >1%>4> |x1>2 


RPTA:“B” 
PROBLEMA 54: 
Al resolver la desigualdad: 
Logs[ y a 2200) 1) 
determine la suma de todos los números x 
enteros que la satisfacen. 
AJ2 B)4 C)6 
RESOLUCIÓN: 
* Analizando el problema tenemos: 
14-304%0 
2 8 
de? - 24x +35>0 
Lx =7 
Lx 5 
(2x-7)(2x-5)>0 
* Puntos críticos: 


D)J8 


EJ10 


pu 
2 
reo 5hu(z, 
2 
Logs 5 x 13520) cloga1 
1,2 


zo 30d < 13 dal 243435 <8 


>4x? -24x+27<0>(2%-3)(2x-9)<0 
* Puntos críticos: 


*De (a) (PB): CS= se(Í: o(7:5) 


2 2 2 


* Nos piden soluciones enteras , entonces : 

x= 2vx=4 son aquellas que satisfacen los 

requerimientos 

* Luego la 2 valores enteros es : 6. 
RPTA:*C” 

PROBLEMA 55 : 

El conjunto de los números reales que satisface 


la inecuación: Logg( x +3-3/x+1 J<les: 


IA AGIZNENEA Er ELN CICLOPEDIA 2012 


Allal-1<a4<0)] B)fa/0<a<3) 
C)(a/-1s5a<15) D)fal3<0<15)u(x/%> 30) 
E)fal-1<a<0)u[x/3<x<16) 
RESOLUCIÓN: 
* Haciendo un cambio de variable ; 
da+I=y /x>-1;y>0 se tiene 
Logs (y? — 3y+2)<1 
* Analizando el conjunto de valores admisibles 
y -3y+2>0 0>(y<1V y >2) 9 2 Occsmoso( 1) 
* Resolviendo la inecuación : 
>y-3y+2<6 
> y -3y-4<0 6 y € (2154) mucama 
* De (I)JA(MI): ye [0:1)U(2;4) 
* Luego, reponiendo y por Jz+1 
Os /x+I<1v2<W/x+1<4 
>-1Sx<0v3<x<1b5 
=Los números reales que satisfacen la 
inecuación son: 
la/-15a<0)u(x/3<x<16) 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 56: 

Sila relación : 

R= (1, 2a):(2,7);(6,1) : (1,3a -9):(7,9)) es una 

función, la suma de los elementos: del rango de 

dicha función es : 

4)22 B) 16 

RESOLUCIÓN: 

*Dado que R es una función : 

(1;2a) =(1;3a-5) => 2a=30-5>a=5 

* Luego : R=£(1;10),(2;7).(5; 1),(7,9)) 

* Entonces : Rang(R)=(10; 7; 1; 9) 

*entonces la suma de elementos del Rang(R) 
Ss : 104+74+149=27 


C) 27 D)16 E) 10 


. RPTA:*“C” 
PROBLEMA 57 : 
Dada la relación definida por: 


S=((+, y) e RxR/lN <lxl:1xl <3) 
Halle el número de elementos del conjunto. 
P=((x,y)eSk,zZ) 
AJ4  BJ8 C)9 


RESOLUCIÓN: 

* Sabemos que Pes un conjunto de pares 
ordenados de números enteros. 

* Analizando Sen los enteros, se tiene: 


DJ13 E) 27 


ll<3>x=-2;-1; 051; 2 
x=-2>|y)<2>y=-150;1 

* En: 

(o y)=(-2:-1); (-2; 0), (-2; 1), resulta 3 pares 
x=-1>|y<1=>y=0 

* En: (7 y)= (1; 0) 1 par 


ES no existe (x ; y) 


* Luego para x= 1 y x=2, por simetría resulta 
la misma cantidad de (x ;y) que para x= -1 y 
x= -2 respectivamente. 


* Por tanto, P tiene 8 elementos 

RPTA: “B" 
PROBLEMA 58 : 
La gráfica de la siguiente desigualdad x*y?<2 
es: 


RESOLUCIÓN : 
* Como gráfica de la ecuación ” + y? = Zes 
una circunferencia de radio /2, entonces la 
gráfica de la inecuación x” + y” < 2 será la 
región comprendida por el interior de la 
circunferencia de centro C,=(0;0). 

Y 


RPTA: 
PROBLEMA 59 : 
La gra Usa adjunta corresponde a 
=-a*+6x-5. Se inscribe un rectángulo con 
los lados paralelos a los ejes coordenados. 
Entonces la expresión para el área de ese 
rectángulo es. 


(EDICIONES _RUBINOS 


[EEE loa 


PROBLEMAS RESITATOS DEMEPASO) 


AJ2(3-x)-[4-(2-3)*] + 
B)(3-x)[2-(x 81] 
Cr18-xJl4- (531 ] 


D) a-a)2-(53)] 


El 


E)(3- sl[s- 


RESOLUCION: 
* La ecuación dada es : y=-*+6x-6=4x-3*+4 
y su gráfica viene dado por : 

MY 


2 
NE (65-(:-$)+4) 


xXx 


* Luego el área del rectángulo es : 

2(3-x) 42-31 +4]=23-x)[4-1x-3P] 
RPTA: “A” 

PROBLEMA 60: 

La gráfica del conjunto : . 


amor) Es=) uo): 


la 
E 3 o ] DI l E) ) 
RESOLUCIÓN: 


* Analizando tenemos: 
A=(l=; ylx>00 y <=") v (x<0 0 y 2-x* Ju 1(0;0)) 
* Finalmente resulta la siguiente gráfica: 


PROBLEMA 61 : 
A=((x; y)ly<2x?+3) 


Sea : 4 
nfs yly2= dad) 


Una de las regiones sombreadas adjunta, 
representa (A-B)u(B-A)' 


A) Y B) Sz 

x x 
C) D) , 

x Xx 
RESOLUCIÓN: 
*Graficando cada ecuación : 


Aslliylly<2a%+s] 0 Dlli91y ae 494) 
. Y 


Y 
4 
Xx 
* Luego 
(A-B) py 
29 Den SS xXx 

. x 

RPTA: “B” 


PROBLEMA 62 : 
Dadas las siguientes ¡inecuaciones 
x?—y<0; x+4<3y; y<x+2 entonces los 


pares (x,y) que satisfacen estas inecuaciones 
están representados por la región.sombreada . 


A, Y B) e 
X | Xx Su 
E) 
eS 
xXx 


D) 


AL AZIZNE REA PEsxs 


RESOLUCIÓN: y>-3ny<3=3y 


* Al graficar por a ós observa: => los pares son :( +1)(3:2) 
* Por lo tanto, tiene 17 pares ordenados, 
z y>E+£ » 
> E II) y<x+2 
17 a: m3 Hby RES 


PROBLEMA 64: 
La gráficas de la desigualdad |x|+|»| <4 es 


RESOLUCIÓN: 

. *Analizando dos casos se tiene: 
* Por datos los bordes no pertenecen ala región, porlo tanto y20 y<0 
la alternativa más próxima es la A 

RPTA: “A” A v 

PROBLEMA 03 :; y < 4-lx] y > lx|-4 
Sea Rla región limitada por las curvas : 

[p=4% 2" | [y=* - ax] 


Sin considerar los bordes de la región , cuántos 
pares ordenados con coordenadas enteras tiene 
dicha región. y 

A)18  B)17  C)16  D)4 E) 15 
RESOLUCIÓN : 

*Realizando los gráficos : 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 65: 
Sean A y B_ los conjuntos dados por 


A=((x,y)e R*/ysx+1) 
B=((x,y)e R*/y 2 x*) 


* La región Restá dada por : La gráfica del conjunto 
y>a(x-2% 4 a y<4 dx-2) C=(tx, y) e R*l(x, y)e A a po B Mea 


* Los pares ordenados que presentan A) B) 
componentes enteros son : 

* Para x=1 17. 1). 1 2] 
y>-3 A y<3>y=[-2;-1; 05152) > 


=losparesson: (1;—2)(1;—1) (150) (151) (152) 


D) 
* Para X=2 : E) E 
y>-4n y <a y =1-3;-2;5- ¡13 1 
> hos pares son : (2:32 ;-2(2:=10(2 3 0)(2;1) (252) (253) s 


(EDICIONES _RUBINOS 


Juas MET 


ROMANAS IESUDIAOS DEBERASO) 


RESOLUCIÓN: 
*Graficando los conjuntos dados : 


* Nos piden : Cl(x;y)e R*/(x;y)e (An B)) 
=ANB 


* Es decir: 


RPTA:“B” 
PROBLEMA 66 : 
Determine el número de puntos de ANB , si A 
y Bestán dados por 

A=((2;9) 0 R*/1x1+|y]< 4) 


B=((2:y)e R?lx1-|p]< 4) 
AJun punto.  B)dows puntos. C)cuatro puntos. 
D)ocho puntos. — EJinfínitos puntos. > 
RESOLUCIÓN: S / 
* Como: A=((x;y)e Ral +ly|s 4) 


B=(x;9) Rd >4) > Sld-4 
ySld-4 ; y20 
e 7 y<0 
$ Y 


* Se observa que la intersección: 
AN B=((4;0) ;(-450)) 
* Por lo tanto , el número de puntos de AMB es 2. 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 67 : 
Sea el siguiente sistema de inecuaciones: 

3 +2y<4 

Lr+ 3y* <-2 
Entonces, el conjunto solución está 
representando por la recia 


AN BM cur 
RESOLUCIÓN: 


* Se tiene: 


Y > 2% 4 Laumanorcoo (II) 
* Graficando las desigualdades (1) y (11) 


Doy am as, 


* Intersectando ambos gráficos: 


2 
Xx 


* Por lo tanto, la gráfica corresponde a la región 
Iv 


RPTA: “D” 


PROBLEMA 68 : 


Dada la ecuación de la circunferencia 1%+y?=1. 


Para cuál de los siguientes valores de a, la 
recta: L:x+2y=a , es tangente a dicha 


circunferencia. 
E)-J5 


AJ1 B)-J3 C)-2  DJ)2 


[CAL AZIZREREA 


[PSTCETTO ys e RTETTTTATTO 


RESOLUCION: 
*Graficando las ecuaciones dadas ,así : 
Y E 


* Se observa dos rectas , cumplen tales 
condiciones y que el sistema : 
24 y?= 
x+2y=0.. 
Posee solución única (Por ser tangentes) 
* De (11) : x= a-2y. 
* En (1) : (a-2y4y=1. 
>5y -day+a?-1=0>A=(4aP -4(5Na*-1)=0 
J5 y a=yY5 


>4a 


PROBLEMA 69 : 

El conjunto de soluciones del siguiente sistema 
+ y=r (1) 
AY E Frsinanmn (1) 

04 

B) un conjunto unitario 

C) un conjunto con dos elementos 

D) un conjunto con tres elementos 

E) un conjunto con cuatro elementos 

RESOLUCIÓN: 

* Reemplazando (11) y = x—ren (1) se obtiene: 

ara —rji=r? 

>2x(x-r)=0>x=0v x=r 

* Luego reemplazando en (II) se observa: 

Sí: x = O tenemos y=- r E 

Si: x= rtenemos y = 0 

* Entonces el conjunto de solución es: 

C.S.=((0;-r);(r;0)) 

Otra forma a 


* Al graficar la circunferencia y larrecta se tiene: 
Y 


para r>0, es: 


* Luego se observa que los puntos de 
intersección son: 


A=(r;0)a B=(0;- r)>C.S=((r;0)(0;-r) 


RPTA:“C” 
PROBLEMA 70; 
Sean fla) =-(x-1? +2. Si Alx)=bf(x)1(1-x), con 


B>0 y f(x+b)= f(x). Halle en que intervalo 
se encuentra A(x), cuando 0<x<1 

A)(-6;7) B)(2;4) C)(0;1) D)(0;4) E)(1;4) 
RESOLUCIÓN: 

* Por dato : f(x+b)=f(x)> b=2-2x 

* Luego : 


(2-2) 2 
As= ic 142] 


* Pero :0<x<1 


A) == ZN 


> <x-1<0>1>(x-1)>0 
>22<-Ax-1P+4<4 


>2<A,,<4 => [A e (24) 


PROBLEMA 71: 
Determine el conjunto de valores del número 


real rtal que la función fíx)=(rxw*-2rx+1)" , 
esté definida en /0; 1]. 


A)[-2;0) B)(0;+0) C)[0; 1) DJ(-o;1) EJ[1;+00) 
RESOLUCIÓN: 
* Al estarf(x)= 


RPTA:“B” 


5 definida en /0;1], 

se cumple: rx? -2rx+1+0; Vx e[0; 2] 

* Si x=0> (se cumple y r e RR) 

* Sixe(os1] 

despejando r *- 

dado que : 
O<x<1>3-1<x-150 
>20<(x-1)<1>-1<(x-1)?-1<0 

1 1 

aa a 


* Luego, Festá definida en /0;1]si re(-w;1) 


(x-1?-1 


sI>- 


RPTA:“D” 
PROBLEMA 72: 
La gráfica de función fdefinida por 
F(x)=lx-21+lx-4] es 


DICIONES_RUBINOS 


PROBLEMAS RESUELTOS DE REDASO ) 


RESOLUCIÓN: 
* Para graficar f, redefiniremos esta función ,y 
graficando : 


PROBLEMA 73 : 
Indique la gráfica po mejor representa a : 
1(xi=|+? —4|-a|:xeR 


A 


RESOLUCIÓN : 
* Graficamos paso a paso : 


a 


suela 


a Ta = 

» Si queremos aproximar la gráfica de Fa una 

de las alternativas dadas podría ser la D. 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 74: 

Asuma que la función f, dada POr ne 
lalo] 

está bien difinida (los puntos suspensivos indican 

un proceso infinito). Entonces también podemos 


escribir. 
B) f(x) =2 fa? +x* 


A) fíx)=2a+x 
O fixj=a+ [+ a? D)fi=)=0 lz+a* 
E) fíx)=a+ | at+x 


RESOLUCIÓN: 


*Si: fla)= [x+2a Jx+ 20, [x+... ;f(x)> 0 
Na) 
* Expresar: f(x)=/x+2a x f(x) 


* Elevando al cuadrado ambos miembros y 
completando cuadrados resulta: 


fx)-2af,,,+a*=x+a? 
> (flx)-aj.=x+a? 
* Despejando : 
(fx) a=+(Jx+a?)> flxJ=a +([x+a?) 
* Dado que Festá bien definido , x > 0 luego : 
flJ=a+ fx+a? >0, Vae R 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 75: 
El rango de f(x)= ll [tx - 1) + 21x1] es : 
AJR-[A; 1] BJR-(A; 1) C)(0,c0) Di 230) EN-l;0o) 
RESOLUCIÓN: 
f)= =Ql- 1*+2|x]] ;Domf=R-10) 
0 -1+200]=7+1 


"Sie He E 
>Si: x<0: a O 
241 3x>0 


E DE +3 ;x<0 


* Al graficar F 
se observa : 


* Por lo tanto: 
Ran(f)=(=0;-1)0 (1:+0)=R -[-451] 

RPTA: “A” 
PROBLEMA 76 : 
El rango de la función f: ¡RM0)> RR definida por 


fx)=x+— es: 
z 


(CAE EZRA 


A)B-(-2;2) B)BR-[-2;2] 
D)R-[-1;1], EJR-10) 
RESOLUCIÓN: * 

* Dado que: +0, 


C)R-(21;1) 


ax1>0vi<02 +22 091 <-2 
z z 


as 3 e(mo;-2]u[2;+ 0) > Ran(P=R-(-252 ) 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 77 : 
Dadas las funciones : 

F)=Vx*-4 5 glx)= 735 

halle el rango de f/x) g(x) 
AJ(2;4) BI2;+0)  C)(-w3-2) 
D)(-4;-2) EJ(O0;+w) 
RESOLUCIÓN: 


* Analizando las funciones tenemos: 

10) = lx" -4 > Dom(N) = (05-21 012:40) 

glx)= 15 > Dom(g) =(2;+0) 

* Entonces 

» Dom(f x g)=Dom(f)n Dom(g) =42; e 

> (Part) g(a)= Vx" 4 x 35 

(fx 8BM)=Íx+ 2; Domtf x g Mx) =(2;+00) 

* Luego hallando el rango (fxg) , resulta: 
xeDom(fxg)>x>2>x+2>4 

=> Vx +2>2> (fx BJ) >2 


* Por tanto , el rango de: (f x g)=(2;+0) 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 78 : 
A k _5x*-7x-6 . 
Dada la función mue 9/6 , definida 
sobre Es 2]. Halle el rango de |f|: 

43. -7 13 .-7 7.13 
aq al ole) 
D)[7 ;13) ol 
RESOLUCIÓN: 


*Factorizando : fi)= A 
+Reduciondo: — 1) =S(x-2) 
3.3 
e ón es 
dl 
*Restando 2 E 2< 12s3-2 
Por: Dex 251 > -19<5-Ds-7 
75 |6x-10)<13 
Val 
* Por lo tanto, el rango de |f.,|es [7;13). 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 79: 
1 

Sea fx) mt +1 una función definida para los 
54 


que cumplen la siguiente relación: 
Vx? - 1 < J3.Halle el intervalo donde varía f(x) 
A)(2;-1] B)[1; 2,25) C)[2;5] 
D)[2; 5,25) E)[3; 5,25) 
RESOLUCIÓN: 


E Hallando el dominio de la función a partir de 
Va? -1<J3, se tiene: 

Dx*-1200 xe (-o;-1]U[1540).»C,S,y 

IM) ax? -1<3 > x € (-2;2).. 


*En: f0)= a+ 2415 MO 2)=[(xJ5V € Dom(f) 
x 
* Se observa que es: función par. 


* Por lo tanto, será suficiente analizar en: 
xe[1;2) además , 


r=2(=-2)>0: Vx el152) 
E 


> f(x) es creciente Vx e [1;2) 
fx) e [F(151(2)) > f(x) e [3;5,25) 

de RPTA: “E” 
PROBLEMA 80 : 
La función f, que para todo x diferente de 0; 1 
y-1 satisface la ecuación. 


[fe Y 1) ese es 


EDICIONES RUAÑOS 


EX 1353 


PROBLEMAS KE 


TOS DEIEPASO) 


TZ 
RESOLUCIÓN: 
* De la ecuación: 


mE me 


al cambiar xpor 7, se tiene que: 


r[5ro=e(13). 


* Luego dividiendo (1* + (11) resulta: 


Pl)= 04242). > fíx)=43 qe) 


RPTA: “A” 


64x.. 


-x 


PROBLEMA 81 : 

Sean las funciones : 

G=((3:9); (4; 16); (5; 25) ; (6; 36)) 
GoF= dí; LN (2; 16); (5; 25) 7 
(4 ; 36) 

obtenga F. y 

A) F=1(154)5(253)5 (855); (456)) 
B)F=1(152);(2;4);(356)5(4;5)) 

(254); (456); (6; 5)) 

(2;4); (355); (4; 36)) 

E) F=((153);(2;4) ;(3;5); (4; 6)) 
RESOLUCIÓN : 

* Por dato , tenemos: 

G=1(3:9);(4: 16): (5; 25) ; (6; 36) 
* Luego se sabe que. 

(GoF(1=9 > G(F(1))=9> F(1)=3>(1,3) € F 
(GoF)(2)=16 > G(F(2))=16 > F(2)=4> (2;4) e F 
(G o F)(8)=25 > G(F(3))=25 > F(3)=5 >(3;5) € F 
(Go F)(4)=36 > G(F(4))=36 > F(4)=6 > (4; 


PROBLEMA 82 : 
En la tabla siguiente aparecen varios valores de 
dos funciones Fy Y. 


Determine el valor de : dt 
[eres 2 


AJO B)1 C)2 D)3 E)4 
RESOLUCION : 
*Nos piden: 
(E+fIrf-2] q) - le +" f 16) 2 
BoB Eo É(6) 
* Sebemos que: (f. gMx)=f(g(x)) 
(LA EMPCON=2  usandota tabla se tiene 
CIS 
(fer z)-2 a £7+B(7)-2 -8+6-2 Es 
8(8) 8(8) 5 
RPTA:“C” 


PROBLEMA 83: 

Sean f. g:[1;«w)=>R funciones definidas por 
fG)=x? —lal a glaJ=ix + 

Entonces la gráfica de la función composición g 
o Fes aproximadamente 


RESOLUCIÓN: 
* Por datos: 
f)=x* la; 21 fl)=a* a; 0 >1 
B(x)= Vx; x>1 
* Se sabe que: (g o f(x) = g(f(x)) 
*De donde: 
x € [x e Dom(f)/f(=) e Dom(g)) 
* Entonces: 
Comix re lx> 10? -x21) 


*Sea: 


y (Rae ES 


1ajar=e- 


ES 


* Finalmente graficando (g o f) tenemos: 


Cr ENEE 


as PETT 


NCICIAD) ARO12, 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 84 : 
Determine el valor de verdad de las 
afirmaciones. 
LD) Si x¡=x3 > f(x,)=(x%3) para toda función f. 
INSi 10) Gire 1-2;4) > f es una función 
sobreyectiva sobre ae [-2;2). 
11) Toda función impar es univalente. 


AJVVV B)VVF C)FVF 
D)FF E)VFF 
RESOLUCIÓN: 


1) VERDADERA :x,=xy entonces los pares 
ordenados 
(asf) (if (x2)) > F(xJ=f(x2), 
11) FALSA: 


* Siendo: f: [-2; 4) >B tal quef (x)= 


axr—-4 
* Probando para a > 0 a 


* Observamos: 


Ranf=(—o;f(-2)]u (f(4);0)= B 
A —— 
(conjunto de llegada) 
* Restringiendo x a [-2;2)se deduce; 
f(4)+ f(2) > Fno es sobreyectiva 

TH) FALSA: 
f(x) = senx es una función impár, pero f=senx 
no es univalente. Y 


x1 + x9 pero fíx,)=f(x3) 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 85 : 
¿Cuál de los siguientes enunciados no es una 
característica de la función /(x)= La[x)? donde 
xs0 
A) fes una función par: 
B) Conforme x se acerca a 0, f(x) disminuye. 
C) Si x aumenta, siendo positivo, entonces fx) 
también aumenta. 
D) Si x disminuye, siendo negativo, entonces 
Nx) también disminuye. 
E) Si x disminuye, siendo negativo, entonces 
fx) aumenta. 
RESOLUCIÓN: 
* Si graficamos la función: 


Lnx ;six>0 
AT Pri <0 
* Se tiene: Y 


x 

A) f (x) es función par, es válido puesto que 
1D) xe Dom(f)=R -10) > (-x) e Dom(f)=R - (0) 
1) V e Dom(f)=R - (10): f( -x)=f( —x) 

B) Cuando x se acerca a 0, f(x) disminuye es 
válido pues : Lim f(x)=-w 

C) Sí x aumenta, para valores positivos, 
entonces f/x) también aumenta, es válido pues 


Lim f(x)=+ 00 
so 


D) Si x disminuye, para valores negativos, 
entonces f(x) aumenta, pero según al 
alternativa: 
* Si x disminuye, siendo negativo, entonces 
f(x) también disminuye, lo cual falso pues: 
Lim f(x)=+w0 E 
so Ñ 
E) Si x disminuye cuando x es negativo 
entonces f(x) aumenta, es válido pues: 
Limf(x)=+w0 
xo 

. RPTA:“D" 
PROBLEMA 86 : 
Si la gráfica adjunta, representa a y= f(x) 


(EDICIONES REUBIVOS 


e ELA 19 


PROULEMAS HESULITOS DI MEFASO ) 


¿cuál delas gráficas, representa a: y = f(-x) 2 


A 


RESOLUCIÓN: 
* Analizando la gráfica y=f(x), tenemos: 


. Pene pad 
* Luego y=fl-x) será: y=Ñ(x)=3+1 
* Graficando: Y 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 87 : 


Sean fR=>R;BR/(0=>R funciones 


definidas por fíx)=mx+12; m0. B(%x) 2 


¿Para qué valores de m las funciones fF y y 
admiten dos puntos de intersección? 

A)(-2;0) B)(-18;0)U(0;00)' ok ;-18) 
D)(-o ;00) E)(-18;18) 
RESOLUCION: 


Y; 


*Al graficar las 
funciones se 
nota que se 
intersectan en 
dos puntos : 


hs Igualando las ao de correspondencia : 
me+ri22 2 mx? + 12x- 2=0;C.S.(x,;13) 


> 3x,;x9)cRo4>0 
* Luego 12% +8m>0=>m>-18 
* De la gráfica m>0 ó m<0* 
* Luego de estas desigualdades obtenemos : 
me (-18;0)0 (0500) 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 88 : 
En la figura adjunta se muestra las gráficas de 
las funciones Fy g definidas por: 
f(x)=0é +bx+c 
9()=mA+nxtp 


Y; 


De las siguientes pl 
b 

DD M=4mp 11) SS =5 

111) abc=mnp 

¿Cuáles son verdaderas? 


A)Solo I B)Solo II C)Solo IM 
DAyH EM y 1 
RESOLUCIÓN: 


* Del gráfico las funciones f y g. 
(1)...ax* + bx: 4 c=0] son equivalentes y 


(2)...mx*nx+ p=0 | tienen solución única 
* De(2):4=0>n*-4mp=0=n* = 4mp 


* Luego , por ser equivalentes tenemos: 


mon 
Nótese que a>m por ser la mala de Fmás 
cerrada que la de g, entonces E. *1 

* Finalmente ; 


Lera 2% 1 abohmop 
Pp map 
* Luego solo 1 y IT es correcto 

RPTA:“D” 
PROBLEMA 80 : 
Indique la gráfica de £(x)=f(x+lx1), si la gráfica 
de Fes: 


Cc) 


A) B) 


1 pa 
7 
E) 


[CAL AIZIEREA 


Sa TT IN CICLOPEDIA 012 


RESOLUCIÓN: 

* Se la regla de correspondencia obtenida del 

gráfico: (fifxj=1  , 0sxS1 
als =x, Í<xs >) 


* Piden el gráfico de: g(x=)=f(x+lxl) 
* Luego calculando gy tenemos: 


D Et)=f ictlad)=150<x + lal<1 


=zsl 
> 8/(x)=1; x< o 


LD) galx)=fo(x+lal) =2-(x+lx1); 1<x0+lx1s 2 


>ge(a) 22-25 h<rS1 


gJ=l e = 
* Entonces: — g(x)= 
Bo(%)=2-2x , Gexs1 
* Por lo tanto, la gráfica es; 
Y 
1 
E 
IEA 
y RPTA: “Cc” 


PROBLEMA 90 : 

Dada la siguiente función: 

f(x)=4 Vx —x ; x e[o,1) Halle F*(x) , donde f* 
es la inversa de £. 


AIF ()=(2-J4-x)P  BIf(x)=(8-V4= xP 


E MC 
EJf (x)=(4- 4? 
RESOLUCIÓN: 


* Se sabe que: fla)=4/x—x;0<xs1 

* Entonces haciendo f(x), así: 
y=10)=4- (dx -2)* 

* Se aprecia que Fes decreciente para x e [0;1], 

por tanto es inyectiva. Por tanto existe Pal 

* Luego fallando la inversa: x=f;,, 


* De: y=4-(/x-2)* se tiene'(/x - 2)f=4- y 
S/x-2=4/1- y > Vx=2t/4> y 
* Dado que 0< x<1: Jx=2- [4 y 
*Luego =(2-J4-yP , es 
Ly =(2-J4-yP 


* Finalmente cambiando y por x se tiene: 


decir 


fo=(2 JP 


PROBLEMA 91 : 

Señale la alternativa que presenta la secuencia 
correcta , después de determinar si la 
proposición es verdadera (V) o falsa (F) . 
1)Sea : R= Runa función biyectiva y creciente, 
entences £%: R= Res decreciente. 

11) Sean f£ g: R>R funciones decrecientes tales 
que fog existe , entonces fog es decreciente. 
111) Si f.R=R es una función creciente y 
definamos una función g: R=R mediante 
Elx)=f (lxl),vx e R, entonces g es creciente. 


RPTA: “A” 


AJV vv BJVFV CIF VV 
DFVF EJF FF 
RESOLUCIÓN: 


* Analizando las afirmaciones mediante contra 
ejemplos se obtiene: 
1) Sea f(x)=2x+3 creciente , entonces: 
x-3 
AS es creciente > la afirmación es falsa, 


11) Sea f(x)=-3x+1 decreciente g)=/=3+1,x50 
decreciente . 


* Entonces: (fo g)(x)=-3/2x+1,x< 0. 


* Observamos que: Fo g es creciente= la 
afirmación es falsa. 


III) Sea la función f(x) =Lnx creciente , 
entonces: g(x)=f (lx))=Ln(|x)).x e 12-10) 


* Observamos que: g no es creciente ni 
decreciente en todo su dominio. 


y, y 
8 g 
x E de 


* La afirmación es falsa. 
* Entonces tenemos: FFF 

RPTA; “E” 
PROBLEMA 92 : + 
Diga cuál de las siguientes gráficas representa 
aproximadamente a las funciones £8:R-(1=R 


definidas por f(x)=2*"** y g(y=20 


(EDICIONES HUBINOS 


a EZ 


PROULEMAS RESUELTOS DE HEPASO. 


RESOLUCIÓN: 
* Para: AIR-(1)>B; fíx)=2*" 


e f)= a(2) nel, 


oli  x 
* Para la función Y tenemos: S 
BADR; g(a)=251; 
Df = (2051) (1:40) 


rl poe pr ) 
a Horizontal Horizontal, 


Lim2" "=0:Lim2" 
2 


pay 


PROBLEMA 093: 
Sea f una función 


definida 
fy==-1;x<-4 halle F*(x) (inversa de f) 
indicando su dominio. 


por 


AEB » -0;-5) 
A) 
OF (52-54 + (05-65) 
DIE *(%)=- ¿(542 -1%, (=03-5) 
DP LGA, (0-6) 
ERSOPUCIÓN : 


NAS AL fla) = (alo 


* Al completar cuadrados se de 

f(x)= (uz ra Di, E 
* Veamos que Fes inyectiva: 
Sean xy ; xy e Dom(f)/ fíx,)=f(x¿)tal que: 
F(x,)=f(x9)> -( | FL) + 
TE 
* Luego resulta que f es inyectiva , entonces , 


existe la inversa de £ 
* Hallando : dominio de f* = rango de f: 


3 +1)=0> x,=%p 


uy 


* Como :; +4 [zz 


Naj< 
> Dom(f)=(-0;-5) 


* Hallando f*(x): 3 
YN) > rn (v3+¿) nes 


4 
* Despejando x: el [5745 -1) 
* Finalmente: 


1 2 

Ple (V5-4x -1) Vx e (-0;-5) 
RPTA: “D" 

PROBLEMA 04 : 

Halle el número de raíces que tlene la 

ecuación: |Logs la +x? -6=0 

m1 B)2 C)3 

RESOLUCIÓN : 

* Esta ecuación es no lineal. Para determinar 

su número de raíces, igualamos: 

[Loge |xf=5==* 
* Se define las funciones: 
y=5-x* a y=|Logs |x|| 


D)4. EJ6 


AVAPTBTTITAS [is ETS ETT NCICLOPEDLA 2012) 


* Luego utilizamos el método gráfico: 

Se puede observar que existen 4 puntos donde 
las dos curvas se. interceptan , esto significa 
que la ecuación tiene 4 raíces 


* Por lo tanto , el número de raíces son: 4 


RPTA:“D" 
PROBLEMA 95: 
La población de venados de una región está 
dada por la función Vít)=t*+211*+100, donde E 
es el tiempo en años. Entonces, el intervalo de 
tempo, donde ocurre la poblacion máxima de 
venados es. 


A10;1) B) [1;2] C) [2;3] 
D) [3;4] E)[4;5] 
RESOLUCIÓN : 


* Si queremos obtener el máximo valor que 
toma la función vamos a completar 


cuadrados. Para ello sumamos y restamos ES 


Ey “ 0. 


vas -21 100 


241 1002 


21Y 21m 841 
vs 21), e-2) 841 
PAGA ( lr ( 2)*4 
* Y (t) será máximo ed el primer sumando 
sea nulo , es decir: 


2, 
(e y =0 de donde Pla, 


* La máxima población de venados ocurre en 
el intervalo: ¿e[3;4] 

. RPTA: “D” 
PROBLEMA 96 : 
Un rectángulo tiene dos de sus lados sobre los 
ejes coordenados y el cuarto vértice sobre la 
recta de ecuación y = -2x + 8. El área máxima 
que puede tener el rectángulo es igual a: 


8 B)J9 C)10 Dy1 
RESOLUCIÓN: 


* Del enunciado graficamos: 


E) 12 


*Área del rectángulo es: A(x ; y) = xy, pero 
y=8-2x 
* Completando cuadrados y agrupando: 


A(x)=x(8 - 2x) =-2:*48x =-2(x—2)*+8..(1) 
* La ecuación (7) es una parabola cuyo máximo 


valor es: 8 cuando x=2 >Alx)=8 
(máx) 
RPTA: 


PROBLEMA 97 : 


Dada la función: f6J=k+—L_ Meek 


Halle todos los valores que puede tomar k para 
que la gráfica de la función F y de su inversa 
sea la misma. 


A)J[1;2) B)[0;1] 
D)J[0;4+0) El(-o;4+0) 
RESOLUCIÓN: 


foj=k+— 
E 


CM-1;1] 


. Dom(f)=R-1k) 
RR" Ran(f)=R-Ak) 
* Como f es biyectiva existe F*; hallando f* 


d 1 
AS 
ja E 


E 1 
DAS DR $ 


y-k y-—k 
*Intercambiando x con y ; 
y +x 
LS 
y 
Lo = +05 Dom (P)=R (xt 


se a que pe 
* Luego f y f* siempre presentan la misma 


gráfica VxeR =>xe (-0;+o) 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 98 : $ 
La inversa de la siguiente función 


10)=/5—=x((x-6|+1+x)es dada por : 
2 


(EDICIONES KUVINOS 


Musso E 


ETA 


RESOLUCIÓN: 
ES aca el dominio, se tiene: 


-120>xS65 
* Luego redefi Mendo la función 


Fa) =/6-x(6-x+1+x) 
> flx)=6/6=x = y 
* Se'sqbe que; x<5> y>0> Ran(f)=[0;+0) 
* Elevando al cuadrad 
36(6-x)=y* > 5-x: 


Laa 
>fix)= LE ye [0,+00) 
* Intercambiando <> y se tiene la función 
inversa, de donde: 


Dom(f) (x)= Ran(f)=[0,+0) 


180-x? 


36 ¿x e[0;+o) 


* Por lo tanto: f"(x)= 


RPTA:“B” 

PROBLEMA 99 : 

La función es inversa de : 
F(x)=Log(x-2)+Log(x+2) 

es: 

AJfG)=-2%+4 Brfrl)= lx? 4 CIfea)=l2" 4 

DIPOJ= 244 EJf)=l2%+4 


RESOLUCIÓN: 5 
*De lo dado se aprecia que : y 


Df=[x >2 1 x>-2)=(2;+0) 


* Luego: fíx)=Log3(x* - 4)=y 
a El 


> 1=/27+4 >| f (xJ=/2%+4 


PROBLEMA 100 : 

Sea un rectángulo con lados a, b (a<b). 
Tomando un punto en cada uno de los tres de 
los lados del rectángulo, y un punto en el 
inferior de él, se construye un cuadrado. El área 
mínima que puede tener dicho cuadrado es. 


a? a z a bi ae 
€ D E 
A) z B) 7 ) ) 77 ) 3 
RESOLUCION: 
* Del enunciado graficamos : 
XAO 


* Asumiendo x como el lado del cuadrado: 
* De la gráfica se obtiene: 

Mmin=a=> n=3-M 

mint 
* Luego: x= A, > A,=m*+(a—-m)? 
*Entonces: 
A¿=Ajm¡=2m? - 2am+a?.....(1) 

* Am, será mínima cuando A%,,,=0 


> 4m-2a=0>m=2 reemplazando en (1): 


a a? 
* Por lo tanto resulta: Amr a(3)= $ 


RPTA:“A” 
PROBLEMA 101 : 
Una caja tiene una altura / y base cuadrada 
cuyo lado es un número entero, donde 
p + h = 60, siendo p el perímetro de la base. 
Calcular el volumen de la caja de mayor 
volumen. 


AJo* B),2x10* 


D)J2x10% E)3x10* 
RESOLUCIÓN: 
* Si graficamos la caja: 


c)1,5x10* 


*Dato: x= p; p+h=60; xe Z 
* Nos piden calcular el volumen máximo: 


V=xaxaxh>V=x" (60 de) 607 4? 
* Luego calculando el volumen máximo: 


V'=120x-12x*=0>(x=0vx=10) 
*Como x>0 (lado caja)> a =10 


*Por lo tanto : V,,gz =60(10)* —4(10% =2x10% 
RPTA: 


PROBLEMA 109 : 
El rectángulo de mayor área , en el primer 
cuadrante con dimensiones enteras , cuyos 
lados son paralelos a los ejes , dos de ellos 
sobre los ejes y una vértice en la parábola de 
ecuación y = -2x*+8x, tiene como área. 


ay6 B) 12 0) 14 D)16 E) 18 
RESOLUCIÓN: 


CAL ANECA 


* Se gráfica la parábola cuyo vértice es (2; 8) 
hacia abajo: 


Sp) =b(-2b*+ 8b) 


284) =-6b*+166=0> [5=0] v .=> 


* Se pide dimensiones enteras, entonces 
considerando el valor entero: b=3, 

* De aquí se deduce finalmente que el área 
máxima es; S,= 184 


RPTA:“E” 
PROBLEMA 103; 
Sea f:lajb]>R ; f(t)=t 
El menor valor de Ktal que |f(£)(b — a)|s k para 
toda £, siendo alb|>0, es : 
ata ZE) 1b-aJo? D) (0-0 EJ att 
RESOLUCIÓN: 
*Dela condición a albl>0 «> a>0 'f la; b] + R 
* Se observa que b>a , luego b>a>0 *Como 
f(t)=éP se cumple ast<b elevando al 
cuadrado : a*s ¿1*<b* 5/)) 
además (b-a) > 0. (11) 
* multiplicando (b-a)x(I) se obtiene : 

a*(b-a)<l*(6- als (6- ajo? 

como |t*(b- a)|s keel fiin será B*(b- a) 


RPTA:*C” 
PROBLEMA 104. : 
Halle el valor mínimo de la función : 
fla)= .93-(2c08?x+0002x)? 
A)Noexiste  BJO  C)1 D)V8  E)1/64 
RESOLUCION: 


* Sabemos que ; 2c08*x+co8* 2x=4c08*x—1 
* Luego en el problema : 


10)=2 teta 2 


RAR e o(1) 


* Como queremos el valor mínimo de f, 


entonces (4cos? x 1)? será máximo : 

* Pero : 

A 5cosxs1>0Scos* xs 1054000154 

Is 4os'x-153=> 0, s(4co*x-IS Y 
minimo másimo 

* Reemplazando en (1) : 


Vatormnimot= == 4 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 105 ; 
Se desea fabricar una caja de base cuadrada 
y sin tapa , con una hoja cuadrada de plata 
pura de lado x , cortando cuadrados de lado 
£ en cada esquina y doblando los lados. El 
rango en que debe estar x para que , 
numéricamente, el volumen sea mayor que el 
área total de la caja es, 


alo: 2e¿25)) B)(2t5m) Cr0;24) 


oler 22) mqa(¿29)) 


RESOLUCIÓN: 


A 


* Según condición del problema tenemos: 
Volumen ¡ap > ÁFea cojo) 
* Al reemplazar se obtiene: 

(21 L>(520F +4(x20)L 

x>2L>2>(x-2L)L>x-21ML> 4D 
* Luego efectuando resulta : 

Pas (amen ) 
1 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 106 ; 
Un avión realiza una maniobra a velocidad 
supersónica , según la trayectoria. 
2y?—x*=48 Halle la menor distancia de la 
trayectoria al punto (6; 0). 
El6 


A9 BJ8 0)7 D)6 


CIONES KUVINOS 


Las EE sl 


PROBLESIAS RESTELTOS DE HE 


RESOLUCIÓN: E 
* De acuerdo a la ecuación se tiene: Y - 7 
24 48 


(ecuación de la hipérbola con eje focál en eje y) 
Y e 


*Aplicando distancia entre dos puntos: 


2 
d=fix-eF+y" donde 2y*-x*=48> y-5+ 24 


* Luego reemplazando: 


2 
d=, 2? 12% +36 + +24 
E 
>d=, 3(=-47 +36 


* Pero des mínimo si x = 4> 0, = 6 
RPTA 


PROBLEMA 107 : 
Un agricultor quiere levantar una cerca alrededor de un 
terreno rectangular que está ubicada en la ribera de un río , 
usando 1 000 m de material, ¿cuál es el área más grande que 
puede cercar, considerando que no va a poner una cerca a lo 
largo del rio? E 


A) 50 000 m* B) 62 500 m* CC) 67 500 m* 
D) 100 000 m* E) 125 000 m* 
RESOLUCIÓN: 


Eo. 


1 000-2x 
* Sea: A(x)= área de la cerca 
* Entonces: 
A(x)=(1 000-2x)x=-2x*+1000x 


* Completando cuadrados , resulta: 


Ala)=-_2(2%- 500x + 260')+ 250 x2=-2 
(x-250)+125 000 


* El valor máximo del Afx) del terreno será 125000 m* 
y ocurrirá cuando x=250 Por tanto: A,.,,= 125.000 m* 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 108 : 


Halle la suma de números complejos : 
A) 
A) n(2n+1) B) 2n(4n+1) C)o 


D)n(4n+1) E) 2n(4n-1) 
RESOLUCIÓN: 
* De A tenemo: 
A 
* pero : 
. O 
iio = d+ (-D)+(-i)+1=0 
E A) 


Pi 4 iiiri=0 

* De lo'anterior ES eEaGES que: 
Hi + 1%=0 

* Reemplazando en A se tiene 


A=2n(4n+1)+0=2n(4n+1) 


PROBLEMA 109 : 


Efectue 
aJn+i Bai cr DyNzi Ey lt 
RESOLUCIÓN: 


* Número imaginario, número complejo a + bi en el cual la 
componente imaginaria, b, es distinta de cero. Es decir, todos 
los números complejos que no son números reales son 
Imaginarios . Los números complejos sín parte real, bl, b +0, 
se llaman imaginarios puros. Los números imaginarios no 
representan nada en el mundo real, pero matemáticamente 
son fáciles de usar y son de gran valor en las clencias físicas 
para representar fenómenos periódicos. 


*Conocemos que 


*Entonces : E=/2/i-Ji+i Ni Josi = 2 li-/26 lE-J25 


* También : 
(Hi? > VA =1+1>3 E= Ear di 
SE=V2Bi= 1447 =1+ 5 


RPTA: “A” 


V2J=4 


2 


PROBLÉMA 110 : 


Si la gráfica del número complejo 


1+ai 
aer, es el que se muestra en la 


figura : 


[Oy FTZTITAS Extrae TAN CICLOPEDIA 2012) 


x*=4 n3x=4y 

r=+2ay=+? 
á 3 RPTA : “B” 
PROBLEMA 113 : 
Si n=8k y keZ*, calcule el valor de R. 


Entonces el valor de aes : 


AJ4 B)-2 C)1 D)-1 E)2 
RESOLUCIÓN: PELO SIA 
- E O 
. G 75) ( Ja * yz ) 
* Del esquema : Re(z)=0 como 2= 
»] e E a a4J)0 B)1 c)2 D)J3 E)4 
*Luego para que sea imaginario puro : RESOLUCIÓN: 


z=kilk>0 


> I+aizhi+ak ES a 


>k=1na=1 


RPTA : “C” [faro] of. |- 

PROBLEMA 111 : y2 Y2 
El número complejo z, satisface la ecuación : 1 A + 1 1 :d 

ed (ey ley 

-4+1 zo A a 
Determine el valor de f(z, )-donde fJ=x"-3x+3. -[£c20)] Lezo] mar +CUPS141=3 
A)1+i Brti  C)-2+i DJ2+J/2i EJi  >*"=2 RPTA : “C” 
RESOLUCIÓN: PROBLEMA 114 : 


* Si sumamos 1 miembro a miembro , se Si 
obtiene: 


¡zi¡=4, Arg[z(1+i)]=%, entonces el número 
complejo z en su forma polar es. 


e 4) (cos F+8sen*) B) 2009 7-+i sen”) 
4 4 4 4 
E 2i » 

A El 0) (cor ei sen) D)-(cor2si sen”) 
A+i Zo 3 Zo a - S > 
9 Es RESOLUCIÓN 
aaa =2p > 2y=1-i * Nos piden z en su forma polar |zi|=4 


* Por datos y por propiedades: 
* Luego reemplazando en f(x)=x*+3x+3 se 


tiene: /z0)=(1-1? -3(1-1)43 > fízp)=i ición: Are[=(1+) 
“gr 3 z(1+i)l=5 
RPTA: “E” por proporciones: 2 


PROBLEMA 112 : Arg[2(1+1)]=Arg(=)+Arg(1+i) 
En C, los valores de x e y, al resolver la z 
> Arg(=)+Arg (1+1)=3 


* Como: 
Arglrii=Z > Argl2+Z=5 A 


x 


xi 
ecuación siguiente : Toya 


A) x=+1,y=43/4 B) 2=32, y=+3/2 


C)x=13,y=12/3 D) x=13, y=+8/2 > Arglz) > deos sisen*) 
E) x=42, y=45/4 - 
RESOLUCIÓN: EPIA: “A 


PROBLEMA 115 : 


*De lo dado , se obtiene : Leda reno 


Xi+3xyi=3x+3xyi+4i-4y 
A IHAy=3x +41 a-(2ec/iz-2-1<aviz+2-4<0| 
* Por igualdad de complejos : 


 Ñ_EAPmZ IA A A —— 


EDICIONES RUBINOS 


Ds EETOO pe 


ESTO 


Halle Z, y Z, en A tal que ¡Z,-Z,| sea el valor 
máximo , De como respuesta Z, - Z,. 
A)-29 B)-28  -C)-26 D)-20 » E)-18 
RESOLUCIÓN : 
A=[ZeC/|Z—(2+i))<3v¡Z-(-2+i/s 3) 


: sl 


3 Re 

. 1 
La gráfica anterior muestra al conjunto A 
* Nos pidenz,:z,ca tal que ¡Z, -Z,| sea el valor 
máximo , estos valores gráficamente son: 
Z¡=5+i a Zo=-5+i 
* Por lo tanto: Z,Z, 


RPTA : “ 
PROBLEMA 118 ; 
Si z=x+*yi , grafique todos los puntos en el 
plano cartesiano que representa el conjunto : 


2-1 
o 
ES q? 


RESOLUCIÓN: 
2= x +yi entonces: 


a1= dG =D + y 


* Luego: 
[221)>3 [E E 32 E 
241 +1)? +y a +24 14 y? 


o 2r+14y7> 9x7 + 183 494 9y* 


30>8%+200+8+8y 0514 E x+ ley 


2 
A A 
IES 16 4 


(022) Eos 
4 4 z+i1 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 117 : 


Indique gráficamente todos los puntos de plano 
que verifican las relaciones|e *s1y lej< 1 
donde z=x+iy 


Dr O y 

$ Ss E 

D yy E y 
> 


RESOLUCIÓN: 


* Por el dato se tiene: |e*|[s1 aje[s 1 
* Asumiendo que: Z=x+yi;x,yeR 


| [etelsia +1 <1>|0* "stas? +ys1 
¡eje! 
escri ys ios On s 1 


* Graficando se observa que forman el 
semicírculo sombreado de radio 1 
> 


PROBLEMA 118 : 


Determine ta suma de la raíces de la ecuación: 
16(2?-2iz-1)?=z * 


ayas at yt ya 


ES 
* Resolviendo: 16(z—¿)= 


AAN RES 


[ac TN CICLOPEDIA 2012 


=16(2 42% 462%? 42045 )=2% 
> 152% -64iz* - 967? +64i2416=0 
* Aplicando el teorema de cardano», entonces 


la suma de rafces es: 


= artaatata o 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 119 : 

(I+itano? 
cos78 + isen70 
A)cos' "10)8)000(2 ) osostze) D)tan' (0) EJsec” (0) 


RESOLUCIÓN: 
* Expresando en senos y cosenos Z se tiene: 


El número complejo Z= es igual a. 


cos70+isen70  cor70+isen70 


* Usando la fórmula de Moivre resulta: 


(cos 70)xsec” O e 
=> Z=wsec' Y 


RPTA : 
PROBLEMA 130: 
Halle el argumento de un número complejo que 
equidista de los complejos: 
; —24 y 3/2 (c08 x/4 +isenx/4) 


AJx18 B)x/6 C) x/4 
D)x/3 E)2 1/3 J 
RESOLUCIÓN: + 


* Sean los números complejos : 
=-2 Zy=- 2i; Z, = 3431 
* Graficando : 


* El complejo que equidiste de Z,, Z, y Z, se 
ubicará en el centro de la circunferencia $ ; del 
gráfico ,C está en la bisectriz del primer 
cuadrante , luego , su argumento es x/4 . 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 121 : 
Determine la representación geométrica de 
todos los puntos del plano complejo que 
satisfacen la condición: 

IZ-1156-IZ +1 


E) 
FEO) (¡En 
10:-3) 
RESOLUCIÓN: 


* Haciendo: z=x+yi;ze U 
* Entonces: |x-1 + yil s 6-lx +1+ yi] 


Vos 6 lar yo 


* Elevando al cuadrado se obtiene: 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 193 : 


Si z, y z¿son las raíces cuadradas del número 
complejo z*0 , entonces el valor de (2 +2 P 
es. 

A)zz, Blz22 
RESOLUCION : 
* Se sabe por fórmula D” Moivré: 


C)J0 DJ1 Ej 


(EMICIONES HUTIÑOS 


Dis EIA del 


FROMIEMAS HESULLIOS DE REPASO) 


Vz =felcia (E) mo. 


h=0: acia [2)> k=1:23= hicia(2+x) 


* Se aprecia que poseen igual módulo y sus 
argumentos difieren en x, por tanto , son 
complejos opuestos. 


Im 


>2/+23=0 


* Entonces el valor (2,+23)% es: 0 
RPT. 


PROBLEMA 123 : 
El valor de x en la ecuación : 


xa? x-ble? x-ca? 

at+b? "bie? ara? ba 
es: 

A) abc B) abibic+ate? c)0 


D) a*b*+bter+ate” E) afbt+bietmate? 
RESOLUCIÓN: . 

*Evaluando y agrupando convenientemente se 
obtiene: 


AA ZO seta? »)- 
( at+b? ol bie? ato Ata? eS 
* Luego efectuando se tiene: 

Es de 5) pss e? E) (Es AIR 


A na 


* Factorizando se obtiene: 


1 1 
tea? ate? 0 + Hr 
deco 


* Finalmente se tiene: 
x=ab? +ate?+bt0? 
RPTA :*D” 
PROBLEMA '124 : 
Calcule la solución de la ecuación : 


1 3 4 
= + 
Ju-2 ds Jr-2J10 Jersla 


A)30  B)5 C) 20 D)13 EJ10 


RESOLUCIÓN : 
* Transformando los radicales dobles a simples: 


7 -2./10 = J5 - J2 1/8 + 2/12 = 6 + /2 


* Luego , racionalizando en el segundo miembro : 
1 3(V5+v2) 4(V6- 42) 
= + 
Jou=adz (45 -J2(V5+J2) (v6+J2)(V6- 2) 


Tal +2 448 - 45) 
A) 


> 1-2 lx =J6 - J5 


=> 1-2 x=(/6 - JoY 
> 11- 2/x=11- 2/30 > [x= 30] 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 135 : 
Sea la ecuación 41%-2x+3 =0, cuyas raíces 
son a y b. Halle otra ecuación cuadrática que 
tenga por raíces E 
(2a-1) y (2b-1). 
A)y?-y+1=0 B)y?-y-2=0 


D)y*-¿y-2=0 


C)y?+y+3=0 
O A 
E)y AD 


RESOLUCIÓN: 

* Sea : 4 -2x+3=0 .....(raíces a y b) 

* Me piden una ecuación cuyas raíces son: 
(2a - 1) y (2b - 1). 


1 3 
- ¡a+b=2;ab== 
Por Cardano :a: 3 7 


* Construcción de otra ecuación de raíces : 
y¡=2a-1:y,=2b0-1> Y (Y +Y DY +Y,y,=0 
> Y -[2(8+b)-2]y+[48b -2(2+b)+1]=0 

* Reemplazando los valores obtenidos : 


(Y) a]uje3- a 


PROBLEMA 128 : 
Determine los valores de m para que el 


polinomio P(x)=x?+mx+m*+6m  , tenga 
valores negativos en x=0 y en x=2. 


A) m e (-8;0) B) m e (-6;0)u (4-2/3;+0) 
C)me(-4+2/2;+0) D)mel(-6;4+2,3) 

E) me[-4-2/3;4+ 243] 

RESOLUCION: 


Mass Ta AN CICLO PEDIA 2012 


AAA IZIENEA 
* Se pide los valores de m para los cuales SS si 
Pioy<0 A Prgy<0 A A 4 EZ 
* Py=m*+6m<0=3m(m+6)<0=m e (-6;0) 1 4 1 Jl 
* Pam '+8m+4<0=> me (4-2/3 ;-4+ 248) Luego: ad-bc=-36+32=-4 
* Intersectando : RPTA : “E” 
no PROBLEMA 139 : 
Halle todas las raíces del polinomio 


-4 243 -6 -4+N3 0 


> me(-6;-4+243) 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 197 : 
Si A es el discriminante de la ecuación 
bx9+ax+c=0,b+0 tal que A>0, entonces la 
diferencia entre las raíces mayor y menor de 
esta ecuación es ; 


JA os JA A A 
A) B) C) D) E) 

lal lb] lel lal 11 
RESOLUCIÓN: 


Sea: bx*+ax+c=0= a? -4bc>0 
D=x,-xg > D? =(x,+x9)* -4%,%2 
E 2 
2 a Y_ ge 2_ 4% 4be US 
> AE) dz) A 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 128 : 
¿En qué intervalo debe variar k de modo que 


una raíz de 9x*-36x+k*=0 se encuentre en 
el intervalo (02): 

Si el conjunto solución es de la forma 
(a;b)u (e;d) halle el valor de ad - bc. 
A)J5 B)2 Lo) D)-1 


RESOLUCIÓN: 
* El polinomio 9x?-36x+k por poseer una 


E) 4 


o . 4 E 
raíz en el intervalo 5? aplicamos el teorema 


del cero : 


Id 
E8] so 2)ur oc ome 
(Mé -22)(1é -36)<0 (h- [ENHR-/32NR+6/R-6:0 


*Utilizando los Puntos críticos : 


P(x)=9x? -36x*+44x-16. Si una raíz del 
polinomio es igual a la suma de las otras 

dos, entonces : 

4)x,=1/3;x3=2/3:x3=1 B)x¡=1/25x3=1/2;xy=2 
CC) x,=4/3;x7=1/3;x4=2 D)x,=4/3;x7=2/3;x9=2 
E)x,=5/3;x3=1/3;x3=3 

RESOLUCIÓN: 

*Como P(x) se anula para x=2 

=>Aplicamos Ruffini : 


9 -36 44 -16 
x=2 
y 18 -88 16 
9-18 8 [0 
* Luego: 
P(x)=(x- 2)(9x* - 18x+18)=0 
> Plx)=(x -2)(3x-4)(3x - 2)=0 
> [+2]; [x=4/3):[x,=2/3| 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 130 : 
La condición para que las ecuaciones 
cuadráticas : 
a+brro=0 nad blar+o=0 
tengan una raíz común es : 
A) (6-b'P +(0—c)(be'—b'e)=0 
B)lc-c A +(b-b')=0 
C) (b- b')(bo' — b'c) =0 
D)e-e)? +(bc'-b'e)=0 
E) (cc) +(b-b')bc' -b'e)=0 
RESOLUCIÓN: A 
* Asumiendo que x es la raíz común de las 


ecuaciones , entonces: 
xR+brro= 


br o= 
* Luego restando (1) - (11), se tie 


(b-bYx=e-e>ox Ls 

* Reemplazando en (1), resulta: pb 
(c-c)*+(b-b)(bc=be)J=0 

RPTA : “E” 


(EDICIONES ROBISOS 


MEME —rreouLemas mes 


ppend 


PROBLEMA 131 : 
Dada la ecuación 2x7+mMx+30 = 0 Y X,, Xz, SUS 
raices. ¿Para qué valores de Mm se cumple la 
relación L= Y 

xy 5 
AJimi=16 B)imi=10 C)imi=14 D)) 


RESQLUCIÓN: 
* Siendo x, y xyllas raices de 2x"+mx+30=0 
* Usando lá propiedad de las raíces tenemos: 


=8 E)imi=20 


x+%= a 
2% = 18 


* Se sabe que: x,+0 y x3>0 
* De acuerdo dato , sabemos: 


x_3 x=3K 
* Luego: da 5 =5K 
8BK=-= =m=-16K 


15K*=15 =>K=1w K=-1 
* Resulta que: m=-16v m= 16 > |m|=16 


PROBLEMA 132 : 

Las raices de la ecuación x+/x—2=4 son; 

A) Solo x=6 B) Solox=3  C) x=3, x=6 
E) No existen soluciones 


RESOLUCIÓN: 
1) Hallamos el C. 
x-220 


>122>C.V,4.=[2;+ 0) 


11) De la ecuación /x—-2=4-xax<d4 
* Al elevar al cuadrado se obtiene: 


* Es decir :x*-2(4+1)x+(4%4+24-8)=0 
* Calculando la discriminante : 
4=4(4+ 1" -4(4* +24-8). 
*De donde : A= 36 
* Reemplazando en (1) : 
x-74X41360= 0 
* Producto de raices 1360 
=> suma Cifras de 1360 es 10 


RPTA : “A” 


09) 


PROBLEMA 134 : 
¿Qué cantidad es necesaria aumentar a las 
raices de la ecuación? 


a b b 
( -- Ae +2 Rbla e =1 
Para que las cantidades resultantes sean iguales 
en a ee de signos (ie 
e 


O E 


Ia 

* Suponiendo que: x,;x2las raíces de la 
ecuación. 

* Luego sumamos ka cada raíz y por toda la 
condición se tiene: 


xa +k=-(x9+h)>h=- 
* Aplicando el teorema de Cardano resulta: 


(Xytx2) 


_2(a+b) 
4_B 
ae Pa 
az 

b 


a 
* Entonces , se debe sumar: SE 


RPTA : “B” 
x-2=16-8x+tx* > x* -9x-18=0 PROBLEMA 135 : 
(x-B3Mx-6)]=0>x3=3 vx=6 El_número de raíces de la ecuación 
Pr V1-9x*=2xV1-9x* es iguala : 
Simata a 
E B)1 Cc)2 D)3 EJ4 
RPTA:B” SOLUCIÓN 


PROBLEMA 133: 
Una ecuación cuadrática tiene como raíces a 
1244 y 4-2.Halle la suma de las cifras del 
producto de estas raices , siendoaA el 
discriminante de la ecuación. 
AJt0 BJ Cy12 
RESOLUCIÓN: 

* Reconstruyendo la ecuación cuadrática de 
raices 4+4 Y 4-2 tenemos : 


a? —(24+2)x+(A+4)(4-2)=0 


D) 13 Ej 14 


* Dado que la ecuación : v 
1-93? =2% /1- 93? es irracional , entonces 
calculamos el C.VA resultará: 
1 ¿RIAS 
1-9 202 2x2 
e A 3 


1 Ed 
> Pers jo ovac|- 353) 


* Luego reduciendo la ecuación dada como 
dato: 


[AGENTE 


[jes PETT LS TACO PEDIA 2012) 


19,7 -20/1-937=0> 1-97 x(1-2x)=0 


> /E9xé=0v 1-20 1-917=0v I=2:> =* y == 


>0s=c vans + ¿3 
* Por lo tanto , existen 2 raíces de la ecuación 
RPTA: “C” 


PROBLEMA 136 : 

El producto de las raíces reales de la ecuación : 
Va7+3x+6-3x=x?+4 

a —2 B)-1 C)1 D)2 

RESOLUCIÓN : 

* De la ecuación dada la expresamos: 
Ja?d+3x+6=x?+30+4 

* Se observa que : 

a%+3x+4>0; Vre R>CV.A=R 
* Sustituyendo : a=x%4+3x+4;a>0 ....(I) 
* Se tiene : Ja+2 


* Elevando al cuadrado ambos miembros y 
luego factorizando se obtiene : 

a?-a-2=0 

a=2 v a=-1> a=2(pues a>0) 


EJ3 


* Para a = 1 la ecuación (1) río tiene raices 
reales. 
* Para a = 4 la ecuación (1) tiene c como raíces: 
A4+3x+4=2 
>x/=-2 v x=-1> x,23=2 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 137 : 
Si A es el conjunto solución de la ecuación 
20 +2 3dx*+x+3=3, entonces la suma 
de los elementos de A'es. 
A -3 B)-1 C)1 
RESOLUCIÓN: 
* De la ecuaciós 


2x%+2% -3y ++ 3=3 
> 25242033 /x"+x+3=0 
> 2(u*+x43)-9- 3 lx?+x+3=0...... (1) 


* Sabemos que: x%+x+3>0, Ve e R 


* Luego haciendo: Jx?+x+3=1; 1>0 
* Reemplazando en (7) , resulta: 


DJ3 EJ4 


21 -31-9=0 
2 3 
¡<a 
(23 (-3)=051>0 
>t-3=0>t=3 
* Entonces: lx?+x+3=3> 3 *+x -6=0 
(c+ 3(x-2)=0>x=-3v 1=2 


>C.S.=[-3;2) 
* Portanto , la suma de estos únicos elementos 
de Aserá: -3+2= -1 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 1838: 

La función polinomial P(x) = ax + bxX-b+a, 

con ae Z*, y tal que P(1) < 4, tiene 2 raíces 

positivas iguales , entonces un valor de a — bh 

es. 

AJ3 B)4 

RESOLUCIÓN: 

* Se sabe que: P(1)<4>a+b-b+a<4 
a<2 > a=1puesaeZz* 


* Factorizando P(x) = "+ bx- b + 1 resulta: 


05 D)6 EJ7 


Píxl= (<+D (2 +(6-Dx+1-5) 


genera role *Zobe generar des valóos 
egañicn — Fonilicos gastes Tac 


A=(b-D*-4(1-b)=0> 


PROBLEMA 139 : 
Dada la ecuación algebraica. 


Determine el número de raíces reales que posee 
dicha ecuación. 


AJO B)1 C)2 D)3 EJ4 
RESOLUCIÓN : z 

2-4 3 
300 1>-3=> 3 HE, 


*Al ales resulta: 
x7%+9:+8=0> (x+1)(x+8)=0 
>r=-1v x=-8 : 

* Pero x>-— 3, sólo cumple x= -1 

. x+3<00 x<-3 


pa 

4 3, 

+3] 2 ¡contradicción! 
z 


3 E 


(EDICIONES RURINOS 


NE=369 


FROMITAS HESVELTOS DERERASO) 


* Entonces , la ecuación solo presenta una raíz 
real. 


PROBLEMA 140 : en 


Pa 4 
Dada la ecuación algebraica. 7 
[+3] 


Determine el número de raíces reales que posee 
dicha ecuación. 


RPTA : “B” 


3 
x 


AJO B)1" C)2 DJ3 EJ4 
RESOLUCIÓN : », 
a PO A 

+3 2 


* Al simplificar resulta: 
x%+91+8=0 > (1+1)(x+8)=0 
>x=-1v x=-8 

* Pero x>-— 3, sólo cumple x= 1 

. I<0 S2<-3 


¡contradicción! 


* Entonces, la ecuación solo presenta una raíz 
real. 

RPTA: “B” 
PROBLEMA 141 : z 
Las raices de la ecuación x+/x—2=4 son: 


A) Solo x=6 B)Solox=3 C)x=3, 
D) x=/G;x=3 E) No existen soluciones 
RESOLUCIÓN: 
1) Hallamos el C./A. 

x-2>0 


>2122>C.V.A.=[2;+ 00) 
11) De la ecuación /x—2=4-xaxsé 
* Al elevar al cuadrado se obtiene: 
x-2=16-Bx4x* =x* -9x-18=0 
(x-3)M(x-6)=0>x=3 v x 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 142: 


(%j, Xga.s=X 79 es una 20-upla de números 
reales. Sea la ecuación 


(2-2 + (xx) + (xx) +... + 


(X19 207 +(x30 11% =1 


El número de 20-uplas de números enteros 
(%p,%g,=X90) que son soluciones de la 
ecuación anterior es igual a: 
a4)0 B)1 C) 19 
RESOLUCIÓN: 

* Asumiendo que: 


D) 20 


E) wo 


A=x,- Xp 
b=x2-xy 
L=%5=%4 
h=x¡9 —X29 
L= xp -X] 

* Al sumar se tiene: 


DADA 09) 

Por dato tenemos: 
brea P= 1. 019) 

*Dado que X,,%2,X 3»... X9p € Z, entonces: 
Ajb,lrumleZz 
arbol? + 2lab+be+....+al]=0 
1+ 2[ab+bc+.... + a1]=0 
ab+bc+..al=-1/2(> <=) 
* Entonces , la ecuación no tiene solución , 
puesto que la suma de productos enteros no 


puede ser un número fraccionario. 
RPTA.: “A” 


PROBLEMA 143 ; 
Determine el polinomio mónico de menor 
grado de coeficientes enteros que tenga como 
raíces a los números reales /2-3 y J/3 - 2. 
Dar como respuesta la suma de sus 
coeficientes. 
A) 28 B) 42 
RESOLUCIÓN: 
* Sea X,; Xx; X3; X, las raíces de un 
polinomio mónico P, entonces: 
PS(xX y MAX MAX 4) 
* Luego, si en una raiz del polinomio es de la 
formaa+Jb, entonces , otra raíz debe ser 
a—yJb cuando los coeficientes son racionales. 
* Según las condiciones del problema: 
aj=SHJ2 _ s9= 8-42 
x9==2+/38  ay=-2-V3 
* Luego, el polinomio mónico de menor grado 
es: 


C)56 D)70  EJ84 


CALA IE REA 


51370) 


. APS CICLOPEDIA 2012) 


Paya (ax Marx Mix Max 4) 
la? (cy 09 Jara Jo — (gx Ja) 
(az) (jara) 
=(2 +6x+7)(1 +dx+1) 
> Y coefíP) =P, y=(14)(6)=84 


. RPTA : “E” 
PROBLEMA 144 : 
El producto de los coeficientes de la función 
polinomial de menor grado que pasa por los 
puntos (0; 0); (1; 1);(2;0) y (3; 1) es. 


15 14 5 15 16 

TES TAR y E 

4 4 »s 15 y 9 y 9 
RESOLUCIÓN: 


* Tomando como P(x) el polinomio: 
(0;0)€ P => P(0)=0 
pa O y 2 son raíces 
>x;(x-2) son factores 

(151) P => P(1)=1 
(3;-1)e P => P(3)=-1 
= P(x) de menor grado será de la forma 


Ham datos 


Plx)=x(x-2)(ax+b) 
* Sabemos que: 
P(1)=1> (-1)(a+b)=1 5 


a+b=-1 7 1) 
P(3)=1> 3(3a + b)=-1 
Sabe Al y 71) 
* De las expresiones (1) y (11) tenemos que: 
1 4 
=1 pais 
AA 3 
* Entonces Ph -6x*+8s) 
* Se pide el producto de coeficientes: - 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 145 : 
Sea P(x)=a*-ax+b un polinomio con 
coeficientes enteros. Si P(x)es divisible por 
(x-e)*, entonces el valor de (a+b+c) es 
AJ10 B)7 C)8 D)9 E) 14 
RESOLUCIÓN: 

* Si ces raiz de multiplicidad 2 de P(x) 
>P(c)=0c" -ac+b=0 
* Derivando : 
P(c)=50*-a= 


* Entonces ¡01 =% 
5 


* Reemplazando en (a) se obtiene : e” =? 

* Como el sistema es dependiente de un 
parámetro, tenemos; 
e=l>a=5>b=4>a+b+c=10 
e=sl>a=5> 


e=0>a=0>b=0 

e=2>a=80>b=128 

: RPTA : “A” 
PROBLEMA 146 ; 

El polinomio ; 

P(x)=8x" -60x*4+126x"+0x*+Bx-45 
tiene sus tres raíces reales en progresión 
aritmética , las otras dos raíces son complejas 
y de la forma «bi. 

Si bes entero, calcule bh. 
A)1 B)2 013 
RESOLUCIÓN: 

* Sean X,, X¿, Xy Sus raíces reales las mismas 
que por condición cumplen 
O A E PO AA 
* Además : x¿=b, a xp=-b; 

* Usando el teorema de Cardano : 


D)4 EJ5 


. XT 


% xy AX ARS pS > -z 
EN o 
5 5(5 


* xp Apt Xd = E > (5 - nl Sar]toi1(-60)= Es 


b=+1 > 25-4r*=9 


> (25-4r* )b* =9> 
b=13 => 26-4r*=1 


* De estas dos posibilidades las raíces que 
verifican la suma de productos binarios cumplen 
solo con la primera condición. 

>b=+1¡dado que bes entero 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 147 : 
Indique la verdad o falsedad de los siguientes 
enunciados: 
1) Sea Píx)=ax +bx*+ox+d,a+0,d+0 Si P 
” 1 z 
tiene tres raíces reales , entonces r(Y) tendrá 
las mismas raíces. 
11) Todo polinomio complejo siempre tiene 
raíces complejas y sus respectivas conjugadas. 


111) Si la suma de las raíces de un polinomio es 


racional , entonces cada una de ellas también 
es racional. 


[EDICIONES RUBINOS 


[fazer 


AJFFF BJFVV  C)VFV 
D)VVF E)JVVv 
RESOLUCIÓN: 

D FALSO: —, * P 


* Haciendo un contraejemplo: 
de raíces x,;%35 %y, 
luego Plx)=a(x—x,Mx—x2Mx—x3) 


* Luego cambiamos Xx por o 


A a 


* Considerando x como incógnita , resolvemos: 


CS 


, tenemos: 


*Se aprecia que r(1) =0 no tiene las mismas 
raices de P(x)=0. 
1) FALSO : 
* Haciendo un contraejemplo : 
P(x)=x? -(24i)x+24 
* polinomio complejo donde sus raices son: 2; / 
* Por tanto , no podemos asegurar que las 
raíces son conjugadas. 
* Entonces , no todo polinomio complejo tiene 
raíces conjugadas. 
MI) FALSO : 
* Haciendo un contraejemplo 
P(x)=x* - 2, polinomio donde sus raices son: 
J2;-/2 (números irracionales) 
* Luego se aprecia que la suma de sus raíces 
es: 0 (número racional) 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 148 ; 

Sea a, b, cuna terna de números enteros tales 

que a+b+c =-24, 2+bi+e =210,abc = 440. 

El menor número de esta terna es 

AJ1 B)2 013 D)4 

RESOLUCIÓN: 

* Se sabe por dato: 

atb+e=24;a*+b* +0? =210; abe=440 
ab+be+ac=183 


* Luego formando una ecuación cúbica de raíces 
a; b; c, se tiene: 


E)6 


=> 24: *4 183% —440=0 
* Aplicando Ruffini, se obtiene; 


1|0 


la siguiente ecuación: (x-5)(x-8M(x-11)=0 
* Por lo tanto , la menor raíz es: 5 

RPTA ; “E” 
PROBLEMA 149 : 
Calcule Q(A) , si QOY=(1+x)(1-) 


RESOLUCIÓN: 

* Piden: Q(A) 

* Dato: Q(x) = (1 + x) (1 - x) 
> Qu=(HANI-A) > Quy=1-A? 


O e) 
> ero a 5)o rs) 


PROBLEMA 150 : 
Determine los valores del número real x para 


Vx+3 1 ha 
A= 
que la matriz 3 /5=85l sea invertible. 
AJxs5 B)x>0 C)x265 
B)x>-3 E)x26 y x+6 
RESOLUCIÓN: 


* Para que la matriz A sea invertible, se cumple: 
lAI+0 == +3 /x—=6-3%0 
* Resolviendo: 
x+320nx-520>x2 Decccenoronon( 1) 


*Elevando al cuadrado: Na +3)(x=5) +3 


CALETA 


EE373) 
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x?-2x-24r0>x%6 v x+-4 


* Por lo tanto de (1): %2 5yx=6 
A RPTA 


PROBLEMA 151 : 
a b 
Sea la matriz A= e dbe+x|, los valores de 


a 
todos los, x para los cuales existe una matriz B 


tal que 4B=, => 2) son 

40 BJ C) todo número real 
D) todo real no nulo E) todo real positivo 
RESOLUCIÓN: 

* Dado que la condición AB = BA = I, 
entonces: |A|+0 


lal=a(2etz 


a 
* Por lo tanto: xe R- (0) 


)-vezo=berr-ber0>x:.+0 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 152 : 
Sea Yun número real no nulo. 
Calcule (E + L)(T+U), siE,L,T yU 
satisfacen el siguiente producto de matrices : 
Y 0(E LY_(Y O 
(ole 0):le :) 


410 B)1 C)2 D)J3 E)4 
RESOLUCIÓN : 3 
* Al multiplicar las matrices se obtiene: 
YE YL _ (ro 
eco E 2) 
* Por igualdad de matrices: 
3 como Y +0 >E=1 
como Y +0>L=0 
+» TL+U*=L; como L=0>U=0 
+ TE+UT=E; como E=1,U=0 >T=1 
* Finalmente nos piden: 
(E+L) -(T+U)=(1+0) -(1+0)=0 
d RPTA : “A” 
PROBLEMA 153 i 


La solución del sistema : 


Len, (2 (3), (2 
a e)= (do): 
Dé el valor de verdad de. 


DD detA + 0y el sistema corresponde a dos 
rectas que no se intersecan. 


1) det A +0 y el sistema corresponde a dos 
rectas que coinciden. 

TIT) det A=0 y el sistema corresponde a dos 
rectas que se intersecan en un punto. 


A) FVV B) VFF C) VVF 
D) FFV E) FVF 
RESOLUCIÓN: 


* Del sistema :a(5) = ls ) SAS ls $ 
y) Xb2 23 Uy 


* luego: 3/x+ay=b, 
ax + ay =D, 
Dato: C.S.=(3-2E E) 


Como no hay condición para £. 

PRIMER CASO : 

Eparámetro /te R 

=> el sistema tiene infinitas soluciones det(A)=0 | 
como FaP=F;Fv P=P 


DF mF umDnyF 
SEGUNDO CASO: 


teR/tesfijo 
> el sistema tiene solución única 


— Solución única 


DF mum F 


ug) V 
*La tabla de verdad final se obtiene uniendo 
ambos casos : FFV 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 154 : 
Sea A una matriz de orden 2x2, con A?=B, 
donde b,,=0 y 270. Si traz=(B) =b,,+b, 
, entonces el valor de M=traz(B)+2det(A) es. 


AJA BJO CJ1 D)J2 EJ3 
RESOLUCIÓN : Ñ 
2 2 
| ql 2] y como A?=B 
an 
* Entonces : 
e 
a-| Q//+4/203, a) 
2 
Q3/01/+03303,  Q33019+ 053 


* Por dato : 


(EMCIONTES _HUBINOS 


1373 


PROMLIDIAS MESTELTOS DE HLFASO) 


A9/0,1+47207/=0 > 07, (011+02)=0 
y como az, +0> a,¡+033=0 
* Se pide : DA 
Mola, +00; +05 10190%,)+ 24100 010) M=0,y+0 2) =0 
E E RETA: B” 
ROBLEMA 155 : 
So Up al rad 
Sean las matrices a sl" PA. a) tales 


que AB= 150 
o 1 
Entonces el valor de a +b+c+des: 
A) -1 B)0 C)-2 D)1 E)2 
RESOLUCIÓN: 


* Por dato tenemos : AB=I, 
* Dado que: |A| +0. 
* Al multiplicar por la inversa de A resulta: 


A'AB=AlxI=>B=A? 


o 


PROBLEMA 156 : 
Sean A y B matrices de orden 2x2. Señale la 
secuencia correcta , después de determinar si 
la proposición es verdadera (V) o falsa (F); 
DSi A?=0>A=0 

11) Si AB=0>A=06 B=0' 

IM) (A+B) (A-B)=A*-B* 


AV vv BJVVF CIF FV 
D)JFFF EJFVV 
RESOLUCIÓN: 

DD FALSO: 


E A a A A 


* Luego, A+0> A*=0 
ID) FALSO: 


de A E E 


* Luego, A*0nBx0=>AB=0 


J1D FALSO: pues 
(A+BJ(A— B)=(A+BJA — (A+B)B=AA+BA— AB- BB 
>(A+B)A—B)=A"+BA—AB-B* A? —B? 

Dado que no siempre : AB=BA. 


RPTA: “D” 

Se tienen las 6 matrices : 
12 2 3 AE 
alo sh al 2) col 2] 

D=ABC;M=A*B"C';¡Q=AB* 
El valor de x para que tres de las seis matrices 
no sean inversibles es; 
a0 BJ3 C)4 
RESOLUCIÓN: 
* Al analizar las matrices del enunciado, se 
deduce: 


* Ay Bson invertibles 
* Cno es invertible si x = 14 


PROBLEMA 157 : 


D) -14 E) 14 


D=C'"B!aA* 
M*=(0*)U(B*)'(A?*)* noinvertible 
Q =BA' no invertible 


* Por lo tanto, para que existan 3 matrices no 
invertibles, debe ocurrir que Csea no invertible 
y x debe tomar el valor de 14 


RPTA : “E” 


no invertible 


PROBLEMA 158 : 

Similarmente al caso de los números reales , 
se dice que la matriz Mes la raíz cuadrada de la 
matriz V si entonces , el valor de x para el cual 


7 -16 p 10 
la matriz[z 2 ] es la raríz cuadrada de B 7) 


es: 


A)0  BJ3 C)-16 D)16 
RESOLUCIÓN : 
* Entonces por las condiciones del problema 


2 
tenemos: [7 -16"_(1 0 
A 0 1 
* Efectuando:; 
7 -1601(7 -16 1.0 49 -16x 0 10 
alcalina 
* Aplicando igualdad de matrices se tiene que: 
49-16x=1>x=3 


EJno existe 


RPTA: “8” 


CAL Grez 


Era zz 


PROBLEMA 159 : 


a 1 , 
SiA= a satisface la ecuación 

o —2 3 10 . 
27+3x+21=0 ¡donde rl; Jrentonces 


el valor de B - €, donde By Cson matrices de 
elementos enteros que satisfacen, A=58*+C”, 
es igual a; 
AJA-21 . BJÁL 
RESOLUCIÓN: 
*Por condición tenemos: A=B*4+C* 

* Al descomponer A convenientemente, se 
obtiene; 


a 20 NA 0 
Lo -2) lo alo a 
* La primera posibilidad que se presenta es: 
0 1 2.0 
A ye 
ml Joso) 
* Luego por la forma que presentan, asumimos: 
0 m WO 
s-(; my c-[% SJ 


* Entonces: C*=(-1)=-1 
* Para calcular m y n, tenemos que: 


¿_[0 mn*)_fo 
Z ( nz Plo 
o 1 

00) le Ej 
* Por lo tanto, el valor pedido es: 
o 
B-C= =A+2I 
ls o) 


CIA D)A+I — EJA+21 


ajo Anm=1) 


RPTA : “E” 
COMENTARIO: 
se pueden obtener más valores para 
(B-C) por ejemplo si tomamos :; 


entonces : 'A-21 

PROBLEMA 160 : 

Determine el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones. 4 

1) Si todos los elementos de una fila (o columna) 
de una matriz cuadrada es cero , entonces , su 
determinante es cero. 

11) Si dos filas (o columnas) no nulas de una 
matriz cuadrada son iguales , entonces su 
determinante es diferente de cero. 

XII) Si en una matriz cuadrada se intercambian 
dos filas (o columnas) , entonces el 


determinante de la matriz resultante es igual al 
determinante de la matriz original salvo el signo, 
A) VWY  B)VFV C) WE D)FW  EJFFF 
RESOLUCION : 
* Se sabe por las propiedades de determinantes 
que: 
1) Si todos los elementos de una fila o columna 
son ceros , su determinante es cero, 
11) Si dos filas (o columnas) no nulas de una 
matriz cuadrada son iguales , su determinante 
es cero. 
11) Si en una matriz cuadrada se intercambian 
dos filas (o columnas) , entonces el 
determinante de la matriz resultante es igual al 
determinante de la matriz original , salvo el 
signo. 
* Por lo tanto la respuesta es: VFV 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 161; 

1 

Definamos la matriz ac 2) Entonces la 
o 1 


matriz B=A,AJA,, Aj Apsj<.» €s. (Atención: 
nótese que n no crece indefinidamente) 
1 
1 OY (11 12D, (10 15 
a A) $: : 


RESOLUCIÓN: 
* Analizando la matriz se deduce lo siguiente: 


hara o] [aseo mi 2] 


h=2= 0.0, $) 


* Luego: 


a no có 


* Multiplicamos por partes tenernos: * 


Ano Ven a 1 
Bl! HR AAA 
LU) 1 


* como: n= 


* Se obtiene finalmente: B=|* El -(; ) 


(EDICIONES ROBINOS 


PROBLEMAS RESUELTOS DE KEFASO) 


PROBLEMA 162 : 
Sean las matrices : 
mo) ados) 
3-1 c 6 
Tal que AB = BA, calcule el valor de (a + €). 
A) 1/4 B) 1/2 C)J1 D)2 EJ3 


RESOLUCIÓN: 
* Si: AB = BA 


A e 
3 Ie 5) Le 53 1 
2a-c -3) (20+3 -a+1 
lara les hood 
* Igualdando matrices resulta: 
3=-a+l a 8=-0c+65 


a=ád n c=-3 
* Luego :a+c=4-3=1 


RPTA ; “C” 


$7 


PROBLEMA 163 ; 
Sean las matrices a-(5 7 
0 


Si se cumple que A+B=1 , donde 


10 
1-(, 7) , halle a+b+2c. 


A)J-1  B)-12  CJ0  D)12 


RESOLUCIÓN: 
* Sabemos que: A+B=J1 


Ja 8), [2 6]_(1 0]_fa+2 25]_f1 0 
o cl'lo eJUlo 1J?] o 2] lo 1 
* Entonces: a+2=1=>a=-1 

b=0 


EJ1 


1 
20=1 dr ; 


*Nos piden : a+b+2c=0 
PROBLEMA 164 : 
Sean :A= le 


cafes solo o) 


tales que A?-24-B=C 
La matriz A con elementos no EORMLOS que 
satisface esa ecuación es (dar como respuesta 
la suma de los elementos de la matriz 4) 
au7 B) 10 C)8 D)J1 


RESOLUCIÓN: 
* Sabemos además que: 


E)9 


-2A4 -B=C>A*-24=B+C 
2 A*-2A+1=B+C+1/l: matriz Identidad 
>(A-D*=B+C+1 
* Luego reemplazando los datos, se obtiene: 


2 (4.0 _ (2.0 ¿20 
ay -(s Jo gar E s 


2 2 0 
caos) 


* Tomando en cuenta el dato, resulta: 
20 30 
a-1=( J-.- ) 


PROBLEMA 105 : 


5 20. 
Dada la matriz ; M= eRcde ón y 
sen20 2sen*0, 


Entonces la matriz M4” es igual a. 


AJM  B)J2M  C)J3M D)4M  E)8M 

RESOLUCIÓN: e 

* Dada la matriz: M= a e 
sen20  2sen*0 


* Luego formamos el polinomio característico 
de M: P(x)=x? - traz(M)x+|M) 


* Hay que tener en cuenta lo siguiente: 
traz(M)=2;|M|=0. 


> P(x)=x?-2x+0;P(M)= 0 
> P(M)=M? -2M=0= M*= 2M 
=> M* =2M*? > M*= 2(2M)= 4M 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 166 : 
Sea la matriz : 


entonces la matriz xl es, 


DET 100 0 100 1000 0. 1000 
01 0|B| O 1 0O|C]J O 12 1) 


AAA loo 0 100) |1o00 o 1000 

1024 o do 59 049 0 69.049 
D| 0 El 0 1 0 

1024 úl E 59049 0 59.049 
RESOLUCIÓN :; 


CA OIE REA 


. 
31376) TN CICLOPEDIA 2012 


DOE 
I=l0 10 
INOKD|ES z 


*Formando la recurrencia tenemos 


101 o 2 
X*=X.X=[0 1 0 1.0 
101 02 


2 0 2][10 1] [4 0 4 
x"=x*.x=jo 1 o||o 1 0j=j0 1 0 
20 2Jl101]l40 4 


*En general tenemos: 
2 0 gra 

X"=X"".X=| 0 10 
AD 

* En nuestro caso n=11, entonces: 


5 0 = 1024 0 sa 
Xx 
de ; CE hd , Vos 


RPTA : 


¡VneWN 


PROBLEMA 16 7 : 


us 0 0% 
El valorde [0 1/2 12] es; 
o 0 1 


Y o 1 o ajo 


also y o caga o o 
co 1000/2 1000/2 |D)| 0 (2 10001219 


aseo o (in o 
ajo 1 aye Eje ao 112 


U o. 12 o o aro 
RESOLUCIÓN 
13 0 0 
sea:A=| 0 1/2 12 
o 0 12 


* Nos piden calcular : ¿1000 
A 


qua o oyfus o 0 
AM=AxA=| 0 1/2 1/2 || O 1/2 112 


0 O 12. 0 0 1/2 


* Por inducción se puede hallar el valor matricial: 


(us)? O o 
A=| 0 (112% 2x(1/2) 
0.0 ay 


>A=AxA=| 0 (1127 2x(127 || O u2 112 


qusr 0 0 E o 2) 
o o aer Jo 01 


aus o o 
>4=| 0 MR 3x(127 
o. 0 ay 


(E o 
AP o (112% 1000x(112:9 
o o quae 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 108 : 


(1) a 
Dada la matriz M a o)» entonces el 
valor de M'9% es ; 


a TDR PCIA 1009-10 
AJa' E y ma (E E (7) 


RESOLUCION: 
*De lo dado se tiene: 


Ma la 5 => M?=-a?l 


> M'P=M? JU M=( aval; 2) 


2) puros o al 
10 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 169 : 


2 
Sea la matriz n-(. Al tal que det(H)=4 
Luego Pes : 


1 -3 16 -3 -2 8 
A A 
0 la 
-2 -6 4 
(5 3) m7) 
RESOLUCION: 
* De la matriz H dada ,se tiene : 


detH=>4 +3 +3=4>P+Hh-4=0 
de donde x=-4 ó x=1 


* Reemplazando para cada valor obtenido : 


(EDICIONES RURIROS 


y S=-=1=1-(, 


ed A 2 


A a . 
2 2). 


E _ (le Y (16 8/16 -S 
i) Sins 1-(1 Jon -( 1 ) 


2 1la 1 
268. 51 
2 
E -( | 


*Luego la alternativa que aparece es para x=1 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 170 : 
Dadas la matrices : 


Entonces se puede afirmar que C*D” es. 
DD 71 8 72 8 
se ls 24) E E :) se $: 5) 


73 9 71 9 
AA 


RESOLUCIÓN: 
* Por inducción obtenemos: 


ENE 


a fE 10 
els 81 
. 2/1 
»*; 
PA) 19 
o 0-1 


* Con lo obtenido resulta: 


apo [1 01 D_f1 9 
cdo slo dde 2) 
RPTA ; “A” 


PROBLEMA 171 : 
Sea la matriz : 


1.5 1 
A=|0 2 7 
0.03 
entonces , la suma de los elementos de la 
diagonal de 4*” es: 
A) 40230 


D) 60074 
RESOLUCIÓN: 


B) 6* 
EJ10* 


C) 60014 


1 
7 
3 
1.15 389[1 5 1] (1 = + 
A =jo 4 350 2 7|=|0 8 . 
o o 9g)lo o 3) lo o 27 
HASTE 
AMO 2. 
0.030 


* Notar: que el producto de matrices 
triangulares superiores es siempre una matríz 
triangular superior , y los elementos de las 
diagonales se multiplican entre sí. 
* Luego los elementos de la diagonal de A?” 
son: 1% ,210:310 
* Entonces; 14+2'%4+3'%= 60074 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 173 : 


[a bl +a Bl 
Sie q)? halle el valor de [342 ¿|+2l, 5] 
A) -2 B)-1 19) D)1 E)2 
RESOLUCIÓN : 
da 'á 0-2 > ad=v0=2 
* Entonces: 


+2 1 dl 
ES mar estaria cor2)o+200-d)=ad=be2 


RPTA: “E” 
2 a 1 
El valor del determinante de F=|p2 5 yes. 


A) (a-b) (b—c) (c-a) 
B) (a — b)(c - b)(a + e) 
C) (b- aJ(b + c)(a —c) 
D) (a + b)(b — cia —c) 
E) (a — bM(b— c)(a —c) 
RESOLUCIÓN: 


PROBLEMA 173 : 


lez e 1 


Can ron rEA 


75)1 


2 a 1 
F=lb= hb Intercambio columnas 1 y 3) 
MA 
la al 
=F=|1 b b?|(transpuesta) 
le et 


* Usando Van der Monde se obtiene: 
LEIA A 
Fja.b ce 
1 
F=-(b-a) (c-aXc-b)>F=(a-b)(b-cHa-c) 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 174 : 
Sean a y b números enteros positivos pares ; 
con estos números se forma la matriz . 
a-b-a 
A=|0 1  2|, si det(A+)= 12 
A + YY 
(la matriz identidad) , halle el determinante de 
a Za 
la matriz | ¿2 y 


A)-12 B)-10 C)10 
RESOLUCIÓN: 


1.00 
* Matriz de identidad I=|0 1 0 


* Dado que: |A+I|=12 naa 
* Al reemplazar tenemos: 


Dr12 E) 16 


la+1 -b -a 
la+i=j o 2  2]|=12 
1 1 b+ 


* Al restar la columna 3 de la columna 2 resulta: 


+1 Fb] - a+ 
012 0]|=12 
1|1 b 


* Por menribres complementarios en la 2% fila 


A E 


1 b 


* Al efectuar tenemos. 


a(b+1)=2 A GN o. 
=20; pa 


* Finalmente: 
la 
4-16=-12 


RPTA: “ 


PROBLEMA 175 : 
Sean las matrices : 


1.21 1.0-1 
U=|2 4 2|vV=|0 o 0 
E Aa .0 1 


Q=aU+pVdonde a,BeR 


Los valores de a,f£ para los cuales existen los 
o P. (tales que , simultáneamente se 


«led 


A) solamente a=$=0 
B) solamente a 
C) solamente f 
D) No existe tales números 
E) ayf£ son arbitrarios 


RESOLUCION: 
* Por dato:a,BeR 
* Además: 
1.21 1 0 -1 
U=|2 4 2|;V=jo 0 0 
121 1.0 1 
a+f 2a a-f 
Q=0U+PV=| 2a 4a La 
* Entonces: NA E 


>El) 
alas p=6 . 
BREA 
fell 


* Se observa que: p=6a A q=2f8, 
* Entonces; a;f son arbitrarios 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 176: 
27 1 
Sean las matrices 11 1|P=qU 
144 
8 8 
sabiendo que Q|-3 |=A|-3 |.dondeA es 
5 5 y 


EDICIONES RUBINOS 


1379 


PROBLEMAS KESUELTOS DE 


un cierto número real. Entonces, el vector uy 
el número « tales que Pu=au son: 


alle ooo n[3 pita) 


RESOLUCIÓN: 


* Como : >, 8 8 
Q|-3 |=A4|-3| 2€R cuco. (1) 
6 -5 


* Multiplicando por Q 
8 8 
=25|-3 
5 6 


8 8) reemplarando 
ela |=2q|-3 | Demos”, gel 3 
5 5 


* Si multiplicamos sucesivamente por Q 


llegamos a : 
8 8 
el a l=a0l y 
5 5 


8 8 
b 5 


* Como P=Q!” entonces : 


8 8 
Pa=4%1 38 
5 5 


* Comparando con el dato Pu=pgu tenemos 


-8 
u=| 3lra=4% 
6 


* Hallando 4 


27 -l 
*Como : Q=| 1 Z za 
-1 


* Reemplazando en (1) : 
27 NE 
111 1||-3|= 
1 4 4-5, 

* De aquí : 4=0 


* Finalmente : 


“gr 
PROBLEMA 177 : 
100 
SeaA =|11 0 [una matriz ,entonces la matriz 
111 


A% está representada por : 


B=>o 
ES 


1.00 1.00 1 
Aj 49 1.0 BN 49 1 0| CJ] 49 
989 49 1 1080 49 1 1225 


E aw E 0 

Dj 49 1 0| EN 49 1.0 

1127 49 1 1274 49 1 
RESOLUCIÓN: 


* Al deducir primero A” y después calculando 
A“ obtenemos ; 


1 

1 

A 

100 1 0.0 

ol n 22 
63 1J4U 1 1) (1424344 4 1 


* se observa que siempre se forma una matriz 
triangular inferior , entonces tenemos que; 


1 o 0 
A"= n 10(=| ” 
142434 an on 1 na n 


* Luego para n = 49 tenemos: 


1 0.0 


11.00 
40 AO 


20 o 1 1225 49 1 


100 
A'=AMxA=3 10 


1 00 


PROBLEMA 178 : 
Aes una matriz de orden 3. Se intercambian la 
primera y tercera filas y se obtiene la matriz 
A, En A, a la primera fila se le multiplica por 3 
y a la tercera por 2 obteniéndose la mabsiz A 
de manera 0 det(A,)=66 


Halle det(A4”"). 
1 
A)-11 BE at D)11. EJ= 
y y 11 33 JE 5 
RESOLUCIÓN: 
Qu Ci Ur 
* Sea la matriz A :A=| 0), My Us 
Os Us Us 


* De las operaciones indicadas se obtiene la 


CAREER 


[2 CETIO 10 tr EXETRT TITANIO 


3431 305 33 


matriz A, 
a “as 
XA2d,, 202 2053 
* Por dato : |A,|=66 
* Hallando el determinante de A, : 
[Ssz, Us Ugg 
l4,[=6]az, 07 ay 
(Sr Gig ig 


* Cambiando f, por f, :|A,|=-6lA| 


* Por dato: -6lA|=66>|A|=-11 
1 1 
* Nos piden: lA ar =-5 


PROBLEMA 170 : 
0 -a 
Sea No(o ) entonces Mes; 


0 
» he a 
s(* a ae lA 
leal a 0 0% a 


0 al 0 al 
D) E) 
e 0 ] 13 o ] 


RESOLUCIÓN : 


0 -a 0 
+sin-(y ¿Jrs 2) 
1 


* Asumimos que: J=| ly o 


* Entonces: N=adJ 
* Expresando de la manera. siguiente: 


Nal =a 3". ««(1) 
* Pero; 
20 D_(0 DA M_ (1 0_ 
"o 1.0 lo -1J lo 1j7"* 
* T: identidad 
ij -1I ,se obtiene: 
=-d 
=Jt gis 
JJ d= Y 


* Reemplazando en (7) ¿resulta 
5_s(0 N_(0 -a* 
o C Ho o 


RPTA 


PROBLEMA 180 : 

¿Para qué valores de K el sistema de 
ecuaciones x + Ky = 3 y Kx + 4y = 6 tiene 
solución única? 
AJK>-2;Kzx3 
C)IKs*-3;K=*3 
EJK +-2 ;K+-3 
RESOLUCIÓN : 

* Aplicando la regla de Cramer : 4,-X,=A yg 

* Para que el sistema de ecuaciones tenga 
solución Única se debe cumplir que: 


B)JK*-2;K+2 
D)JK+-3;K+2 


1 
A,+0 5; a. A 
* Por tanto: 4-K +0=>k*2h 4-2 
RPTA : “Br” 


PROBLEMA 181 :; 

Si A y B son matrices 3x3 y r.= 0 un número 
real, indique la secuencia correcta después de 
determinar si la proposición es verdadera (V) 
o falsa (FE). 

l) det (AB) = det (A) det (B) 

1I) det (A+B) = det(A) + det(B) 

HI) det (rA) = r det(A) 


AJVVvv BJVVF C)JFVV 
D)VFF E)FFF 
RESOLUCIÓN: 


1) VERDADERO : 
det (AB) = det (A) det (B)...Es una 
propiedad 
11) FALSO : 
CONTRAEJEMPLO : 
Pues si A=1y, B=1y 
Det(I, + I,)= Det(I,)+ Det(1,) 
Det(213) = 1 + 1 
2? Det(I,) =2 
2%(1)=2 
TU) FALSO: 452 ww 
CONTRAEJEMPLO : 
Pues si: r=2,A=1, 
Det(rA) =rDet(A) 
Det(21¿) =2Det(1,) 
2% Det(1,) =2(1) 
2*(1)=2 
4 = Penoorrraseeneeoes (ADSUIdO) 
RPTA: “D” 


rss « (absurdo) 


ES RUBIÑOS 


EDICION 


TES3sI INE] rromLemas nESi 


A 
ELTOS DE HKEPASO) 


PROBLEMA 182 : 
Si x e 22? es solución del sistema Ax=, có calcule 


TRAZ(x"b). E 
E 2 
Donde : ai A s-(;) 
4J0 B)1 C)2 D)3 E) 1/2 
RESOLUCIÓN: 
*Dado que |A|=-1 entonces A es invertible. 
A O E 
AM2 1 


A d 1 -0(2 
A 

7 2 
>= 3)=2=0-192 01815 Joa 


> traz(x'b)=1 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 183 : 
La solución de un 
(% ; Yo) donde xy = 
de Cramer Pa 


sistema no-| homogéneo 
Yo dada según la regla 
las 


4 mm 
la 5 al 
E 


Si m y n son primos relativos, un valor para 
men+d sería. 
AJO B)-1 
RESOLUCIÓN: 


Cj2 D)-3" Ej4 


* Sabemos por dato: mn =4n-bm 


* Lo cual resulta: 7m=-5n 


* Analizando esta última condición y como por 
dato, m y n son primos relativos tenemos:. 


(m=-5 A n=7) v (m=5 5 n=-7) 
* Finalmente se obtiene: 
mintd= -1y méntd= -5 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 184 : 
Dadas las matrices-: 


1 DIE 1) ox 

a b. e a B=| 1 be 
able a+b bi e 
entonces podemos afirmar que : 

A)lal=18l B)lal=ablBl C)lal= Him! 


D) |A|= (a + b)1B E) |Al= (a - b)1B| 


— A A E 227 A HA A EN 


RESOLUOIÓN: 

* De las matrices dadas, se obtiene; 
Aa 

lal=[ja b el=(c-aje-bMb-a)umm tl) 


la? 5% er 
DN 
IB=| 1 be 
la+b 5? e” 
o AS El 
“a G gj=| 1  b-0 e 
la+b bie? ct 
>|B|=(b -c)[(b+c)- (a +b)] =(b-c)(c—a)...(I) 


* Luego comparando las expresiones (1) y (MM) 
se tiene : 


lA _ seo lo 
am para 


=a-b>|A]=(a-D)IB 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 185 : 


a 0 
Sea la matriz le o). donde a+0;beR 
Entonces los valores X,, Xy Xy Xx, tales que 


E ells =) ls %]son (en ese orden): 


1 E BS E Aa 
O A A 
a 2.0L a A 
a A 

a aaa 
RESOLUCIÓN: 


* Según los datos tenemos: 


a fx x20)_(1 0) 
NE Ze ejeronras 


* Operando se tiene: 
ax; axy 


fo 
bx,+axs bxy+ax,) L0 1 


* Luego: ax,=1 Sel” 
a 


axj=0  =x)=0 
bx, taxy=0 = 222% 
a 


bxytax=1 =>x,=2 
a 


* De donde: m-=1 ; 


[CACA 


50353) TZ COOP EDIA 2012 


PROBLEMA 186 : 
Para qué valor de 4 el sistema siguiente 


Ax+x=d 
Admite infinitas soluciones. 


A)1 BJo D)-1 

RESOLUCIÓN: 

* Sumando las ecuaciones tenemos : 
(A+1Mx+y+2)=4+1 

*Luego tendrá infinitas soluciones si : 


A+1=0 => 


C)2 E)-2 


RPTA : “D” 

PROBLEMA 187 : 
Sea la tema (a, b, c) solución del sistema de 
ecuaciones : 
7x + Ay - 42 = 1) 
7y + 5z2= 12. (ID 
1ly + 6z = 19 «(1L) 
entonces, la suma (a + b + c) es igual. 
A)-3 B)-2 C)1 D)2 
RESOLUCIÓN: 
* Eliminando z de (1) y (111): E(11)-5(111) 

y=1en(I)z=1 
* Ahora reemplazando los valorés de y y z en 
(1) obtenemos que: x=1 
* Entonces: C.S.=((1;1/1)7 
* Luego tenemos que: 
a=lb=1c=1 >a+b+c=3 


RPTA : “E” 


E) 3 


PROBLEMA 188 : 

Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones: 
—X,+2x7+x9=-2 
3x,+6x7+3x,=6 
3x,-x3=4 

El resultado de(xy+x¿+x3)8s : 

43 B)4 C)7 D) 10 

RESOLUCIÓN: 


* Ordenando adecuadamente el sistema : 
E 


3x,+6x,+3%,= 

-3x—x9= 
* Al efectuar 3(1)-(11) 
* Reemplazando en (111): 3x2-x¿=4=> x3=2 
* Reemplazando en (1): -2+2x3+2=-2> x3=-1 


E) 16 


*finalmente lo deseado: Xx/+X3+x; 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 189 : 

Al resolver el 
Ay -a+y=0 
x*-y-2=0 

A) Cuatro soluciones con (-2 ;-2) una solución. 

B) Tres soluciónes, con (1 ; 1) una solución. 

C) Dos soluciones, con (1 ; 1) una solución. 

D) No hay soluciones reales, 

E) Podemos encontrar muchas soluciones va- 

riando x e y. 

RESOLUCIÓN: 

* Si factorizamos en el sistema de ecuaciones, 

tenemos: 

(a +y-1)(x% - y)=0 
a*+y-2=0 


sistema de ecuación 


Obtenemos 


* De (1): x-y=0 y x*y-1=0 
* Luego tenemos: 
x= x+y-1=0 
DE 
x+y=2 a +y=2 
* Entonces al resolver el sistema (1) resulta: 
x=-=2 A y =-2 >8,= (-2; -2) 
x=1 pny=1 >S,=(1;1) 


* Y por otro lado resolviendo el sistema (27), 
se tiene; 


AN, 
2 

1-46 
2 


x 


RI AA 
nde 5 (255,146) 


* Por lo cual, el sistema presenta cuatro 
soluciones. 


Le 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 100 : 
Dado el sistema de ecuaciones: 
4 56 _6 
LA AA) 
3 1 El 


+ A tiesto! 
x+y=1 2x-y+38 5 (1) 
el valor de x+y es igual a: 
A)J-1 BJO C)1 
RESOLUCIÓN: 


* Multiplicando por 5 en(1I) y sumando con (7) 
resulta; 


D)2 E) 3 


(EDICIONES RUTIÑOS 


PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO) 


CA 1 _MB 
x+y-1 2 xy-1 2 
21ty-1Í-2 > +y=- 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 191 ; 
La función polinomial : 

Fly HAY] HE I0-9)] Horty 2-37 
tiene N raíces (x;y;Z). Entonces MN es igual a: 
AJO B)1 C)2 D)3 E)4 
RESOLUCIÓN: 

* Hacemos : F(x;y;z)=0 

Dl yMy-243)=0 (2 y My —243)50 Axctyi=3 

> [x-y=0vy-2+3=0]nÍ2-y=0v y -243=0] n04y+2=38 
De donde: 


x-y=0 
z-y=0  =CS=((1,11) 
X+y+2Z-3=0 


x-y=0 
y-x+3=0 =>CS=0 


=C05S=0 


E» z-y=0 
Xx+y+z-3=0 


y-z+3=0 
y-x+3=0 =CS=([(2-1,2) 
x+y+z-3=0 
C.S.=((1; 1; );(23-1; 2) 

RPTA : “C” 
PROBLEMA 102 : 


O] 

Dado el sistema /* +4" =28 
“x+2y=7 x 

Si 2y > x, entonces el valor de E] es. 


TS EJ3 


RESOLUCIÓN: 
* Del sistema tenemos: 


a+ dy? =28... 147) 
AH LY = 7 caron 


8 
C)2 DIG 


* Al Completar cuadrados en (7) , obtiene: 
(x+2yP -4xy=25.... (0) 
* Luego reemplazando (11) en (a): 


7? -4xy=25 > xy=6 > 2xy=. 
* Resolviendo (11) y (111) , se tiene: 
x+2y=7 
e =12 
a =4A 2y= 3 se descarta porque 2y>x 
v 
x=3A2y=4 
>2:x=3;y=2 
* Entonces: C.S.=((3;2)) > E - 
Y RPTA: wm 


PROBLEMA 108 : 

Un grupo de estudiantes deciden aportar en 
cantidades iguales para contratar un profesor 
de Física. Si hubieran 10 estudiantes más , 
cada uno pagaría s/.10 menos. Sin embargo, 
si el número de estudiantes fuera 2 menos. 
cada uno pagaría s/.5 más. ¿Cuántos 
estudiantes forman el grupo y cuánto se le 
paga al profesor. 


A)20;8/. 120  B)10;8/,200 C) 8 ;S/.160 
D) 8 ;S/.200 E) 20;8/.200 
RESOLUCIÓN: 


¿Cuántos estudiantes forman el grupo y cuánto 
se le paga al profesor? 
Sea: «a» el número de estudiantes 


«b» el pago de cada estudiante 


Igualando el dinero recaudado en cada caso , 
pues el profesor cobró lo mismo en todos los 
casos , tenemos: 
ab=ab+10b— 100 — 100=ba - 2b+5a - 10 
* De donde a=20;b=10 
* Número de estudiantes: a=20 
* Pago al profesor: ab=200 
RPTA : “B” 


CALA IEMERA 


a 
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PROBLEMA 194: 


Dos campesinas llevan al mercado 100 manzanas, una de 
ellas tenía mayor número de manzanas que la otra; no obstante 
ambas obtuvieron iguales sumas de dinero. Uná de ellas dice 
ala otra: Si yo hubiése tenido la cantidad de manzanas que tú 
tuviste, y tú la cantidad de manzanas que yo tuve, hubiésemos. 
recibido respectivamente 15 y 20/3 soles. ¿Cuántas manzanas. 
teníacada una? 


AJ30y70 B)35y65 C)40y60 D)45y55 EJ48 y 62 
RESOLUCIÓN: 
*De acuerdo al enunciado , tenemos: 


*Como ambos tienen la misma suma de dinero 
, entonces ; 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 195 : 
¿Cuáles de los sistemas de ecuaciones está 
representada por la gráfica adjunta? 
Dx-y=-1 ID6x+y=8 IM)x-y 


A) Sólo TI 

B) Sólo 1 y III 
C) Sólo IM 

D) Sólo I y II 
E) Sólo II 
RESOLUCIÓN : 


* Identifiquemos las. rectas : 


ASS 


D Liz+y=3 


DL :2ty=4 


PROBLEMA 198 : 
Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones. 
2x?+5xy-18y?=0 
xy+y*-12=0 

A (4:2),-254) B)(-4; 


C) (4;2), 
E) (4;-2),(-4;-2) 

RESOLUCIÓN: 

* Notar que si x = y = 0, entonces sólo se 
cumple (2), pero no (H1). 

* Sea yx0, entonces en (1) tenemos: 


(e 


is pro s Zy 
E 2 


2),(-2;4) 
-4;-2) D) (452) ,(-2;4) 


E) 
* Luego en (11) tenemos: 
2y*+y-12=0 6 120 


yi=4 6 —7y*=24 
y y 
y=+2 No puede ser 
* Por lo tanto: C.S.=((4;2) ; (-4;2)) 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 107 : 


Sea Nel número de pares de números reales 
(x/y) que son soluciones de la ecuación 


Vy-x+ Joy =at+ y? 
Entonces Nes igual a : 
AJO B)1 Cc)2 
RESOLUCIÓN : 
* Dado que la ecuación: 
Jy=x + fa=y =x*+y? 

es irracional , entonces calculando el C.UA, 
(valores admisibles) resultará: 

y-x20 nx-y20. 

Y2XA AZ2YII=Y 
* Luego reemplazando en la ecuación irracional 
se obtiene: 


Vy=ywHy- y 44 20=2 =y=0 
= C.s.=((0:0)) 
* Se sabe que N es el número de soluciones 
con componentes reales , entonces N = 1 


RPTA : “B” 


D)3 E) o 


(EDICIONES RUBINOS 


PROBLEMA 198 : 


y EA IES <Ó 
bx+ty 3x+2z 3y+5z 
Determine el válor g=-—Y 
x-z 
495 BZ CO DI EJ25 
RESOLUCIÓN: 
xy 
=6 > 6(6x+4y)= 
xr dy AS 
5x+4; 1 
ELA A (8) 
ay 6 
* Análogamente de las otras dos ecuaciones : 
2 A 
A = coronan rre 
xz 8 
5,3_1 
E 
y32z6 
* De ($) y (0) se obtiene: 4_3_ 


* Sustituyendo en (a): 0% 
2=38 


K=12> 
z 
* Luego de (ff) resulta: 


ARPTAZAA” 
PROBLEMA 199 : 3 
Al resolver , en el conjunto de los números 
complejos , el sistema. 


(1+1)2-w= 
2iz+(1—iJw 
El valor de < es. 
E z e E 
1d Cit 24 i i 
Mi a 
RESOLUCIÓN: 


* Al multiplicar (1) por (1+4) : 


tenemos: 252 (1+i)w=-2i 
de (2): .2j2-(1-ipw= 


= Nos piden: ¿=14* 
w 2 6 


PROBLEMA 200 : 
Al resolver el sistema siguiente : 


Ja+y+2 - J/2x —3y -7= 


3 


Lar y+2 +3/2x—3y —7=14 


se obtiene que el valor de (x+y) es: 


AJ2 B)-1 
RESOLUCIÓN :" 
* Piden: x + y 
Multiplicamos por 3 la primera ecuación y 
sumamos con la segunda ecuación : 


3 Vx+y+2-3,/2x—3y-7 =-9 
yr 248 28977 = al e 
>AYx+y+2 =8Y8 
>Ux+y+2=1>x+9+2=1>[x+ y =-1] 


PROBLEMA 201 : 


co D)1 E)2 


RESOLUCIÓN: 
* Dado que 2€s base del logaritmo , entonces 


2>0y as1. 
1 
"Si: Log l27=-> 


£ Entonces = 


PROBLEMA 202: 


Si Log,¿bc=x",Log,ac = y”,Log,¿ab = 2" 
para todo n e Y. Calcule el valor de 


ERE 1 sul 
s-.| ERA 
A)J2n B)n C)n2z D)iln +E)Jn/2 


RESOLUCIÓN: 
Agregando 1 a las condiciones : 


Log, bc+Log,¿a=x"+1>Log,abe=x"+1 
Log,¿ac+Log,b=y" +1> Log, abe= y” +1 
Log,ab+Log,c=z" +1> Log, abc=27” +1 


[AECE 


- a 
o PETT is A CICLO PEDIA 2012 


* Reemplazando e invirtiendo los logaritmos ,se 
obtendrá : 


A 5 
E=uL FLOB 0 6 + OB e 
y VE 08 ar a Babe Bas, 


>E=2Y1>leE=2 
2” ” 


PROBLEMA 309: 
Al calculár el logaritmo de a”Ya en base 


RPTA : “D” 


aria; donde m,n>0,0>0yas1; 
obtenemos 
AL B)mn CC) Djm  ElJn 
m n 
RESOLUCIÓN: 
* Lo pedido es : j 
E me 
LOB qn, Ya = Log LA 
atm 
ma? mntl Es 
5 1 Lo8. mna+T on 
n+— 
be pe RPTA : “C” 


PROBLEMA 204 : 

La suma de los cuadrados de dos números es 
29 y la suma de sus logaritmos (en base 10) 
es 1. Dichos números son: 


A)-2y6 B)4y5 . C)2yb 
D)2y6 E) 3 y20 
RESOLUCIÓN: 


* Sean los números My N. 
* Datos: Mm +n*=29 » Logm+Logn=1 
1] E a 
* De (1I) se tiene que:mn=10 y m>0;¿n>0 
* Además : (m+n)"=m*+n?+2mn 
* Luego reemplazando se tiene: 
(mán)"=49> mn=7>m=7-n 
* Dado que: mn=10 = (7-n) 0 
>n-7n+10=0 =(n-2)(n-5)=10 
* Entonces :n=2>m=65  n=6=>m=2 
* Finalmente , dichos números son: 2 y 5 


y RPTA : “D” 
PROBLEMA 205 : 
El valor de x que satisface la ecuación 


fe+Lozz Taliz = lios yz NzJz 


A)2/8  B)3/8 
RESOLUCIÓN: 


C) 12 D) 6/8 E) 3/4 


* Sabemos que la ecuación es equivalente a: 


s+Log(2)=10g, (2%) 
* Luego efectuando tenemos: 
3 


a 
84 8 


PROBLEMA 200: 
Dado el siguiente sistema : 


a Loglax)= y Lontby) 
( (x + y,a>0,b>0) 


aloe y los 


determine el valor de x-y. 


a+? ad boa =b,, bi-a? 
A) A B) 8 Cc) m5 D) 7 E) ab 
RESOLUCIÓN: 


* Aplicando logaritmo a la 1” ecuación: 
Log a|Log +Logx]=Logb[Logb+Logy] 
-Log*a - Log*b=(LogyMLogb) - (Logx Mogul L) 
* Aplicando logaritmo a la 2% ecuación : 
á : Logx=Logy=> x=y 
id O NI >. 
* Como: x*y => pa 
*En (1): 
(Loga+Logb)(Loga - Logb)=(LogyNLoga+Logb) 


a 
*Entonces: 95 Dx-y 


a b ab 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 207 : 
El valor de la suma : 


qe A 
Y Log[22" tan£(n14+K)] es 
K=1 


A)(2" - 1)Log(2) Brant -1)Log(2) 
C)2(2"*14+1)Log(2) D)212" -1)Log(2) 
E)2(2"+1)Log(2) 

RESOLUCIÓN: 


*Como se sabe que: 
tan [5 +4K )=1:VK e<2, entonces la suma 
nel mel 
E 2 
pedida: S= 2 Log2 = 2,2 Log2 
* Aplicando el teorema de la sumatoria: 


(EDICIONES RUBIÑOS 


PROBLEMA 208 : 
Dada la siguiente ecuación : 


[108 añ ¡A al pd 
calcule : sen(x) 


1 1 1 1 1 
Az B 3 03 DE El 
RESOLUCIÓN: 

* De lo dado, se obtiene : 
(LoB sens 2)(LOg,,., 2, 1/256)=-1 


senx0 Asenx +1... 


* Transformando la ecuación se reduce a: 
(LB venx 2) (108 mon. 21) =-1 
> (LB ms 2) 3 > Lo Paz hy LB vns 2=5 


1 1 
A enx=voenx=4 => menx= Vx ep a 
* Este último de (7), entonces: sen= 
* RPTA: “A” 
PROBLEMA 209 : 


El conjunto de soluciones reales de la'ecuación 
10 000'- 4x100'4 4 = 0 


m4 BMAJz ) CMa; Jz y 
DA-JE ¡JE Y EMa; J2 5 -Jz) 
RESOLUCIÓN: 
* No se debe olvidar que: 101%* =x ; Va e R* 
* Resolviendo la ecuación, se obtiene: 
frota 11008 P 44001 -4+x*44=0 
a(x*-2* =0 =00x*-2=0 
a(2+V/2)x-J2)=0> (x =-JZ v x= /2) 
* Sabemos que: 
xeR'=x=/2=0.5.=(/2) 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 810 : 
Al resolver la ecuación: 
x+Log ¡so(142* )=x Log 494712 +L0g 147472 


entonces podemos decir , que el número de 
soluciones es : 


1887. 


PROULEMAS MESUELTOS DE REPASO) 


AJO B)1 0cJ2 D)3 EJ4 

RESOLUCIÓN: 

* Transformando la ecuación tenemos: 
x+Logy(2*+1)=xLogj (B)azogsza A 

* De donde; b=1424 

A+Logy(2*+1)=xLogg6 - xLog,2+ Log,72 

> Logo (2*+1)=Log,72 log, 2* 


> Logp(2"+1)=Log, ES) 


22h >(2%)42* -72=0 


> (2:49)(2" -8)=0; 2%+9>0 


2>2%=8 > 1x=3 
* Entonces , C.5.=(3), por lo tanto, la 
ecuación tiene una solución. 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 211 
Del sistema gw*+! _ 


=11 A. 38%4+2*=4] 


Halle Log, x. 
A) 1/2 B)2/3  C)3/2 D)2 E)4 
RESOLUCION : 
* Dado: 
NF)-2 = 11. (1) 
PA 2(2) = 41 (11) 


*De (1)x 2 + (11): 7(3")=683>38" =9=>x=2 
* Al reemplazar en (7) resulta: 
27-2=11> 2 =16> y=4 
* Por tanto : Log,x = Log,2= y 
2 RPTA: “A” 
PROBLEMA 219 : 
Halle las raíces en la siguiente ecuación 
JLogx = Log Jx 

A)x¡=13 xg=10% B)x,=10*;x3=10* 
C)x¡=10"*;xg=10% D)x,=10*;x3=10* 
E)x,=1; x3=10% 
RESOLUCIÓN: 
1D) C.V.A.: Logx20 an x>0 

x21 A x>0 
>3x2>1>C.VA.=[1;+0) 


11) Elevando al cuadrado la ecuación. 


CALETA 


A 2 
togotogs") > Log 10gx) 
=>0=Log"x-4Logx=0=Logx|Logx-4] 
>Logx=0v Logx=4>x=1v x=101 
Sp=11;10*%) (Sp: solución particular) 
C.S.=C.V.A.n Sp=11:10%) 


PROBLEMA $13 : 
Dada la siguiente ecuación : 
Log(2x—1)"+Log(x-1)"=n 
Halle x , sabiendo que n es cualquier entero 
positivo y log es el logaritmo en base 10. 
AJ6 B)3 C)4 D)J2 E) 3 
RESOLUCIÓN: Logn 
* Como: 10% 
* Log(2x- 1)” +Log(x-1) =n 


* Entonces se tiene: 

Log(2x-)"+ Log(x- 1)” .... (1) 
* dado que n es cualquier número entero 
positivo. 
> (2x-1>0nx-1>0 Jo... 

51 
* De (1) obtenemos: 


MLog(2x - 1)+ HLog(x - 1)=t , 
> Log jo(2x - Mx -1)=1=> (2% 1)(x -1)=10 


09 ( TI) 


2 hn 
a 
2] 8 5 

x -8 


* Finalmente teniendo en cuenta (27) resulta 
que: x= 3 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 914 : 
La medida de los lados de un triángulo está en 
progresión geométrica de razón r, lo verdadero 


es: 
AJi<r: mir or 
A E 
RESOLUCIÓN 


*si: 0<r<1 ar? an 


a-ar<ar?<ar+a 


>ior<ri<r+l 


*Resolviendo: Tr € Ea de 2) 
* Restringiendo : 
de pa Ea e CS, 
2 


* Cuando r=1 no se forma una progresión 
geométrica : 


*Siir>1 ar 
a 


ar? 
ar-a<ar?<ar+a=sr-1<r*<r+1 
1-45 en 
2 


* Resolviendo ;T € es 


* Restringiendo al intervalo analizado : 
re En 1)...0S 
* Por haber analizado en secciones disjuntas : 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 915 : 
Sean (a,; 8,7; 8) y (b,; b,7 by) los tres 
primeros términos de una sucesión aritmética 
y geométrica , respectivamente , tales que. 

az-b, =|a¿—by|=0,4 
Si la razón aritmética es 2 y la razón geométrica 
es 1/2 , entonces el valor de b, asociado al 
menor valor posible de a, es. 
AJ48 B)-8  C)-11,2 D)-14,4 E) -17,6 
RESOLUCION : 
(a, ;az503)=(a,;0,+2;a,+4) 


ao 
(ta 502504)=(0,:20,:70,) 
* Sizag-b3>0 
a+2-L0,=0,+4-¿b,==G 
+ b, =28 donde a, =-65,6 
* Si:ag-—by<0 


ay+2-2b, =-0,-4+7b,= 


> b,=-11,2 dondea, =-7,2 


(EDICIONES RUBINOS 


1350 [HE] —PROENAS HESUENTOS DE REPASO) 


* Eligiendo a,=-7,2 es el menor valor de a 
entonces b, será: -11,2 


e RPTA : “C” 


PROBLEMA 310 : 
La suma de tres términos consecutivos de una 
progresión geométrica es 13. Sabiendo que si 
los dos primeros términos seincrementan en 
dos unidades y se disminuye en la misma 
cantidad al tercero , los números forman una 
progresión aritmética. Determine la razón de 
la progresión geométrica decreciente. 
A)1/3  B)1/2 0) 2/3 D)2 EJ3 
RESOLUCION 

*Plden: q 

«Por sorPG. Decreciente O <q <1 

* Del dato PG. +t,: 1,q; ,qu, donde: q = razón. 

«Nos dan: | +t,q+t,q= 13 

+Despejamos $: 1 2 

1qrg 

«Luego: PA. +, +2.1,9+2.t/7-2 
« Entonces: t,q+2o!1*2t40=2 
» Electuando:1,(1 -2q +q2)=4... (0) 
» Reomplazando: t,en (3) 


(_1_y 2 

eds 
» Reduciendo: 342-.10q + 3 
» Factorizando: (3q - 1Xg - 3) =0 


* Tenemos: Qy 3 va¿=3 :q=] ¡por ser decredente: 


* Pero la AG. es decreciente; entonces, 
RPTA : 

PROBLEMA 217; 

Sea la sucesión fa, (n > 0) definida por; 

a, = Log p, si-existe un primo p y un kentero 

no negativo tal que n = ya, =0en 

cualquier otro caso . Entonces , la suma de 

los términos a,, , donde m es un divisor 

(positivo) de 72”, es igual a : 

A) Log 8 B) Log 24 C)Log36 D)Log72 EJLog 144 

RESOLUCIÓN: 

* Según las condiciones del problema: 

* Nos piden la suma de los términos a,, donde 

mes un divisor (positivo) de 72. 

* Luego los divisores de 72 son : 

12 /3/4/6/8;9;12/18/24;36; 72 

* Usando la definición de a, tenemos: 


a, =Logp;(1=p' para algún o primo) 
a,=Log2;(2=2') 
ay= Log 3;(3=3') 


a, =Log2;(4=2*) 
a,=0 
li EL 
=Log3;(9=3*) 
0% =0;414=0;07= 


30y4=0;a,=0 

* Finalmente : 
a,+0,+0,+0,+0,+0,+0,+4,+0,,+0,,+4 +4 9= 
Log p + 3Log2 + 2Log3 = Log72p 


* Por tanto, para p = la suma es 
Log 144. 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 318 :; 
La solución de la inecuación : 
2e+e7x<3e*, es el conjunto. 
A)R B)R-10) C)(0;00) D)(0;00) E)(-0;0) 
RESOLUCIÓN : 


* Haciendo que : y=e”*/y>0 


* Al reemplazar y operando : 
y +2y* -3y<0 > y(y?+2y-3)<0 
> y(y+3) (y-1)<0> y-1<0 > y<1 


es positivo 
* Al sustituir el cambio : e*<e” 
* Tomando log en base e ; -x<0 


* Multiplicando por (-1) : x>0 


PROBLEMA 210 : 


La suma de la serie : 1,1, 14, 
tiende a : EE 
1 3 
A B) = c)= D 
ti id ) 

RESOLUCIÓN: 
* Sabemos que: 

IAE EE 1 1 

A a A 
3.8 15 24 KR? -1 
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* Luego analizando S, resultará: 


3) - 16) 
3 23, 23) 
a + as) 
8 2la A 
le 3) 2 3 E) 
15 2li5) “  2l3 5) 
Na 42) a E) 
24 2l24. 24 e 


PROBLEMA 230 : 
Determine el valor de: 


20, 1 
0-13] 


n Ln 3n 2n-1 n+1 
B) E) 
ez e T nl Lema AE 
RESOLUCIÓN: 


* Separando en sumandos la expresión dada: 


7 El MES 


2 1 
Eb ana 5 *"(43) 


1 1 1 
lara 


+, 1,» _2n+i-1+n_ 8n 
2 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 
RPTA:*C” 


PROBLEMA 221 : E 
Sea P(x)=x"+x+1 y la sucesión S,(x)=) [Pt] 
Entonces el menor valor es S,(x) cuando nes 
arbitrariamente grande, es : 

AJO B)4 C)8 

D) arbitrariamente muy grande E) no existe 
RESOLUCIÓN : 

* S,(x) , cuando 'n=>+0, toma su mínimo 
valor si P(x) es mínimo. 

* Entonces , completando cuadrados se tiene: 


2 
Plgartrxita( es) «5 


S,(z) Le -El(=-1) .] 


* Luego , el menor valor de S,, , cuando 
n= +0, ocurre si x= -1/2 , es decir : 


DIO LOS 


SS mínimo 


PROBLEMA 222 : 
El valor de la expresión 


A)-1 B)- 16 
RESOLUCIÓN: 


* Sea: la P.G. 
* Además se sabe que: 


a, 
artayt..=7 z 


3lr]<1 
* Aplicando en el problema , resulta: 


ERAN IA 


PROBLEMA 923 : 

En un cuadrado de lado 4 se inscribe otro 
cuadrado uniendo los puntos medios de los 
lados de dicho cuadrado. Repetimos este 
proceso indefinidamente. Entonces la suma de 
los perímetros de todos los cuadrados así 
construidos será: 


AJ64 (2-/2) B)J48 (2/2) C)32 (1442) 
D)J16 (2+/2) EJNo se puede calcular 
RESOLUCIÓN: 


* Los lados de los cuadrados considerados en el 
problema tienen las siguientes medidas como se 
presentan en el gráfico: 


ICTONES_ HVTEINOS 


13891 EA 


PROBLEMAS KES 


LOS DERFPASO) 


* Entonces , la suma de los perímetros es: 
SAi2 222 a 7 ) LA 6/2) 
V2-1 + 
5 yz 
[sere geométrica de razón =y S=16(2+42. ) 
y RPTA : “D” 


PROBLEMA 222 : 

Como se indica en la figura adjunta se 
construye progresivamente circunferencias 
tangentes de radio cada vez menor, tangentes 
a dos semicircunferencias de igual radio R. 
Use dicha construcción para determinar la 
suma de la serie infinita. 

1 1 1 1 


dt 


hee 
nx(n+1) 


EMETEMENS] 


A) 2R B)JR Cc DJ E)1 

RESOLUCIÓN: 

* Piden determinar la suma: — * 

2 dl de e 
E 1x2 2x3 2x4 n(n+1) 


Luego hallamos la suma parcial se tiene: 
LADA 1 
== rt 
taa aa tad 


dl) 


* Finalmente tomamos límite: 
LimS,, =Ln(1,,)1> $ a 


O ral Emir) 


PROBLEMA 225 : % 
Para la sucesión definida por: 
Bf as 
Sg= pr>1 i z 
ES 2) ,se nes ea ; 


1 
E E: E E 
BIGSSk<3 Ops SKkS 3 


AJ1S Sy 


m3 75 SK <l EJE <Sx s1 


qú- nó AA A A A A A a € _—_ _ _—_——-——————__ a A A 


RESOLUCIÓN: 
* Desarrollando la sumatoria se tiene: 
E 
METETE EE 

* Para números positivos : 
Si:0,¡<09<07< cnica < Ay 
Mia, sa aio... tn) S MeA. < Má a 


ya 
1 Se 1 A 2 
A 
Pd US 2+1 2 2+1 
* Pero: K>w 
| 7<S.s1 


=a sha 


AE 


PO 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 226 ; 
Sea la sucesion Sy Sy Sari Sy.-- donde 


para k s 2. 
8y=49, 8,=7, 83=V7,...ey= qa E 


Entonces la suma de las cifras del producto de 
todos los términos de la sucesión será igual a. 


A)J3 B)4 D)6 0)5 E)7 
RESOLUCIÓN: 
* Como: —Sy=7* 
S,=7! 
TAE? 
S¿=72=7162 
Pa 
S=7%3=7353 
E 1 r 
=7 M1 =7(-Dk, para k> 2 
* Nos piden: y, E 1 1 


Tax 77 7 54, MEN, 
* Entonces el producto de los términos de la 
sucesión: 


P 1 1 
= taa en 
AAA 
== 7%= 2401 

* La suma de las cifras de este producto es: 7 

S RPTA : “E” 
PROBLEMA 227 : 
Enla sucesión de números reales 

20, 25+x% 

Kg E AR E para k=0; 1; 2...se sabe que 


he e 
= 4,5 ; entonces X,p, Será igual a. 


a 
ts92 HE] TRCICLOPEDIA 2012) 


[CA EEE SA 
A) 45 B) 4,55 C) 4,665 PS 
D) 4,5555 E) 4,565555 
E Ltm(Vn+1-In) 
RESOLUCIÓN: E 20, 25+x1 2 


* Dada la suceción: x= 
* Por dato: x¿=4,5 
* Entonces, para k=5 resulta: 


(4, 57 +(4, 5” 


AN +)? 


=4,5 
Lx E 2(4,5) 
J ¡2 2 
* Para K=6 se obtiene: dy IA 
2x5 


* Se deduce que la sucesión es constante , es 
decir:  y,=4,5;VheZ; > xj04=4,5 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 228 ; 
Dada la sucesión de término general : 


S,=/n+1- Jn 
entonces se puede decir que. 
A)S, converge a 0 B)S, convergea1l 
C) 8, converge a 2 D)S,, convergean 
E) S, diverge 


RESOLUCIÓN: 
* Dado S,=./n+1-/n. 


* Por la igualdad de la diferencia de cuadrados, 
expresamos: 
Ss (+1) _ 
"nel 4 da AR 
* Luego calculando el límite de S,, se tiene: 
LimS,=Lim= 2 ==0 
+14 /n 


* Por definición de convergencia: 
$, converge a 0 

y RPTA:; “A” 
PROBLEMA 220 :* 
Sea(a,) la sucesión cuyo término general es 
a=/n+1-Yn 
Entonces podemos afirmar que. 
A) a, divergeao  B)a, convergean 
C) a, convergea1 D)a, convergea0 
E) a, convergea —« 
RESOLUCIÓN: 


Ela Ulla) 
VU +YniYn+ ln 


> Lima, = Lím 


> Líma,= Lim 0 
as 20. Ynl ++ 1/n 48m 
1 1 
A E 
Walla Ya 
1 


Y cuando n——w 


* Por lo tanto , (a, ) converge a 0 

RPTA :*D” 
PROBLEMA 230 : 
Sea la sucesión definida por : 


a A 
t..e,e[;) , nen «donde b,=- 5 


Entonces la sucesión converge al valor: 
1 1 1 
¡Aj BJ)0 (ES DI 
00 ) 3 3 
RESOLUCIÓN : 


*Debemos recordar : 
Teorema: 


EJ1 


* Se tiene : Lim bp,y= Um bp=L 
PA Pai peri 
2 
A 
2] Suma Mies gt 
2 (3 
(A a] 
e (3) al 
'U 2 s 
A DAD 
te ela) (5) (5) 


r 2 3 ml 
E OONONSO 
2 43 3 3. 3. 
* Para determinar el valor de convergancia 
tomamos límite: 


imbr==2 (2) (2) y 
Ped el «(3 MEYAS 


*Entonces , la sucesión fb, converge a 0. 
RPTA : “B” 


EMOS ROAOS 


Ds EIN 


PROBLEMAS KE: 


ELTOS DE BKEPASO, 


PROBLEMA 231 : 
Sean las sucesiones : 


Dor = D¿+ 4 con b,=5 5 
Cow = =3C, COn Cc,=5 ¿neN 
Ba 
Entonces el valor de =n 4 para n 
Ñ 
suficientemente grande, se aproxima a : 
A)4/3  B)-4/3  C)3/4 D)Jo E)1 


RESOLUCIÓN: 
* Hallando la Ley de formación de b,: 
b,+1= b,+4 b,=5 (dato) 
n=1 b3=b,+4=5+4x1 
n=1 b=b,+4=5+4x2 


b,=0b, ¡+4=5+4(n-1) 


* Se obtiene, término enésimo b,=5+4(n-1) 
* Luego hallamos la Ley de formación de C,: 


Jx5=5,(-3J* 


*Asumiendo 
_5+d(n-1) 


LA 
que O. E entonces 


5=34p+ 


* Por el criterio de la razón analizamos la 
convergencia: 


54+4n 
lz 5x(-3) (637154 4n)|_ 1 
ap ll 7] jp ¡erre 
Bray 
* De aquí resulta, que la sucesión converge a O 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 232: 


Sean a y b números reales. Si sé cumple que: 
Xp 1=9X PD . N=0;1 27... 
entonces: 


A) a,=n(xp+0), si a=1 yaa 


1-a 


Jrs 


Juntas) 


C)x,=n29+b", sí a=1 y x,=(1-n)xy+0"b, si a +1 


B) (=,=xp+mb, si a=1 ] y fran s 


Djsn=3nb,slo=1 a siasl 


E)an=(1-m)29—nb, si a=1 y xy=(1o)xy+tb, sí a +1 


RESOLUCIÓN: 

* Aplicamos induccion : 
*Sin=0:x,=axp+b 
*Sin=1: xy=ax,+b 

> x¿=0(axy+b)+b=a*x+b(0+1) 

*Sin. 
> xy=a(a*x +b(a+1))+b=a*x,+b(a*+0+1) 
*Sin=3: x¿=ax,+b 


; a g=ax¿+b 


> xa xy+b(0*+0*+a+1) 


> x,=0 x +b(0" 40" +... +0*+0+1 


* De (D: 
* Sia=1> x,=x9+b(1+1+14...+1)=xg+nb 
pi 


a veces. 


* Siaz1> saca 


PROBLEMA 233 : 

Sea la sucesión definida mediante al 
a,=42, a,=/2+a,_, Podemos entonces afirmar 
que, 

A) a, converge para 2 

B) a, es decreciente 


C) a, está acotada por 1 
D) a, no converge 
RESOLUCIÓN : 


* De las sucesión , se tiene: 


()= [Y lzr dz; ler f2+12s..) 


* Se aprecia que es una sucesión creciente 
(monótona): 
Veamos que es acotada (por inducción) 
* Luego probamos que: 
a,<2;Vn eN aj=/2<2 
* Entonces , supongamos que : . 
4, <2>2+a,<4 


24a,<2> 0,,1<2 


* Resulta que es acotada , entonces (a, ) es 
convergente por ser monótona y acotada. 
* Asumiendo que el Lím a,= L , entonces: 


L=/2+L;L>0> 12=2+L> L=2 
* Portanto, (A, ), ¿y CONVerge a 2 
RPTA : “A” 


LAI AZMERENE A 


resol 


2 
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PROBLEMA 234 : 


Sean las sucesiones S y Pdonde: 
1 
2 


Sy=1;S,=0;S,20;Sy= ini Sa =0 :k22 


Py=1; P,=7;P,= ¡k22 


Entonces los limites a los que convergen las 
sucesiones S y P son respectivamente: 


AJ0;0 “B)0;1  C) Noexiste; No existe 
D) No existe ; 1 E) 0; No existe 
RESOLUCIÓN: 


* Recordar que si la sucesión converge al punto 
a, entonces , todas las subsucesiones 
convergan al punto a. 

* En (Su) , tenemos que : 


Si EjiSurOs h>2 


*Tomamoslímites para analizar la convergencia: 
E EE a E 

Soy ¡= == = = 

o o l Rd 


* Dado que los límites son iguales de las dos 

subsucesiones ; entonces , (Sy Jn converge 

a 0. Análogamente , en la sucesión (Py Jhon Se 

tiene 1 

E, =1; P,=7; P,=0; Py==, 
22 

* De nuevo tomando límite: 


1 
Pana y 


5 2 1 A - 
Praia an 


* Dado que los límites son diferentes de las dos 
subsucesiones , entonces , el límite de la 
sucesión (Ph Jen NO EXISTE. 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 235 : 
Sea la sucesión fu, ) donde 4, ¡Jk+4, ,k>0. 
Suponiendo que la sucesión es convergente, 
calcule el valor al cual converge. 


EEE pr oy ET 
DD)? ji qe 


RESOLUCIÓN: 
* Sea L el valor al cual tiende(U,) cuando n 
tiende a infinito: 

LímU,=L= LímU,,,¡=L 

mo mo 
*Al tomar límite en la regla de recurrencia 
Da. =/K+U,, , se tiene : 


LimU,,,y=Lóm [K+U,, 


LimU,,,y= [Lim(K+U,) 
> L=/K+L>L>0=> P=K+L> 1? -L-K=0 
IAJIAAK ESE 

2 


2 
* Como: L>0>(U,) converge a MRE 


RPTA : “A” 


> L: vw L 


PROBLEMA 236 : 
Se sabe queel siguiente sistema de ecuaciones: 


(1 +6Nx-1)=y0?+1) 

(2? +6My-1)=x(y*+1) 
tiene un número finito de soluciones reales, 
Pruebe que el número de soluciones es par. 
RESOLUCIÓN: 
Notemos primero que el sistema es simétrico 
en x e y, es decir, si tenemos un par (ayb) que 
es solución del sistema entonces el par (b;a) 
también es solución. Luego cada solución (a;b) 
del sistema nos generará la solución (ba), la 
cual es distinta, cuando a y b son distintos. 
Por lo tanto tenemos un número par de 
soluciones en este caso. Resta probar que existe 
un número par de soluciones (azb) con a = b. 
Cuando x = y, se tiene que: 
(a + 6)(x-1) =x (2? + 1), queimplica 
aa br-G=a +x. Simplificando nos 
n cuadrática x*-5x +6=0 
, Vequivalentemente, (x-2) (x-3)=0 
cuya soluciones son x =2 y x= 3, es decir, 
los pares (2;2) y (3;3) son las soluciones del 
sistema en este caso. Así el sistema tiene un 
número par de soluciones. 


PROBLEMA 237 : 
Considere 10 números enteros positivos, no 
necesariamente distintos, que sumen 95, 
Encuentre el menor valor posible de la suma 
desus cuadrados. 

RESOLUCIÓN: 

* Supongamos que la secuencia x,;% 35m. Xj0 
tiene suma 


S=xaf+rxfb+adr tado minimal. 


(EDICIONES KIBIÑOS 


2 
— TMEAUSO5 MEN] Prom EnaS HESUELIOS DERIPASO) 


Adicionalmente supongamos que los números 
están ordenados de menor a mayor, es 
decir, xy S 13 Sxg S «a S xp - Si la diferencia 
entre xy y x, es mayor o igual a 2, entonces la 
secuencia x,+1;x 23... x93xXj0 — 1 producida al 
traspasar una unidad de x,y a x,, tiene suma 
S-T=2(xj0 - x, — 1) Dado que la diferencia es 
positiva, obtenemos que S > T' lo que da una 
contradicción al supuesto que S es minimal, en 
consecuencia x y - x, = 160. Por lo anterior esta 
sucesión tiene r sumandos iguales a x y 10 - r 
sumandos iguales ax +1, donde 0 < ” < 10 Como 
además debe cumplirse que rx+(10-r)(x+1), 
concluímos que 10x-r=85 . Esto implica que 5 divide 
ar ,esdecirr=0656 10, pero se verifica que los 
casos 1=0 o 10 son imposibles mientras que r = 5 
da la solución « = 9 . En consecuencia la suma 
minimal es: 

S=5x9* +6x10? = 905 
PROBLEMA 238 : 
Sea a un número entero positivo. Demuestre 
que la ecuación : 
a%y?=a* siempre tiene soluciones x , y que 
son números enteros. 


RESOLUCIÓN : : 
Dado que o? y? =(2+ (2 y)» 
podemos considerar las 


ecuacionesz+y=a" y z—y=a. Estas 


ecuaciones tienen solución 3 = (a+ 1)/2 
. Como a ó a + 1 es par, x es un entero. 
Similar razonamiento nos dice que y es 
un entero. En consecuencia la ecuación 
siempre tiene soluciones enteras. 
PROBLEMA 299 : 
¿ Existen dos enteros positivos a y b 
tales que su suma sea 19985 y su 
producto sea un múltiplo de 1995? 
RESOLUCIÓN: 

* Supongamos que existen dos enteros 


x e y tales que x+y=1995 y 
xy = 1995 k para algún k entero. Nótese que: 
1995 = 3x5x7Xx19. Dado que3 divide a 1995 
, tenemos que 3 divide a xy. Si 3 divideax, 
entonces la primera ecuación nos dice que 3 
también divide a y . Similarmente si 3 divide 
a y tenemos que 3 divide a x . Repitiendo el 
argumento para los primos 5; 7 y 19 , se 
obtiene que ambos, x e y son múltiplos de 
3x5x7x19 = 1995 , y por lo tanto su suma 
no puede ser 1995 . En consecuencia no 
existen números x, y con las condiciones 


pedidas. 
PROBLEMA 240 : 
Sea laigualdad : 
lx —a+bl=|x + 0 —Blomaancnaaro (*) 
entonces la proposición verdadera es: 


A)(*) si y sólo si: x= 0 V a?=b*? 

B)(*) si y sólo si: 4=a=b 

C)(*) si y sólosi: x=05a =b 

D)(*) si y sólo Si: x =0Va=b 

E) (*) si y sólo si: =a =-b 

RESOLUCIÓN: 

Para la resolución del problema 

utilizaremos el siguiente teorema. 

lal=[9| > xa=y vx=-y 

* Aplicando el teorema : 

lx—a+bl=lx+a-bl 

Sx-a+b=x+a-bv 

x-a+b=-(x+a-b) 

* Resolver las ecuaciones obtenidas. 
2b= 2avx-a+b=-«-a+b 
Sb=av2x=0 
ob=avx=0>x=0va=b 

RPTA : “D” 


2 
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DESBLEMA 242: Sabiendo que Pla) =20, calcule: JP/=3a) 

ee AJ4 B)J6 CB D)1O EJ12 
RESOLUCIÓN: 


A+ y=b5 ;x<0<y 


y | |<l»]. calcular el valor de: S=/2y+/3x 

AJ-2 B)-1 '0J0 D)1 EJ2 

RESOLUCIÓN: 

*Hallamos el equivalente de la primera ecuación del 

sistema. 

*Dicho equivalente lo relacionamos con la segunda 

ecuación. 

* Restringimos algunos valores por la condición del 

problema. 

* Tenemos el sistema : 
El 
yr o” 
ES PA 
<0<y: y <lxl 


* De (a) se tiene: 6x*-13x*y* +6y* =0 


* Factorizamos : 
(Sx? -2y*)(2x* -3y')=0>3x* = 2y* v 2x* =3y* 


* De (£)y(2) tenemos : 
(=2 y =8) v (2*=3 A y*=2) 


Como |y[<|=] entonces, solo es posible 
x*=Bry =2oreid3ny=1/2 


y como x<0<y, se tiene finalmente 


li aye2 9 5 = Eye lIa JEJE) MINA 3) =1 
k RPTA: “B” 
PROBLEMA 243: 


Enla figura se muestra la gráfica del polinomio cúbico 
PARIS 


P(x) 
¡dl 


* Para la resolución del problema se necesita conocer 
lo siguiente: 
« Gráfica de funciones cúbicas. 
+ Raíces reales de funciones polinomiales. 
+ Características de las funciones cúbicas. 
+» Teorema del factor. 
Debemos : 
* Identificar las raíces reales de la gráfica. 
* Aplicar el teorema del factor. 
* Hallar el coeficiente principal de P(x) 
1D Del siguiente gráfico las raíces son -2a; 0; 2a 
1) P,,,=b(x+20)x(x-2a) 
1) Evaluamos x=a 
Po) = b(3aJa(-a)=20= b= 
Too Paes esta + 2a)Jr(s=2a) 


Similarmente, para x=- 3a 
20 
Fi rn ISR Pesa)=100 
(-3a) 3 (-30) 


> [Pisa = V100 > [Poza = 10 


RPTA:: “D” 
PROBLEMA 243 : 
El gráfico de la función F' se muestra a continuación: 


determine, aproximadamente, gráfico de la inversa 
de la función: 


Gíx)=|Flx—2)+1); —1<x<1 


(PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 


RESOLUCIÓN: 


* Para la resolución del problema se necesita conocer 
lo siguiente: 

+ Propiedades de las gráficas de funciones. 

*Gráfica de la función inversa. 

Debemos: 

* Identificar la gráfica de f en el dominio indicado. 


* Usar las propiedades de gráficas de funciones para 
construir g(x). 


* Graficar la función inversa. 
Luego: 
1) Como nos interesa la gráfica de 


fe-2), para -15x<1 >-8 5 x - 2 S-1 es decir, sólo 
nos interesa la gráfica de f en el intervalo 


[-3-1c Domf. 
1) 


na 


fe_y+1>053Vxe [- 1517 


> lfie-2) +1] =Fo-9) +1 


luego ; 
Bellas) += fp +l-1sxs1 
111) Por lo tanto, la gráfica de g”'(x) será 


La gráfica de g* se muestra en la alternativa C. 
RPTA: 


1897. 


a 
EDICIONES RUBINOS) 


PROBLEMA 244 : 
BATE E 
Sia, b y e son constantes positivas y [* % % 0|_ 
y ns positivas y [* 7 5 p/=0 
x00c 
determine el valor de «xr» 
be abe be ac ab 
a c 
LE DEDO Mo y b 5d e 
a+b+e a b e 
DIAZ LLE 
ate aan 
RESOLUCIÓN: 


» Para el cálculo del determinante de una matriz de 
orden (4x4), se utilizará el método de menores 
complementarios, y es necesario también el método 
de Sarrus para una matriz de orden (3x3). 
Debemos : 

* Identificar la fila o columna que contenga más ceros. 
* Aplicar el método de menores complementarios. 

* Aplicar el método de Sarrus. 

Luego: 


1111 
xa 0.0] 
x=0b0 
x000 
NTDAd 
xa00 
xobo 
x00c 


D> 


111 
0bo 
00c 


aer, 
xb0 
x0c 


am) =-x +a 


1n| o b=be 


b=bc-(bx+ex) 


A A 
Reemplazamos en (a): 
1111 > 
A 
000 
abe 
=> =xbe+abe - abx—acr=0> RETO 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 245: 
Si el conjunto solución de la inecuación: 


(2% — x)(3" —Logyx)(x? —9)(3* —9)>0 es de la forma 


CA ZNIMENE SA 


LA ENCHZOPEDIA 2012) 


=(a;b)U(ez+oo), halle: a +b+e 
40 B)1 C)J2 D)J3 EJ6 
RESOLUCIÓN: . 
Debemos:  * 
* Graficar las funciones exponenciales y logarítmicas 
para compararlas. 
* Simplificar los factores positivos que aparecen en la 


inecuación. 

* Usarel criterio de los puntos críticos para determinar 
los valores de a, b y e. 

Luego: 

1) Debemos recordar las gráficas de las funciones 
siguientes: 


> (3* -logyx)>0;Vxe R' 
KI) En la inecuación debemos considerar x>0 para 
que logyx exista. 


Er (3 Log Ú(*-9)18"-3*)>0 
7% 


>(x-3)(x+31(3"-3*)>0 
UI) Puntos críticos: — 3; 3 y 2 


=CS=(0;2)u(8;+0) 


Comparando con el dato, obtenemos a=0, b=0y0=3 


>atb+c=5 


PROBLEMA 246 : 

De un grupo de 12 profesores; 6 son de la UNI, uno de 
los cuales es mujer; 4 son de la UNA, uno de los cuales 
es mujer, y 3 son de la UNMSM, todos varones. ¿Cuál 
es la probabilidad de seleccionar ternas constituidas 
por un profesor de cada universidad y que no pueda 


haber una mujer de la UNA? 
A) 0,06 B) 0,16 C) 0,18 
D) 0,20 E) 0,24 
RESOLUCIÓN 


* Cuando se requiere hallar el número de formas en 
que se puede seleccionar 7 objetos de un total de m 
objetos diferentes entre sí, podemos emplear el 


siguiente cálculo: cm, nd 
* rín—-rkM 
Además, el cálculo de la probabilidad de un evento se 
calcula: Cantidad de casos 
p-—_ favorables 
cantidad de casos 
totales 
Análisis y procedimiento 


total 12 


Ahora seleccionaremos ternas de profesores: 
Piden hallar la probabilidad (P) de que estas ternas 
seleccionadas estén constituidas por un profesor de 
cada universidad y que no Le haya una mujer de la 
UNA, entonces: ,,_ Cf al - 202045 
La probabilidad es 0,20 aproximadamente. 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 247: 
Silos números : 49; 4489; 4448895 .ua. , obtenidos 
colocando el número 48 en medio del anterior, son los 
cuadrados de números enteros, halle la suma de los 
dígitos del sexto número entero . 
A)J36  B)37 C)38 D)39E)40 
RESOLUCIÓN: 


* Cuando tenemos una sucesión de números, debemos 
identificar una regla de formación que nos permita 
encontrar cualquier término de la sucesión. 


Delos términos de la sucesión : 


(PEOILEMAS RESUELTOS DE REPASO 
49; 4489; 444889; vu. 


nos indican que cada uno deellos son los cuadrados de 
números enteros; por lo tanto, analicemos cada 


término. ES Números enteros 
Números  stevados al cuadrado 
1.“número 49 7 
2 número 4489 =67* 
3."número 
6.* número: 


Piden la súma de los dígitos del sexto número entero; aquí 
se debe entender que se refieren al sexto número entero 
que está elevado al cuadrado, esto es 


6+6+6+6+6+7=37 


La suma de los dígitos del sexto número entero es 37, 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 248 : 


Determine el conjunto solución del sistema: 
x* —de + y =64 
a? —6x*+12x +y=8 
AJ(0; 8), (2; 134 BH(0; 8), (4;—8)) 
CH(0; 8), (0;-8)) — DI(4;—8), (258)) 
EJ1(1; 2), (4;-8)) 
RESOLUCIÓN: E 


* Para resolver el sistema no lineal utilizaremos el 
método de Gauss; es decir; eliminar una incógnita. 


Debemos : 
* Completar cuadrados y cubos. 
* Eliminamos una incógnita. 


* Factorizamos aplicando el método de los divisores 
binómicos. 

ds x—4x+ y? =64 
1) a —drrtr y? 

(x-2)* + y? = 68... 
a 6x7 + 12x+y=8 
a 63774 12 8+y=8-8 
(2) + y? = Oucconsrccn( 2) 

TI) En (a) tenemos: y=-(x-2)* 
Reemplazando en ($8) obtenemos: 
(2) +(-(0-2)%)'=68> (3-2)* + (x-2)%=68 .......(0) 
III) Haremos un cambio de variable para factorizarlo. 


sea (1-2) .=a 


EA 1a99 [EN 


EDICIONES RUNINOS] 
Reemplazando en (9) tenemos a+a%=68 >0*+a-68=0 
Se observa que a=4 es raíz> (a-4) es un factor. 
Aplicamos Ruffini para obtener el otro factor; 

1.0 1 |-68 
4[Y 4 1608 

14 17|[0 


(a-4)(a*+4a+17)=0 

£<0 (no tiene solución real) 
Entonces a=4 
Reemplazamos 


PROBLEMA 249: 

Sea P(x) el polinomio de grado an» donde «mm» es el 
menor posible y cuya gráfica se representa a 
continuación. 


Y 
2/Plx) 
1 

1 Xx 


Encuentre el residuo al efectuar la división de P(x) 
con Q(x)= x- 3 


AJ6 B)4 C)1 D)1 EJ4 
RESOLUCIÓN: 
Debemos : 


* A partir de la gráfica, hallar la regla de 
correspondencia de P(x). 


* Aplicar el teorema del resto 


Plx)=Hx-IP (2-2) :0,bEZ* 

Como el grado de P(x) es el menor posible, entonces 
a=1yb=1 

Luego tenemos P(x)=k(x-1)*(x-2) 

Dela gráfica : 


CALA IZTENEZTA 
P(0)=2=> P(0)=-1%(-2)> P(0)=2=>k= 
Luego P(x)= - (x — )*(x —2) 

1) Aplicando el teorema del resto tenemos 


PES RAP) > P)==(2)= P(8)=-4 
El residuo de dividir P(x)entrex - 3 es -4 
RPTA: 


PROBLEMA: 250 : 


Sea «tu» el número de decenas de sillas y «v» el número 
de decenas de mesas que fabrica una empresa al día. 
Si la utilidad diaria está dada por 200u+300u y se 
tienen las siguientes restricciones: 

u+u< 4 

2u+3v< 10 

40u + 204 < 120 
encuentre el número de decenas de mesas y sillas, 


respectivamente, a fabricar diariamente de modo que 
la empresa obtenga la mayor utilidad. 


A)J3y1  B)1y3 C)2y2 
D)2y3  E)3y2 
RESOLUCIÓN: 


% En este tema se requiere determinar la región factible, 
la cual se obtiene mediante la representación geométrica 
de las restricciones dadas, para luego calcular las 
coordenadas de los vértices de la región y poder evaluar el 
máximo o mínimo valor de la función objetivo. 


Debemos : ¿ 


* Identificar la función objetivo. 

* Representación gráfica de las restricciones. 

* Evaluar la función objetivo en los vértices de la región 
factible. 

Luego : 

La función objetivo es fíu;0)=200u +300v 

TH) Vamos a representar geométricamente las 
restricciones. pas sá 


2u+305 10 
404 + 20v < 120 


eE B=(3;0) 
P(2;2) 


1234 56 U 
Como u y y representan el número de decenas desillas 
y mesas, entonces, son cantidades enteras, por lo que 
evaluaremos la función objetivo solo en (2; 2) y (3; 0); 


[hs FETTD 88 


LA Exc oreora 201) 
así: 
TI) f(2; 2)=200(2)+300(2) 
=>M2; '000..... (máximo) 
F(3; 0) =200(3)+300(0) => f(3; 0)=600 
La empresa obtendrá la mayor utilidad cuando 


fabrique 2 decenas de sillas y 2 decenas de mesas. 
RPTA : “C” 


PROBLEMA 251 ; 
El sistema de inecuaciones: 
x—3y<6 
2x+y>4 
+y<6 
x>0 
y>0 
determina en el plano una región R . Podemos afirmar 
que: 


AJR es una región triangular. 

BJR es una región cuyo borde es un cuadrado. 
C)R es una región cuyo borde es un cuadrilátero. 
DJR es vacía. 


E) R es un cuadrante. 
RESOLUCIÓN: 


* Una inecuación con dos variables se puede 
representar geométricamente en un plano cartesiano; 
por ejemplo , para la inecuación 


Debemos : 
* Graficar las desigualdades. 
* Intersecar dichas regiones. 
* Identificar la figura y su borde. 


Se puede afirmar que R es una región cuyo borde es 
un cuadrilátero. 
RPTA: “0” 


LEDICIONES HOFINOS MEGAS 


DEIA AA 


PRIMER SEMINARI 08. Sea el poinomio-P(x y) = sy 4 o términos posee el 
sE 9 CE Dd e lin mien ie 
A. ñ pr" NAS + y +... para qua ses 
Of.si los monofios $290, qe. cuál(es) de los siguientes enunciados de grado 40 respecto a la variable "y" 
3 tienen rado 10; detarmine el Prot LA A A)19 8)20 C)21 
. nes D)22 2 
q glo y M. El máximo valor de nes 9 z 7 
Mx.y.z)= y MI. El mínimo grado absoluo que 15 Sea Píxy 2) un polinomio 
A)26 B)27  C)28 puede tomar P(x: y) es 13. homogéneo de grado 3 que cumple 
D)29 EJNA. A) solo B) ly P(1; 2,1) = 4, Determine el valor de 
C)jyn D) solo 111 P(-4:-B:4). 
02, Determine la suma de los coeficientes EJIyim A)-256 B)-128  C)-32 
del siguiente trinomio -16 64 
Pl y)=im— IE T+mE yyy! 09. El polinomio E a 
E EA e Po) = A MS ay 0É%3) 16. SI el polinomio: Plxy) = ner 
so El ) A 7. entonces se y 08) y"+ mé. mine Nes 
pasea e homogéneo, determine P(1; 2). 
03, Indique uno de los grados absolutos A) 3 Bs 08 A)-12 2054 ENCre 
que puede tomar el polinomio: D)12 827 oe E 
Pay = e yoo + y 17. Si el polinomio P(x) = "+ 20% + 
AS B)6 c)7 10. Se definen los polinomios: 236? +.... es completo y ordenado 
“D)8 E)9 PAY y decrecientemente y posee “20 
ICA términos, detemine el valor de 
04, Determine el grado absoluto del RXVSPO NON a+b+e 
polinomio: que OR, = GRO GA = 14 Determine A)14 B)15 0718 
Py yaya. E el grado del EI ENIO 
A)3 B)4 05 a 5% RS oy: 18. Determine al valor de 28 + 3C, si se 
D)6 EJ7 y ame 
D)7 EJ8 AB Co 
05. 5i9=btgeto(1 Ejes 11 aque cuáles) de los siguientes RRE 
$ 3 ar e 
Ñ 1 PO9=00 +5 +6 xl +15 un al 16 
(5 ea, esuna expresión - o ncmio ordenado. Na o 
cuya equivalencia es un polinomio, M 06) = 1 +2 -x +30 es un D)3 E)6 
co MEG = Y +9 + ey es un 19, SI el polinomlo Pl y; 2) => + 
L GR()=160 polinomio! py 4 hna es homogéneo, 
Il. El término constante es la mitad del AJLUya Pai Epog determine el valor de 
grado. D)Iyll EJsolo q neon esa 
M.La suma de coeficientes de 6).eS" 4 q A a 
101. polinomio: 
AJL.MyM — B)solol  C)solo ll Pp > 2 e pe, Uca os nales). 20 
D) solo E)LylM A ¿Zen AJ1 2 03 
la — b) "y" es homogéneo. y B) ) 
06. Se define el ER 
Pl y) = poo y ao pone a produdo de sus D)4 EJ5 
Pc y de grado AZ Bj cjo 
absoluto 41, y la diferencia de los D) 2 E 3 
grados relativos a x e y es 2 
MOT] 13. Si se cumple que 
Determine el valor da £=72= A RS 
AJ3 95 08 Clx — 3) (x + 5) = 10 — 44x +58, A) 
Dz E) 10 para cada x e R, cuálles) de los  D)47 E) 48 
07, Sea P(x; y) el polinomio dado por: siguientes enunciados son correctos. 
by) = 2 ys L A+B+C=10 
y" xy? Calcule al grado IL A=B?+C?-38C. 
absoluto mínimo que puede tomar ML A>C>B 
Poy) Ajly! BrllyM  C)lyM A 2 B)3 C)7 
AJ12 B)13 015 D)solo!! E) sololIl D)12 Ej16 
D)16 EJ17 


AAA 1302] LA ENCICLOPEDIA 2012) 
22. Si el polinomio P(x) = (ab—ac—n')x? 30. Enla división por Horner se tiene 23. 104 2. 983 
+ (bc — ba — 2n)x + (ca = bo —1) es AR 
Idénticamente nulo, determine el valor als. a) Pe 028,107 22,100 
PRE Er ar Dar 
AJO B)1 c)2 2 | ba pee 
D)3 E)5 AM E AA 
23 Detemmina el valor de: Determine el valor de a +b + p 36. Determine la relación entre q y r, sí la 
O YE siguiente división es exacta: 
q lebfeoscfaleañ siendo AJS B)7 c)6 ETA 
(a-bla=cXb=c) D)9 E) 10 CO 
arbec, e 
AS B)1 0)2 31. Si el esquema: ara El cr=q 
Da EA D"= 9  EjP= 
A SdiNt+r ds? 37. Si al dividir 5 + 6x' - 1 entre 
(a+ bs cl + ab+ac+ bo) = 32 x-+ 3 - 2 se obtiene un resto de 
na E RE ra determine el valor 
A) 2 B)Y%z2  Cc)4 DE 
Ze ÍA E ) A)-4 Ba Cj0 
25. Determine ee a coeficientes 
E= (a + bJUb + c- ala + cb) + representa la división de dos E A A pe ep 
(aba +b +c)(a+b-=0). polinomios en x por el método de e e 
A)-5abe” — B)-2ab  C)abc Wiliam Horner, indique el resto. Y . 
Dzato* La 3 + (x-2) + 2x1 +12-5x+6 
26. Determine el valor de: AJx+2 B)3x+*2 C)2x+1 BE ea 93 
E IA y D)4x+7 . E)7x+11 
a amé" 7 5 i 
smp+ 32 Al dividir ? + y? - 3xy +1 entre e 
ca ps AY +01 97 entre (x-2x-1) 
als » que al oa Ec pe IS SERa 
al [en obtiene: SA 
E 20 E 40. Al dividir el polinomi 
7 a 5 inomio: 
Dm EJO e so =0 ie 3X - xi + 1 entre 
ENS UEO E Xx? + 1% + bx + b, se obtiene de resto 
Nip . y R(0. Determine el resto de dividir 
Si Pilx y. 2) = 3 Pax y, 2) = 33. Para que la división de x'? — nx + k a 0)=1 
PPdcyia=0 entre x? - 2x + 1 sea exacta, D) 1 E 4 
Calcule el valor de entonces el alorde 1-15 e Y CS Ens 
E es + residuo ir 
A Ps(x.0:0) Py(0:y:0) AJ1 B)2 C)4 párr 117? por (11902 +x- 1) 
Ao B)2 05 D)19 E) 38 A 0 B)1 c)2 
D)6 E)7 a Es EE 
34. Un polinomio de grado n en la 
28. Un poliomio de grado (n + 1) cuyo Y2fablexas divisidle entre (x'" +” 42.Si n e Z'; determine el resto de la 
1er coeficiente es la unidad, es + 1) y tene por témino —— eoente división : LC 
divisible entre (x' + 2). Si elraslo de iMdependiente 2 Además dicho € 0 
dividirlo separadamente entre (x — 1) Polinomio disminuido en 9es divisible yg B)x C)x+1 
y (<> 2) son respectivamente 12 y  ntre x- 1 y disminuido en 388.e5 — D)-x91  Ej=x E 
258. Determine el valor de n. divisible entre x-2, Calcule el Es 
98 29 Cc)10 ¡grado del polinomio. 43. Determine el resto al dividir 2241 
D)11 E)12 58 B)4 0)5 a 
29. Determine n en la división: Ja 
NeT metia : > AJX=3  B)4-=2x C)3-2x 
(1? —n+1)] + (nx 1). Si nueve veces 35. da pi pra A 
pe e . que si se dí 0%) entre a 
pda le e del XÉ —x + 1 el residuo es 4x4, Si se 4. Calcule el residuo de la división 
RO) Pet rial cUo vide Pa) entre x? + dx el residuo es CTA ertoro positivo] 
ps a x + 1. Delermine el residuo de dividir 1 ¡Ed 


D) 12 EJ 13 


PQ9 entre (x— 1) + 1). 


len IEXCTIES lio SIDAD NEL de DA) 


(EDICIONES HORNOS 


A)y1 B)2 c)3 52. Si el polinomio 24 +x' +aé+bx+c 58.Si el tercer término del cociente 
n 
DJ4 EX +3 ene — 1, dele el ape Y es 0 y! determino 
45. Determine el” residuo de dividr ES e 

(0%+ 182) entre xdd. 2 6 B7 08 
A)189 — Byxt+ 82 AZ Ba 0 da a 

C)x + 183 D)x2+ 192 NE 3 

ESTER dEl a; 59. Sabiendo que 1” — 31n + 294 = 0, 


46. Al dividir un polinomio P(x) entre x+3 53. Si sa dividen respectivamente los 


se obtuvo por resto -5 y un cociente 
cuya. suma de coeficientes es igual a 
3. Determine el residuo de dividir p(x) 
entrex=1 

A)5 B)6 
D)8 EJ9 


c)7 


47. Un polinomio de sexto grado llene 
raiz cúbica exacta. Es divisible por x — 
1 pero al dividirlo entre x + 1 da como 


resto 216. Su gráfica corta al eje de 54. 


las ordenadas en (0,8) Determine la 


suma de coeficientes del polinomio. 
A)-2 B)1  Cj0 
D)1 B2 


48. Un polinomio P es tal que es divisible 
por (X + 1) tiene por término 
independiente -3 y por grado n, 
determine n sí se sabe que al dividido 
separadamente entre (x— 1) y (x- 3) 
los restos obtenidos son -2 y 732 


respectivamente. 
AJS B)5 c)6 E 
D)7 Ea 


49. Un polinomio de terter grado, cuyo 
primer coeficiente es la unidad, es 
divisible por (x= 2) y por (x + 1), al 
dividio por (x - 3) da de resto 20 
¿Qué resto daria dicho polinomio al 


dividir entre (x +3)? 
A)-10 B)O c)6 
D) 8 812 


50. Un polinomio P(x) de cuarto grado es 
divisible separadamente por: (d+ 1) 
y pé + 2x +2]. Sl se divide: PG) por 
(é - 1) se obliene por residuo 
6É + 6x + 8, Luego el término 
independiente de P(x) es: 
AZ"  BJ4  CJ6 
D)8 EJ10 . 
51. Un polinomio P(x) de cuarto grado 
cuyo coeficiente del término de mayor 
ado 2 9.0 ¡valla por bdo 9)y 
por (x — 1). Si al dividir P(x) entra 
(x- 2) se obtiene como residuo - 50, 
determine el residuo de la división de 


PR) entre (x+ 1). 
AJ12 B)14  C)15 
D)16 E) 18 


polinomios: P(x) y S(x) entre (7 +2) y 
xÉ — 1, los residuos hallados Son: 
—19x-1 y 10x + 2 siendo: 
Pl)=bd+oórdte 

S(x) = (6 + Bpd + dx + cx+(b-8) 
Halle el residuo de dividir: 

1P(x) + S(9] + bé -3x +1] 

A) -160x=1 B) 160x-57 

C) 57x—160 D) -160x+1 

E) -157x + 160 

Un polinomio P(x) es divisible por tres 
factores cuadráticos sin término lineal 
la suma de sus coeficientes es 24, el 
término independiente es 6, la suma 
de los términos independiente de sus 
factores es 6, además es mónico. 
De el valor de P(2), sabiendo que 
a, b, Cc e N, son los términos 


independiente de cada factor 
cuadrático 

A) 164 B)180  C)190 
D) 200 E) 210 


. Un polinomio P(x) de 2do grado y 
* coeficiente principal 1 al ser dividido 


entre x + 3 da como resultando un 
cociente Q(x). y un resto 12, Si se 
divide P(x) entre el mismo cociente. 
aumentado en 4, la división resulta 
exacto, Determine el residuo de 
¡ividor P(x) entre x 5. 


AJ12 B)13 c)y17 
D)20 E) 21 

. Determine el número de términos del 
siguiente producto. 
MA) 
PA 4 1). 
A)21 B)22 C)27 
D)36 E) 42 


Determine el número de términos en 
el desarollo del cociente notable: 


¿metO _ Sn-50 
rim eN, mes 
AJA2 BJ Cy 
D)15 E)16 


halle el número de términos de la 


siguiente división exacta. E E 

Y 
An B)12 0)13 
D)17 E)18 


60 Determine el valor numérico del 
término central del cociente notable 
originado al dividir: 
py (xy oo 

expe y?) 
y=242 
A 1 B 2 
D) 200 E) 1000 


¡paran 3, 


c) 100 


61. Determine el término común que 
presentan los desarrolics de los 
cocientes notables: 


O_O Py 
Y Ry 

Ay 2 py Ay 

DY Ej 


62, Del cociente notable que se genera 


¡0 yf; b < 9, además el número 
de términos del C.N. es 17, determine 
q A0+nb+0) 

E 
A)1 B) 3 


c)6 
D)9 E) 12 


es 


pS y 
[c+ + (y Y]; y >0, indique 
cuál(es) de los siguientes enunciados 
son correctos: 

1, No es una división exacta. 

Il, El cociente es un polinómio P(xy) 
de grado 64. 

MI. El término central del cociente es 
10%y* 


A) solo 1 
D)1y im 


B) solo 11 
EJ ym 


€) solo! 


LA ENCICLONEDIA 012) 


TE SIP) = rap 
0 ap 
MCD(P. Q)=2-2x+1 
MCM(x) : MCM (- 4) =-75 
Determine: af + yup 


Se transforma en radicales simples, 
determine la condición que relaciona 
axey. 


A)x=/0,4y B)y=/0x C)x=2y 
D) Jx=3/y EJx=03y 


AAA quo] 
64. Los trinomios 
2+ax+6 y 20 +bx+3 admiten — AJ-105  B)-110 C)-210 80. Simplfique: 
un factor común de la forma 2x + c. D)-305 — E)-470 noe 1 8-40 
. alza 0243 
73.'Si el M.C.M de dos polinomios P, Q, 
e AJ-M5-2 43 B)-415+243 
204 ++ 3x4 3) 
65.Al factorizar en Z el polinomio o. SN C)-2/15 +23 D)-2415 — 43 
Plx) =x" + 2x7 - 2x— 1 el número de Es de la forma: (ax — 2)00+ bJx + 1) EJ 415 - 43 
factores obtenidos, es: de aNes +0: entonces T=ab.c.d 
AJA 8)2 c)3 81, SIA es una expresión definida por: 
D)4 EJS A -4 B)-3 C)3 
88. Determine un factor de ue Gale UNEN TT 
y un tor de pe 6 
PDD 2 74. Halle el resto que se obtiene al (42 +48 +45) 22-343 545 
ADÉ=x +1 B)x-x+1 extraer la ralz cuadrada de: entonces al racionalizar y simplificar 
C++ 1 DO) +1 5 +6 + 4x7 -12x A, el denominador resultante, es: 
Entro AJ12 B)15 c)18 
A)-13x +12 B)-6x-16 D)32 EJ 42 
87. Factorice e indique un factor primo del C) 13x-12 D)-16x-6  E)5x 
polinomio. 82 Racionalice: 
Aa b; c)=a(b — cJ'+b(c - roja — 75, Determine la suma de los coeficientes E- 
b)' + Babe. de la ralz cuadrada de E 
aa Bja+b+c PO) = 222 2 
C)ja-b D)a+b admitiendo que P(x) tiene raiz de cómo respuesta el número de 
E)ab+ac+ be ATINA ma Er factores líneales que se obtiene en su 
4 ) denominador, 
ideas Jj lo; D)6 EJ7 Ay1 B)2 c)3 
ys ya yy D)4 E)5 
+ A indique cuélles) de los 76, Determine (a + b) sl la ralz cuadrada 
at ria ie del polinomio ax' + (3a — 5)x' + B3 El factor racionalizante para hacer 
1. Pbx y; z) es divisible por xs. 2 (a + db) + 94x + 43 deja como racional el denominador de: 
11. Un divisor de P(x, y. 2) es residuo: 10x+7. a 
MI.POG y: 2) es divisible IA A) 12 B)28 C)48 Y e 
A B)y IM Cjtymm * als Je 2 
y a 
D)solo!-— E)solo! TU En _reación a a racer: A CEA po 
Bo 9 
60. Indique el tés iidependienta de (256xt +32: 433: 41144, Indique 
uno de. los factores” primos del Cuáles) delos siguientes enunciados CI Yi %7 
polinomio: i A Esñ a Dr Y Y 
y a raiz cuadrada es. ++ 
perO ADO 3 1 asuma de coeficientes del residuo aL n ARTS pay 
D)3 E) 39 es12, 84, Si radical doble 
70. Determine uno de los factores primos — !II. La Suma de los términos lineales de oca] abre) se expresa 
del Pola la raiz cuadrada y el residuo es 10x, 'como una suma de radicales simples, 
y 2-2xyz-y Apsololl — B)soloill C)solo! rs 
AAA YE D)lyi EJ ym determine el valor de E == 
1 1 
Or diyz Dé rayar y 78. SÍ el polinomio P(x) = 1 + ax+ 97 + Az B5 c)1 
Ent: Poryz ds 4% pr + 16x' posee raiz cuadrada 0)? BS 
: S eseca, dele O 
74. Factorice Plxyiz)= Spy) — (xe2)* - yA E 85. Simplifique 5 
as D 8 E) 16 ,, 
E e iros no de sus ) ) 1 (Y27 13) ra d3 
A) (2x+5y 32) BX+y=2) 79. Si el radical doble: AJA B)2 c)3 
Cc H2x—y+z) D)(«-3y) y Xx. or D)243 E) 3v3 
E) (x-2) [y IA 86. Halle la raíz cuadrada de: 


(ey TS 


¡Siendo x > 3 


(EDICIONES HEMOS 


[os 


SIT RV IIITIEII E ME) 


2) Ara dE a) ar dz 
O) xr2- 3D) Y +3 
EJ Vda 


67. Determine el valor de: 
E. YY + 242 
ia Usa 7 


AJA0 BJ-2  Cj-1 
D) 0 Et 
88. Efectuar. 
PEN E 
AS 
6 Y 6 
A IR OS 
D) 13-42 n£ 
12 
e 
E 
A)2/2-243-9 — B)2V2+43-10 
C)2/2+203-9 0) 2/2+2/3+9 
E) 5/2+5/6 +2 
90. Después de racionalizar la expresión 
, Se obtiene. 
[3/5 
9 o án 
0) V5+1  EJ2(Y5+1) 
4 
91, Racionalizar. E =p 
AJYE+1  BIYI+2 C)Y3+3 
D)VY3+4  EJ12 
92. Sean 


PO) 12 A e 
q ax> Dx < 2 
oblenga el valor de verdad de las 
proposiciones siguientes: 
L PO) «> q(0) 
EI) 
ML p(21) pa A a) 
B) VE 
Eve 


$3. Si f es una función lógica definida 
mediante; 


Determine el valor de: 


95. 


97. 


99. 


D)-30 


fa? =4)+4b? > ETE 


B)-46 
E)-20 


Si p. q. r. t y u son proposiciones 
lógicas, tal que (p v 1) -» (q > p) es 
falsa. indicar el valor de verdad de las 
siguientes proposiciones: 
L GQepelan 
IL fv-pA(pA0) 
MM (panal 

A) VWF B) FFF 
D)FVF E) VFF 


Sean p, q. 1. s, t proposiciones lógicas 
simples y se cumple: 

EPA + (py =(s A teks 1) 
entonces, simplifique: 

Kpan +(svila (gal) 


1)+M41= 
O 
C) 36 


A)-56 


Cc) VEV 


Ajsvt  Bj=t  C)=s 
D)t Els 
ALI ql vi pur) 0)es 


falsa, determine el valor de verdad de; 
L lr -(pvlap 

lp eprri>t 

A poe r 


B) VWF 
5 FU E) vw 


Se definen los operadores + y O 
mediante: 


C)FFF 


pq p>-q 
pOqm-=pag 
Determine a qué es equivalente 
Tu (+0) 6 P) + ((-p) 0 9). 

Ap B)q 

Dv EJF 


Cprq 


. Si p e q es falsa y 1 > (pa q) es 


falsa, determine el valor de verdad de 
las siguientes proposiciones: 

L (par 

Lo re(pvo 

Mo (pe-qar 
AJFVF BE) FFV 
D)FFF — E)WF 
Se define pD)q= (pr -q)v(qv= p) 
Simplifique: 

(PO w) > al > lp > (00pn 

Ap B)a C)-p 
D)-9 EJV 


C) WWW 


100. Simplifique: 


Ap 
101. Determine la forma más simple de 


T= pu(-pvo sí 


2583 
Am<ne 


a 
D)=pnq 


pra 
EJpn-9 


T= pe(p+g) si: 


Pou Tp*q] 

VIV IE 

v F F 

F v F 

EE] v 
AJpvg Blpaq C)-prg 
Dipa=q  El=pvq 
102. Sip+q=p1- q entonces e 
equivalente de: (p==p) + ((p=-9) + 
(pep) es: 
AJV B)-pva 09 
D)F E-p 


103. Si! es un operador lógico definide 
por ptqe (pao > (po) 
entonces p ges equivalente a 
A) tautologia E A Cp 
D)pvg 

104. Dela simpeación de la siguiente 
proposición: 
pega tlp>(q4=M]a 
lp «(q > MI) se puede afirmar que: 


A) Es equivalente a p. 

B) Es equivalente a r. 
CC) Es equivalente a q, 
D) Es una contradicción. 

E) Es una tautología. 

105, Simpliique la fórmula lógica 
lerg)vlpa=qlv (paa) 
Ajp=g9  B)jg=>p Cp 
D)g EJV 

106. Simpiique ta fórmula lógica: 
padllp v- qa ql vip A) v PD 
AP Ba C)pag 
D)pva Elp>9 

107. Simpliique ta fórmula lógica 
(pq) v- lp va) + (07 0) v (p vq) 
Ajp>a  Blpaq  Cipvq 
Da>p  El-=pnq 


108, Simplfique la guiente proposición: 
19 (P> - 0)] > [(6p > 9) es —p] 
AJpa=q 
D) (pq) 


BJ-pnq CiAprq) 
Elpva 


CERRAR 
| CCA 
¡AA 

00-04 dd 6d (7.03 00 TD 

29 TA YD 79 TS 70 TY 70, VO ED 
£d 6% CE 00 CH CM CY CO CO 00 


(WEI CIONES REA TECOS 


2 
ESO TIA VIIITIEA O) 


SEGUNDO SEMINARIO 


01. Sean los conjuntos: 
A= 10), 60). 0) y - 


B= (4), 4) — (9) indique cuál (es) de, 


los siguientes enunciados — son 


LyeA=B 
MA DA= (7 


A)sólol —— B)sóloIl 
D)IyM Ejl y 


02. Determine cuántos de los siguientes 
enunciados son correctos: 
L 1. (MR =$ c 41) 
U. (HA dz 
W. AMIA) =9, donde ACR 
W.AA(BUC)AAB 


C) sólo III 


AJO 
D)3 


B)1 
EJ4 


c)2 


(03. Dedo el conjunto 
4 = (x e RI vé -2(0-20)x + T(8h-11) = 
K e N), delermine k; para 
qu0E sea un conjunto unitario. 
Ai B)3 c)5 
D)7 EJa 


04. Dado los conjuntos 
AS (xe R/2-5<46x+3>1) 
B=(xe R/4x-1<2x-3<5x+ 
2), determine A.A B 


al h=) ms 


CIR 


05. Determine el conjunto por extensión: 
A= le R/(é+x> 6) > (0-6 
+11x<6)) 


BG) 
E)J-=,3] 


A) (8,2) 0) 12; 0) 


D) 13,0) 


06. Sean los conjuntos 
A=(aeZ/a”+4a= 58%) 
B=faeA/3beZ: » 


Determine la suma de los elementos 


del conjunto A— B. 
At B)-1 012 
D)-2 EJ3 


07. Dados a, b e Q, A y B conjuntos 
tales que B+9, Au Bes unitano, 


A=(8%+2b, + y Ay B= (a+ 
4b, b+1-—3a), determine Ar B, 


IN 


oh au 
08. Determine cuántos de los siguientes 
enunciados son correctos: 


L ACB>B"CA, ABCU 
a ABCU,ANB=p> (ACB ABC 


ILACU, ACA > U=p 
W.A,BCUAAB=9=>(A=B=4) 
AJO 0)2 
D)3 EJ4 


09. Indique cual de los siguientes 
enunciados son correctos: 
L SIA AB=ANB>B=4 
ll. SIAAB”=B=>ACB 
ILSIACAB=A>BCA 
A) solo B) solo Il 
D)! yl EJ y IM 
10. Dados los conjuntos A, B y C. Si se 
tiene que: x e (AM BS) C*. ¿Cuál 
o cuáles de los enunciados 
siguientes son verdaderos? 
1 (xeAnxeBlnxeC 
IL. xe (CA) v xe (BOC) 
Moe [(A5U B)-CA] 
Asolo | B) solo ll 
D)Iyil EJllyIM 


11. SIA CB, simplifique: 


(LAN BV (BU(A—B))]n 
(AA) (BB) U(BA A) 


B)1 


C) solo 1! 


C) solo il 


AJB-A B)4 
D)A EJU 


12. Sean A, B, M subconjuntos de un 
conjunto universal E, entonces 
(ARBAMU(ANB MU 
(AS Bn M)U(AN Bn Mo es 
igual a: 
AJB=A 
D)M 

13. A O 
(47 B)]; obtenemos. 

ONE BMALUB) CAU 


DIAN ES EJ6 


14. Aplicando leyes de conjuntos siendo 
A y B subconjuntos no vacios de un 
conjunto universal U simplificar: + 
SUE EA y 


c)B 


e B C)B 


Si ACB 2 
AJA B)A c)B 
DB EC 


15. Dados los conjuntos A, B y C tales 
que: ACB y CnA=4. 
Simplifique: 
[AL(B-O)]0 [BL (C-A)] 
AJADB  B)A-=B C)B-A 
D)B-C E)C-B 


16. SiM=[2, 4) y P=(3, 8), determine 


S = [M — (Mn PJ, siendo el 
conjunto de los números reales el 
Universo. 

A) (2, 3) B)(3.4) CIR 

D4 E) (0, +-0) 


17.Sea A = (4, B, C) y P(A) es el 
conjunto polencia de A. De los 
enunciados 
L (9) e P(A) 
M (9H e P(A) 
1.4 =P(A) 
1.4 e P(A) 
V. (9) P(A) 
¿Cuántos son correctos? 
AJO 
D)3 


18, Dados los siguientes enunciados: 

L PAJA =44+A=4 

a 

I_Sean A = (8), B = (bh a =b, 
entonces P(A —B) = P(A) 

¿Cuál(es) son correctos? 

A) sólo B) sólo ll 

D) ty EJal y ln 


19. Dados los conjuntos: 
A= (84, 65, 7:68) 
B= (4:43: 5): (M4 
C = 4 / x es el número de 
elementos de A v x es el número de 
elementos de BJ 
¿Cuántos de los enunciados son 
correctos? 

L 6 cPA) 

IL 8,7) e P(C) 

IM. $e P(AUVBUC) 

1. (8:59) c B 

V. (63) e PlALB) 

a B)2 0)3 
EJ5 

20. Sendo Ay doscomes 
Y n (Au B 11 
n (PA) n (P(B)5192. Determine 
"IPIAN By 
AJA 
D)4 

21. Si n [PAN = des, n (PB) = 16, 

8, determine 


C) sólo 1 


ey Aaa 


AAA 


22. Sea el conjunto: 
A= (x. € (15, 20] / 3 y e [-10, dE 
cn x+ya Determine ej 


'número de elementos de An Z. SiZ 


23. Sean los conjuntos A, E. Cc U que 


cumplen: 

1) n(a)= 44 

2) n(B)=41 

3) n(C)= 45 

4nNANBAO)=5 

5) n(U)= 100 

6) nlA-(BuC)= 20 

DniB- (AC) =15 

B) n[C- (Au B)]=20 

9) NAO B)-CI=nllAn C)- BJ+1 


Determine nI(B 0 C)= A) 
Ayt1 B)12 
D)14 EJ 45 


24. Los conjuntos A y B que tienen 3 
elementos comunes se inscriben 
en un universo U. Si n(A y B) + 
NA O B) = 33 NA) - n(B) = 17 y 
nB=A)= nI(AL BI entonces n(U) 


c)37 


c)13 


la 
A)33 
D) 39 

25. Sean los conjuntos: 
A=(x6 R/xe B-+xe [0; 5)) 
B=(xeR/x=20+1,n<-A1vn> 
1 ), determine el número de 
elementos del conjunto An Z, 
donde Z es el conjunto de' los 
nimeros enteros. 


B)35 
E)40 


AJ6 B)7 c)8 
D)9 EJ 10 
26. Sean los conjuntos: 
A= (P(+) / P es un polinomio ménico 
de grado 3) 


B= (P(x) / P es un polinomio cuyas 
raices son las raices de la 
ecuación x'-7x + 12=0) 

C = (P(x) / P es un polinomio con 
coeficientes reales que cumple 

- P(1)=36). 

D=(seR / PY e ANBAC 

(a++)=0). 


Determine el conjunto D. 


27. 


1 


ss y el número de 


subconjuntos de A y el número de 
«subconjuntos. 


de B suman 320 
subconjuntos. Adamás A y B tienen 
2. elementos comunes, determine 


nAuB). 

A)10 Bi 012 

D) 13 E) 14 

Si los conjuntos A y C; By C son 


conjuntos disjuntos, además: 
n(A=C)= n(B-C)=12 

1 PA) O P(B)]= 16 
n(AuBuC)=23 

Calcule: n(C)+ n(ArB) 

a)0 B)7 c)8 

D) 12 EJ 20 

Sean A, B y C. conjuntos no 
vacios; que cumple n(A A B) = 22, 
nBAC)= 16.900 A)= 1 
nHALBUC)A NANBAC)=30. 
Determine "(PAN BAC) 


A 2 B)4 c)8 
D)16 E)32 
De los 96 asistentes a una festa se 


sabe que el número de hombres es 
igual al número de mujeres solteras. 
Si hay 18 hombres casados y más 
de 29 mujeres casadas. ¿Cuántas 
personas son solteras si entre ellas 


En una encuesta de 150 
estudiantes, se sabe que 60 son 
mujeres; 80 estudiaban biologia; 20 
son mujeres que no estudian 
biologia ¿Cuántos hombres no 


estudian biología? 

AJy10 B)20 C)40 

D) 50 E) 80 

En cierta población de 2180 


personas y de los cuales se conoce 
lo siguiente: 

20 consumen solo el producto a. 

40 consumen solo el producto 

60 consumen solo el producto y 

El número de personas que 
consumen solo "a" y "P” es la mitad 
del número de personas que 
consumen los tres productos. El 
número de personas que solo 
consumen *p" y "y" es igual que el 
número de personas que consomen 
“a”. ¿Cuántos consumen solamente 


Pyy? 
A) 1020 B)1040  C)1060 
D) 1100 Ej1080 


A)3 B)4 0)5 
D)6 E)7 
34, Dedo eco 


= 41,23 4, 5,6, 7, 8 9, 
aaa q rinde 


miel Ixe Alx+7<15 
Ixe Alx+7=7 
IM VxeA:x+7516 
A)solo!—— B)sololl  C)solo! 
D)lyM EJya 

35. Dado el conjunto A = (2, —1:-0; 1; 
2), indique cuál(es) de los siguientes 
enunciados son correctos. 
L VxeA VyeA:id+2>y 
Ma3lxeA ye Alx=yaxd=y 
MVxeA VyeA dry > 0 
A)solol — B)solo ll 
Cy D) Aly 
E) solo ll 

36. Dados los conjuntos A = [2; 3; 8), 
B= (1 27) y los siguientes 
enunciados 


L AXE A/WyeB:xty29 

Mi GEA n In yeBl 
2x0) E Y + ya 

1. Vxe A, V y € B: x+2y<3 


Determine cuál(es) son correctos 
A)solo! — B)lyM  Cptyi 
D)I,MyM  EJliym 

37, Determine el lo: 
A=beR/DX+bx=b!+b, 
Y x € R) porext 3 
AJO) BIR C)R=10) 
DR E 


1.2), indicar cube) delos 
siguientes enunciados 
correcios: 


LYxeA, IyeB/x+yeN 
lLaxeA VyeB:x+yeA 
M.3x € PIA), 3y € P(B) +0, y 2 
q tal que x A y= (0, 1) 

A) solo 1 B) solo 11 
D)lyN— EJIyAn 

30. Determine que enunciados son 
correctos: 

L xy=1:x>0;y>0>x+y>2 


1 xl 22, VxeR' 


" 2 Vx yeR? 


Asco! B) solo II C)solo1M 
D) y EJI My 


C) solo 


(EDICIONES HORNOS MENO SEPIA AZ) 
40. Dados los siguientes enunciados; AJLyI B) solo 1 C)solol 53. Se considera la ecuación de raices 
L Va,beR:a+b=b+a DN y 111 E) solo Ill reales: xé + mx + n=0ycs= ff, ra), 


lvaeR :al 
Uva beR:(a+b?=a?+20b+ 
p 


WV.Va, b,c e R:ab+ac=a(b+c) 


Si M representa el número de 
enunciados que son axiomas y 
N' representa el número de 
enunciados que 50n propiedades en 
el sistema de los números reales 


(ñ). 

La relación correcta entre M y N es: 
AJM>N — B)M<N C)M=N 
D)M=3N-— EJN=3M 


41.Sia e R' y (-b) e R' cuál(es) de 
los enunciados son correctos 
L (0—a).(ab)" € R* 
IS 
E le (5) DER" 
B) solo 
Di E)I, Ilya 


42. Indique cuáles) de los: siguientes 
enunciados son correctos: 
2 
L var coa 
a+ 
b 1 
M va b,ceR': == 
A ET 
Msi adb+b/a=24/2 el minimo 
valor de “ab” es Y 


C)lyu 


A) solo! B) solo 11 
D)1 yl EJI, yl 


43. Indique cuálles) de los siguientes 
enunciados son axiomas de los 
números reales. 

L vxeR:220 
M VxyeR:xy=0>x=0vy=0 
M Vx ye Ro x<yvx=yvx> y 


C) solo lil 


A) solo | B) solo ll C) solo lll 
D)1ytl Sl 
44. Determine E = 2 2 (31 4 4), 
an su peca ds 
afb=a+b-5 a" 
ES inverso en la 
operación definida. 
AB "o Ba Cc) 10 
D)11 EJ12 + 


45. Se define la operación = en R 
mediante: 
a+b=2a+b)+3,vabeR 
Determine que enunciado son 
correctos: 

1. La operación « es conmulativa 

Il. La operación + es asociativa, 

La operación + tiene elemento 
neutro. 


46. En R, se define la operación A, 


87. 


48. 


49. 


mediante aAb=a+b-8,VaeR, 
Según esta operación, determine la 
suma del elemento neutro con el 
inverso de —25 


A) 3 B9  c27 
D)41 E) 49 
Determine el conjunto por extensión: 


E | 
añ 00 
DJS) EJ) 


Determine el conjunto solución de la 
ecuación: 


Bix 


2 ar0,bx0 


A)jfa-b) 
D) (a) 


Determine la solución de la ecuación 


BH. 0er 
E 


9[B(2x- 3)] +8 (4x3) =72(x-3) 


13 1 15 

_—— B-= C0)-= 

A 61 y 61 ) 61 
16 “vn 
cl 


Determine el conjunto solución de la 
siguiente ecuación de primer grado 


se 2 7), 6 
era ¿Jj nes 


ANA Bu 
Ds DS 


Resolver para x: 


0 


ab abr 
Resolverla ecuación en x: 
x+1 , 0-Db+1 
x+a+b 


ad) 
C)xe (a) 
axe) 


57. 


59. 


determine que enunciados son 


Mp mar) en= 
posee CS =(n -1: 1-1) 
AJlyl B)Iyi C)A My 

D)solo! — Ejsolo! 

Determine la ecuación de 2d grado 

de coeficiente principal 1 y de raices 

my n si se sabe que: 

xs (m- 1)x + m-2=0; tiene 

solución única real; 

X= (a + 1)x + 2n=0 tiene una raíz 

igual a3. 

Aé 9x+18=0 

B)x +9 +1 

0) + 10x+18=0 

D)xé 9x1 

Ed -9x+ 

Dadas las ecuaciones cuadráticas: 
X-5x+n=0 - 1 
x-Tx+2n=0 . 2) 


Determine el valor de n, sí una de 
las raices de la 2da ecuación es el 
doble de una de las raices de la 
era ecuación. 


AJ3 B)4 05 
D)6 EJa 

Señale una de las raíces de la 
ecuación cuadrática 

0d + ax— 1041 a) = (2a + 6X1— 
Ajar2  B)2 C)2-a 
D)a Eje-2 

Se tienen las ecuaciones: 


É+rbxrc=0 + px+q=0, 
donde las reices de la primera 
ecuación son la suma y el producto 
de las raíces de la segunda y las 
raices de la segunda son la suma y 
el producto de raices de la primera, 
entonces T= pb es: 


1 1 
A) ri 33 01 
D) 2 Ej4 
Determine “a” de tal manera que la 
suma de los cuadrados delas raices 
de la ecuación: 
X-(a-1)x+a-2=3 sea minima, 
Ay1 B)2 c)3 
D)4 E)7 
Se define la ecuación de segundo 


grado en xo 


CAZA 


De - 5x + 4 = 0, siendo sus raices 

1ys, determine el valor de 

E=f+s 
PO. ¿PAR 

IS 

D)9 9 


60.Si a y b son las raices de la 


ecuación x" - 10x + 1=0, determine 
el valor de E= Ya + Y 


Az 8) (243 
0 D) 4322 
Er Vas +2 


Sabiendo que (p + 9) y (pa): son 
las raices cierta ecuación 
cuadráica recíproca, donde p y q 
son raices de la ecuación ax” + bx 
+c=0,a>b>0 halle a*-b* 

A) Zabc B)-2abc? C)4abc? 
D)-4ab'c  E)-4abc? 


Halle el valor absoluto de la 
diferencia entre las raíces de P(x) = 
€ + bx=ax?, si el mayor valor de P(x) 
eso 


AJA B)5 0)6 

D)7 E) 12 

Determine k para que las raices de 
ón 43 27 

la ecuación Pi seen 

simétricas, 

AJ1 B)2 (E 

D)4 E)5 


Determine la suma de los cuadrados 
de las raices de la ecuación: 
(2k + 2)07 + (4 — dk)x + k=2=0, 
sabiendo que las raices son 
recíprocas. 


A)5 DE c)10 
D) 13 EJ15 
Determine todos los valores de m de 


manera que “las raices de la 
ecuación: Xi — 2mx + mé -1=0 
enga una raíz menor que 2 y otra 
mayor que 2 

AJ-1,2)  BJ(0,3) C)(1,3) 
D) (3,10) — ElBxy 


Halle los puntos de la parábola 
y = xx + 2x + 25 en los que las 
rectas langentes a dicha parábola 
pasan por el origen. De como 
respuesta la suma de las 
coordenadas de dichos puntos, 

A) 40 B) 60  C)100 
D) 110 E) 120 


67 Determine la recta tangente a la 


parábola y = 2x, si la recta es 
y=m-8. 


A)Jy=8x+B B)y=8x-8 
C)y=6x-8 D)y=6x+8 
EJ y =6x 


De las gráficas, determine el valor 
de E=a+h+k 


ye 


Indique en que intervalo debo variar 
“im para que la 

2x + (2m + 3)x + 8 = 0 tenga una 
raiz en (3, 8) 

A)R' BR 0)(1,2) 


00 e (03) 
SixeR' y A= fan za Za 
entonces indique cuál es al 
enunciado correcto, 

A AR 2=4 

B) AC(11/10, 15/10) 

C) Ac(0.1) 


D) Ar(s,7]24 
E) A-(1/2,11=4 


Determine el conjunto A por 
extensión; 
As (xER 1 Yxa27 + Y55=x 8) 


A) 154) B) (-26) CX54,- 26) 

o 4 E í o 
Xi X: son las raíces 

ecuación ae ao leo 

bax)? + (ax 


valor de “b” (x= 
m3 Bo 0-1 
D) 1 EJa 


. Determine el conjunto de valores de 


*a" para que la ecuación bicuadrada 
Xx + (a + 2pé + (a + 4) = O tenga 


solamente raices reales. 
AJA; 11 B)-4;-2] 
0)-4,+x) D) 4:12] 


El-2;-2 


LA ENCICLOPEDIA 2012) 


74 Determine la ecuación bicuadrada si 


Una de sus raices es el doble de 
otra de sus raíces, sí además al 
coeficiente principal es 1 y la suma 
de sus coeficientes es 45. Como 
respuesta da el término 


independiente. 
A) 44 B)45  C)50 
D)60 E) 64 


Si el producto de las raíces de la 
ecuación bicuadrada 

(5n7+ 2)x— (40 + g92+ Un? + 2) = 
0 es igual a la unidad. Determine la 
mayor raiz en valor absoluto 


a mé 0% 
mé EJS 


Si una raiz de la ecuación: 
9-37 + m= 0 es 13, 
determine m, 

AJ-4 B)-3 03 

D) 4 E) 5 


Sila suma de las raices posilivas de 


X— (ma 1pk + m=0, os el 75% del 


Producto de las raíces; determine la 
menor raiz 
A)-2 cy1 
D)2 
En relación al conjunto: 


As dx e R/4xX 9 - 26% - 9x+4= 
0), indicar cuáles) de los siguientes 


enunciados son (es) correctos: 

L n(A)=3 

Mo A=(=1:-2:-3)=(4: 114) 
MAAZ=(172) 

AJLyI B)lyill — CIL. MyiM 
D) solo! Ejsolo WI 


formado por las raices reales de la 
ecuación, 
2 Tx + 6-64 7X 2 =0, 
halle xoxo. 

1 1 
E 
D)1 EJO 


BO. Determine la menor raíz de: 


OP 10é 0d 260-6013: +6=0 
3 > 2 

N-3 Dt 0-3 

D) z EJ1 

Dar la menor solución de la 
ción; 

¿- 35% +62 -35x +6=0 

am? De Mba 

D)2 E)3 


¡CADTIITIR IA RIA TIIALICA 


has NC [ies 


DEIA OZ) 


82. Dada la ecuación recíproca 
4 0 + x + 1=0, determine la 
parle imaginaña de una de sus 


raices. S 
a) daralia aUeza. 
o AO D Ji 
ña - 

DS 

89. Determine la menor raiz irracional 
de la ecuación : 
Xx -6x + 10% -6x+1=0 
AJS- 43 B)4- 4/2 C)3-J2 
D)2-4/3  E)2-45 


84, Determine el conjunto A: 
Az de Z 115% + 19% - 258% + 
258x' — 13x — 15 = 0), indique 
nia). 


AJO 
D3 


B)1 
E)S 


85. Determine — cuántas de las 
proposiciones son verdaderos 
L vaeR:22>0 
ldaeR/d<a 
Mas b> a+csb+e,ceR 
Was bresd-»a+csb+d 
V va beRa<b=>asb 


At B)2 
D)4 55 


86. Sea x e [1/4; 5/4] y sean M el menor 
valor y mel mayor valor que 
satisfacen msLsm. Entonces 


T=Mmes: 


c)2 


c)3 


A)24 B)20 or 
D)25 E)-25 
87. Determine el mayor valor de k con la 
A 
tad 2 
e 
va,b,ceR” 
AJA B2 “03 
DJ4 EJ6 


88. Resolver para:x, a, b, € € R'; 
EVANS 4 
PHPAREA 


Alo o ca 


> + 
q p a? 


89. 


9 


CA 
Po 


aro) 

B) (a al +b + c% 

0) (at +b +5) 

Da +b+c 1) 

E) (1,0) 

Sabiendo que; O < a < b, determine 


b 
AJx>— (0? + ab+ a?) 
B)x> at +b? 
C)x>2a+at+b? 
D)x>- (a? -b?+ ab) 
EJx<a*-ab+b? 
Determine el conjunto solución de la 
inecuación cuya variable es x: 
Bom sx-P(-b);2>0,b>0 
A): 0] 


0) («o 0] 
E)[0; +0) 


Resolver la inecuación en x: 
(2m-n)x 2m-n (2menx, 2m+0 
mon men men men 

. men<0 

Determine la suma de todos los 

positivos que 


c)3 


Al calcular A se obtiene (a: b). 

x-2 
siendo : anat / 22h) 
Determine T=a+b. 


AJ=20 Bj=17 C)-13 
D)4 E)7 
Determine el conjunto solución de: 


. Determine el conjunto A, 


a2lneriL 1072 0184] 
(19 +1 («10 +2. 


A)x<17 B)0<x<17 
C)0<x<19 D)7<x<19 
EJx> 19 


Determine el menor de los números 
reales M que satisface la 
inecuación. 
4+6x-3X<M,VxeR 


AJ6 B) 7 08 
D)3 E) 10 


96. Delermine los valores de k para que 
la inecuación se cumpla para 
cualquier valor de x en R: 

art 


+1 
B)41.1) 0)13:3 
EJ (2, 00) 


A) (0; 0) 

D)(2:2) 

12 a 

97. si mo fxez Ra) 
indique n(M) 

AA 


D)4 
98, Se define el conjunto: 


c)3 


á 
Ao (uez/er: a ea 


determine el número de elementos 
del conjunto A. 


AJO B)1 
D)3 EJ4 


0)2 
99. Determine el conjunto solución de 
2 
lainecuación 22 ¿0 
AYNA) BJ to) Cm 


2 
DEBT E) Et) Y 
3] 


100, Sean: 
4 
aora o) y 
B= kr / 1% =10x08>-2), halle 


el conjunto B=(An BJ”. 


A) (0-1) 0(0,+=0) 
B) Ea-1) 


101. Resolver. 
M2x + 1)lx—2)(2x=3)> 63 
Aa 2) (3; 00) 


a (rez)u(a0) 
100) 
aus 
E) (+0:-1)u (tw) 


¡DELI TIZITAS 


LA EXCICLOCEDEAZOTZ) 


102 Sí Y abeR', se verifica 
(a + b)'<k (a? + b*), el minimo valor 


que puede admitir k es. 
AJ3 El 4 - 05 
D)6 Bja 

103. Determine el conjunto solución de 
la inecuación: 
0% + 1)(x—510é — 13x + 40) < 0 
AJI5:8] — B)(5:+=) 
0x5] D)f5:+=) 
E), 8] 


104. Sea S= (a) u [b, c] el conjunto 
solución de la inecuación 
Me 2 — 0 (+ 1 < 0, 
determine el valor de E=a+b+ 
pS 
AJO 
D)3 


B)1 
Es 


c2 


105. Si el conjunto solución de la 
inecuación 


e -a)p 9] pa -7%213) 


TS Cen kz 


S=(-a¡butcadc<o 


Determine el valor de E=a+b+0 
A)-2 B)-1 00 
D)1 EJ3 

106. Si 


Azi(xeR / Ja [SRL] . 


indique A. 

AJR Bo 

PD) (0, 1) E) 50] 
107. En relación al conjunto S de los 

siguientes enunciados: 

vxes: lol +|-4l=5 

Indicar cual(es) son correctos. 

L Sn2=B,2,-3,-2) 

MSCEMsxs-2y25xs 

y14) 

1. S=N=(1,2,3) 

A) solo | B) solo Il 

DI yn EJ yan 
108. En relación al conjunto solución S 

de la ecuación: 


be -3 
da 
xa 
Cuáles) de los” 


enunciados son correctos: 
L  Sc<ea-2u (tw) 


0) (a) 


Cp yn 


siguientes 


mo six EW amoncesb'+ 0=7 


a 
mos n= 14 

272 
Ajsolol — Bjsololl C)lyN 


D) 1 y EJ y 


109. SivxeH 
L2-ax+21 =4-% + lx] 
Indicar cuálles) de los siguientes 
nunciados son correctos: 
Ln(M=3: 


ua 


2 (+! conjunto de los 


irracionales. 
Ill. [H 7 Q]= 2; Q conjunto de los 
racionales. 
A) solo Ml — B)Lyl 
D)solo!— Ely 
110. En relación al conjunto solución 
*S' de la ecuación: 
Lx -6)x]+7| le 
+0x+7 
Indique cuáles) de los siguientes 
enunciados son correctos: 
L S=R-Z 
ll S=R*U (o) 
M SUR =R 
AJLYI— B)ly Coty 
D)solo!— EJNA 
111, SiVx e (as au (bu) 
w (d; 43-2) es el conjunto de 
solución de la inecuación 
3 
ar <|x+2 
Determine el valor de a+b+c+d 
A-8  B-9  0)-12 
- D)-W4  EJNA 
112. Si se resuelve la desigualdad: 
+42 l3x+2l -7x 


Se obtiene; x e (- o, pl u [q 2), 
cuálles) de los enunciados 
siguientes son correctos: 
l.pg>0 
lp+q=-=7- 19 +42 
1 pe+o=10 
A)solo! — B)sololl 
D)1 y! EJIly im 
pá -2x)+4 
Xx +]x+2] 
obtiene x e (=0%, a] y [b, + 20), cuál 
(es) de los siguientes enunciados 
sor correctos: 


C) solo 


1 


Cp solo il 


113. Al resolver st, se 


B) solo ll 
EJ NA. 


€) solo Ml 


Ix-21?-31x-2]-28<0 


A) (-4;9) B) (5; 9) C)(-3; 6) 
D)(-5,6)  EJ2,3) 


115, El conjunto solución de la 
inecuación: 
Berallel 
h+aJ-p-3] 
Se puede expresar como: 
(es aj [bs 0). entonces es verdad que: 
A)bc=1 — Bjab<0D C)jac>0 
D)t*= 8c Eja=bc 
116. El conjunto solución de la 
inecuación: [1-Jx-8] J2 (257, se 
puede expresar como : [a; b] u [e; 
], indique el valor de: 
T= la] + lbl +lcl + lal 
A) 18 B)17  C)15 
D)13 EJ 
117. El conjunto solución de la 
inecuación: 


Joe) 
3 20 esla; b) 
o ro 
Halle a+b. 

Ai B)2 03 
D)4 EJ5 


4 
118. SivxeM: 2 |x| 
pe]=2 


Cuálles) de los — siguientes 
enunciados son correctos: 
LMER 

MM =(1; 3] c (5242 —1;-3) 
MM=(2 42 -1,-3)=41) 
AJlyl B)Hy MM Cjsolo Ml 
D) solo — E)solol 


CLAVES DEL SEMINARIO 02 
0 0% 00 00 08 05 07 03 09 10 
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21 2% 2) 90 26 25 27 20 AD 10 
pe [cia le 15] 


LEICIONES ROEINOS ME 


- 2 
DIDIER RA E) 


TERCER SEMINARIO 


D1. Dada la función: 
1=((2 5), (men: m. E: — 3), 


(2; 2m—n), (1: n= m) ). Determine 
Dom(f) Ra 

AJO BEY 02 

D) 63) E) 45) 


una función tal 


03, Sea f que 
Mc + 3) = 109) + 1(3), Y x e Z. Indique 
cuálles) de los siguientes enunciados 
son correctos: 
1):(0)=0 1) 1(12) = 41(3) 
110) 1(-9) == (3) 

Ajsolol—— B)sololl 
D)lylIl— EJ yin 

04. Sea EN —» N una función tal que 
10) = 2x + 3, indique cuál(es) de los 
siguientes enunciados son correctos 
l) VyeN Ixe N/f(x)=y 
1). Sif(a) = f(b) entonces a = b 
1) Si fax) = alo) y (b +) =b +24 
160, Vx € N, entonces a + b=3 4 


C) solo 11l 


A) solo 1 B) solo ll C) solo MI 
DJ y EJtyan 

05. Dada la función £ A -» R tal que 
1092 ata determine. su 
dominio máximal A de 1. 
AJR=(2)— B)(=x30) C)(2:+<0) 
D) (0; 2) E) (- 00 0] u(2: +0) 


06. Sea 1() = Vx-/X+2 . determine su 
dominio maximal 
AZ +0) 
D)Í1,+x) 


07. Determine los valores de x para los 


cuales existe 100 VA, 


B)[2,2) C)[-2,0] 
E) 4, +x) 


Ap 2) B)(0,2] C)-1,0) 
D)F2:0 El(-=50] 
08, Sea f una función definida por: 
b -f 
109=, E tal que a = (E 


; determine el dominio de 


Ae =1)0(1:2] 14. 
B) (0; co) 
0) 62,-2)0 (12) 
D)(1:2Ju (3; 5] 
E) (0.1) 
09. Al determinar el dominio de la función 
cuya regla de correspondencia es: 


HE EXE E E ps 
rl ee 
Se obtiene: 
SE Rni 
le 


poetes 


B)16 
EJ NA, 


A) 14 
D)21 


Cc) 19 


10. Determine el dominio de la siguiente 


función: 
laxpj-5 


16. 


1()= 


ASS) B) (o 3) 


3 3 d 
[o] 39) D) (3 EJ0:6) 7 
11. Sea la función f tal que: 

100=8/15 = [x + 2] si el Dom(I=i-a: bl. 

entonces T= a +bes: 

AJ-4 B) 12 

D)17 E) 30 


0)15 


12. Sea la función f tal que: 1 


> 


A-16- 43 19. 
C)-12-J3 
EJNA 

13, Sea 
100.10. E +x=12sgn0é +12) 

hx-a]-san(x'-16) 

1,x<0 
0,x=0, 

1,x>0 


Si Sgn(x)= determine el 


dominio de f 


B)R-(-4,4] 
D) (4; +0) 


EJ-4:4 


Determine el rango de la función 1 
definida por. 
3; -2 5x1 
10-10 
di He xs 5 


A)(1,4] BJ4112) 11, 4) 
CC) (1/2) (2, 4] D) (0, 112) 
EJ (1: 4) 


Sea f una función cuya regla de 
correspondencia: 

(2x-28(): x21 
PO apo cet, 0<xet A xj 


Determine el rango de la función: 
A) Es +») Bro) 
c) [ ») D) E «) EJR* 


Dadas las funciones: RR, 9: R=+R 
definidas, respectivamente por: 


169 == 4 3x4 1: 9(0 =D + 204 
Si Ran(f) 1 Ran(g) = (8, b] entonces 
T= 12(b—a)es igual a: 

AJ-27  Bj=25 CIM 
D)30 E) 36 


Se define ta función f por: 
LRIRI to9= o 


rango tiene la forma : [a; b], determine 
el valor de J=1+3a + 15b + 45ab, 


A)12 B16 018 

D) 22 E) 50 

Determine el rango de f(x) = kJ. 
20. 

na ms ) als -) 

D)lfis)  E)[2iw) 

Dada la función 


Lt E4>R NA Edi 
1+Jx-a] 
determine el rango de [. 
a] man oo] 


D) ES y] EJR 


AAA 


LA ENCICLOPEDIA 2012) 


21 


2 


23. 


Si f: RR es una función constante 
ino nula, calcule el valor de: 
_ M4C20))+ 4£(2005) 
31(0)3471(K3)) 


nz B)4 C)5 


D)6 E)8 
Dada la gráfica de la función: 
Se 


Donde 1(5)=1(1) =4 

Determine f(/2) 

A)2 B)4 c)5 

D)9 EJ 11 

Sea g una función cuadrática 


definida en R tales que g(0) = 1 y 
olx + Y) — glx — Y) = 4(2x - 1) 
Vx e R, determine el único valor de 
x e Ral que gbx) = 0. 


1 1 
3 93 c)0 

D)1 EJ2 

Si la gráfica de la función f, tal 


que f()= a+ Jx+b, 
cuya gráfica es: 


x 6 [3 0), 


25 


A)-9 B)-6  C)2 
D)6 EJ9 
Determine la medida de la región 


rectangular ABCD en términos de *x' 
descrita mediante la gráfica, donde la 
abcisa de Bes x. 


20 +8 14x 
E 2 + 10% -12x 
0) - 22 +12 - 10x 
de 20 +10 Ex 


20 + 16% — 10x 


26. Si f(m)= 

O 

Determine los valores de x, para que 
x-1<t(. 


AJCJZ; 2] Bjtw:1] 
0)(1, 42) A) 
E) (cas Y2] 


27 Si f: R —» R es una función, cuya 
regla de correspondencia es 
109 = ad +bx+c,xe Ra, bc son 
constantes suponiendo que ((2) = 4, 
(1) = 1 y + Y = 1) + 1, 
vx, y e R Determine el valor de 


c)6 


H. si el dominio de f es 


Dom(f) = [a; b) u [c; x), entonces el 
valor de T= 124 +4b-c es: 
Nota: [xJ=n+n<xen+1,neZa 


xeR 


A 5 B) 6 c)9 
D) 16 E) 17 
29. Dadas las funciones: 1(x) = + 2x3, 


96) = x”- 10x + 21, cuyos gráficos se 
muestran, determine el valor de 
Esa+b+men+p+a. 


AJA B)8 0) 12 
D) 15 E) 17 
/30. El gráfico adjunto  correspondo 


a la función 10) = b - 2 /a=x con 
2>b> 0, determine a+ b. 


31 Si la gráfica de la pes t 


33. Sean las 


AJ3 
D)6 


BJ4 05 
E)7 


RR 
definida por: 1(x) 


Hale T=a+b+c+d 


aio mi 01 
5 
3 EJ3 


32. Dados los siguientes enunciados: 


L F= (1) /0<1t< 4) es una función 


par. 

Mg= dy /y= lx +21) 05 una 
función par. 

Mw x e (-2, 2), la función h; es impar, 
Indique cuál(es) son correctas 
Ajsolol — B)I.My lll C) solo Il 
D) solo 1I— E)1yiil 

funciones; 

10d lia 


eb9=21xl= 


¿Cuál de las siguientes altemativas es 
la correcta? 

A) fygson pares. 

B)  tygson impares. 

C) — fy 9 no son pares ni impares. 
D) — fesimpar, g es par. 

E)  fespar, gesimpar. 


34, Indique cuál(es) de los siguientes 


enunciados son coreios; 
L Si f es una función constante 
entonces. la gráfica de f es una 


recta. 4 

Ml. Si f es una fonción creciente 
entonces Eno es par. 

lll. Si f es creciente entonces f es 
impar. Ñ 

Asolo! — B)solo ll C) solo IM 

D)lyll EJlyil 


35 Sea 1()=7 
a] 


Indique cuálles) de los siguientes 
enunciados son correctos 
1 Ran() =(=1; 


(MEPICIONES MHOREINOS TI ESTITIOR VIT ARIIZA) 
lI.f es creciente en R o 
A) solo 1 B) solo Il C) solo II Y D) 
D) ly EJ yin 


36. Dada la función f(x) = ax + b y los 
siguientes dates: fly es creciente, 
1(11; 2))= [107: 901), calcule T=a=b. 


A)481 
D) 1008 


B) 687 
E) 1481 


C)794 


37. Dada la función f cuyo dominio es: 
[1: 242] y tal que su regla de 
correspondencia es 1(x)=F+1+ x, si 


el rango R(f) = [a; b] determine el valor 
de T=a+b. 


43. Dada la función: 
16) =0- 3é + 3x - 1. La gráfica que 
mejor representa a 11 —1(1 +x)| es: 


A)IO, o) B)[1¡=) 0)143; 0) 


MY y 
AÍZAA BB) 4243 0/3 +2 
D)3/2 +4 EJ3/244 
38, Demuestre que 16) = x+V/T +1 es p x 
una función creciente en [43 ; 0), y 
determine el rango def. lá A x 
58 0 » » 


D)[2+ 43; 00) EJI2-43;0) o) 


39. Indique la función que corresponde a 
la siguiente gráfica sdjunta: 


. D) 
42.Se — definen las — funciones 1 
A, x <0 
Santo)=) 0, x =0 1 
00 pe -2 A e 
8) 109 = lx+ 1) -1 E E 
0) 16)=2 psjalez 109=S0r 5), rones t gia a 
ll ia 44. Graficar g = (2 —x), si la gráfica de f 
40. ¿Cuál de los siguientes gráficos y, e 
corresponde a la función definida por: Po 1 
ab0=||x+11-2l ds 
y y > 
Mp2: 
x x » q 
y 
z 
x 
A B) oo 1 pe 
yv 
id — A) B) 
-x a D) 


a 
49. Dadas las funciones: 

109 =2x +3; x € (-2: 5) 

9=4(1 3). (2; 7). (3; 9), (7: 12), (0; 10)) 


a Determine el número de elementos de 
Bl 0)2 
47. Se muestra la gráfica de la función 1, 
x determine la gráfica de 
És 969 =1- 11 [x))1 . Jones : 
E ve 


45. Determine la gráfica de Hals la suma de los elementos del 
96) = 1(-2-| xl). sita gráfica de es: 


C)-1 


1 xs1 

52 La función 160=|-x -1<xs0 

1-0, x> 0 

se expresa como f = h + g, h par y g 
impar, determine gb). 


AO) = 100 +1 
8) 900 =10) f(x) 
0960 = 3119 +10x) 
D) 0%) = (00) 
E) 960 = 1) 

59. Dadas las funciones: 


Obtenga la gráfica de y = [1(1-|x1)| A 
A | 


y y y 
960 = 4% + 7(2x + 1) x € E >). 
a determino el rango de 
x n60=J16) +00) - 
A B) 
¿Cuál de las siguientes gráficas A) IO; 8] B)(0:3J C)(0:8) 
representa a la función —1(—x)? y e D (1.4) E) (1; 6] 
E Y o 
z ó x x =lx-1]- 
ele 
A B) 9 Es 


PICOS MEME AS 


Determine el rango de f+ g 


A) O; + 00) 
Dx 11 


B)[1,+2) C)R 
“E)(=s5 10] 


1 x 
55, Sean (+= 0x-= + 
delermine f- + g y su dominio. Dar 
¡como respuesta T =((+ 9) (2) 
1 5d) 
Ay  B-z 00 
1 1 
D3 LES 
o 9 dos funciones definidas por: 
100= bé+ 1x1 Lelx-Ixl[+tx e (3: 5] 
96) = «xl + 1): x e ES: 0 
entonces la función f+ y es: 
A) -4x+ 1; x € [5,0] 
B) -2x+1,x € (-3,0] 
C)-x+ 1; x e ES; 5] 
D) 1;x e (3,0) 
E) 2x+1;x 6 (5,0) 
57. Dados los siguientes enunciados; 
1. Sif, 9 R=R son pares, entonces 
T+ ges par. 
msi 160=(45) y 00 1e 
entonces son funciones iguales. 
M. Sif, g; RR, fes impar y g es par 
entonces fg + 21 es impar. indique 


cuál(es) son correctas 
Ap My HI B)lyM Cjly 
D) ly Ej solo 


58. Dada las funciones 


9=4(1: 1), (2: 2), (3, 3). (4; 4), (5: 5)) y 


f=(c 1)xeN n1<x<5, 
determine el valor de 

10 +9) + fg— 9 /1- (9 - NJ), con 
respecto al mayor x 

AJ2 B)4 C)5 
D)6 E)8 


59. Sean las funciones: 
9= (2,2), (3, 2) 

92), (2; 0(3)). (3; 8)) 

mo= [260 x22 


xt; x<2 


Determine el rango de 1-2 


AJO, Y B4:9  C)1(0,1,4) 
Dm E) (9,7 
60. Sean las funciones f y definidas por: 


fe dE 00 se (Q. 0, (1,1, (5 — 1. 


LE (e: a. (5,4), (1,0), 41,2) 
Determine cuantos valores loma yo, si 


(E) -». 


[110] SMA anar RA IDE) 
AJ1 B)2 03 Halle la suma de los elementos del 
D)4 138] En 
A)3 
61, Dadas las funciones f y g definidas — D)8 E 


por: e 
Tos 1+ 1x0 Rin 9= (0 1)/ 


x € R), entonces la función g/f es: noe 
A) Ox 1)/x.e Ry x110)=72) (E) > 
Br0ix+1)/xeR2xe-1) 

Oleo t Ixe Rams) A)- 48 B)-92  Cc)10 
D) (bc; =x-1)/x ER a x= 1) 0% E)29 


Box )/xeRa x +1) 
A 89. Determine: E = (Lo g) (a) + (Fo g)(b) 


62, Sean las funciones: Si f(x) =24x +3,xe [1 4] 


27), (16, 81) 96) = (1%, x e [16] 
), (4,3). (6,5). (6; 9)) y Dom(fo 9) = a, b] 
Determine el rango de tg. AJ7 B) 12 Cy 14 
D) 20 E)31 
AY BS C)42,4,6) 70. En la tabla solo aparecen varios 
D) (2,48) E)(2,4) valores de las funciones f y g 
63. Dada Ja función f: R >R, tal que Xx 5]6]7] 


109 = (529 n 1(x + y) = 100) + fly) + Oxy 
+ 35, determine cuálles) de los 
siguientes enunciados, son correctos 

L— f(1)=-32 


7 
ft) |81716 
ato 7 Ts le 


8 
5 
5 


IL 4f(a) -1(2a)=-105 Determine el valor de (AN 
IM. 0) =1(3b) >b=0 og 

AJO B)1 02 
Aysolo! — B)l.IyM CIN yl 
D)lyll— EjsololM D)3 pJ4 


71. Sith) = e xk, Dom() = [1; 10] 
90) =>; x e [-8; 8] determine gof 
A) (906) =x(2 +3), x e [2,6] 


B) (9006) =x(2=x", x e [E2; 4] 


0 (9on=x2+x, 

x € [14 47; 3:47] 
D(00n9)= 2 +, 

x € [14/7, 3447] 
E) (900) =2=xY, 

xe [1=4/7:2+/7] 


64. Dada f una función definida por: 
E. R-(0)> Rital quex” fx) x 
Indique cuálles) de los siguientes 
enunciados son correctos. 

1 (1)=1 

IL (3) +1-3)=9 

lll. La gráfica de fix) corta al eje x en 
a 


A)solo) — B)IylI C)IMyiM 
D)ly! Ejsolol 
65. Dados los siguientes enunciados: 
l. Sea f y g decrecientes en R, 
entonces fo g es creciente. 


11. Sea f y g crecientes en R, entonces a 


72.Sea la función: sol 


fo g es creciente. ea] 
III, Sea f creciente y g decreciente en R, — Determine el dominio def of 
entonces f o y es creciente. AJR-[H Ba -1)U(4 +0) 
Indique cuál(es) son correctas. A IS 
AJyil B) solo! C)sololM 73, Sea 169 = Vi?t6x+64+ 42-21 
D)I. y E) solo! si 9(x) es constante en [a,b] determine 
T= a FL 
66. Hallo el rango de fo g, para: 2 B)3 
4(1. 2). (2: 5), (3; D), (4; 1) D)5 EJ6 
9=4(0: 1), (1; 0), (3; 3). (4: 
74, Si4.£(x-3)=x2+ 4 y Ran(g) = (3, 3). 
BJE2, Indique los valores que puede tomar 
7 D) 2; 0) E 2 1(2x=3)-ax 
siendo: gp) = 2 
67. Sean las funciones: E 
Ely esp AJENO) BIÍS:O] C)65:1) 
9=0.9,:0.0:0.6:8,(4: 1) DR EJ(2:=) 


[EII TITS METE les LA EXCH PEDIA 2012) 
e 79. Sean A=(1,2,3), B=(1,2,3,4). Si B4.Sea la función f tal que 
75. 50016) = (riot. 3, cto 1 PEA ES ys a ción FCE: (nm + 0 st pr 
T—24x) deAenB,g ). (Y, 2), (1: 3) es Kx) =x2 + 4x3, la cual es suryectiva, 
Apé-1 B)x C) dx=1 una función is de AenA y si entonces (n—m) 
D)=x+1 EJdi-Y h= (1: 1), (2:09, ca 2)) es una A) 2 B)18 c)y17 
función suryectiva de Ben A Halle el D)18 E) 30 


76.Sean f y y dos funciones cuyas 
práficas son 


En relación (gof(x) indique cuáles de 
los — siguientes enunciados son 
correctos. 
L gl) = 4x2 
| 2 Y 
10omaen= [5.2] y 
Ranglgol = [0:34 
lll. Gráfica de (goño. 
112 
x 
= l% 
2 e 
Ajsolol — B)sololl C)solol 
D)I y! EJl, yin 
77. Dados los siguientes enunciados 
¡cuántos son correctos. 
LEA>B, ABCRsies 


Creciente, entonces es inyectiva 
IL Si R-> Res decreciente, entonces 
fino es inyectiva. 
M.Si f, g : R > R ambas inyectivas, 
entonces f + g es inyectiva. 
WV.Sif::R +R es inyectiva, entonces Y 
es inyectiva 
Y 0 R > R es inyectiva, entonces f 


8)2 
D)4 ES 
78. Indique cuál(es) de los siguientes 
enunciados son correctos: 
L Si f es una función definida por: 


10925 conx> 3, entonces tes 


c)3 


inyectiva. 

Isi g es una función definida por- 
9l) = 4 =16-1 con x e (5; — 4), 
entoncas g es inyectiva. 

1.Si h es una función definida por: 
hb) = 4 + 2x + 2 con x e (0; 2), 


entonces h es inyectiva 
A)IyiM— B)ILyIM C) solo 
D)I-llyl EJlyW 


valor de T= yz (x-w). 
A)-6 B)-5 
D) 6 Ej8 
80. Determine el conjunto Asi 
110, 2) > A tal que ff) = E es 


cs 


81 


correspondencia es 
169 = lx 3 - x + 1. Determine el 
conjunto B. 


A S:+2) BIO +2) C)-2:+2) 
D)(-8,+:) El +x) 


Sit R— B; es una función suryectiva 
tal que: 109 = (2-x +11 - [iex-2l, 
entonces el conjunto B es: 

A) El +=) Be=:7] 
Ses dura D)-1:7] 


83. ¿Cuál de las siguientes gráficas 


representa una función biyectiva? 
AE y 
x x 
A B) 
y y 
x 
a D) 
y 
A 
a 


85. La gráfica de f. [0; 6] + [4; 4] es: 
Ll 


Indique cuáles) de las siguientes 

enunciados son correctos 

1. fes biyectiva 

1. 1£] noes biyectiva 

11. [£] — 4, no es monotona (creciente o 
decreciente) 
AJA, Uy 
D) solo 1 


86. Sabiendo que la función: 
HIS; bjala; 72] tal que 1b) =>2- Bx+7 
es biyeciiva, indique el valor de 
T=a+bes 
B)7 C)9 


A)5 
D)11 EJ 13 


87. Sean 1, q, h: RR determine el 
valor de verdad de los siguientes 


Em C) Lyn 
yin 


e 
biyectiva. 
IV.fg biyectiva, siempre que ny 


c)3 
D)4 
* 88 Dada la función f biyectiva, tal que 


E fm; 4] (6: n), 160 =- 20 +16x 24. 
Determine el valor de" T=145 

Ayt B)2 da 

D)4 E)5 


89. ¿Cuáles de los siguientes enunciados 
son correctos? 
1 16) = l3xl — x es una función 


inyectiva. 
Mg ES: +0) > [8 + 2) dofiida 
por gl) = x2 + Ex + 10 es 


WAGNER 


[aussi 


z 
EDITED VIIZME ARI) 


 hqg = Va +5x+3 es inyectiva, ay ro 16 Zz Br 
vxe (0-1). 
Ajsólol — B)sololl C)lyll 
D)lylll— EJ Uy 
80. Indique el gráfico de la función inversa E 4 
3, x<0 B-—= 


defi 100 


x,xzt 


91. Sila función f: [2; 5] -> (1; 4) es lineal; 
biyectiva — y decreciente. Determina 
r(3) 

AJ2 B)3 C)4 D)5 EJ6 

92. Indique cuálles) de los siguientes 

enunciados son verdaderos: 
1. Si fes creciente y y decreciente 
entonces g o es creciente. 
MN. Si fes creciente entonces — Y . 
decreciente 
ML Si f es inyectiva entonces É es 
una función par. 
Ajsolol — B)solo!M 
D)lyl EJ yn 
$2. Indique cuál(es) de los siguientes 
enunciados son verdaderos: 
L Si f es  biyectiva 
fof = lomo 
MSI f es  biyectiva 
Lo le = Ian 
Il. SI o y es biyectiva entonces f y g 
también lo son. 
A)solol —— Bjsolol 
D)1y il EJ ym 
94, Sean f y g ON inyectivas tales 


C) solo 111 


entonces: 


entonces: 


C) solo 1 


), halle (fo g)(a + 2) 
A)-6B)-4 C)0 D) 1E) 3 
85. Dada la función 

1 


169 = mx +0, x € ES: 3jm> >, si 


hb)=109+F0)= $ halle "men" 


A)1 8B)2 C)3 Da EJ5 
Determine la función inversa de f. 


109=x+ 2416; x23 


97 Sea f una función defnida por: 
109 =x+1-4Zx, six <- 4, determine 
f indicando su domini. 
A) 00 A] xe (a: -5) 
8) 000=2(/3=%-2).xe (010) 
01 0-(V 2-2) ,xe (12) 
D) Po -(2-45=1) 1xe(1:4] 
E)r0)= xe (2:8) 


2 
1-/5=x) 


i PU 
eS 0 qe 


Dom(f)= e (¿yr f, determine 


pya (en ose orden). 
A)-2;21B)2,1C) -2; 3D) 2; -2E) 0, 1 
99, Determine la función inversa de: 


1092 hd +6x-7:; ¡e a 7 

A) ro) 3 648 ix e (oe; 0) 
B) 100 =-3+ 1697; x € (06 0] 
0) Ma)= 3-67; x e (0; 0) 
D) 1009=-34 4160; x e (20,0) 

+ E) Mx)= 6+x ¡e (xx; 0) 

100. Dadas las siguientes funciones: 
9=xX+bx+b; x 2 
90)=x+b 
hb) = c+ Jxet 
Halle T=b+c talquef og=h 
A) 1 6-18) 2 ó=2.C) 3D)-3E)0 

101. Dada la función f(x) = 4x+ m, si se 
cumple f(2m) = fm) m > 0D, 
determine el valor de E = f(0).f (0). 


A) ¿ao 0 e) 5 


102, Sea 1 R>Rtal que], al h 


- 
rom=Gpropr 2, calode 
el valorde:S =--59p+6 
A)32 B)38C)42 D)48 E) 50 

103. Dadas las funciones f y g cuyas 
reglas de comespondencia “son: 


1) = , E ((0, 4) (2); 


x-2 


= [(-aP.15x<5 
Ll Ica 


halle el rango de Y'o q. 

A) 14) B)2: 90) E Bl D) (2) E) (3) 
104, Se define la función f por: 

to O aaaile a fx + y) 

(+ y) Mx y) = 4xy(é y, xyeR, 

cuélles) de los siguientes enunciados 

son correctos: 

L- fes una función inyectiva 

ML fot=2% +01 

1.) posee la gráfica: 


2) solo Ica) MO)! y NE) Ly 
105. Halle el menor número real M tal 
£ER>+Res 


que 110) | s M si 


definida por 1(x)= 


+ 
A) B)2 C)3 D)4 EJ5 

106, Sea la función f: R > R tal que: 
100 q z ique la menor cola 


superior siendo f acotada. 
AJO B)1 C)2 D)3 E)4 
107, Se define la función f por: 
ER=(1 + R tal que 
a Lee e 
1) A 109 €[1:2J, six e [as PB]. 
Determine el valor de J= «?+p% 
8 % m2 pl 
AB 07 0 


De 


CLAVES DEL SEMINARIO 03 
01 62 08 00 48 05 07 03 09 10 


13 LATE 
ENE MON 
Pale lalaisjelelciola 
30 28 20 06 28 0) 4D 40 


spegs 
«Be8 


Ent 


sysBs 
El 
el 
pol 


E 


a 


LA ENE ENTE) 


AAA 
CUARTO SEMINARIO 
01. Determine el méximo valor de la 


función 169) = 52% - 
A)1 B)2 03 
D)4 EJ5 
02.Sea f una función dada por 
2 


109= , getermine el dominio 
169 Ao 
masmal. 
A) IR, 0) B) (0, 2] 
0)2,0)4(0,2] DJ, 1) 
E) [2,0] 

03. Sea la función f: R > R definida por 
169 =P”, b > 1, calcule b? si la 
gráfica def es; 


AJ1 B)2 03 
D)4 EJ5 

D4, Dada la función £. R — R definida 
por lb) = x* y los siguientes 
enunciados 
1. Surango es (0, 0) 
ll. fes una función decreciente, 


l.La ecuación ff) = x tiene una 
Force indique cuál(es) son 


CRT B)soloII— C)ILy IM 
D)solo! —— Elsotoill 


05. Dada la función mo=(2)" y 


0<0<a<b, indique cuál(es) de los 
enunciados — siguientes son 
correctos, 

1. fes creciente. 

ll. fes decreciente. 
llI.£es constante. 

A) solo! Bjsolol 
DJ yan EJlyim 
06. Sea las funciones fl) = 7, Y x > 0 


yaa ner si 100 2 


C) solo lil 


90). vxza. 
Determine el menor valor entero que 
Puede tener “a”. 

AJO :B)2 04 
D)7 E) 10 


07. Determine f(4) de modo que f(x) sea 
independiente de “a” y *b”, 1(1) = 1, 
1(2)=2 si1:Z>R tal que 1() = a+ 
b. 


Ta 
1 1 1 
En a ES 
DE RA dde 
1 1 
A 
Dr 67 873 
08. Dada la función f tal que 


1 Tiene una raiz única. 

ll. En el intervalo [-2; —1] existe 
una sola raíz. 

tl. En el intervalo [1; 2] existe solo 
una raíz. 

¿Son correctos? 

Asolo! — B)sololl 

D)My MI Ely 


C) solo 


08, ¿Cuál de los gráficos corresponde a 
169 = 13tbl 4] 4 
10 


La) 


11, Determine el dominio de la función 1, 
cuya regla de correspondencia 
es: 


n= EE vo] 
» E 3] 5 16 ] 06.4 
acera alo «) 


12. Sea 1(x)=109,, 4 04 -D 


ES a, 

salud 
CI r09= mE 
D) f(0= (5, 
E) f(o=1 mo [5 de 3) 


14. Determine cual(es) de los siguientes 
enunciados son correctos: 


L- Ellogaritmo en base /Zde16 es 24 
m sim, (5 )- 4 entonces x= 


EDICIONES HACIA DIED a> 2 DL) 


18. Graficar f(x) = llogalx-11 | +1 AJO B)1 c)2 


IM. La gráfica de E] 


es simétrica respecto al ongen. 
A)solol  B)soloJl  C)solo 1 
D)lyl Eflylm 
15. Se define la función: 
LAR tal que 


19-252 to ua” 


Cuáles). de” los — siguientes 


IL. Dom(f) = [35 +log225; + 00) 
"16920 
Ajsolo! — Bjsololl  C) solo! 
D)IMyIM EJtyn 

16. En la figura g os una función lineal, Y 
es una función logarítmica, halla la 
suma de las coordenadas del punto 


E B) 2/3 01 
E)2 


* 19 Conociendo log2 = 0,30103 determine 


18125 


A) 0,72318  B)0,72317 C) 
0,72318 
D)0,72315  E)0,72320 


. Si log2 = 0,30103, calcule el valor 


de E=logí Ys 


A) 1,6566  B)2,6566 C) 3,6566 
D) 0,6568 E) 4,6566 


. Si logr2(3) = m, determine : lgr2(8) 


A km) 8130-m) ES 
0) ¿(1-m) E) 4m-3 


Si loga(1094 b)—loga(l0gac)=1 , 


calcule 
log, (109, N) 109, (109. N) 


A)-2 B)-1 00. 
DA4 E 2 


Sia = logri8 y B= logs, 


entonces determine el valor de 
E=ap+5(a—P)-1 


D)3 Ej4 


Si logym= an log, m=b, entonces 
pi en función de a y 


ab 2+b 
a 
b 
Di 


, Sabiendo que a + b > 0, simplifique 


Para que oblenga el valor de 


, Sea f una función cuya regla de 


correspondencia es: 19=3%2", 
x € [2, 29). Calculo la inversa de la 
función . si existe. 


Arz”, x e (3,00). 
B)r09=2%",x € 12,0). 
0 rm-2% xe 11.0) 


D) F00=2%",xe 14,0) 
E) No existe función inversa 
El equivalente de: 


al Le MA 
1+log,(10e) 1+Ln30 1+log(3e) 

es: 

Aya B)Log3  C)Lmi0 

D) Ln30 EJ Log(38) 


Indique el conjunto de valores de 
x que definen la función f por 
16%) = Lollogars (loga(9 —x)). 


A) (7,9) B) (7,8) C)(7;10) 
D) (1; 6) E) (1, 9) 


29.En la escala de Richter, la 


intensidad M de un terremoto, se 
relaciona con su energía E (en 
ergios) por medio de la fórmula: 
LogE = 11,4 +1,5M 

Si un terremoto tiene 1000 veces 
más energía que otro, ¿cuánlas 
veces mayor es su Índice de Richter M? 
A) Dos unidades mas que el primero 
B) Tres unidades más que el primero 
cc ua unidades mas que al 


e clara y nitades mas que el 
ES Sel Unidades més que ol primero 


CAZA ZA 
30. Considera la función : 


y 

A A 

rasero (44), 

determina el rango de. É 
Dn e 3 

ala) noe 

D) (£] E) (0) E) 
3 2 34, Reducir. 

31 Sea f una función cuya regla de [loglog,/antiogz¡colcgas)]! 
cia ea OBAII: E Pe mal 
nl) ee: Determine il 

in, al Bl 0)1 
el rango de la función 5 2 
D)2 EJn 
AJ(0;x) Blesa) C)(1;x) 142109, b 
DR ER; ar eso 


32 En el siguiente gráfico de las 
funciones logaritmicas, determine el 


Calcula: Exp )ecooo, (tr 


valor de:a+b+p+q+r+s+i+u , 
9 10 1 
A? 
5 10 
Dz 7 
38. Simplíicar: 
Sl 2 8093 «2094 +..+PJog100 
24 3+ A 100 
pes a 0) log3 
37.8: FeatoroD) > a entonces el 
valor de E = logíx log(x log) = 
4 log. 
A)3+lop4  BJ6+log8 CJ AJO B)8 0) 10 
D)6+log24 EJ 24 D)11 EJ20 
33. Dada la función 1 definida por 38, Determine el conjunto A por 
10)= |Lnl xl | ¿Cuál es su gráfica? extensión, tal que: 
Amer /ar afan jean) 


E) 
0024 


y 
D) de 
39. SI Y x e M:3(10'-6"2) + 4(10"1) = 
So + 6”), indique cuál(es) de 
x Jos siguientes anunciados son 
-+ 1 correctos. 
LonM)=1  1MEZ 
o Wa) 


¡IMA R= Lop,, E 


y 
| 
«1 1 
A) 
y y A)solo! — B)sololl C)solo Il 
D)1y 1 EJ ty 
40. Resolver 51% +6!” =-30 + (150)%, 
si xi y % son sus soluciones, 
ed po E 
Hi x 
x A- -2 B)-1 c)0 
1 D) 1 E) 2 
D) 


41. Resolver. (3+4/8) +(3- 48)! 534 


A)-35xS3 _ B)-45x54 
C)- Vi sxsJi D)VBsx<2 JE 
E) - V2 xs Y2 

42. $1 109598 1, determine el número 
de ralces reales. 
AJ1 B)2 c)3 


e EEN 
44 Six=log,x =2 
Calcule: x+ log,x 
AA B)6 c)8 
D) 10 E) 12 
45. Indicar el producto de las cifras del 
valor de x que satisfacen la 
ecuación: 1? = 9% 
8 BJ9 0j14 
D)18 E)27 
40, Resolver. lop,X=8l0¿2-320 
delormina la suma de raíces 
» z B)6 c)8 
33 41 
Ci 


47, Determine la suma da los cuadrados 
de las soluciones posibles de la 


ecuación log, (9 +2x+11)=3 
4 


100 

A) v B) E Cc) 16 
25 200 
+ ne 


48. Calcule el número de soluciones de 


ecuación: 
=Ix-41+ 30 loglx- ll 
AJO B)1 
D)4 EJ6 
49, Dada ta siguiente ecuación: 
(tcs) 2, dotermino el valor 
de Tex! De e 
e e 0 
a. Eje? e 
50, Si a es la raíz realde la ecuación: 
(lo92)x"+ (log12)2+ (10927)x+logo= 


0 
entonces se cumple: 
A)J-1<a<0 
Cja=2 

Eja>3 


Bjá<-1 
D)2<a<3 


51. Halle el conjunto solución de: 


(loa(109x)] 02-15 


EDICIONES HURINOS WEE 


Ae B)(0, +=) 
C)[10.+=) D)(1+a) 
EJ (10, +0) 


52. Indique un intervalo” del conjunto 
solución, al resolver 


Ae 1727> 
AJA, 0] B)(-3.-2) 0) [3 =) 
D)(-1,0) E)(-3,- 1) 


53. Alresolver. 39”) - 10(3) <-3 
Se obliene el conjunto solución: (a, 
b). determine M= a + b. 
AJ=1 Bo 01 


D 2 EJ4 

54. Resolver 2(4)2"(5) +2:<0 
A) (0:00) — B)(tx) C)(2:2 
DI) Ea) 


55. Determine el intervalo solución 
positivo de la inecuación 


E] 
A)x22 o 0x2 5 
D)xs2  El-25 
56, Al resolver: a] s 
2"+3, se obtiene: 
A)R2,3] B)[-1, 1] O) 23,1] 
D)(1, +0)  E)(0,+00) 
57. Resolver la inecuación exponencial 
A 
AN13) Br13 013) 
D)(01)  ENO:N 
56. Sil conjunto 
? 
Anlxe(t0)/ ea -L>0 


tone la forma (my «=). Determine el 


AJr BJ3 04 
D)5 EJ6 

59, Determine el conjunto solución de la 
inecuación (4*— 8)logsx=2)< 0. 


3 2 3 
A SASO Bix2z  Oxs=3 


D)0sxsi EJx21 


160. Resuelva la siguiente inecuación: 
Logae(dx = 2) > - 2, el conjunto 


D)15 EJ17 
61.Si a >1 alresolverla inecuación 

log, x+lopa(x+1) <log,(2x+6) se 

obliene como conjunto solución el 

intervalo. (a, b) entonces b=a es: 

A)J-3 B)-1 01 

D) 3 EJ4 


. ñ 
SEPIA ar >? DL) 


62. Al resolver la inecuación: 


65, 


100,2 [(d-3)(Bd +9] >100 y +3 
sabiendo que b? < b, se obtiene: 
AJE3,3)  B)(-3,w) C)(3,=) 
O 
o 10 EN . se obtiene 


. 106) 


A) 10. B)20.C)30D)40E) 60 
En relación a la gráfica mostrada 
referida a las funciones f, fa, a. la: 


gráfica correspondea: 
PU OA. 


E) 
Si P es un polinomio cuya gráfica 
es 


De las ralces de P(1 — |xl) se puede 
afimar: 

A) Son seis, tres positivas y tres 
negativas 


B) Todas son positivas 

C) Son cuatro, dos positivas y dos 
negalivas. 

D) Todas son negativas 

E) Son ocho, cualro posilivos y cuatro 


negativos 

66. Si P es una función polinomial de 
raices reales de grado 7 con 
coeficiente principal —1 y cuya 
gráfica se muestra en la figura 
adjunta, siP(2)= 18, 
enlonces el término. independiente 
es: 


AAA 


335] 


LA ESGADEEDIA ZO) 


68. En la figura adjunta se muestra la 
gráfica de una función polinomial 
ménica de cuarto grado. 

La suma de las raices reales de la 
ecuación P(2|x+7| +1)=0 es 
y 


P 
3 725 S 
A -42 B)-40  C)-39 
D)-38-  Ej-37 

una 


L Elcoefiientes prírcipala=— 


una de las raíces de la ecuación 
- 13x + n= 0 es el triple de la 


B)-2 . Cj4 
8 


5) 
72. Sia, b, c sonlas raices de: 
+ 2x + 5 = 0, delermine 
PRES 
eS 
A)-3 B)-2 01 
D) 2 Ba 
73.En un polinomio mónico de 
coeficientes racionales, se sabe que 


una de sus reices es: 15/5122. 
determina el cosficiente del término 
lineal de este poínomio, si es de 
grado minimo. 
A)-71 B)-60 
D)-4 E)75 

74. Determine la menor ralz irracional 
de la acuación: 2" -x-7x-3=0 
: si dos de sus raices suman uno. 


A» 25 B 248 mr 


D)1+ 47 EJ3A7 
75. Sabiendo que a, o, Ly 2 son los 
raices de la ecuación 
edemas 1=0 
Hale el valor de R=0b++2,2 
Ñbba 


c)-15 


o 


An 8)n-1 

D)n+1 Ejn+2 
76. ¿Para que valor de “r" el producto 

de las raices de la ecuación. 

paña Dé nr E > 


C)jn-2 


B)148 
Ba 45 


012 


coeficientes 
109 => +4 + 602 18x +m 
a+ sema 


MCD(. 9) acepta como raiz a — 1 
+5 


Indique el valor de mn 
A)J-38  B)-40  C)-48 
D)-52  Ej-58 

79, Determine n(A), si: 
A= he Q/2+50- 3-78 + 
8x-2=0) 
AJ1 Ba c)3 
D)4 


20. Sea Pla) = LOSE Ti m0 ee 
+ 3x + 1, indique cual(es) de los 
siguientes enunciados son 


correctos: 

1. El polinomio P(x) es tangente al 
ejexenx=-1. 

IL. EJ polinomio Pf) tiene 2 raices 
complejos y 5 reales 


fit. El polinomio Pz) es secante al ejo 
xen==1 

Ajsolol  Bjsolod C)solo ll 

D) y EJlym 


81. Halle la mayor raiz real de la función 


polinómica: 
Lt 21 
sabiendo que dos de ellas son 


opuestas 
AJ1+3/2  E)1+/30)1+242 
D1-342 EJ 

82. SIA es un conjunto definido por 
A=fxeRIX-8 + 16x—x'+ 8 
— 16 s 0), entonces el conjunto AS 
es 
AED) 41) 


B)(12) 
Otia-2) DR" 


ado ml 0-5 
7 13 
1 9% 


84. Indique el valor de verdad de las 
siguientes 


proposiciones: 

L A 
(a - DIO. Esta en el tercer 
Cuadrante. 


a 9 Y x e R, entonces 
z 
MoSiZ= (19-190, 

e 


Z= Ue 
A) VFV Sw Cc) VW 
D)FVF — E)WF 


85. Si Z es un número complejo, tal que 
[z1?= SRe(Z), entonces el valor de 
l2-25] es: 


a2 nj 02 


entonces 2,22 es: 


LEDICIONTEOS HOT 


ode ENTEXO fits | 


expresión 
al BAZO Y, AMO 
Ml aj" e) e 


A)16 B)13C)9 DI5 E)1 
83. Sean ayb de R- (0) siE- 22 
beni 


tal que E < 0, entonces el valor de E 
-10s 
A)-38)-2 C)-1D)0E)2 

89. Si Z es un número complejo definido 


por Z=(x y) y 2” y) os su 


complejo 2 
im im 
Re 
A B) 
y J 
, 
o] D 
R 
a 
80, Determine el valor de: 
E A 
A)2-¡B)i= 10) 2KD) 4K +15) 24 +1 
91 Dado S,=' +7" 
Determine: 
E= Sy +85,+85%...+ Sos 


A)18B)1+10)-1D)1E)i-1 
92. Determine el valor de men la 


igualdad: 
2-24 292 + Us i = 961 


9.5 Z=4- 2 - mí - ), cuya 
representación es +. 


—— EL Re 


Siendo Z + Z =2k, k e Z (enteros). 
Determina : Z* 
A)-5 B)-4C)1D)2 EJ3 
84. Sea z e C, tal que lz] -2=1+ 
V3i , entonces el valor de: 


E= a y: donde z e IVC, 


(ES 
A)-2 B)-1C)1D) 2 E) 2i 


95. Determine una expresión 
equivalente al reducir 
E=(2+2/+2-ep(f¿-a) 
AJ4lz+ 11 B)4|z+ il? 
c)2|z +2] D)2Íz +211? 
EJ3lz+¡1? 


96, Si z es un complejo y satisface 
l-z 
un 
enunciados: 

Lo a=tei 

Mo 2=2 

lll. z.0s imaginario puro 
Cuáles son correctos 
A)soloM— B)lyN 
D)solo — EJlyM 

97. Siz e C tal que 2= z, determine el 
mayor módulo de 2. 

AJO B)1 C)% D)1/4E) 1/3 

98, Determine el número complejo z, en 

forma exponencial, si 

x 

[aj=9. aroíz(1+00]-E 
La » mm 

ay a0l 8 py 20172 cy 1001 4) 
mal ya 

89, Determine un complejo z que 
verifica que su inverso es igual al 
conjugado e igual a su opuesto. 
AJ3i Brri 07424 

1,4 
Hz ei 

100. Siz,, 22€ C, (21+2>) y 2122s0n 
reales, Delermine cual(es) de los 
siguientes enunciados son correctos 

q. 

Loza 
Moa 
Ajsolol —— B)sololl 
D)1yi By im 

101. Determine el módulo del número 

complejo 

= (3 + 4(5 - 122 /2 + d+ 
431) 
A) 390 B) 400C) 450 D) 560 E) 630 

102 El cociente de dos números 
complejos, conjugados entre si, 
tiene argumento x/3, y el conjugado 
del cusdrado de su producto tiene 


=1 , dados los siguientes 


0), My im 


C) solo 11 


TORIO uz 
a 16. Determine la suma de 
ellos. 

A)243 B) Y3C)0D)-243 E) 2431 


¡con a « b ambos reales, entonces el 
valor de E=2-2 es: 

A)(a+b)i_ B)2(a+b)i C)(a+b)I 
Dia-Di  EMe-0)1 


104, si lz] < 3 entonces un valor 
para Men |(1 +12 +izl <Mes: 
ato am 07 


1 1 
D; DA 
105. Dado Z e C tal que: 
hi 4 
+. =1 
2 
Determine el valor de verdad de las 
proposiciones 
L — Re(2)=-Im(z) 
Mo Re(z)= Im(2) 
MM. Re(z)= (5) 
A) VVF B)VVV C) FVFD) FFVE) FFF 
108. Determine — cuálles) de los 
siguientes. enunciados son 
verdaderos. 
Lv ze C-((0, 0)): dl 


MV za; za e O; 21 + 201? + (2, - 
AN 


MvxeR perlas 
A) solo IM DUEO TT 


DJ ll y Ely 
107. Dado el complejo: 


2= ea daa aso +(Va+b-/a=b)1 
Mp0 CA Aro, 
ES CES + 


olavas Das slmriamo 04 
01, 98 00 08 08 0% 07 03 0) 10, 


20 1% 00 00 06 06 17 10 1D 


AE AA 
Ey ECM 
E 


CA DOMO Sm 
Ai 0 60 00 06 05 47 E 00 AD 
lalo tie cios ola 
MECA E7 Ed ña 
a as eu Ea E GD 7D 
[ore a fela ciel loe] 
TOA 1 O 10 00 O 


5 cu 00 69 18 06 07 UN (0 00 
pelrcio ci pja[cin Cu) 
ga 58 10 90 18 26 97 0 PD 10 


EC DEREEn 


SEIYARIO TALLER $ 05 


ines EJ 


EDICIONES RUBINOS 


(01) Si: f es una función definida por: 


a ¿x€l-12). determine elmáximo valor 
dem. 


al 
3 


Qs Fes una función definida por: 


100= 5 y ¿termine el menor meR tal que 
lo4sm. 
A BE 03 DA ES 


[03) Dada la función f definida por: 
2 

a 01 os i Ma 

Vx € R - determine el menor valorde M. 


PES 


al m2 cl 
7 0 7 


e 
7 
Dedalafuncónfdeñiida por 1(x)=x0+ 1 
Cuál) de lowalguientes enunciados zon correctos. 
L- ferfuniónacomás enR=(0) 
1 fnoesfunciónecoteda en R-(0) 
IL fesfunción acotada yes una función impar 


A)Sólol — BISóblC)SólÓI 
D)Iyl Ely 


(E cat do sois ento son 
correos: 


z 


DER-10) KK 


]estuncón cda. 

x 

1 9:(10%10)>R. gla=10L no es función 

acotada E 

IL Sih yh,sonfunciones cotadasentn mismo 

dominio entoncesh.+h, es función acotado. 
ASI — BISSI CMyM 
D1yn 


IL Sifes función biyectiva entonces f es función 
acotada. 
IL Sifygsonfunciones acotadas entonces gofes. 
función acotada, 
Asco 
D)ly1 


B) solo! 
E) lyl 


CMy 1 


107) Se define la 


1 vx>0-80>05 
IL. fesfunciónsctada auperiormente: 
IL. fesfuncónacotada 


Cuálles) son correctos: 

A) Solo! BjSolo 1 CiSolo 111 

D) ym Ely 

10) Sea f ura función definida por: 
16) = q) %E(C10)y dados los siguientes 
enunciados: 


L fesfunciónacotadasuperlormente. 
1. fesfunciónacotada inferiormente. 
IM. fesfunciónacotada. 

IU. Elmáximovalorde fíxles1. 


Cuáles) son correctos 
AJSolo! — BiSool CiyI 
Dolo IV ElLyM 


O Dada la función f cuya regla de 


(3-ds2., 

comespendencaes 12) (2.8 axe (5. 

determine elmínimo valor def. 
A-5 B-4 
Do ES 


c-3 


110) Se define la función f- tal que: 
yl 
1() 


1) +ax ra +1 - halle el menor valor 
posltivo “k talque [r6)]sk vxeR-sit= E 


ALBO E ME 
3 n 2 41 23 


se tica ción ceicopart nom 


a ld 1 
A 
cuál (es) de los slgulentes enunciados son correctos: 
3 
L vxerillto]só 
ver l)]sz 
IL WYx>0:fl0esacotado. 


mM vol: lfon]s1. 
AlSob! — BISolIl 
Dily!— EJLUyW 


Ci Solo In. 


(O secre naon1 or ER>R 


042: Dsx<Z 


talque:I(x)= (10; 25xS5 
1x5 
E 

y dolo eguientes enunciados 


1 vx20:2<1(x)s10 
IL tesfunciónacotada interiormente. 
IL fesfunciónacoiada. 


Cuálles) son correctos, 


A IyM— BjSobl 
DIIyll—— El SoloIl 


C) Solo In 


MD sinó rior 

10)= 224-je= 
de 
1 fesfunciónacotada, Vx e [-1,1] 
1. [(x)]s2V2. wxe[ 45.45] 
IL fesfunción acotada solo Inferiormente. 


A) lyl By C)LUym 
D) Solo! El Solo 


(vto e o seis eras son 
correctos: 


1. La función 100=2]x]-x': x e (-22) es función 


Br 1ym 
ELIIym 


A A 
16-2* 

105 

Cuáles) de los siguientes enunciados son correctos: 

L  vxe:fx>0. 

UL. fesfunción creciente. 


IL La gráfica de f tene una selntota hortzontal: 
y=2 
A) Solol 
DiIyu 


B) Solo 
E) lym 


C) Solo 


Q- define la función f mediante 


10= 7 xe[tx) ¿determine 


cmo 


AR BR =(0,x) CyR =(.0) 
D)R"u(0)=[0,x) EJR" (0) =(-<x,0] 


O*- define la función f mediante: 


10)=U2 2 : determine el 
maximalde flx0. 


dominio 


¡SEAT ET ZITITIN 


Ms TEA 


LA NO SrEnIA 2013) 


0 (=-3Jul3+=) ms -1o[L+>) 


az), 


Bra -aJu[Aa) 7 


O: define la función Y mediante: 


19) (2x3 : determine el dominio masimal 
delta) 
Ay [Lox)  m[2+=) 
DJ [Y2,2) Es [-2.+=) 


ES DJ (-2.-5]u[5.+x) 


Cr (-12.+e) 


(catas a tocino tio por 
Mo=|3-2 


E 


a = D) y 
V > 
E) . 


¿Cuál de los gráficos representa mejor la 
función definida por: flx)e|e*- 42] 1, 


++ 


ze y 


Ej y 


Se definen las funciones Í y g mediante: 
16)-¿(e+e”) 
al0)- ¿(e se”) 

Quálles de lossiguientes enunciados son correctos: 


“ D(01) 


L  EnmngodeFx-gbdes (4) 
100: alx) esuuna función monótona. 
1 Flo +00 =112x) 


A) Solo ll Bi yn 
D)IyM— EJLUyul 


CC) Solol 


(O señor tucone y or 


160 =log, x ghd=tog,,x O<a<1. 
a ¡son correctos: 
S:b>1. entonces lb) + g/b1>0- 


IL Skb>1. entonces gíb)- ((b)>0. 
IL. Sibe(Qi0)-entonoes (1(b)>1vg(b)<-1) 
A) Solo! B) Solo C)Iyn 
D)1y lu TS 
Qs Ibdlog, log.(x—3)) cuáles) de los 
siguientes enunciados son correctos: 
St x 0 (4,40) entonces x e(-2,42) 
DStxe(A.+e) ..lysolo al x es solución de 
x= 0)>0. 


Mx (4.0) 


A) Solo BI Sol 
D)lyll— E)LIyM 


Ds. aira 


determine el dominio maximal 
A1(12] Br [L3Jo[-3:-1] 
EJ[12)u (23) 


C) Solo 


cs 


Q>: define la función f por: 


de £ e indique (Dom; 2). 

ANS 21,0) — BA, 3,-2,-1,0, 1,2) 
CHA, 38,1) DA, 3,2) 
ENS, 2, 1, 0, 1) 


'una función definida por: 

Ha) l09 (29 +1) 109100 (1- Toga) 
tal que su dominio maximal es de la forma: 
(a:b)-fe)- 


Cakuleelvelorde T=a+b+c. 
AS 4 C15 
DJ6 E7 


(O seo ton pora) =29" 0 
que Domíf) = R”. Determine la inversa de f. 

AU * (xj mlog (log), 2>8 

Bf" (x3mlog.[log,x).=>3 

Of" lja 30 ER 


DIC (Ju 2¡x Ro 
pri Pier 


Fa 
100=oa,(42:8)-1. determine. el 
Somo mesial. 


Ar(==-3] 1 (5) 
Doce 3Jo[Se) Er (o:-2)0(4:x) 


función > por: 


E) 


'Se define la función [de la siguiente manera: 
tbxl=log.,|x-12].elossigulentes enunciados 
L  fesfunción creciente 
DL Lagráficade fcorta al eje xen un sólo punta. 
UL La gráfica de Í tiene una asíntota 


vertical 3 
Cuáles) son correctos: 

ASobI — BISoIM  CIIYM 
D IgM EMI 


1%] Cuáltes) de los siguientes enunciados son. 


L  S:O<b<1yDex<yentonees log,x < log, y 


IL. Skb>1yDexeyentonces log, x <log, y 
II S:0<b<1 y Ocx<yentoncesb'<b> 


A) Solol B) Solo C) Solo III 
D)lyn E) lly1u 
17) Stlog6=a log./3=b. Calcule log). 
as a E aan 
+1 a b+1 
Zab b-1 
a "e 
Donoso ició: 


2loalr" «logle”-15kog,0+ 4 =18(b9,0-log,0) 
Sta>1.b> 1. n>1.entonces 


M= log,n'+log,a” cuyovalores: 


ni B2 c3 
DJ4 EJ6 
ID onto iros rro 


1  artilog.(log,0=log (amilogx. Vx eR - 
IL Ska" =b*1x20.entoncesa=b 
ML Si: Kxd=a* entonces Í es función creciente 


Vasl. 
AlSolol — BiSob  CISobIM 
DilyM EJ ly 


Se da la sigulente ecuación: 


Facalogcotogr” log, a" flog log n-1) 


colog10*. determine eló losvelbres que debe tornar 
An para que solo exista una ralz real. 


GEenasarIo TALLER $ 05 


EEoRTITA 


2 
EDICIONES RULIVOS 


AJ10000 B)20000 
D) 45000 E) 60000 


Cc) 15000 


boa] ti 
y se define la función Í de modo que: 


fad=anilogx + log x.determineel valor de (2) 
c192 


8152 
E) 132 


32 
D1112 


Dossernine la 


109) ¿eolos.(2) 
Y y y 
o] ñ DI 
Je L. 
y 


EJ 


de 


MS ¿Cutotocceos. entre coma decimal yla 


primera cifra sigruficativa tiene el número 0.0062. 
1 log2=0.3010%0 y 

logI=0.477121 

A) 190 B) 131 Cy 132 

DA 139 EJ 1% 


Calcule el número de cifras del producto 


7: 12! conociendo; + 
log? = D.84509 y log? = 0.301090, 
log3=0.477121 
17 B)18 C)19 
D/20 EJ21 


MD scsi poso que ten ns 


«escritura 6 dígitos en la parte ente. entonces logxes 
'unvalorque perteneceal intervalo: 


a (39) Bss)  0(67) 
DI(H8) — El(23) 
(0) Dado los siguientes enunciados. 


L La caracteristica del logaritmo decimal de un 
"número mayor o iguala la unidad es positiva. 


IL. Lamantisadellogarimo de un número poslivo 
de tres ies es tres unidades menor que lo mantisa 
dellogaritmo de la milésima parte del número. 

IL Silocarecterístca del logaritmo decimalde=n" 
es]. entonces 10<n <100 

Cuélles)son correctos. 


AJSóbI  BISó0l 
Dry E) yl 


CI Sólo 


(Ps 494 =24; calcule el valorde T=(2x)" 


ES 
D) 125 


Br 545 
a 25/5 


C)25 


17) Los valores de “x" quesatistace ala ecuación 
2 44'=80.10n- 


¡L motos Cieoto 1. 


Aa Sa 


1 
DY Eros 


Determine el valor de “x” en la ecuación: 


Ds m>0. x>0 y además 


—(5x) «0. determine elvalordex. 


ras 
2 


Determine el valor de “x" en: 
loas (41) =2 boa) 
6 


AZ Ba o 
D,7 EJ8 
[1] Se define lo función f mediante 
1(x)=109, (VZ+H + /2=x) «entonces elRani0..es: 
B 11:32) C)10:32) 
Dz E [2242] 


A 
Ja. 

Br 11) 
Es (2) (2) * 


A (0:=) 0 (-1x) 


Dr (1) (10) 


D nseoso AS y 


secbiene xe[ cb). determine T=ab 
23 B)15 0153 
DI25 E 73 


"Alresolverla siguiente inecuación: 
ES PEO 
Elconjuntosolación es (m:+<) Determine mí 
A25 Bl 49 ci 
D) 121 EJ 14 


se o neancón: 2><x Determine el 

'conjunto solución. 
A (uo) 
DI (2) 


BI (01) 
El (82) 


0 (12) 


Dada la inecuación (e? 4) (x - 2J20. 
Determine el conjunto solución. 
A (in21) BA (cin22) Cr (In23) 
D, (in2408) — EJ(In2x) 
15) Determine el conjunto solución de la 
A 
inecación (5) 2 (04) 
A) (0,32) Br [12 321C)[1/2:32) 
D) (14:16) Ej [14:32] 
150) Determine el conjunto solución de la siguiente 
Inecuación: Lag,(2 2) log, .(2%*=4)>-2 
Ar (lo9,(9/4):2) BI (l9,3/2:4) CIS 
D,(28) Es(25) 


[55] Sea A el conjunto solución de la inecuación 
log3 — |x])<log.(1x]-1). y los siguientes 
enunciados: 


La, e A/hx|=5/2 
1. Yee A.9<x! <16 
In(AnZz)=2 


Cuáles) son correctos. 
A)Sobl — BSobI 
DilyU Edy 


150 Determine el conjunto solución de la 
inecuación: (125) 5 Depo=es 
AN (5.40) Box) (02) u(3.=) 
DD) (0,1/2)(32:x) Es (1,3/2) 045,0) 


El conjunto solución de la inecuación 
-4x/>2,es: 


me- 3] cial 


C) Solo 


2 


E) 


¡SU TE FI ZITTTICAN 


5] Sea: S= (2:b)(c.d) el conjuntosolución 
de la inecuación: (log, |x|- 3+x) (x+21<0, 
¡determine el valor de T=wed +bc. 

AS B12 - C0 

D-2 EA 


(55) Si vxeR:x*log,| (492). -2xtog,| 


coa intervalo, de y es 


obienera + b 
Ss meo mi 
31 ASE 


(O) oem tro pino e 
menorgado cuya gráfica se muestra. 


Ayliej= xl — 29 (3 — 69 
Bifis)==s (e 2/0(x - 0) 
Cifia)= —< (a - 2JU(x — 691 
IS 
Esfixj= x lx - 21% — BJ 


'Determinela gráfica de la función polinomial: 
latex OR 


m 
0 bi a Ñ 
eS EJ aL 


B A 
rea LA ENCIrOrEnIa 2012) 
y 


'Conrespecto a la ecuación PIL— |x]1=0-cuáltes) 
de los siguientes enunciados son correctos: 
L_ Tiene 6 raíces: 2son positivos. 2on negativos 
E) , y 2 complejos conjugados 
E 1, Tiene Braíces: son positivos. 2 negativos y 2. 
complejos conjugados. 
(sen roturas etromiido adonde 1. Tiene raíces: 3s00 positivos y 3s0n negativos. 
coeficieme principal--L y cuya gráfica se muestra en ASÓ0! — BrSsbll” CiSó0n 
laura odjunaa Dilyl— EJUyIa 
[67] La ecuación Plal=x" — nxen -1=0. 
x  neZ:yn> 1.edmitecomoralzax=1: determine 
o] 2 E la multiplicidad de dicha rat 
A3 82 04 
Si: P(S)= 1800. determine la suma de coeficientes Din El ralesiople: 
der 
8 Br10 aL 
D) 14 EJ 32 


Determine cualde lasaltemativas representa 
mejor la gráfica de la función pollnomial: 
hb mn. m0. 


4h 
AL, 


Qs. xx yx, son laraices de la ecuación y 


170) Determine la gráfica aproximada de 
10)=36% + 60x' +37x' +10x + 1 


Zo 3x2 +7N46=0, tal que xx 0X.. E) 


«entoncesla figura que mejor representa la gráfica de - 
la función Pla)= (xx J(x=xJ1x+2), 05: 
A) 120 Br 240 6) 480 


a y B A o... 
AL Y A AL 
5 y D)-480 — Ej-960 
br dela ecuación 
E > , St. 1, y son las rales 
- . LA A a 
Ez AA 


+8 5=C.caleulgelvalorde. 
4 -qÉ 
B Si a E 


MD 5 +. 7.0 ces de cción 


xi +Ex-24=0, entonces elvalorde 1] +30 .es: 


(7) Enla figura adjunta se muestra lagráfica de. 5 
la función polinomialy; =P. 


B A 
EDICIONES RUBINOS] 


(Semivanio TALLER % 05 1429 | 
Dl de sus ralces suman 1. entonces determine la suma. 
3 delas raíces negativas. 


PR AE 
2) + x" -3x +2= 0: détermine el valor de: 


sl (Done tsrnsenis patromos 


A Pax de grado 2 y término independiente 1 
Siendo a. b y e las ralces de la ecuación: Erie Pl dad 
h a . 'Q(2)=7y P(1)=2. entonces determine la suma 
x e - pt E Isi 
E y Í> 


D)-4 E)-2 


seo 


adm 02 
3 3 9 


Ms 


Dx 6x + 10x +21x +9: presenta: 


A 
x 3 3 
17) Determine el valor de a. si se sabe que las 


ralcesde lo ecuación dx -28x+[2a+5)x' 14h — 
a=0, id 


Pa - 0% E 
xx, a e Xen 24 


35 raloes diferentes 
nu Br16 0118 Bi2 ralces de multiplicidad 
D,24 E) 28 Cj2ratz de multiplicidad 2 y otra de 
multiplicidad 3. 
ú Deterrrine el producto de las raíces de la. DJI rats de multiplicidad 4. 
EJ rats de multiplicidad 6. 


“ecuación: X ax! +Zax-b=0:2>0. sablendo que 


su esla de fro 2ly 


Ds. suma de lssralces de la ecuación 


reno X 4 px + 29x:+15 = Des-9 Determine lamenor 
NI Br2 6 voizde dicha ecuación. 
AR pa, AS B-4 c)-3 
DI-2  Ej-1 


176) Dado el polinomio; Píxl==x'+3x — 9 al 
Pim)=Plo)=Plr)=0. ¡Determine el valor de 


ID) ss cet totor or 100=x 2-1 


mn Determine el numero de raices reoles. 
me me mm. 1 B12 03 
DJ4 EJS 
Ab B-2 Crt Dr Ed 
155) Se define la función polinomial como: 
[7] Si las raíces de la ecuación:b 
pixl=xé +x-66, 


2X-49% +10x+3=0. están enla proporción 1:26. cuálles) de lonsiguientes enunciados son correctos: 
de lcssigulentes enunciados: 1 pix) =O1iene dos raíces reales del mismo sigo. 
A Unaralzpositiva. +» 1. - phd=Dtienedos raíces reales del mismo signo 
UI. Todaslasraícesson enteras. ML Si: x.. x, son raíces reales de plx)=0. 
IL. Lasuma dedos desusraldeses-4 entonces x, (59,2) 0 9, 50, 
A) Sokol B) Iyn C) Solo 1 Al Mya By! 


Cr1yu 
A Di Sokol Ej Solol 


(E se una tocó otro ménica de 15h] O Os. 7007 


¿gradoS; adémas: PAL) = 3 PIÉ) =5PI3) = 7. PM) AAA 
5. = 2d, además Gal Pi) 21, PIAR IA 
determine el número de raíces reales de Gl) = O. as mi ee DA El 
an Br Cr DA EJ5 3 3 3 4 E 
(DD tocan -122-5=0 pomeznics 15) Enla ecuación polinomial: 

Ax - 16x — Ilx +145x -66x - 72 = Q; 


'sumaes2 Determinela sur de las inversas de 
bsos res. indique el número de raíces negativas que posee, 


AROS  BRO4 Cr02 DI0,_2 Et AM Biz CS DA EJS 


(ED sección: o r9 0.560 ES) ones o compis. e méd 


tgualesaZ entonces: E=|au+ ww] + [vw es 
ns B12 az 
D/64 EJ8 


153) Sean los números complejos; 


mel +yLn=u evi (yu) ez 

siadémasse cumplen: 

mena +51 

mn=-1+191 

siendo "a" unnúmero entero corprendidoentre 
149. Determine el mayor valor de “u 

AS Ba as 

DI6 El7 


Mas: 


PCI RECON 
(06y entonces el complejo 
equnalente a Zes: 
na BB 08 
DA EN di 


11) SiZ e C paja determine el mayor || 


na mi 8 cn Dd mé 


MD cate don rterts eonciaoson 
correctos: 


1 SI z se localiza en al segundo cuadrante, iz se 
localiza en elsegundo cuadrante. 


1 Sizse localiza en el tercer cuadrante. (1+izse 
localiza en el cuerto cuadrante. 


2). 
1 


Cry 


DoamL siempre que e 222) 


B) Solo 
ElIyH 


Al Solo! 
DM 


Ve 
7 zi: determine elvalorde 


(CCA OEA 


[EX 1250 [ET 


2 
LA ENCIOOPEDIA 2012) 


BZ (0) 0210 


D5 Ba 


w Determine elvalorde 7 .sise cumple: 


(Laa 


mn 
EJl+2e 2 


3 
Djl-e 2 


(05) SeazenCtalque2=( 43-11-43 +0. 
determine el valor Re(=) 
Al Bp2"  Cj2"  Dp2"  EJ2" 
 arecotor =-4 42 + 4/2. indique 
cuálles) de lossiguientes enunciados son correctas: 
1 Laralzprincipal esta en el2” cuadrante. 

IL. Unadesusralces posee algumento 285" 


IL Sus raíces están ubicadas en el 19. 3? y 4% 
cuadrante. 


A) sólol Bj sólo ll Cjlyn 
D)sóloll + E) DyN 
implique MS 
(7) US 
AIHZ Ba cio 
D)-1 El 4n-1 


[05] Determine la siguiente surna compleja: 
1431 14+5i S5+71 
ES a] ral es >) tS 


cio 


(E dterines:xetcomptejo 

2 = [1 if ¡cosfx + 180%) +isen (x+180")]=". 
0 < xk 360" es imaginario puro. indique cuál(es) de 
los siguientes enunciados son correctos: 

Lose 

IL xe (0% 90%) 

IL xe 124% 270% 


AJIyU Bj 1yin 
D)sólol El sólol 


Cy ym 


11) Dados los siguientes enunciados. indique: 
cuáles) son correctos: 


Lo Siz= (242.314 >2= 

AS 

m fertf<te fer] <lvzec 
A) sólol B) sólbbIL 
D) My 0 E Lyn 


Q-. es un raiz compleja de 7-1 =0y 


Ci1ym 


Cro 


Dis las raíces de la ecuación 
en elplano complejo. determine cuántas 
de estas se encuentran en el tercer cuadrante. 


B)13 C)24 
E) 26 


1165) Determine una de las ralces cúbicas del 
número complejoz=1. 


Eri 


o Seaz=1 + ¡yconrespectoa lasresíces de 


2% se proponen lossiguientes enunciados: 

1 - Enellercuadrante están ubicadas dos de tales 
de raíces, 

IL Enel2docuadrante están ubicadas tres de las 
talesralces 


NL Enel3ercuadrante están ubicadas dos de tales. 
raices. 


Indique cuálles) son correctos. S 
A) sólo! B) sóloIl CC) sólo IL 
D)lyl— ElMym 


(S tataracue apre tc de 


conjunto. 
A=4ZeC 1<Im(13<Rell a) es: 


Y y=x 
x 


Y=x 


EJ 
Determine la gráfica del conjunto: 


A=(2cC [lmial> [Rela]-1) 


a 
MD ¿ct ets rpcsr mer 
conjunto? 

A=(2cC Reta] + Re(z)- [ltz] 1) 


los Im 
e a. 
Aim A 


[es MTETO us] 


(SEMINARIO TALLER 4 06 


EDICIONES RUBINOS 


A sn (E vereminecinimeradecioentoceEque 
conjunto: M= (26€ (a) <1-ImlRela))s A 


teme (2)+ nda " 


Am ' 


tengan parte real e Imaginaria entera 


E= fens aje*|<2] 


an BS3 
D) 35 EJ 36 


(E nseries de acu: 


ca 


(242 (19-180 = 


o el 
o pd ASIS 


03-21 


f 3 —(7- Bipié + (3 Bix + 1 + Sis O. slse sabe 
Que una de sus raíces es real. Indique una de las 
roles complejas no reales 


Ab 1-1 BA +10) 


Po 


El 
Determine la región deleancimeros complejos 


“£ definidos por el conjunto: (z' opuesto de 7) 
As fee aa (Roll a2a Imáz 0 51) ay 


ED) ooo demo: 
A=loyla.a tolque: 

iojisii ej 
ejido] 
Determine la suma de todos os elementos de A 


AS Br ci0 
D18 5) 


E ose sigeos encados 


€ L- SLA es una rat cuadrada tal que A' = 0. 
entonces A = 0. 


IL. SIAyBsonmeltrices antsimética, entonces la 
a > * matriz AB- BA es ansimétrica. 


IP. Dada las matrices AyB.sila matriz transpuesta 


5 bs delproducto ABes una matricolumna. entonces A 
E ses una matriz fila. 
Cuálesson correctas 
A) sólol Bl lyll C) yin 
D)sólo EJ Ly 


e 1 asb O 
AN Y 
bo. 3 


id vimética. determine la atrizB =8A + LA -4xA 
3 Bj 4A C)5A 
rca) DIGA EJTA 
12 
MD seserverios 2-09 
Re 2 1 472 
az A s-(% al Halle P(A.B). e 
Indique la suma de los elementos de la diagonal de P. 
A BI 0% 
z : 
ola a 
04 
» ce e] 


7 SIA+B= C. entoncesdetermine T=x+ y +2 
] 


0 BL c)2 
DJ3 EJ 


(25) ¡Se define lametrizAmediante. A= laylz.3 


xxesuna matriz que safisiace la ecuación: 
(28-AAY—2x= (x + Br. determine trlx) 


Aia [2 3 
O-- ol» Es] -[e B 
determine x. ise sabe que; (2x) + A'=2B: indique 
la traza dex. 


m5 BI6 c7 
D)8 Eg 

MD se ceño mai A=leybag tomo 
SES] 


24 si1>] Ylbmatiz B =[byliaa «como: 
b,=1+)-1seaC = AB, Determine el volor de C.,. 


an B)18 C)25 
D)32 E 49 
MD comsóceaamarics 


li<) 
Asloja,a alquea, = (21=) 


(Di<j 
B= (bph,a talqueb =[ni=) 

li+j1>) 
SiM > (myla,3 talgue M= A: Bentonces determine 
elvabrde:T=m, + mM, +M,-Ma 


a B115 01 
D)21 EM 
7 a] 
ED) sector [0 


Si B = A-A', entonces determine la suma de los 


SiAy Bsonmatrcesconmutables. determine elvalor 
de T=2x- 3y 
ALL BO OR DIO ENT 


6D sa yx os matices cemits por 


anf 0)-*- + S y el conjunto definido 
o 0) *le 

por M= (lab: d) io E 

“extensión elconjunto M. 

AIM = (11: 05050)) — BJM=((050:1:2)) 

CEIM = ((0;0:0:d/ ay d ER) 


E WATARTATAE O) 


Co AREA 
DIM = (10: 150; 0)/e < B) A25 B)26 c)28 
EM= $ D)29 B 30 


a 


7 
siguientes enunciados: 
L SiAnoesnula. entonces A' no esnula. 


IL Si Bes una matiz simétrica. entonces 
(B+B8]=2B. 


Indique cuálles] correctas: 
Aly B) ly 
D)sóbolII EX Ig 


7 A 
BJ) Sea lamaviz A e 
entonces halle la THA=+ A==) 

AO Bill apta + 1) 
Olla a ex + ID) 3% 
BY + 


Cy ym 


2 
sE 
yneN: 
x 0 


Hale 


aaa as 


1001 [ES 
-100/""| -100- 200 

384-384]. [200 100 
Do |_aga 384 |El 


01 <c, 


o o 3):052' y dado los siguientes 


Determine cuálies! son correctas: 


AJLMyIV_ Bjsólol 
DI LM MyIV El Sólo 


C) ym 


(ED sosa mori alce o get 
ecuación marica (Jo ll 
determine el alor de laTr(x?). 

17 


DS 


EJz 
9 


1 1 5 
a A 
po 


GD) omo taa de ma xl quese 
"cumple lasiguiente igualdad. 


Ed 7:69 


0)28  D¡29 EJS0 


aJ26 Bj27 


AS los: siguientes — enunciados 


(conA, YB.) 
L — S/AyBconmutan entonces AyB*conmutan. 


IL SIAyBoonmutanentoncesA*yB"conmutan. 


si M=A-“BA.  Ainversible entonces 
M= A 
¿Cuálles) son correctas? 
A) sólo! B) sólo 11 Ci sólo IM 
DIyH Ey 
o] 
E sea to.stoue sú- o ij 
4 13) 
Calcule el determinante de A. 
Ao B1 C1120 
D) 1024 E) 2040 


E) se- (b,)esuna matriz cuadrada de orden 


la traza de la matriz inversa de A. 


ALL Bo CA be ENS 


tds A es una matriz definida por 


X es una matiz que satisface la ecuación: 
A'= AX, determine la traza de la matriz X: 
a -13 016 


912 1 7/2 
LD+D==|1/2 3 9/2 


12 5 3 


3/2 3 7/2 
3/2 3 7/2, 


Cuáles) son correctas: 
Ajsólol — BIsóoM 
DIIy!— EMIgm 


5/2 5 ña 


C) 56M 


x 
6 Dadas las matrices A y B fales que 


siBesla invesade A. 
CakuleT=8+b+c+d+ert 


Cc) 2 
E) 
Esaesiccrient 49 JA = YE deemve 
elvolorde T=|a*]a'|la] 
E B)2 Ea 
DY EY 


SivA es una matrizx de orden 5 tal que 


(Pr Jealfar] +2)-42. coseno eivatoráo 


“Hi” de modo que: 
Uh lA1+8/A[=-15 18] € Q 
A) -33 B) 35 C)-39 
D) -41 E) 43 


175) SesC=HAH* [C]+0.keR 
Simpliicar: 


E= (JI-A| +]l=CINIM-A]- [K-CI) 
m0 c)21a-cl 

D)|A+1 
155) SeanAy Bdosmatricesdeorden 3 x 3donde 
[A] = 5. [B| = 2. Determine el valor de: 


BI JA +C] 
EI |A=C] 


A) 250000  B) 256000  C) 100000 
1D) 120000. El 300000 


ED) sea ima rastrero der 4x4 
con |A] =2. Determine el valorde [(A” AJ“(2A) 


Eemxanio Ta EDICIONES KUBIVOS 
nz B4 Entonces el valor del detíA) es- 
D116 EZ ad mi ar Ay Bisy City DiBey  Es6xy! 
DI+Y3 ELt+ dE 


[57] Determine la maiz inversa de A+ Lsi A 


cumple A-+ Al + 20% += Odonde |A] 0 
AR-ARL BARA CIA—A+I 
D) N42A+1 DA-24+1 


A 
Ben: Pus sardaldet a. 
x 


determine H*. de cómo respuesta la suma de dichos. 
elmenvsdeH. 
as Bi6 CO — DA ER EN 


Determine los valores de xpara los cuales la 


Da 
matriz | x x+2 x-2|-essingular: 
sx 8 


ED) ovetense puelorcunes 


MEE o 
pa a S 
| A 
Decómorespuesta lasuma de estos valores. ARTE 
PR ol ; 
Determine el número de elementos de A: 
A 
D3 4 
ED ru aa pa ) oro + uses E 
a Dotes 
de lossiguientes enunciados son verdaderos. E 


L trarlAr)=2cosa +3 


32-20 
LN =osa-1' EE: 
0 [AY Al=cota +1 e 
Determine: a + b +0 + 
AlsóbI — Billy CjIyi 
Don EUyH AMO BNdI CIé2 DAS EMA 
(se cetoslasmarres: (DD onemestaoratsgiedcemivae 
561 
1 120 46 
o[.B=|x-1 2 1 e 67 
1 3121 45 
Determine el valor dex. tal que ao BI 62 0115 
|2A—B|= 8x'-20x—4. D) 208 El 242 


c12 
E oem 
+a 1 1 1 
1 
1 
El 
Tienen una ralz común. Indique cuálles) de los Z $05 
nn peraa= Y72- 
4 O B 36 0216 
b DJ 1296 E 
1 c =0 
A a 
el 1234 
0 1201 
el B= 460 q|¡Skuleel!BI 
Alsólol — Brlyl Cisób 24.950 
Dj ly EL Uy ml 


e 11 AY X4Y xty x+y 
“k paraquelametz A=[0 2. k |¡motenga o E 

40 R-Y X+Y X-Y X=Y 
inver. XEY AY NY AY 


07) Calcule elvalordelsiguiente determinante: 
1 


11 
2.34 
3.6 1 
4201 


CIO D18_ Ej2O 


Aj90 Bit00 CIO DjI20  ENBO 


Destaco dear 


2-2 a -6 
8.1 0 14 
2.0 1-2 
A 
3.2 30 
46 BJ4 CIO DJ128 EJ240 
ID cotstceinorctssene dina. 
333 
$433 
343 
334 
O 
e BJ64 Cr16  DMAO  El8 
Indicarel valordel determinante. 
ia 1 1 


log2. leg20 log200 log2000 tos20000| 

Acpog2 log*20 log*200 log”2000 log” 

12 leg*20 log*200 leg*2000 log”: 

32 log'20 kog*200 jog" 2000 los: 
B)S8 (C)72 Did El288 


boo o. 


Ajatxx?  Bjalaxxp" 
Djla +=)5* Ejfa—x)la +x). 


(DD osteseesoorcasisrs dtemirnt: 
2 1.000 
ax a -1 0.0 
2 a a 10 
¿ada sa 
a a 
Motor Bjataxz7 
Djla +x1x*  ENfa—xMla—-x8 


aa 
Cratía +)! 


(CAZA 


LA EScrororenta 2012) 


Deiniinan 


determinartesesd (d + $). SIB=A' yla matriz Cse 
biene mulíplicando pord a lajercera y cuarta fla 
dela matriz B. Calcule elvalor del de ABC). 

Aud Badr a Da ao 


17) dique cuáles) de los siguientes enunciados. 
sonconectos: 

L - Cualquier, determinante |a, .,. de orden 
'supenora 2y ml que a, = 1—], es cera 


1. SIA.ByCsontres matices de orden ntalesque 

1B| +0y ¡AB-CB]= Oentonces A=C 

Ml SeanA y Bdos matrices cuadradas deordenn 

co AB a» BAse cumple que |AB|=|BA] 
Asóol BUY Cisébll 
Dplylll—— ES Ly 

(50) Sean A.ByC matices de orden x n Dedos 

Kossiguientes enunciados: 

L- Si|Aj= JB] -+TrlA) = THB) 


IL SIA” -B* esnosingular -» A” esno singular. 


JA]= 


ona 


14 
67 
23 
35 
Indique cuáles) son correctos. 


Arbol Bebo 
D) Mya Ely 


OD os to.. 


s¡A= ta) (o, k 


C) sólo IL 


1 
E OLD 


A parajes Crta” 


Dr ida +1 


faxry=3 
(Desectiona pa by=4 
Determine elvalorde a + baielsistema tene como 


conjunto solución: 
AJA BI2 CRL DS ER 


MD) ose tores de de manera 


queelsitema ear tengasolución. 
lax+y=a 
dor Baer) jack 


DiacRLLN Ejac re 


MD oi o ars de. paa que el 


sistemalinea! Is 2 engacolaconesposivas: 
AR (0) Ut) 
Dr (1) (12) 


. [la +bh «(o bay 42 
Doo [ens 
admitecomosolucóna:x=-2 n y =5.determine 
elvalorde T=a+b 


1532 TEST 
ca Da 


ao Ex 
'Alresoder elsistera Eneak 
3 [m? +1) + (m+1P, 
(m+1)x +(m-1)y =m+1 
Delos iguientes enunciados. 


L 384 Ax+ Ay=20(3m+5) 
IL. Sim=0elsistemaes incompatible. 


= -l elsistema es indeterminado. 
Cuálles) son correctos: 
Asóol Bebo Cielo 
DjIyN— EJUyul 
Dudo elsistema bneal: 
ax- y: 2-a 
[2x (a+ 1)y-ZacR 
y dados los siguientes enunciados 
] elsistesna es indeterminado. 
2 elsistoma esincompatible 
IL. Sia» Oelsistema es compatible 
Cuálles] son correctos: 
Ansólo 1 Bnyu Cieólo 1 
DA yu En, Uy mr 


(>) Elsiguiente sistema de ecuaciones lineales: 


(m+1x Sy = 2m => 4x my = m4 3 
esindelerminado para m = 
'm= k,. Determine elvalor de 
B18 
DA 12 


[53] Un tanque tiene dos orificios de desague. Se 


abren los dos y cuando levan una hora vaciando. se 
obstruye uno de ells y tarde elctro 2h12men vaciar 
elresta. Pero si hujblera sido este orificio el obetnukda. 
'elotro hubiera terminado de vaciar el estanque en 
2h45m. ¿En cuántas horas hubiera podido vaciar el 


¡estanque cada uno de los orificios? 
AJZhe3h — BráhSh  CI3idh 
Di 5hy6h — E) dhyéh 


[97] 'Quevalordebe tocar "1. en elsistesna lineal: 


(+ Ii 2y= 3 
dex (2 = 4 
para que ses inconsciente 
3 3 
m0 m3 cd Da ER 


11) Uninversionista bene S80.000 en Inversiones. 
al 10% y 12% anual. ¿cuanto invierte en cada una al 
obiene ingresos anuales de $900 

AJ$60,000 al 13% $30,000 el 10% 

B)$46,000 al 10% $35,000 al 125 

C)826,000 al 10% $56,000 al 12% 

1D/360,000 al 10% 520,000 al 12% 

£J536,000 al 10% $45,000 01125 


SA= ((a.b)eR' elsistema lineal: 
(e 


x+2y=2=1 
by+rz=a 


tenga infinitas soluciones). determine elnúmero de 


elementos del conjunto Aín(A)) 
An Br cr Dis EM 
Doo. 

bx +ay=c 
prrab) a20b.*0.c*0 
bea 

Determine el valorde x- 
Pa ta 
-b 0 
A Em B). y) 
PE EAS 

Zbe Zbc 

Suelsistema lineal 

2x+y+32=3 

2-y-2e=2a 

x+2y+22=48 

xey+z=3 

sa coralarte entonces y.1-ae 
A Bra CJ8 D8 Ene 

Determine los valores del parámetro m de 

manera que el sisterna hornogéneo: 

(A mh+y-2=0 
2x-my-22=0 
=y=(1=mhz= 0 

presenta soluciones diferentes a las triviales; 


Bim=-1 vm=1 
Dim=1 met 


Ajm=0vm=l 
COm=0vm=2 


Determine el valorde Ex 3x + y-2 


An Bra 0 Da El 

Dora 
Bn+y-92=0 
[ea 
[6x-11y+22=0 

De kossiguientes enunciados: 


1  Esistema poseesolución única. 
IL Elsstemaesincompatible 
MN. Elsistemaes indeterminado 


Cuálles) soncortecto: 
AJsélol—— Blsóoll 
Disélol— El sólollyM 


O osrecarocteretasena 


Crtyu 


arb..t1) 


(SEPrARIO TA 


z a 
EDICIONES RUEIÑOS) 


AJ17 Ba 02 

D)26 ES 
Mo 
xy ea 

Y IIA A az 
Entonceselvalorde T=x + y +zes 

A3 B8 ce 

D) 14 EJ 16 


DU nesoterelsstomo xty=y +2 +47 41-8= 


C)17 


EEN 
ESTA 
0 
y +52 
Entonces. calcule elvalorde T=—2 
y 
alo oc mé es 
a mz o IE 
¡YI Atreotverettera, 


Dky +X2+xg+xg+xg =2 
xq +2xg 4x3 4xg 4x5 =0 
21 +xg + 3x3 xq 4 =3 
xy +xg +x3+4xg 9x5 =2 
xy +x2 +x3-+xq +5x5 =5 


Indiqueelvalordex; E 
na B2 a-1 
DJ1 EJ2 
Ds e E 
LOU 
Amn=[1 10121 
aa o 
además BER”. X zespecto al sistema 
lineal: AX =5 y. Dadoslossiquientes enunciados 


L- Noñenesolución 
1 Tienesolución única 
IL Tieneinfinitas soluciones 
Cuálles)soncorectos 


A) sólol 
D) Lyn 


B) sólo 
EL 


Cl sólo IM 


Dir icas 
elstermna de ecuaciones siguiente: 


BJ 36 045 
D72 EE 
Determine cuantas soluciones reales tiene el 
E y 992 
x-9=2 
no Br 02 
DIS EJ4 


A PA 
en elsiquiente sistema de ecuaciones no Eneales: 


xx + y=0 108 

eya = (a 

na B3 a 
ES 


Po Paya 
xy=4 
Determine el volorde T=x+3y 


2 B3 ca 
DJS EJ6 


Determine cuántas soluciones racionales. 
leia 
presenta el sistema nd 
may 
no Bl 02 
D)3 CES 


Doncs item 
Aly)? y + 2y+1=0 
Po 
Calcule el valorde 
A) 125 
6 131 


«ey 
Bj 191 
E) 129 


Cy 125 


(DY arrecrecetcena: 


A 4 


A 
Dedos lossiguientes enunciados: 
L-- Elsistemaposee 4soluciones reales. 
IL. Elsisremaesinconsistente 
IL. Elsistemma poseesolución única. 
Cuáltes)son correcto: 


Asóol — B)IyIM 
Dry E) My im 


CII-My an 


( rsrerorenado que crpi enel: 
12 e [az a 
AS 0 y 
hy) 1-5) 
es lx, -y,) determine: dx, -2y, 


A BI2R CIS DISL EN7Z 


Y neectecercomaro nea 
pS y pal Z 176 
y 2|2|=|100 
x y zlzl [o 


determine elvalor delasuma delas cuantas potencias. 
Cc) 1250 


resolver elsiguiente: 
logzx+logg y +logg2= 
dogs y +logz72+log27x=5 
log; z-+logg; x logs; y=5. 


Determine el valordex: 
28 PES se EN 
9 


Pc 
O 
224%) 
x+y+z=16 
Entonces determine el valor de: 
T=antilog, Yx +3cology + lopdloga? 
M6 BB CI9 DMO  EM2 


(ECN TDS HETERO VA 


A 
DEPARA AD) 


SEPTIMO SEMINARIO 


01. Sean los números complejos: 
a=t-ia=li x=-B-2 
Determine el número “complejo z y 
dé como na su pare real 
2=l2 +22 323] + 2l2,.2220) 
A)4 B)-3 024 -5 
D)-1 EJO 

02 Determine “a"”en la siguiente 


A 
At 5 Cje 
Die. Be 


03. Determine en forma polar el nimero 
complejo 


qe] 
AR 


A) 4(senn + ísens) 

B) Bícosr + isenm) 

C) 8(senn + icosx) 

D) 4(cosr +isenx) 

E) Blsenr +isenr) 

04 Determine un número real x que 

satisface la ecuación: 
(senx + ¡cosx)!= senx-=¡cosx 


A x 
Aj=x DR 0 
D3 EJx 

05. Sin= dl calcule 


z 


06. Determine: 
Plis 143) .(cos0+iseno)” 
2-0 (cos Esa)" 
12009 Bale 
Rs) > 
qa 
1-50] 
Po 


EJ 4erY 
07. Sea z un número. complejo que 
cumple: 


2012, calado E, zen el 


primer cuadrantk. 
A)-4 B)-2  Cj-1 
D)2 Ej4 


08, Indique una raiz de la ecuación 


A) cis300 +1 > == 
cos300- 2 .cis300 +1, 
0s300+1). cis300+11, 

loa) a) 
cis300+2 

a) 


09.Se proponen los siguientes 
enunciados: 

LSia=1+i yz2=(1ene%, 

entonces el ángulo entre sus 


radios vectores es $ 


laxer / le]<1 

ll. En la ecuación 2% =—i, la raiz 
principal es e Entonces, el 
(los) enunciado(s) verdadero(s) 


es(son): 
Apsolo! — Bpsololl C)sololil 
D)lyl— EJlyi 


10, Si z e C tal que 2% +¡=0, indique 
cuálles) de los siguientes 
enunciados son correctos, 

1. Laralz principal es cis(15*) 

1. Una raiz es cis(123%) 

1. En el IIIC existen 7 raices. 
A)soloM— B)I, My C)tyM 
D)sololl — E)sololyIl 

11. Sizy 2 za son las raices cúbicas 
de un número complejo tales que 
sus afjos forman Un triángulo 
equilatero, entonces determine el 

ue 


valorde T= 1 

y PON 

A)-2 8-5 c)0 
1 

Dd E)2 


12, Si:1, ww son las raices cúbicas de 
la unidad, determine el valor de; 
Ex (1+ ww) (1 + ww) (199 - 2) 
(1 +v2=4.... 18n factores. 
aa B) 1) [o 
D) 21 Ez" 

13. ¿Qué valor natural de n verifica la 
ecuación en los complejos, siendo 
wuna de las raices cúbicas de 1 


ja 


-w 
B)3 c)4 


(140 11 + 0) 
(mw Peon we 


ajo mi 9-1 


15. Graficarla región 
A=(ze 01 le” |<1) 


16. Siz =x + y 1 Determine cual de las 


gráficas — representa 


menora arg(z+1) 
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c) D) 
im 
17. Determine el valor del, área definida . 
porla región —- 
Elo C/ |Re(z) | + |im(z)! <1 
2-1] 1) Re 
y 1 
Ef Em sy % 
EEES A 
D)nu? EJ2nu? E) 
18. Grafique [2eo/in(2+ ro) 20.Se proponen los siguientes 
enunciados, 


L SeaP()=ad + bro dan 
0, d =0. Si P(x) = 0 flene tres 


raices reales, entonces r(2)-0 


Amtz) 


tendrá las mismas raíces. 

N. Todo polinomio complejo siempre 
liene raices complejas y sus 
respectivas conjugadas. 

M.Si la suma de las raices de una 
ecuación polinomial es racional, 
entonces cada una de las raices, 
también es racional. 
¿Cuántas son falsas? 

A)solo! — B)solo!l 

Re(z) rd yu E) Uy 

21. Sea P un polinomio complejo cuya 
regla de correspondencia esta dada 


C) solo lil 


por 

Pla) = ad + bx + cz + d, indique 

cuálles) de los siguientes 

enunciados son correctos: 

1 P puede tener una raiz compleja y 
2 reales. 

1.P puede tener 2 raices complejas 
diferentes y una raiz real. 

11, P puede tener 3 raíces complejas. 
Apsolol — B)solo ll C)solo Il 
D)Iyl EJ Mya 

22. Halle 

“a+D"siP()= 3 +6x+2ix ta 
bitiene raiz cuadrada exacta 

A)2 B)4 C)6 
D)8 E) 10 

, Halle la raiz cuarta de - 8 - 8/31 

que esta en el segundo cuadrante 

Aj-1+ 43 da ri 


D)- 4341 


19. Determine la región de todos Jos 
números complejos 2 =x + yi para 
los cuales se cumple que: 

1002122 >109,,2 (2 


, Determine *x + y” si el complejo: 
2= 8 + 3ai+6a+x- yi tene raíz 


cuadrada exacta 
9 

A Bj OÍ 
9 

0% E)2 


25. Dado el siguiente potincmio 


27, 


28 


Pl) = xx +2x — 5, determine el 
valor de P(1—1 


A)-6 0)-5 
D 2 
Sea la malriz 
(8-0, ; sii=) 
ala, /0c[a att 
Determine el valor de 
Es ap +ap- 8-2 
AJO BJ1 c)2 
D)3 EJ4 
Dada la matriz simétrica: 
120 
A=|x 5 a], determinar latr(AA) 
023 
A)20 Ba 05 
D) 62 E)73 
Determine la traza de la matriz 
simétrica 
a 5 7 
A=|a+2b 2b 3c+a 
20430 20 30 
Ay13 8)14 C)15 
D) 16 E) 18 


Determinar traza(M) si se definen 
las matrices 

T= (ro /4= 21, sj> ke 

T es antisimétrica. 


0 yn fa 
w==|y 6 zaz 4 41(; 
021 2) lo 11 


Wes simétrica 
12 + W+ 291 = (Mi) - 120) 


-291) +1 
A) 9 BH cy13 
D) 15 E) 18 


Definimos las matrices 


Determine tr(X), si ta matriz X. 
satisfacen la ecuación matricial: 
CX + AB'= BB'. 

A)-36 B)-30 
D)-20  Ej-18 


c)-22 


3 
SEPIA AO) 
46, Resolver la ecuación matri 


(EPICA MEMES MEN 


32. Dado 


38. Si A= (Ann, a,=1:1Sisi<n, 


(Ax7'B)'= AB, donde 


allez determine la suma de los elementos A 0.041 
CIA CI NO de A. A=|o 1 2|, B=|1 2 0| dando 
Determine X en fa ecuación matricial An O LS 310 110 
2(X-3A) = (B-C)+ 4(X-A-B) D)n Ejn 


al als) 


39. Determine el menor. n e N tal que 
A” = 0,0 matriz nula y donde 


¡puesta la traza de la matriz 


1.0 a A)10 Baz 0 
as) 55) edad e 
39. Si M,.C y S son matrices cuadradas loca Sun 
de igual orden ¿cuálles) de los oa AT.SiA=[d e f| y cumple: 
siguientes enunciados — son Pc di ooh 
correctos. A - 5A + 51 = 0, determine 
L o Si(Me+ SP? = Me 2MS + AJ3 B)4 05 traz(A 31)” siendo a+b+c=15 
entonces M y S son conmutativas. D)6 E)7 A)7 B)8 (9) 
IL SIC:S=0, entonces C=0.65=  40.Si X es una matriz solución del D)10 EJNA. 
A OS dende 48. Si A es una matrz cuadrada mo 
= mea A= y B=|*|, determine X' singular que cumple A? = 2, 
A) solo II! B)solo!I C)lyl 21 1 determine la matriz ínversa de Al + 
D)solo! — EJIlyiM É B, dar como respuesta la suma de ARI 
34, Determine xy en la ecuación  OPAÓN A A+1 
matricial A! 80,01D)2 FINA. B) A-l 
70 3x0 5) (51.0 2 a C) A+2 
45 2fo3s|=[3 15 18 4 AE, D) A-2 
3063 o y) lus o -s1 Eno als y ele 5) pt 


). Si A, B son malrices cuadradas del 


E EA a mismo orden e invertibles, despeje 
X, a panir de: 
En A EJS EN E AB B9B= BA(ATE +A) si 
42. Sea la matriz e-[; al halle la B-A= 
A=[0 0 1 AJATB?  B)2A7%B" C)A7B* 
ES suma de los elementos de la matriz DESTS E) 2(AB)” 
Determinar : A? SERA so.si|? 10 cateuiar[ea 0 
A 15 OMS a Este 
. S 40 30 20 
EE 43.Al — determinar AL se y E US 
36 Dadala matriz A=|0 1 0 obtiene 0) cacuars a+ per+ 51. Sea P(x)= Al, donde 
YA E 
AL hesia a? $e 5) además P(1) = 
Determine la matriz A2'* ad; É Aloe ay Dy abc=0. 
10 215 1.0 430 11) “lo o) “lo 2 Determine el valor de - 
Aajor 0 B)jo.1 0 az az? 2 E CASOS 
oo 4 oo 4 D)-2* e > labo 
cn A | J: £ mara AZ B)J3 05 
ES] LaS dara nd E EA 
ider e , in 
10 a y D) E E E partir de (AXA7)=3/(A-1), 5 50m a 2) donde Al =27, 
pa Y e indique la traza de X ex 8 
A)=20  B)-15  Cj-10 entonces determine el valor de 
CE D)-5 EJ3 E=3x+ 
mlor o 100 Xx 
Do 1 45.Si A=|-4 2 0| calcule trazA”' Ay12 Ba 0 
: 5 > D) 16 E) 17 
37. Sea la matiz"A = (aj)z2 tal que 53. Sea A una malriz de orden 4 x 4 con 
(1, sis] al BL ya tal = 2, determine el valor de 
arto sioy » Pelacla suma de 5 5 5 > Jalea 
los elementos de lá matriz Al. Di E) ? A 2 a a 
AZ 52) 02) 5 iS ne 


D)4(3) — Ej5" 


[SUPE ZITITIS 
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54. Sea A = (Ann. Determine el valor 

de: 
42 ar 
La] ], si lal =0 

Pgeilo dal: 
ar Day 
O E 
CIN 

55. A es una matriz cuadrada de orden 
3x3. Si se inlercambian la primera y 
tercera fila se obliene una matriz Ay. 
En Ay a la primera fila se le 
multiplica por 3. y a la tercera por 2 
obteniéndose la matiz Az, de 


manera que det(Az) = 66. Hallar el 
del(a”). 


1 
-1 Ex 
A) nO 
1 
di 1 
E En 
56, Si abc = O, hallar en valor de 


Bl 
aq Pe 


2 e e 
A=| A 20 2 
eos -2b 


sh] 


A)-6 B)-4C)-2D)2 E)4 
57. Determine el valor de la constante 
si 


fasb bre cra] - Ja b 
lpxq quer rep] =k|p q r] 
hey y+z z+ be y 


1 1 
A)-5 B)-1C)>D)1E)2 
SAME] 

nz Ing In8 

58. Si M=[In8- In258 In512 


A. 
33 


T 


+ 
In4 in16  In64 
1/2 coln4 comió: 
Int/4 coln256. Eolnto24 
fu coln32 seva] 
Nota: coln (x) = cologa(x) 
A)3InZ. — B)4In2 
D) InP2 E) In22 
59. Determine |Al, si 
3 Y 
abc 
ae? 
A (aro) (a+ (b+o 
B) (a—b) (b-c)(a +0) 
C) (ab) (b-c)(c-a) 
D) (a+) (b—c)(c—a) 
E) (a-b) (b+c) (ca) 


0) 5in2 


A= 


60. SeaM=(A/del(A)=0) 
1o 72 2 
“Donde: A=|105 108 2+3 
140 144 2-3 
Determine n(M) 
A)-3 B)0 0)1 
D) 2 EJNA. 
61. Dada la matriz A = [ayleza, donde 
5 ia] 


A)—-99 B)-98  C)-97 
D)-63 E)-45 
62. Evalué 
534 
4 7 4 7 
Ebes 
4 5 
A) 40 B)44  C)45 
D) 48 E) 49 
63. Dada la matriz 
28-13 4 
Lada ri 
e EE 
bb 5 3 a 


Determine el valor de verdad de los 

siguientes enunciados 

LL Zaentlal>o 

Mm 3laer/lal=0 

1 ven: [al<o 

A) VEV 

D) VFF 
64. Calcule el determinante de la matriz: 
abc d 
bad 
Aloda sb 

a cba 
A) abcd 


C)FFF 


B)0 
Ol+0r d+ e 
D) (ab + ed)? 


65 Si A= . calcule |B| si 


B=34% 
A) 115 8) 232 
D) 410 E) 512 
66. Determine el valor de 
VIT os 
234 
3.8 10] 
4 10 20] 
AJO BJ1 0)2 
D)3 E) 24 


0) 324 


67. 


68. 


¡AN 


73. 


Calcule 
31333 
38 4 3 3 3 
8.3.4 3-3] 
3 3 3 4 3 
33 3 4] 
A)2 B)4 ca 
D)16 E) 32 
a SEMA) 
IS 
Sia=iaa a 2], 21 
AS] 
na a a a? 
hat a a? al 
E A 
Es (ara rara” 
AJar Bar cja!* 
D)a? E) NA. 
Indique la suma de las raíces de la 


ecuación: 


B)3 c)6 


A)3 B)2 
Eje" 
Sea A= [aj una matiz de orden 
2 ¿Amitaj ñ 

am, si ací 19) * Ftermine 
Al. 

A) (mx + mm? 
C) (nx + 3m)m" 
E) (nx + m)m"" 


02 


B) (nx 2m)m" 
D) (nxm" 


. Determine el valor de "a" de manera 


que el sistema 


x+ay=9 , 
xs ay 10. 588 inconsistente. 
1 1 
8 3 co 2 
D) 3 E) 5 
Determine los valores del parámetro 
“mr” real para que el sistema 
'5x=7-ny E 


3 
05 


Py 
E 


A) neR-55 


_ 9, tengassolución única 
5 


B) neR-L1 
C) neR-(2-2 
D) neR-(01) 


E) meR 


(EARECIOANA MENA TN 


la 
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74, Para qué valores del parámetro "k" 
el sistema 
[(k ++ (+ Dy =k +12 
(k+17)x+30y Ek +72 
Tiene infinitas soluciones 
B)k=3 v k=7 
D)k=2wk=-1 
EJk=4vk=1 
75. Para qué valor de *n" el conjunto 
solución del sistéma: 
aaa 
[Ty +nx=51 
es ((b: b)) 
AZ B)4 c)6 
D,8 E)10 


S mx+2y =5 
reel ce 
Si N es el valor de m para que el 
sistema tenga infinitas soluciones, 
P es el valor de m para que el 
sistema no tenga solución. 
Determinar NP. 
AJ-1 B)0 c)1 
D)2 Ej3 
77. ¿Qué valor debe tener “a” par 
% sea igual a “Y en el siguiente 
sistema? 
ax+áy=119 
5x- ay=34 
py 559 
At 10 y 73D 133 
78. Sean las matrices 
m. [20050 Ltd) 


203 


senza 2senTe, 
[aserto a 
-senzo 2008*0, 


Entonces, los números ), x, e y que 
satisfacen la ecuación: 


CS 


8) 1, artarario, erario 
El 1 


dz arbitrario, arbitrario 
79. Determine ab si los siguientes 
sistemas determinados: 
fax+3y=18 >, 
[bx+4y =18 


Jlneds 

dx +by =12 

Son equivalentes 

AJA B)2 03 
D)4 EJ6 


80. En el año 2050 habrá viajes a la 
luna en excursión. Usted tendrá un 
hijo quien será adulto para aquella 
época y este tendrá un hijo que será 
un niño para aquella época 
En una de esas excursiones viaja 
usted en compañía de 9 adullos y 5 
niños más. El organizador de la 
excursión recibió 500 "supersoles” 
por la excursión. Si usted hubiera 
llevado a su nieto a la excursión, ud 
habria tenido que pagar 60 
“supersoles" por el pasaje de los dos 
¿cuál sería el precio de cada pasaje 
en 'supersoles” 

AJ45y15  B)55y5C)50y10 
D)40y20  E)35y25 

81. Siel siguiente sistema : 

ax+y=3 

2x+ay=4 

2ax-3y=11 

tiene solución Única, 
determine el valor de a. 
A)-2 B)=1 0)1 
D 2 E)3 

82. Al resolver el siguiente sistema 

2x+y-2=3 

Sx-y+2z=1 

x+2y=32=-2 
Determine el valor M=x=y=z 
A)=28— B)-20  C)30 
D) 38 

89. Determine el valor de “X' en el 
siguiente sistema: 

fa (+ p)e= 20m 


entonces 


(me nba lo + ph (m + py =200 
(ek ln + py (m9 0-20 
Bar pie? 

Djx=n"+p 


A)x=m+2p+n 
C)x=m*+p 
Ejx= "np +p? 

84. Determine *X' en el sistema 
2x-y-2=28 


85. Determine el valor de “K” para que el 


sistema — () tenga infinitas 
soluciones. 
2x-5y+32=0 
()/ x=y+z=0 
3x+ky+z=0 
A)-8 B)7 02 
D) 3 81 s 


86. Determine el conjunto de valores 
que admite “m* para que el sistema 
x+ty+(m=1)z=2.. 
x+(m-1)y+ y 
(m-1)x+y+ 
enga Solución única 


A) meR-(2) 
E) meR-(1) 
C) meR-(1,2) 
D) meR-E1.-2 
E) meR-£1,2) 
87. Considere el sistema: 


enyrz=men dd) 
Ze my+(n+D2=20 (2 
x+ysnz=n 4) 


Siy, mm, n e N, entonces de la expresión 
2. se puede afirmar que - 
m1 


A) Es igual a 1 
B) Es menor que 1 
CC) Es mayor que 1 
D) Es igual a 20 
E) Es igual a 2m 
88. Siel sistema: 


Tiene solución Única, entonces 
determine el comjunto de: valores 
que admite “a” 


A) el B)(-10) C)R-(10) 


D)R=(-10) exn- (5) 
89. Si (la; b; c)) es el conjunto solución 
del sistema: 
2x1 X= 3x9) =5 
MINA 
2 + ma +2 =-n 
id 
Determine el valorde a+b+c+n, 
A)-2 BI-1  0j0 


D)3 EJ4 
80. En el siguiente sistema: 
cx+az=b 
bz+cy=a, abcxO 
ay+bx=c 
Determine z en términos de a, by a. 
A) (ai-blechlac 


-c)/ab 


D) (a- e c)/zac 
E (A+rb-ce)/2ab 

91. ¿Para que valor de a, el sistema (*) 
tiene solución única? 


0)1 


2. Halle la relación entre a y b para que 
el siguiente sistema tenga 2 
soluciones: 


EA 


- 2 
LA ENCICLOPEDIA 2012) 


E 


96 


e 


D)3a=b 
Resuelva el sistema 
Lee 
lx +1 + yly+D=62 
Indique el menór valor entero de y. 
A)-16 B)-14 0-3 
D)- 1 EJ 4 
Determine el valor negativo del 
x + y +2 del sistema 
DAPyAz= xy + yz 
2y+x+z=Xz+ xy 
22H ry=xz yz 
Rryrd=2 
A)2=J8  BJ1-J8 C)-1-4E 
D)-2-J8 E)-3-48 
Resolver al sistema: (a > 0) 
Sida 
VU +2ly = 8/28 
Indique el valor de + Jxy 
a 
az B) 
Y ) a 
D) 4a EJ5* 
Determine. la suma de todos los 
valores de x e y que verifican el 
sistema. 
[xey ao ay? > 17 
| x-y-ax+2y? =12 


C)3a 


U 


40 
AJA 0. 03 
7 E)7 
Dado el sistema de ecuaciones en 
my z 
as 
IS) 


Determine z 
Ajab “B)(a-b? crab? 


a e 
ALE Eja+b 

Sea el conjunto 

A=((xy) e RxR / 2lxl-y=1 5 


x - lyl = 3), entonces el 
cardinal del conjunto A es: 
AJO B)1 c)2 
D)3 Ej4 


99. Determine el número de soluciones 
del sistema de ecuaciones: 


EN) 


y=x01 
AJA B)2 
D)4 E)5 

100... Resolver el sistema: 


c)3 


e =27 
log.(2x +42) =2 
Dar el valor dex 


5 3 1 
A-3 Bj 9-3 
1 3 
3 37 
101. Sea el sistema: 


+ logay 
Paren 
Halle el mayor valor de “Y que 
satisfaca el sistema 


Ay1 B)2 0)4 
D) 2V2 EJ 42 
102. Si x e y son variables enteras 
que satisfacen las condiciones: 
5x-3y>2 
2x+y<tt 
>3 
Entonces el valor de T= xy es: 
AJ8 B)12 C)15 
D)20 EJ8 
103. Al ropresentar gráficamente el 
siguiente sistema 
x+ysa 
x.y<a 
-x-ysa 
x-ysa 


Se obliene una rogión cerrada, cuya 
área es 32 u", entonces el valor de a 
es: 


A)2u B)4u  C)6u 
D) Bu E) 10u 
104. Resolver el sistema en Z' 
2x+ 3y + 52>23 
2x-y+57<13 
2=y<-1 
y<s 
Indique el valor de T=xy.z 
A)6 Bio c)12 
D) 15 E) 24 


105. Entre 3 criadores de conejos 
ocurre lo siguiente dialogo: “el 
número de mis conejos es mayor 
que el doble de los tuyos; pero el 
cuádruple de los tuyos es mayor 
que siete veces los de mi cuñado; 
mañana mataró 4 de los mios y los 
restantes serán menores que el 
doble de los que tiene mi cuñado 
¿Cuántos conejos tiene mi 


107. 


E--E-8-37 
cSsBeaBsEs 


cuñado? Cada uno tiene al menos 
Un conejo. 


Ay! B)2 03 
D)4 EJ5 

106, Al representar gráficamente el 
siguiente sistema: 
ay? -Bys-1 
y-x-350 


Se obliene una región cerrada, 
entonces la mayor distancia que 
existe entre un punto de la región y 
el origen coordenadas es: 


A) JE B)3 c)4 
D) 417 E) /20 
SI A es Un conjunto definido por 


Az(lEZrZ/ y-k 1x48>0 ay=x<-8 
Entoncas el número de elementos 


del conjunto A es: 
A)5 B)6 c)7 
D)8 EJ9 


108. Si Mes un conjunto definido por: 


Mo (bin eZxZ/2y +1 +4x52 0 


2 48x+3<3y) 
Entoncas el número de elementos 
del conjunto M es: 
A)8 
D) 12 


enla ña 
Aaa 
Dn 7% 4 17 Ty DO CD 
ica loci tulo] 
(1 (8 00 04 EU C0 (Y CU CD 60 
Patio lolo ialoleie] 
ACACIA 0 MO 0D NED 
atelclala] aa] 
100 109 100 006 108 10D 107 IES 
ION 


¡vera ES 
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Indique el número de soluciones 


naturales d3lsistema: x+2y<5 
x-y<3 
Ay B)2 C)J3  DJ4 EJ5 


e 
(02) Resolver en Z, .el siguiente sistema: 


3x+2y- 20 
2x-y-<2 
3x-y>3 
y determine T= x + y 
AJ3 B)J2 CjO D)4 EJ7 


(3 Sean x; y números enterros. Al resolver 


elsistema 3x-4y> 10 
x+2y<-12 
y>-6 
Determine T =x + y 
A)J--5 B)-8 C)-10 DJO E)2 


(04) Un escolar encola de nuevo todos sus 


sellos en otro álbum similar. Si pega 20 sellos 
en cada hoja entonces no le alcanza el 
álbum, si pega 23 sellos, le sobrará por lo 
"menos, una hoja vacía y si eol escolar se le 
regala igual álbúm con 21 sellos en cada 
hoja, el escolar tendrá en total 500 sellos. 


¿Cuántas hojas tiene el álbum? 
4)18 B)15, Cj14  D)13  EJ12 
Resuelva el sistema lineal de: 
x+y+226 
x=y23 
inecuaciones| x+z25 


x+224 
x+zeZ” 


Indique el valor de T=xyz. 
4)6 BJ8 C)10 DJ12 EJ14 


Determine el valor de E= =e en 


el siguiente sistema de inecuaciones lineales. 
z-1<x+y<z+1 
z-7<x-y<z-5 
10<x+z<12:x,yzeZ* 


1 2 
815 B)J3 Cj2 DJ1 — EJ3 


determine el conjunto solución de: 
flog,,(5x 12) <-3 
le. 2.32 


A) (4.0) B) (8,2:).C) (3.4) D) (4.5) EJ (8.2) 


(3 determine el mayor valor que toma 


“x + y” al resolver el siguiente sistema: 
[nit 
2y-x:4 
1 YA 
AJ8 B)J6 C)-7 D)9  EJO 


Al resolver: logx* > logx? —1 


Inx*< Inx? -1 
El conjunto solución de este sistema es (a, 
b), determine T = 10a +b.e 
A)2  B)J3 C)J8 D)10 EJ15 


110) Indique el sistema cuya solución 
y 
gráfica es: 


[SEMANARIO TALLER 48 


Mio ETE >! 


EDICIONES RUBIÑOS) 


[53% x+yz=1 
EA E A ES 
y=x",x 20y 0 y=x".x=0y 20 
(a 5 ppeyal 
, x-y28 x-y:3 
[Peklizoszo y = [x];x = O:y = 0 
x+y21 
x+y<3 


E) 
y <|x|:x >0:y > 0 
€) Dados los conjuntos: 
A=1xiy) e R/y/43x/2= y) 


B> (lxiyleR?/y <(x-1)(x+1)] 
La región sombreada corresponde a: 


AJLANB 
DJA-B 


B) AB 
EJB-A 


C)Av:B 


Determine la solución del sistema: 


(e <4 


x+|x]+y+]y]>2 


A y 
x .x 
A) B) 
y y 
K 53 
C) D) 
y 


E) 
115) Determine el valor del área definida 
por: A= ((x;y)e Rx Rix?+y*< 90 |x|+]y]> 3) 


Aj 5(n-2)u?  B)7(n-1)u* 


€) 8(n-2)u? 


D) An-2)u"  E)6mu? 


(17) Enla sucesión: (aim 


término de lugar 5 es: 


240 247 250 259 260 
7 BJ CC) D) Ej“ 


Li Excrezorenta 2012) 


[(SUTEFAFETTITIEA 


GS si la a= 1, a, =10 


la vnz1, determine el término enésimo. 
AJO 09D BJ10-"2 cJ10==» 
D)10" . EJ10" 


(16) Indique cuál(es)de los siguientes 
enunciados son correctos 


¿a,) escreciente, a, = /2 


dl  esdecreciente 
e 


[ 


n 
1. (3) es una sucesión acotada 


A)sólo II 
DA, HI y HT 


(YD sea la sucesión: E E e AA . 
In dique cuál(es) de los siguientes enunciados 
son correctos. 

1. Es decreciente 

11. Es covergente 

111. Es divergente 
A)sólo I B)sólo 11 
DAy Hu EH y M1 


B)I y U 
EJILo HI 


Cy UL 


Cjsólo IT 


z 
1118) Si, fan), ¿yes una sucesión tal que 


+. Indique cuál(es) de los 


siguientes enunciados son correctos. 


L Lasucesión (a,), ,, es creciente. 


11. La sucesión (a), . es acotada. 


TE 


9 

-21-4 = 

lIL /3,-2/-4=n= 36 
A)sólo IX B)sólo TI CMA y IT 


Dj y HI EJ UH y HI 


(119) Se definen las sucesiones (a, ) y (b, : 


E 
EN 202% y by = mn 


a,=a; b,=b; O<a<b 
Indique cuál(es) de los siguientes enunciados 
son correctos 

1. /a,) es creciente. 

IL. (b,) es decreciente. 

TI. vn:a, >b, 
IV. (a,) y (b,) convergen hacia el mismo 
punto. 
A)sólo IV Bjsólo III 
D)sólo 1 EJsólo II 


C)I, My IV 


(26) Indique cuál(es) de los siguientes 


enunciados son correctos: 
2 1 
L. Si ta,)/a, = 2 entonces la) es 
na ” 
decreciente y acotada 
1. Si la,Jes tal que 


a > Fe q" . +5 entonces la,Jes 
decreciente. 
MIL. Si la,) es una sucesión creciente y 
acotada entonces (a,) es convergente. 
A)sólo I BJ y 11 CMI y UT 
Disólo 1 E)sólo III : 

s 


(21) Si [a,], . yes una sucesión tal que 


guy am 


gro 


entonces la sucesión converge a: 


SE-mIAnIO TALLER $ 8 


E as E 


3 
EDICIONES RUEIÑNOS 


1 1 1 1 
A) El B) 27 C) = D) 34 E)81 


122) A qué valor converge la siguiente 


ace (5) (5) (3) 


AJO B)J1  Cje De? Eje" 


eS Determine el valor de convergencia de 


[nta 29]* 
la sucesión: l(n+11n+2) a 
AJe* BJe*? 


C)je* Dje* EJe* 


(2% Se define la sucesión $, por: 


l ma :la sucesión converge el valor de: 
Une 


ay BjJe* 


Cje? Dje E) 2 


125 Sea la sucesión (8,,),., definida por 


a, = Vn+1-«a , conrelación e esta sucesión 
podemos decir que converge hacia: 
A)-2 B)- 1 C)O D)1 EJ2 


- 
(Pg) calcule el valor de convergencia de la 


E 1 


ace (8n-1)] 


5 
As Día Dia Dis 


127] Si 8,),., es una sucesión definida 


a 11 1111 


por. (8, )= (ao:-) ; determine el 


valor de ies: de la sucesión (a,). 
10 OA 
127 m3 E 07 Da Do 


128] Determine el valor donde la sucesión 


[12 24 44 72 ] 
comete o Y 
a)2 BJ3 Cj4  DJ6 EJ7 
11111 1111 
129] Si la serie: S==+ =3+ == 7 


13 
converge a z¿» determine el valor de “a” 


10 1 3 
BJ3 Oi Dg Eg 


A)18 3 


Sea (x,) una sucesión tal qué x,=3 y 


_Síl+x,) s 
a Determine el valor de 
convergencia: 
AE BJ2  C)J3 D)1 EJ5 


Co 
(5%) Determine el valor de E= 2 


150 50 100 200 


58 
10% 1 Ya Pia 


132) Determine el valor de *x” en la 


A y Ed mx-(n+2) _ 108 . 
igualdad +2] 202 


m2 


AS 
DA EJ> 


A 
A) 2 B) a Cc) ES 
(35) En la expresión siguiente encontrar el 
valor de la constante A. 


[OU TEFIZITITIA 


Ems E 


A 
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1 1 3 
az Bl CO Dg El 


Calcule el valor de: 
y E Elo 1-5 aja) 
ala 
A)- 906 B)-960 O)-968 
D)- 986 E)- 976 


(35) Si: El hiatne17 es : 


determine el valor de x 
AJO B)1 Cin Djn?  EJn* 
Determine el valor de la suma finita: 
2 +14 
a k+k 


1 1 1 
Ear. Mi pr 
Aj 200 a B) 201 a Cc) 2871 2 


1 Ñ 
D) 3000-z7 EJ 2801-27 
Determine la suma finita 
D=3+10+29+66+... + 1002 
4)3045 B)2025 C)5025 
D)70025 E)6025 


137) Determine el valor dela suma: 


ES VR 
“2x4 4x6 6x8 48x50 

6 Y co88 1 21 
a BJ) 25 0) 5 Do EJ 55 


Determine la siguiente suma: 


2 26 242 
Ss aa 


101 215 12 215 
1% YU 05 Dia Dz 


(40) Determine la siguiente suma: 


Si 2n+1 

in (n+1) 
AJ1 B)2 C)3 D)J4 EJ6 
14) Calcule la siguiente suma: 


af 1y? 
Pace 


(9 Determine IA 


1 1 1 1 
AJ1  B) 2 07 D)g EJi6 


Determine la suma de la serie: 


15 


5 n+n 
AJ1I BJ2 C)J3 DJ4 EJ6 
14%) Determine la suma de la serie: 
e gua ' 
2 (1+2)(1+2"!) 
Al 1 1 
13 BG 03 DMA E2 


115) Halle el valor de Iña convergencia de 


la serie: 


EiEmuO TALLER e 8 EN 9755 EDICIONES RUIIROS 
hó 
al Mis 1511 
24 8) : Ma nj horren2 == 2Í 
ay14 “ BJ28 0)18 A EN 
DJ72 EJ36 RE al y (2) | 
Determine lasuma de la serie: 6n+7 7n+6 u+1 
Ss 1 E Tn 6n c) n 
a 4n*-1 
2n+3 2n+3 
1 1 1 US E 
4) q B) 3 C)5 DJI1 — EJ2 


2 


(47) Sea Ya, ubná serie de términos 


positivos que no cumple con la condición 
a,>0. 


Con respecto a la serie Ln Tra," podemos 


afirmar: 

A)converge a O B)converge a 1 
C)converge a 3 D)converge a 1/2 
EJes divergente 


148] Determine el valor de convergencia de 
laserie: D(2k-1)5" 


1 W 3 
83 BIG 0 DIS EJ1 


149] Indique el valor de convergencia de 
E k?+3k+3 


laser: otro 
aJ1 micol Di ee 
y 13 O DG E) 


150) Halle M + N +D si los sumandos 


representan los puntos de convergencia de 
las series: 


154) Determine la edad de la persona 


menor, sabiendo que estás forman una 
progresión aritmética creciente, cuya suma 
es 63 y la suma de sus cuadrados es 1395 
(son 3 personas) 


AJ14 BJ1 C)18 D)21 E)27 
152) Dadas las progresiones aritméticas: 
O 
ERE 
4 31 41 
P.+ Ta 
Determine la suma de los elementos de P, 
que también pertenecen a P,. 
4 131 75 31 
A) 8 mm O Dz EE 


158) Tres nñumeros enteros en PA cumple 


la siguiente relación: la suma de los tres al 
cuadrado es igual a su producto. Determine 
la suma de estos números. 

A)26 B)36 C)46  D)56' E)76 


(54) Se prepara una cantidad de reserva 


de comida para 31 conejos , sabiendo que 
estos consumen 6 1/2 kg semanales cada 


[(SEVTPZETZITI TIEN 


uno. Dicha reserva número de animales 
permaneciera fijo pero cada semana 
disminuye un conejo, la comida reservada 
duró el doble del tiempo previsto. ¿Qué 


cantidad de comida se preparó? 
AJ3224 hg  .B)3324 kg  C)3234 hg 
D)j3432kg  EJ3424 kg 


155] Determine el valor de cuatro nimeros 


a, b, c, d, si los tres primeros de términos 
están en progresión aritmética y los tres 
últimos en progresión geometría. siendo la 
suma de Iso extremos 14 y la suma de los 
medios igual a 12. Indique el mayor de ellos 
AJ2 BJ4 C)8 D)I2  EJ16 


156) Si los números positivos X,. X, Y Xy 


están en RA y los números positivos y, Y, Y 
y, están en AG y se sabe que: 


Xx,= y, =3.x,-y,= 6yX,= Yy: 


Determine el valor de: Eva) 


AJ81 B)84  C)70  D)112  EJ98 


Egs se define la siguiente progresión 


geometría: 2,2 +1: 2+2i... 
Determine el valor de r. 
4)-1 B)-2 C)JO D)J1  EJ2 


(58) Si | término de lugar 2n es “n” veces 
el término de lugar “n” en una progresión 


geometía cuyo primer término es “n”. 
Determine el término de lugar(n+1) en dicha 
progresión. 


4AJn B)2n  Cj3n Djn? EJ2n* 


Eres EN 


3 
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9 En una progresión geométrica se 
conoce que el primer término es 7, el útimo 
es 567 y la suma de todos los términos es 
847. Determien la suma del número de 
términos y la razón de la progresión 
geométrica 

AJ6 BJ6  C)J7 D)J8 E)10 


(60) Se han interpolado entre 3 y 384 un 


cierto número de medios geométricas cuya 
suma es 178. Determine la razón de 


interpolación. 
3 2 4 6 
uy BJ 03 DE EJz 
(61) Una progresión geométriafinita tiene 
n términos. Si “5” es suma de susu términos, 
S' la suma de sus recíprocos y P el producto 


de sus términos entonces en la expresión 


p. 


(8] el valor de “x”es 


An Bj2n Cj3n D)z  EJz 


” 
162] Dado un círvculo de radio r, se 


construye un segundo círculo cuyo diámetro 
sea el radio del anterior, un tercero cuyo 
diámetro sea el radio del segundo y así 
sucesivamente. ¿Cuál será la suma de las 
áreas de todos los círculos asi formados? 


168) Determine el valor de “n” en la 
siguiente igualdad. 


(SEMANARIO TALLER 8 


TE 10 ES EDICIONES RUBIOS) 


1+2(2) +3(8) +... + n(n!) =719 
aJ4 BJ6  CJ6  D)J7. BJ8 


Determine el valor de: 
de (11+ 21)(2+ 31)(81+ 41)... (19l+ 201) 
-20!1.191.18!...312111 
AJO B)10,5 C)20 D)21,5 EJ22 


165) Determine el valor de “n” en la 
siguiente igualdad: 

[8(8n* +10n+8) [3n+5113n+4)! : 

(3n+5)1-(3n+4)! a 

A)22 B)16 C)17  D)12 


08! 


EJ34 


ES Determine la suma de los valores de 
“n” que verifican la siguiente iguladad 
ni(n!-321) 

5(n!)-9 


4)3  BJ6 C)7 D)9 EJ10 


sea o 
(67) Determine:una expresión equivalente 


eater. ELN 
alsimplificar: a Ty 


AJ2n! 
D)(n+1)! 


B)(2n+1)! Cin! 
EJ4n! 


168] Un hombre se encuentra en el origen 


de un sistema cartesiano rectangular de ejes 
'OX y OY. El hombre puede dar sólo un paso 
ala vez, para el norte (N) opara el este (E). 
¿Cuántas trayectorias puede recorrer. si da 
exactamente 4 pasos? 
A)18 BJ4 
DJ8 EJ)32 


C)16 


Cuántas números de los tres digitos, 
sin dígitos repetidos, pueden escribirse con 
los dígitos del conjunto (3, 4, 5, 6, 7, 8) 
4)120 B)210 C)222 
D)280 E)300 


¿De cuántas formas pueden sentarse 


un padre, su esposa y sus tres hijos en una 
fila de 5 asientos? 

A)30 B)40 
D)100 E)120 


C)80 


w ¿De cuántas formas diferentes se 


podrían sentar en una fila de 7 asientos, 4 
hombres y 3 mujeres, de tal manera que las 
3 mujeres siempre estén siempre juntas? 
A)180 B)360 C)480 

D)720 E) 1440 


172 ¿Cuántas números menores que 2367 


se pueden formar con los dígitos 1, 2, 3, 4 si 
cada dígito se usa una sola vez? 
4)2 BJ6  C)8 D)10 E)12 


175) Unjoven estudiante ordenará nueve 


libros en la repisa de su dormitorio. 
Determine de cuántas maneras los puede 
acomodar si la condición es que libros 
específicos jamás deben estar juntos. 
A)332640 B)332660 C)30240 
D)30244 E)332666 


(7) ¿Cuántas números pares y mayores 
que 5 x 10% se pueden forman con los dígitos 
1, 2. 3, 4. 5, 6. Si no hay repetición de 
digitos? 


E 1250 ES A 


CARRERA 
== 0%40* =50* 
AJ)120  B)420 C)360 D)450 E)720 Cha c ao ne 
: A)86 B)114 Cj120 
175) Sobre una mesa se encuentran 10 D)186 EJ217 


bolsas, de las cuales 5 son azuales: 3 son 
blancas y las restantes de color negro. ¿De 
cuántas maneras diferentes se pueden 
colocar dichas bolas en fila? 
A)1320 B)1560 
D)2024 E)2520 


C)2010 


176) 'Ocho amigos se sienten alrededor de 


una mesa, si uno de ellos siempre debe estar 
entre otros 2 cuántas maneras lo pueden 
hacer. 

AJ180 B)200 C)220  D)240 E)260 


Determine “n” en: 
C+3C;, +3C,+C!, 37" 

Cri +20 224 Ch r 

AJ32  B)34  C)35 D)36 


E)37 


Indique el valor de a +b + c 
AJ8  B)7 C)6 D)J5 EJ4 


w Determine el valor de “x” en la 


2 19 
siguiente igualdad: SS 16 
AJ16 B)17- -C)18 D)19 E)20 


80 Determine el valor deJ = 3x + 7y, si 


se cumple: 


OQ SiC] +C3+C2+...+ Ch, =30 


entonces el valor de “n” es: 
AJ3  BJ4 CJ5 DJ6 EJ? 


182) Se considera una baraja de 20 naipes 


repartida en cuatro colores, cada color se 
compone de 5 naipes: as, rey, dama. valet, 
diez; se denomina “mano” a todo 
subconjunto de 5 naipes elegidos de esta 
baraja. 

Obtenga M + ÑN si: 

Mes.el número de “manos” distintas 

N es el número de “manos” distintas 
que contienen dos ases. 
AJ18486 B)18468 
D)18648 E)18846 


C)18864 


188) Se quiere seleccionar 5 preguntas de 
un total d 12, pero 2 de ellos no pueden 
escogerse a la vez «¿Cuántas formas existen? 
AJ680 B)672 C)920 
D)1080 E)162 


CLAVES DEL SEMINARIO OS 


CSEMISARIO TALLER 4 9 


-MINARIONTA MER [9EJE, 


(€) Sabiendo que: y 
Yary-82+Uy+2-8x +Y2+x+8y=0 
Aya eylza)zlay)? 


ayz 
D)12 


Hallar: 


AJA BJ6  C)8 
(A Sabiendo que : 

x+yrz+=ax+by+oz=a*x+b*y+otz=1 
Calcular: k=a%x4+b%y+c*2+(1-a)(1- b)(1-c) 
AJ1 B)-1  CJ2  D)-2 EJO 


(O) Dadas las relaciones: 
a +bqe=117 
a(b-1)+b(c-1)+e(a-1)=0 
abe=3 

Donde: (ab+be+ac)e R 

Calcular el valor de; 


M=a*(1+ab”?)+b*(14bc?Hc*(14+ca?) 


EJ 16 


AJ 8/3 B) 2/3 €) -1/3 DJOo E)4/3 
> 3 m (a+b+eJ"*! 
TA 


Sabiendo que: z o Dc (ato 


Donde: [a;b;c) er” 


míúm 


3 -1) 3 
ANG Mim +2) A CJ (m IMm+2) 


3 
TES 
3 


Si: 
o albl+atel+bilc =abr+ac+be=1 
abo*0. 

ROO) 
Hallar [ye + Er + ab. 
A) Bja+b+e C)J3  Djabe DE 
abe 
(3 Calcular uno de los valores de : 


+! 


E)Em(m+1) 


E | 
7 


Sabiendo : x*- 3x*+1=0 

AJ3 B)-3 1913 D)-2 Ed 

(O Si:a+b+0=0, ato + o, proporcionar el equivalente 

$3 Uy gUgol+1labej(ab+ac+bc) 
Habe 


EDICIONES EUDISOS) 
A) (ar+bt40?) B) (a*b*+a%e*+b%0") 
C) fab+ac+bc)!  D)(a+b+cjabe EJ0 


O Sea: f(x) =4 199 y II IT 1 


Calcular el resto que se obtiene al dividir f,,2000 , 


entre fi, 
AO B)1 C)-1 D) 2000 
(En el siguiente cociente notable: 


(ac 1999 4 (5 — 1J999 


E)-2000 


= existe un término de la forma 
¡a(x?-1)?, Hallar: (a+ b) . 


AJ 190 B)497 C)498 D) 180 E) 200 
(O Calcular “mn”, si en el cociente notable: 
al 

A 

a id ” 
el término de lugar 12 es: 20y029 
4) 16 B) 64 C)128— D)256  EJ2 
(O) Los restos de las divisiones de un polinomio entero 


1 “%x” porlos binomios (+3) ; (2-2); (x-1) son 


16; 11 y 4 respectivamente, Entonces el residuo de la 
división de dicho polinomio entre x— 7x + 6 será : 
AJ1 B)2 C)jx%+1  D)x*+x+1 EJ2x4+x +1 


(QUn polinomio P,,, de noveno grado , tiene raíz 
cúbica exacta , se anula para x = 2 es divisible entre 
(a +2) , el resto de dividirlo entre (+ + 1) es 729 , la 
suma de sus coeficientes es 27. Señala el término 
Independiente de dicho polinomio. 

A)27 B) 6501 0)427 —D)512 
(A) Un factor primo de ; 
Qla;b;c)=0'+b*+0*+a*b+b%e* +a%e*- 2abe(a+b+e) 
es: 

AJa+b+c B)ab+be+ac C)a!+ bic - 
D) a* +b*+e*- ab-bc- ac E) at + bt4ct-ab+bo- ac 
(A) Cuántos factores primos tiene? 


Ps y: 2)=(y + As yl Dl +49) ya” 
AJ6 B)4 C)5 D)3 E)2 
(G)De las siguientes afirmaciones: 

1) Plx)ad-2x* +4x*+2%+6 es Irreductible en Q. 
1) R(x)=x'-x"-2x*+4x-2, admite una única 
descomposición en dos factores, donde el grado de uno 
de ellos es inferior a 3 . 

10) F(x)=2x*%-4x* + 3x* + 21x +12 presenta 4 factores 


E) 511 


algebraicos. 
Indicar verdadero (V) o falso (F) : 
A)VVV  B)VVF.  C)FFF D)FVF E)VFV 


(UM Cuántos factores primos posee : 
E ER 


CAN aIENEREA 
4)5 B)4 03 D)2 EJ1 


(O Indique un factor primo en: 
2l(a+b+cl +aboJ+(a+b)(b+c)(a+e) 


A) a+3b+c B)a+b+2c  C)ja+4b+e 

D) a+be-e E)a+7b-c 

(B) Luego de factorizar en Q , el polinomio: 
Pl)=a tl 

Indicar la suma de coeficientes del factor primo de 

menor grado. 

4)2 B)4 C) 22 D) 10 E) 12 


(O) Indicar la suma de coeficientes de un factor primo 
de: Plx)=x (4 +DA RAS 4D) 4D? 
AJ5 B)7 c)6 D)8 E)3 
ÉD Indicar la suma de los coeficientes de los términos 
lineales de los factores primos obtenidos al factorizar: 
Pl)=(0 nj 2? +) 82) 2 ++ nn 
A)2n* B)n+2  C)2n+1  D)2n  E)2n-1 
ÉDiCuántos factores de multiplicidad simple se 
obtiene en: 
R=2(mn+nz+m2)"+(m*+n*+2*)*- 
Símn+n=+mz)(m*+n*+2*) 
AJ1I B)2 03 
(E2Del siguiente polinomio: 
Píe)=3 3: +2x'-81*+6x"+18x-18 
Se puede afirmar 
A) Tiene 2 factores lineales. 
B) Tiene un factor primo cuadrático. 
C) Tiene un factor primo cúbico, . 
D) Tiene un factor primo de grado n>3. 
E) b y e son correctas. * 
(8) Luego de factorizar el polinomio: 


(a +ax+a?-27(x+0)Jtata? 


DJ4 E) Ninguno 


Afirmamos: 

A) Sólo tiene tres factores primos. 

B) Sólo tiene dos factores primos. 

C) Sólo un factor primo se repite dos veces. 

D) Todos los factores primos se repiten dos veces. 
E) Hay dos correctas | 

3) Dado el polinomio : 

Prsya=(y (yr rr + 22 (yz) 
y (zara lx +y)* 

Podemos decir: 

A) Tiene 2 factores primos solamente. 

B) Tiene 4 factores primos solamente. 


(C) 1 factor primo se repite 2 veces. 
D) 1 factor primo se repite 3 veces. 


E) Hay 2 correctas. 
(O Si: a+b+c"= ab+1;b+1 
EL a 
(6 = ab 
Aje Bjab 0J1 Dyer Eyatz 


a-b 


Js FRY 01 


a A 
LA ENCrcrorebía 2012) 


reis: E b ___a+b 1 
x?-a+b? x?gad-b? x?-ad-b? xx 
para: x=a+b. 

4J0 B)1 CHI Dja+b  Eja-b 
2) Dados los polinomios : 


Plx)=x +4x 4 0x*+113+6 
Q()=x a + ba 4 


Si el MCD de P y Q es de tercer grado. Hallar: axb. 
A) 10 B) 12 C) 16 D) 18 E)24 


Si: 
P(x)=(x+3)[x?+(a -2)x-2a] 
Q(<)=(%-2)[x* +(b+3)x+3b] 


y teniendo que: el T.X. del MCM es 120 y el coeficiente 
de “x” al efectuar: MOM+MCD es 1. 


Calcular: a+ bl; a >b. 


A) 0,01 B) 0,05 C)-0,05 D)0,20 E)-0,04 
1 1 1 

E MS 
e (9-2 (2-xP* (x-yP 
Calcular: S= E + XAYIZ 

yz zz 

AJ8 B) 16 C)2 D)4 EJ6 
60) La fracción: 


mx —(m+7)x"+(m+8)x —(m+1) 
ma? —(m+9)x*+(m+16)x —(m+7) 


admite simplificación. ¿Cuál es el denominador que se 
obtiene si se efectúa dicha simplificación? 


A)2x+1B)2x-1 C)2x+3 D)2x-3 E)2x+65 


ÉD Sean: a.biceR-10)5 y además: 
(a+b+c)"=3(ab+ac+bc) 
Calcular: 
_(ar+bJ” (arc)? (bre)? 
A ap ea? pe? 
A)2048 B)512 C)1  D)1024  E)3072 
(2 Si el MCD de los polinomios: 
P(x)=x"+0x +18 
Q(u)=x*+bx+12 


es de segundo grado , encontrar la suma de los factores 
no comunes, 
AJ2x+1  B)2x+2  C)2x+8 D)2x+4 E) 2x+5 


(9 El valor de “sx” es muy pequeño, de modo que su 
cuadrado y demás potencias superiores pueden 
omitirse. Entonces el valor de; 


ARIO TALLER 4 DN 


Vx +9 


m= 2222, se puede escribir : 


AJ3- Ea Bas E Cj17x-9 D)61x+9 E)x-1 
(E) Calcular el coeficiente del término que admite a 


tayz" en: z P 
[TS 


o 


AJ1052 — ' B)105 C)208 D) 513 E) 230 
3) Determínese el coeficiente del término en!” del 
desarrollo de; (14+357+3x7 

A)807 B)918 C)19278 D)15362 E) 1254 
(89) Determinar el coeficiente del término de lugar 
(+1) en el desarrollo de: (1 +xJ'? 

aJ2 ci B)Jr-1*2*cj* 
CUE IICA DNA EIA 


MINARIONTAWIER ESE 


(9 Calcular el término independiente en el desarrollo 
de: (x+1+ 1 r 

AJI218 — B)1M8 C)1208 D)1107 E) 1120 
(ADeterminar el coeficiente de +” en el desarrollo 


de: 
(124807 404...” ¿(lx l<i) 


ACE BCE ONIPC, DMAPCEP ENIN CHA 
(6) Si un término de la expansión de : 
(2/5% 7219-2480 


tiene como parte literal a: a*y'2%w. Determinar el 
número de términos de la expansión. 


AJ360  B)260 C)28 D) 286 E) 300 

Obimar Jsr2J3 (V27 243 - 8243) 

AJ13 B) “CIJZ_ D)7VJ2__ EJ14 

Orea l20.76+49/3- Jia Jor18/3) 

AJJ/3+1, BIJY3-1 CI/B DJ1  EJ2 

Reducir: [257 J076 - [26 Jez5 
v/26+J675 + J26-J675. 


IAE ISE CINE 2 VE EJ ZE 
(O Señale el denominador racionalizado de: 


1 
Vez -V6+V4 -T2+1 


AJ1 — B)1897 CI2191 D)8284 EJ2 


EJusse 


¿DIGIONES KUDINOS) 
'acionalizar: Va VA indicando su 


denominador, 
4)2 B)47 C)78 D)19 E)3 


(62) Determinar el mínimo valor de (a+), siendo a ,b, 
números enteros, paraque:x'+ax'+ba*+ax+1,tenga 
raíz cuadrada exacta. 


An B)2 C)-1 bi 5 Ej4 
Al racionalizar: 
o Yo -Y3 Yo +V20+T5 12 


se obtiene como denominador: 
AJ40 B)2 cJ6 


(O) Luego de racionalizar y reducir : 


DJS EJ6 
323 
21-2V024Y/0 

el denominador resultante es: 
AJ 10 B)20 C)30 
(2Indicar el valor de verdad en: 
DArgl2,2,)=ArglZ,)+ArglZ,); (Z,; Z, €C) 
INZ| > ¡RelZ)|; (Ze C) 
HIIZ+0<1S|Z+1<l; (Ze C) 
A) VFF B) VFV C)FVV D)VvVv E) FFV 
(E) Asumiendo que: S,=i"+5%"; donde: ¿=Y=1 
Calcular el modulo del complejo resultante de: 
S/+S,+S,+S,+*+S 1900 

AJ1  B)2 CIJ3Z  DIJZ EJE 
(MCalcular el mínimo valor natural de “n' que 


D)40 — EJ50 


verifica la igualdad: A 20/3+1: (7 si este es 


de 4 cifras. 
A) 1000 B)1009 C)1004 D) 1005 E) 1006 


(1 Calcular “n” en: (1- ww)?” =-2187w Siendo ““w” 
una de las raíces cúbicas de la unidad. 


AJ1 BJ4 C)5 D)7 EJ8 
(E3) Reducir: in 7-J=bi) 
A)JJG6+1 Brlr+ Jai Cr /6+ Jai 
DIJF+JZ EJ -JZ 
(MSi: ab» 05i=/A1 ; reducir: 

a+bi_o—bi 

mudar aitor 

bjarbi_a-bi,,, 

2 b-ai b+ral 
AJ1 Bja Cb D)al Ejbi 


(MSi:Z,:Z, ec. y se sabe que: |2,+2.|=/2,-Zol; 


iZ, 
entonces podemos afirmar que: 7, ,es: 


AJNúmero real B) Námero imaginario 
C)Número racional D) Número imaginario puro 
E) Hay dos correctas 


(O Sean: x, ¿2 e CiizJadi=l2! Calcular: 


CALAS NIFENEZA 


ass PET 
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l—21(2,2,P+ (2,227 142, 22! 
A)256 B)174 0) 441 D)694  E)729 
€0 Si *w” es una de las raíces cúbicas imaginarias 


dela unidad, calcular: (1-30+10*) 1-40" +00%)( 1-40 40") mum 
Zn factores 


=|2,+z, 


a By Cj2" D2> E 2% 
ED Si: 1,10, to? son las raíces cúbicas de la unidad , 


hallar el valor de “n” que cumple la siguiente 
identidad: 
Mp o A 40 + (ao JP 584 


AJS BJ6 cJ9 E)15 
A . 
PA iD ESE 


AJI Br-1 C)3 D6 EJ6 
8) Sabiendo que: z, y z, representan un número real 
y un número imaginario puro respectivamente. Hallar 
el valor de: R =p-q;pg+0 


DJ 12 


Donde: ,Prg+2i,,  prg+8h 
pg p-gi 
Porq. 
4,30 BI3  CI-60  DJ10  Ej24 
E Dela igualdad: 


EJ 


(a) Jos 


Podemos afirmar que son correctas; 
AJIyM BplyHM CjHyM1 D)Ninguna E) Todas 


(8 Calcular el valor de; 


ico) arm) 


2 E een 
Lo DI ES 


. 

Bd 77 
(E) Hallar la expresión: M=C - CF +CP -CJ+..+CI 
A)/2 Sen En BJV3 Tg En 0) /2.Cos Gn 
DIJ2"Cos Tn EN" senza 


(E) Un comerciante compra 54 kilos de t6 y café. Si 
hubiera comprado cincosextos de la cantidad de té y cuatro 
quintos de la cantidad de café , habría gastado nueve 
onceavos de lo que realmente gastó y si hubiera comprado 
tanto té como compró de café y viceversa, habría gastado 
5 dólares más de lo que gastó. El té es más caro que el café 
, y el precio de 6 kilos de café excede al de dos kilos de té 
por 5 dólares. Indique la diferencia de los precios de un 
kilo de té y un kilo de cafó, 


AJUZ BUS Cy 16 D) 14 ENyi2 
3) Luego de resolver: Jx+a+/x—a _4x-a 
Señale: «*+ax+a? Nu Isa A 

25 ¿2 py8L as 05 ar py at jols 
Aga Bliga? Cia? D)¡¿a* Elzja 


€) Resolver la ecuación: 


xtmabinbe, x+mab+pac, x+pacinbe 5 ñ 
par nbo mab— mabinberpoc 
Determinar el denominador positivo de dicha raíz. 


AJ2  Bjmab+nmberpac C)mmp DJ1 — Bla+bre 
(EN Resolver la siguiente ecuación: 
ti 
lx x-2 4% 12 
AJ2 By10 04 D)8 —— E)Abwurda 


EDResolver: (a+b)x* -(a*+b*)x - 2obx+ab(a+b) 
la ba tro + 2abx - abla -b) 


. Prab- ab 
at+a-b-ab 
Aj=a B)-b C)ab DE E)a+b 
(2) Resolver el sistema ; 
El 13 
ya ar 
EJ 5 43 
yr aaa 0 
HA A NA 
Gx+dyrzd dx 2y+x—=5 15 
Señale xyz. 
A)-4 BJ6 oh D)-12 E)24 
ED Resolver: 
1 1 1 
E ral] 
2/2x-y 3/2x4y 2 á 
16 /2x+y +4. [2x- 3 [4x7 Y coco eco IL) 


Señale: + xy + y! 


A) 2412 B) 1682 CC) 3254 D) 6341 Ejt171 
(E) Después de resolver : 

Jar y+J6r+25y=/6+25. 

Jr+5y - Jóx+6y=5V5 - 6 va. 

Señale xy 

A)25 B) Cero C)- 760 D)-625  E)- 120 


3 Hallar el valor de “y” en: 
A 
x+n ym (2m4n)(2n+m) 
e , 4 _2en+em-2dm-nd 
xn yim  (2m+n)(2n+m) E 


A) 2m EJm Ci2n Din E) mn 
(62) Luego de resolver : » 
de 7_ der __ 2 
AY, y 15 
de, der? _ 2 
díix-y)  d(x+y) 15 


EDICIONES RUEINOS) 


CSEUIVARIO TALLER 4 9 1488, 
Señalar: +8 (00 Si la ecuación : ab+b? e? 
AJ240 B)315 CC) 132 D)361 E)24 a 030 4 0 


(€) Indicar el valor de verdad de cada uno de las 


siguientes proposiciones: 


Da>0rb<0> te 


0Ab<0 — 
M)a>0nb< AE -z 


UI) 0<a<b= a</ab<b 


AJVFV . BJFVV C)JFVF D)VVV  EJVVF 
(B Siendo a , b y e números reales y positivos 
(diferentes). Halle el mayor valor de k, si 
ab(a+b)+bc(b+c)+ac(a+c) habe. 
AJ2 Bj4 cJ6 DJ8 
(1) Si las raíces de la ecuación 

0-10: +03 '+bx*+0x-32=0 
son reales y positivas. Halle el valor de 2a+b+5 
AJ40 BJ6 C)8 D)16 E) 12 
(69 Siendo a ; b y e números reales positivos , indique 
el menor valor de Al, más el mayor de k , si: 


EJ 10 


A 
palet (bro) Ata e 
bo 
4)2 BJ6 co D)24 EJ4 


() Halle m y M, donde m es el mayor valor y , Mes 
el menor valor que satisface la desigualdad. 


z 
A A 
- 8-5 
AJ4:8 B)3;8 C)5;8 D) 6; 14 E) 2:14 
(2) Dado el conjunto: A=(x e R/8x<2x+1<x-2) 
Indique AS 


AIR 
(3 Si la inecuación x* -1s a(x-1) se cumple para un 
solo valor de x que es x, , hallar a+x, - 

AJ2 Ba" C)-2 DJ4 EJ1 
(6) Si tenemos una función polinomial y=F(x) cuya 
gráfica es 


BJp  C)<-w;-3]  D)<-3+a>  EJ<-2;8> 


Resolver Fl,.(x—1)(x+2M(x —3)<0 
ad BR O<-23>41 D<26> D<-1:7> 


abr+ed 


es equivalente a lainecuación 4x* -4kx+1< 0. Halle 
el menor valor de k. 


An B1 ers DJ2 EJO 
(()) Dada la expresión matemática 
a)= E (7 a 
(+4 1)(0 — 6x+6) 
Halle el ínfimo del conjunto B=(x e R/ftx)> 0) 
aJ0 B)-1 c)2 D)-2  EJ6 


(A) Hallar el mayor valor de k tal que Jz(142)2 hs, 8e 
verifique ya e e” 
Az B)2 0)3 DJ4 — EJ6 
(O Halle el intervalo de variación de “a” si la 


desigualdad (5—D6+av+D)> y, se cumple sólo para 
éta 
x>1. 

A) <0;2> BJ4 (CJ 10; 21 DIR E) 10; 2> 
(O Si el conjunto solución de la inecuación 


¿2eu: aa es [a; b>, hallar ab. 


AJ1 BJ2  CI38 DJ4 EJ6 
(43) Si (xo; yo) es la única solución de la inecuación 
x4ay+6y'+2x- 8y+650 calcule x,+yp 

A12 BI3 C)65 D)7 — EJ8 
(3) Cuántos pares de números reales (x; y) verifican 


el sistema de ecuaciones, [l*l+y=3 
ely=2 


AL BJ2 C)8 DJs E) más de 4 
(1) Cuántas temas de números reales (x; y; 2) 
verifican el sistema. = 


AJ1  B)2 C)3 DJ4 E) más de 4 
(A Sila inecuación (£*2Mx-1* , y tiene: 
(5 F 


C.S=la;+0) (6) (e), halle a+b+e > 


A)-2 BJ6 c)2 DS EJ0 
(9) Luego de resolver el sistema 
e E 57 x>-senx 
ax*+2x+en2>0;0>1 


Indique el complemento de su conjunto solución: 


AJp B)l-=;6) C)12) D)I(3;0) EJR — [52] 


A 

CA AZZNENETA LA ENCZOPEDIA 2018) 
: lón: PROBLEMA 27: 

ÉD Si el rango de la función: o la 


f=((2; a-3),(a; 11(b; p),(2;b+8)) y está incluido en el 
conjunta (1; '6) y Domf=1tmn). Calcular 2m+2n+4p 
4)2 Ba” 08 D)20 — EJ40 
e Caleular el dominio de la función. 


pul fad=2 +8 


B)(-o;-210 [2;11] C)[6;11] 
E)[-2;11] 
e E la gráfica de la función f 

Y 


Nix)=ax (2+a)x+a-5 


Calcule a+3b+d 

Ay10 B)2 C)12 D6 E) 14 
(E) Esbozar la gráfica de: oJ=, le HE la lx] 
A y B) Y E Y 


(3) Dada la función f:[3:+0)=>(I;m] tal que 
n= 
AJO 

3) Resolver: 5 21 


AJxe (3) B)x e (-1;1) C)x e (=1:3] 


1.3 3 
Dre [505] 515 0 [553] 
PROBLEMA $0: 
Halle el dominio y rátigo! de la siguiente función: 


rar= ll 121 


Aj Domf =(-J3;/2) B)Domf =(2;2) C)Domf =(-V2;V2) 


” 120, si f es suryectiva , calcule mn 
B)1 c)2 D)3 


AD 
EJ4 


Ranf =[0;1) )— Ranf=(052) 
D)Domf =[0;J2) — E)Domf =(-151) 
Ranf =[0;2) Ranf =(0;1) 


UT et DGI TD" 
4)[-6;-6)u(6:6] B)-6:6)  C)[-6;6] 
D)(=0;-6)U (6;+00) E)(-6;-6)u (6;6) 
PROBLEMA 28: e 
Dada fnción:19= [2 EII 

¡a-x*-2x;25x<3 


Determine el número de elementos de Ranfnz. Si 
a-b=-1rnaeZ, 


A)29 Bja0 E) DJ32 Ea 
PROBLEMA LO: 

si 2 <x<3 3. 7 

Calcular Rangf Si 2 = [$53 

AJA) BES) OMR) DMA) ENS) 


PROBLEMA 90: 
Hallarlos valores de b para que la gráfica de la función 
f este siempre por debajo o corte a la gráfica de g. 
Donde: flx)=-lx-8]+D 
Bl) ld 5x3 

A)Jbe[4;+0) B)be(3;4] 
D)be (152)  E)be(-o51] 
PROMLEMA 31: 

Halle el mínimo valor dela función £(x)=V4=x ;x59 
Az Bu C)-1/ Djo Er 
PROBLEMA 32: 

Dar el valor de verdad de las siguientes proposiciones: 
DN) =Ú(xry) e R/x+ y =2 a xy = 1) es una función. 
10) f(x) = ((x;x) e R*) es una función. 

TDS: ftx) = (xy) R? 1 y = fix) esuna función , entonces 
[(=:y) e R* /x = fiy)) es una función. 
AJFVF B)VFF CjF Www 


C)b e (2:3) 


(0D Sea la función: aga 


;xe[-8;2] 
Si ms fíx)<M. Halle la suma éntre el mayor valor de 
M y el menor valor de M 
aj 1í2 B) 13 1 Dz. Ez 
(Sim y n sonlas abcisas de los puntos de corte de 
las gráficas de: — fí2)=-| 4] 

gl(x)=x? -14x+46 
Calcular m%-n? si m>n 
A)56 B) 48 c)14 
((HDada la función 1:4=>B 
Dar los valores de verdad 
1D) Si(xsy)efn(x;z)Jef >y=z 
DSi(x;y)ef nzy)ef >x=z 


DA Eze 


SEMINARIO TALLER 4 9 
HU Ranf c B 
IV Sift=)=x +50 A=[3;2]> (03) =8 


AJUVV  BJVFVE _ CIUFVWV Djwvew * 

(63 Dada la función g:AcZ=>R 

Indique la suma de los elementos del dominio de g, si 

8) =Jx=1+J6=x 

AJ15 B)10 hi Ez 

(3) Halle el rango de la función f dada por 

rollemert/z> 209.) 

AMO;+0) B)(25+0) C)[6;+0) D)(2;6] EJR 
a je 

(1) El rango de 1) = EG D' +21] es. 


C)J(0; +0) 


EJVWWF 


014 D)20 


AJR-[-1:1] — B)R-(1:1) 
D)(-230) E) (-15+0) 
(MD Sea f una función. Demostrar que fsepuede 
expresar como fíx)=g(x)+h(x) 


Donde g(x)=g(- x) y h(x)=-h(-x), Vr eR. 
(A Según las siguientes gráficas 
Y 


ElaI=ax+b 


AS 


Demostrar que da=3c* * 
(9 Si tenemos la condición 

Logs (x* +1) + Logo (y! +1) + Logr (2* +1)=0 
Halle :x(y-1) (2-2) Ñ 
20 Bj1 e)2 Da EJ4 
(0) Indique un intervalo que no está en el conjunto 


solución de Mag ¿AL (1-9) 
a1[1:7) BI 2i1) C)[-V3;-1) 


2 
E) 2[1:5) 


(O) Six e y son números reales positivos para los cuales 
se cumple; 


Logyx+Log3Y _ yarossto” 
a Logyx—Logs y 
Calcule 8) 


OO) 


(MS ja|<1, resolver: Log, y, (1—lal)">2 


Log,x*=-3;y 
z 


D)J8  E)27 


148; 


EDICIONES HULINOS) 
AJ(0;1) B)1;o) C)(2;+<0) DJR*-11) EJ(O;1)0(1;2) 


(MBSi (a:b;e) cr'-(1 y los números 1; Log,c y Log¿a 
son raíces de la ecuación en x: 


x* -(Log, a*b)x* + (Log, b*c)x-1=0 


Halle; a7+0 0%? afro? 
ab be ac 
A B)2 03 Dj4 EJO 


(Q Indique el valor de verdad de cada una de las 
proposiciones: 


D Los ox +3)+1]z0:020x 


1) J2Loga 3 ="Y9 
Logo7 37Log, x 
E 3 ij 
1H) Si f(x) = Egn Logo ¡075 > fíx)=-1 
AJVWV B)VFV C)VFE — D)FWV  EJFVF 


(E) Determine el valor más simple de: 
[FCoLogy [Anti Log, (Log43)])*** 


at B)2 c)3 DJ4 EJ5 
E , 1+ Log,b' 
(1 Simplifique la expresión al E n=) 
Aja Blloga  Cilogb DJb EjLog,9 
(D Halle x, al resolver ; 
Log 23)- ya Loxe(5)- Logs (x-6) 
Aa BJ4 os DJ6 EJ7 
(() Calcule x al resolver 
Log[ Log, (Logsx)] + Log[Log;1.ag; x7]= Log -Log(Log; x) 
A) 27 B)30 CJ 45 D) 48 Ej81 
(1) Resolver en x 


Log, (Vi? =27 + [F=32)< Log, b+Log,c-Log,x 
Donde a=b*+c*Ab;ccR 


be 1 be 
A) MI y 
Jero? E Vo? + e? 
20 
DI EN 


ED Resolver Log, (Vx7+4+V/2%+9)= 2Log, 26 


1 5 e [3 
AJ2) 7) TE m7) 25) 
ED Resolver: Log, ¡y (5 3 =2 
ANO BH3) 1910) 
2 Resolver: Lg? 
2.() 


DA2 EXA 


2 3 
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” (16 32 
ao 


CALA IZIENEA 


A)J(=555) B)(-10;10) C)(G1; 
D)(-20;20)  EJ10) 


DS Lair) 


z 1 

Halle la traza de f(A) tal que a(2) a PE LS ol o 
“2 

AJO Bj2 o pj1000 es  E2) Hallark 
(S))Essolyar Log =<4Jlagz bre cra a+b a be 
AN:10) BIAs10'9) Cjp DI(10:10'%) E)-151) by+e, e,+a, ay+b¡|=kja, b, e, 
3) Resolver: |Log, +(3—x) 2 |Logs x]+|Log, (3-x) bp +3 C3+03 07 +Dz las ba C2 
AJ[A3] B)[0;3> Cj<-1:1> D) [0;5> Ejf1:2] 1 
El) Resolver en x : ES B)z cr DA EJS 


otr) ED Grafique la función fr=kR definido por: 
A =n* mingr 1D FI=l3-2rl 


y y y 
Aa BJ3 02 D)5 E6 
Lx y Lezra 
1y21+x+w 5 > 


€2 El valor de la determinante de | 1 z 10 1+x+ y [es A) 
Dix la yez 
A) xyzw B)xoyszow (91) DE EJ2 


€3 Sila matriz ( Al esuna raíz de P,, ==" -px+g, 
calcule el valor de 2, 

BJ2 1 m3 Bo 
eN (7 4)++=45. cateute ¡pay sabiendo que 
Plx)=l xt + 
AJ1 BJO c)-1 DJ4 EJ5 
ED Sea 1-73) 00-(7 5) adomás xer=a:x-Y=8 
Calcule traza(2X +3Y) —* 


12)D 13)D 
12) 18)4 
22)D 23)E 
E 28) 0 


002 190 


AJ1 B)2 04 De EJ 1D me 
ED A esuna matriz nilpotente de orden 2. Oe 
Halle 8=[G+aY +4-aY], a 


sil pi MéN:n22 
poe Cc) 21 D)nA EJ HA 


adios Lo s]»1-[o%) 


nio la suma de los elementos de la matriz 
resultante de A*-B*6(A-B)+1811. 
A) 390 B) 280 C) 240 D)800  Ejt22 


63) Siendo 


2 > 
A-[9|:B=120)5C= 


125 13) 0 
Si se cumple D=kE, calcule k E DA 18)0 


» € OZL)A 23) 24)E 25)C 
AJs 82 cr DJ3 EJ € EDA 28)A 20)D 320) 
1) E 32)0 23)C 24)5 


(AEIDECHADIVNE SS ME 


¡DECIMO SEMINARIO 


Of. Resolver eb problema de 
programación lineal. - 
Maximizar — 2(xy)=3x+2y 
Sujeto a las restricciones 
x+yst 
x20, y20 
A)-2 BO c)2 
D)3 EJ4 
02. Maximice f (xy) = 4x + 6y. sujeta a: 
x+3y<6 
ty s8 = 
x20,y20 
AJ9B- B)107  Cj12 
D) 16.5 EJ 18 


Z = f(xy) = 4x + 3y sujeta a las 
restricciones: 


30x + 20y < 1800: x + y $80; x 20; 


y>0 
A)220 B)240 C)250 
D) 260 E) 280 
04. Maximizar f(x, y) =x+ y si 
x+y<150 
x 
8 
UE 
x220; y240 , xyeZ' 
A)120 B)130 — C)140 
D) 150 E) 160 


05. Minimizar : C(x,y) = 6x + 8y, sujeta a 
las restricciones 
40x + 10y > 2400 
10x+15y > 2100 
5x+15y> 1500 
x>0, y>0 A 
AJ1100 — B)1140 
D)1800  E)1820 
06. Un sastre tiene a su disposición 16 
mé de algodón, 11m? de seda y 15 
mé de lana. Un traje requiere lo 
siguiente: 2m" de algodón, 1m* de 
seda, 1 m de lana. Una túnica 
requiere lo siguiente:1m? de 
algodón. 2m* de seda, 3m* de lana. 
Si el traje se vende por $30 y una 
túnica por $50; ¿Cuántas piezas de 
cada conección debe hacer el 
sastre para oblener la máxima 
cantidad de dinero? 
A) B trajesB) 4 trajes C)7 trajes 
Otúnicas 3 túnicas. 2 túnicas 
D)3trajes — E) Stúnicas 
41ánicas 
07. Un granjero tiene 480 hectáreas en 


C) 1200 


El calcula que tiene 800 horas de 
trabajo. — disponible durante ta 
estación crucial de verano. Dados 
los márgenes de utilidad y los 
requerimientos laborales. que se 
adjunta: 


SEPIA A HO) 


Maiz 

Utilidad $40 por hectárea 
Trabajo 2 hectáreas por hora 
Trigo 

Utilidad $30 por hectárea. 
Trabajo —— :1 hectáreas por hora 


¿Cuántas hectáreas de cada uno 


debe para maximizar su 
utilidad? ¿Cuál es la utilidad 
máxima? 

A) 12580 B)14500 C)17600 
D) 18210 E) 20200 


08. En una urbanización del distrito 


constructora dispone de $ 1800 000, 
slendo el costo de cada lipo de casa 
Ss 30 000 y $20 000 
respectivamente. La municipalidad 
exige que el número total de casas 
no debe ser superior a 80. sabiendo 
que el beneficio por la venta de una 
casa económica es de $4000 y por 
la super económica $300. 
¿Cuántas casas super económicas 
deben construirse para obtener el 


A) 54000 B)$8000C) $10 000 
D) $11 000  E)$12000 
11. Determine el término 20 en la 


sucesión ls e | 
29 Bmw cc Ey 
aa PE 


12. Determine el n-£simo término de la 


e E] 
DD _—— 
Da 


13. ¿Cuántos términos tiene la siguiente 
sucesión? 
(13; 16, 21. 28,37, .....; 796) 
A)26 C)28 


máximo beneficio? 
A)20 B)40  C)50 
D) 60 E)70 
09. Una compañía produce dos tipos de 
aíticulos, mecánicos y eléctricos 
mensualmente. Cada uno: requiere 
para su fabricación del uso tres 
máquinas A, B y C. En la tabla n-3 
adjunta se muestra la información 15. 5S,-5 de 
relacionada con la fabricación de 
» y primeros términos de una sucesión. 
estos dos tipos de articulos. Pal emi A 
= A B C_ | Utlidadlunidad A) B) 
Mecánico [29 | 1n | 16 s4 Curt (EREIERO] 
Eléciico | th | 2h | 1h | $6 
Wax de | 1805 | 1605 | 1005 0) MA ES 
horas Gar pra 
disponibles 22 
Se sabs que la compañía vende 363 


10. 


todos los articulos que produce. 
Determine la utilidad máxima 


mensual (en dólares) 
A)$360  B)$400 C)$440 
D)$480  E)$520 


Un pequeño negocio se especializa 
sen vender dos tipos de artículos A y 
B. Si “Y representa la cantidad de 
anículos producidos del tipo A 'y” 
represente la cantidad de articulos 
producidos del tipo E sujetos : 
2x+y<8 

2x+3y 512 

Determine la utilidad máxima P. sí 
está dada por. 

P(x, y) = (3x + y).1000 iólares. 


16. SI fa). es una sucesión al que 


4 
85749, a7, ario 
Y n 2 2, entonces la suma de las 
cifras del producto de todos los 
términos de la sucesión (a,), cuando 
n crece llimitadamente es. 


ino 2 
AJ2" 
DJ1-27%  E)2" 


ea 2 Q1éz 


ZA _ EZ D EE E 


LA ExNOroLo renta 015) 


18. Sea la sucesión (a) cuyos cuatro 
términos 


ll 

+1 

A) solo! B) solo 1 C) solo Ill 
D)1 y EJlyW 


20, Determine cuántas proposiciones 

son verdaderas. 

1 Si (a) es creciente, (b,) es 
creciente cuendo b, = 8, +2” 

IL Si (6,) es creciente, (-a,) es 
decreciente 

11, SI (a, + b,) es creciente, entonces 
(6,) y (b,) son crecientes. 


Ajsool —— B)sololl C)solo ll 
D)ty! EDI y 
21. Dada la sucesión (a) con 


indique cuáles) de los enunciados 
sucesión 


son 
1 La (e) es 
convergente 

1. La sucesión (a) es divergente 
il, La sucesión (a,) es acotada 
A)solol —— B)sololl C)solo!M 
DjlyM— EJuym 

22. Dadas las sucesiones: (n2), (1%). 


(31 ES (13 


¿Cuántas de ellas son acotadas? 
Ay B)2 0)3 
DJ4 E)S 


acotada. 

Il. Toda sucesión creciente y acotada 
es convergente. 

Ill.Toda sucesión. acotada es 


convergente. 
Son verdaderos: 
AJA, My 


B)solo ll C)lyWl 


180) 
13] 
A) 5) B)7 0)6 
1 1 
o > 
E 23 


el 


converge a: 
AJA B)2 c)3 
D)4 E)5 

26. Sea (mln una sucesión tal que 
a2 0 y 158) = 2 + Tam 
determine el valor de convergencia 
de la sucesión (a). 


m3 DS a; 


D)6 EJ8B 
27. Halle los velores de a y b para que 
la sucesión (a,) definida por: 
ES] 
ans 
rita b para que la 
sucesión converge: hacia cero De 
cómo respuesta la suma de estos 
valores. 


AF2 B)=1 c)0 
D)1 E) 2 
28. Si la sucesión: 
fe Vnaldén si 
la 


converge a - 7 Determine el valor 
deta" 


1 1 
3 3 o 
D)2 EJ 
29. Determine el valor de convergencia 
ión: [21,2 
de la sucesión: Ane N 
A)-5 BO e)1 


D)2 E)3 
30. Delermine el valor de 
"dm J2n+10-/2n+1 


E O As 
1 Ya Yi 
03 e 


31. Determine el valor de convergencia 
de la sucesión [en)r.w definida por : 


D)3 
32. Sea la sucesión (a,) definida por: 


e 
a % y los enunciados: 


L (a) es acotada 
3. (8,) es convergente 
111. (a,) es divergente. 


Son verdaderos. 
Ay B) solo 11! C) solo Il 
D) solo 1 Bj yin 
apar pay 
33. La sucesión 8 (5) (5) . 
es a 
AJA Bet c)2e? 
De” Eje 
34. Determine el valor de 
n-3Y 
E- ón! (5 
Aye” Be? ce? 
D)e* Eje? 
35. Delermine el valor de 
FA 1 
El 25K7 +5k El 
10 20 EJ 
As a Da 


41 53 
Ma A 
36. Halle el valor de la siguiente suma: 
D 
2 [St2n+1? -a30-18] 


A)10605 — B)10505 C)11615 
DD) 12700 E) 13705 

37. Halle una fórmula pare la siguiente 
S 1 

suma 2 a 


pa Ba 


2(n+1) 4(n+2) 
n 1 
Sm Ar 
ES 
A(n+2) 

38. SI 0, = —7.vn25. Determine la 
suma de los términos de la fracción 
resultante al efectuar 3 (8... 25): 
A)40 B)60  C)20 
D)31 E) 51 


39. Determine el valor de n al rasolver la 
ecuación Y, k=4(n+1). 


A)3 BJ6 08 
D)10 E) 12 
40. Determine el valor de: «Y. 2021 
z A 
19900 10300 10200. 
A 20101 Ll) 10201 Y 10201 
10300 10400 
Dn Ao 


(EEC ETE 


5 
SEDA O) 


2 (2)-2 (u2=) 
Ajín=1) 2" 
Br 2 
C2+n=1) 2" 
D)j4+(n=1) 2 
Ej3r(n-1 2 

43. Calcule el valor de 


Ach hito2) 


A) 157 3258) 157 326C)157 327 
DD) 157328 E) 157329 


44, Calcule; 
CA 
2 El + y 5) 
A) 20m +1) B)2ntn +2) 
ET D)20? 
EJ2n +20 +1 
45, Calcule: 
AN dd 
s=1+2(2) «(3) +4(3) + 

1 9 3 
m3 m5. 0 
7 Dz 

46. Determine la suma de la serie 
q S, 
4 16 64 

4 9 7 
Az a 3 

B 5 
3 53 

47. Si E A aaico al ala 
ars 
de: 
A 
pa (2n- 

E E z 
ah mm 0 
D)2x% a 

45 Dedal sae $e 
siguientes enunciados: 

| Laseñe converge a 3/2 


IL Lasene converge a 1/3 


51 


Ml, Laserie es divergente 
IV. La sere es acolada 


Cuáles son correctas. 


Apsolo! — B) solo! 

D) solo IV. E)IIyIV 
Determine el valor de convergencia 
dela serle: 


C) solo 11 


a 
3 1 3 

A di 0 
15 17 

ES LES 


Determine el valor de: 
EPonzo 
>] 


B) (ES 


A 
1 
07 
Dee cle E 
= 2 
7 


1 


Ay1 B)2 [9] 1 
DE 08 
Determine el valor de convergencia 


de la serle: 


«5 (4) 


25 
A B)2 c)4 
+ LS 
Calcular Y (1902 
pa 
1 1 1 
Ma 
1 1 
Mar Da 


Determine: E (cn” (21) 


1 1 2 
Az 3 03 
D)1 E)2 


Si en una progresión aritmética se 
conoce el lérmino de lugar 4 que 
vale 10 y el término de lugar 10 que 
vale 22. ¿Cuál es el valor del 
término de lugar uno? 
AJ4 B)6 

D) 10 E) 12 

El primer término de una progresión 
aritmética es - 3 y la suma de los 5 
primeros términos es 105. ¿Qué 
lugar ocupa el término de valor 337 


c)8* 


57. 


58. Una 


61 


62 


63, 


|. SH los números Xy, Xz, -. 


AJ4 C)6 


el producto de estos es igual e la 
suma de los mismos al cuadrado; 
determine el menor de éstos, 

018 
D)24 


propledad de que el producto de los 
cuatro primeros términos es =15, la 
relación del segundo al tercero es 3. 
¿Cuántos términos es preciso 
considerar para que la suma sea 
cero? 

AJ6 B)9 c)12 

D) 18 E) 20 

SÍ la suma da los n primeros 
elementos de una progresión 
aritmética esta dada por: 


Al ¿rado ars 


B) 144 


A)72 
D) 252 E) 620 


C) 148 


2 Xy están 
en P.A creciente tal que, 
AX 1 

+= 121 


0)1 
E)7 

Determine el menor número de 
términos que se debe interpolar 


ortre 7 y 3 para que la razón de la 


progresión aritmética sea menor que 
una milésima 

A) 160 B) 162 C) 163 
D) 166 E) 167 

El tercer término de una P.G es 144 
y el sexo es 486, Determine la 
suma de los cinco primeros términos 
de la P.G. 

A) 844 B) 288C) 448 D) 840 E) 844 
En una progresión geométrica se 
conoce el término de lugar 3 cuyo 
valor es 2 y el término de lugar 7 
cuyo valor es 32. ¿Cuál es el valor 
del lérmino de lugar 107 
A) 32 B) 64 
D) 256 E) 512 
Hallar la ecuación de segundo grado 
cuyas ralces y el producto de ellas 
están en P.G. creciente, además el 
producio de sus raices, la suma de 
ellos y la mayor de las raices estén 
enPA. 

Ajó +ex-8=0 

B)x"-6x-8=0 

Cc) +6x+8=0 
D)x'-6x+8=0 
Eji+6x+10=0 


C) 128 


¡OEI TINO ss ACTES lies TARDA 2012) 
A)36 B)72 C)81 
Ari A)Z140  B)4320  C)5424 
65. Una progresión geométrica consta D) 7642 EJ8840 D) 95 E) 120 


da un número par de términos, la 
suma de todos ellos es igual al triple 
de la suma de los téqminos impares, 


geométricos entre 8 y 5832 el 
quinto término Bl la progresión total 


es: 
B)729. C)1456 


A) 648 
D) 1844 E)2916 


67.Se — interpolan — siete 
geométricos 


A)30 B)40  C)50 
D) 60 E) 80 

68, ¿Cuál es el primer término negativo 
de la progresión aritmética”? 
+60, 53, 46, 
Aa B)an C) 8» 
D)a, LES 


69. si Ll. [ea halle: el 


(any 
valorden, neN. 
AJ1 B)2 c)3 
D)4 E)S 
70, Determine el valor de nen 
on 2 a a 
(EXIME 


e términos. 


AJ4 B)5 0)6 
D)7 E)8 
71, Determine el valor de: 
139 pra 
ENE 
AJ13 B)12 Cj13r 
0) 1213) E)13(13) 
72. Calcule el valor de n al resolver la 
(0+3)0+5) 
(n+ 3) (+4) 
Ayt BJ3' 0)4 


D)5 EJ6 
73, Determine el valor de "x” en: 


(een! _ 19 EIA ESE] 
(sant (22) (+3) > Mean 
n-1 n+3 n+5 
A) al E 
n n-3 
A Pla 


74. ¿De cuántas maneras podemos 
colocar en línea 10 libros, 5 de 
ciencias, 2 de razonamiento y 3 de 
letras, si los libros de una misma 
materia deben estar juntos? 


75. Con relación a la palabra “TEORIA” 
»¿cuántos palabras con las mismas 6 
letras comienzan por T y terminan 
con A? 

Ay12 B)24  C)28 
D) 120 E) 720 

76. En una exposición en el museo de 
ane de Paris, se van a colocar en 
línea 3 cuadros de Picasso, 4 
cuadros de Rembrandl y 2 cuadros 
de Van Gogh. ¿De cuántas maneras 
diferentes pueden ordenarse los 
cuadros, de modo que los de 
Rembrandt se encuentren siempre 


Juntos? 
A)288 B)1728 C)2880 
D)17280 — E) 36288 


77. Con los digitos 1. 3, 5, 8 y 9 
¿cuántos números de 3 cifras 
diferentes. mayores que 300, se 


A)20 B)24  C)36 
D) 48 E) 64 

78, Queremos abrir un candado de 
combinación de 4 anillos, cada uno 
marcado con los digitos: 1, 2, 3, 4 y 
5; pero no sabemos cuál es la 
combinación correcta ¿Cuál es el 
número — máximo de intentos 
incorrectos que podemos realizar 
antes de encontrar la correcta? 
A) 520 B)624  C)720 
D) 880 E) 1200 

79. ¿De cuántas maneras se pueden 
colocar en una fila 4 hombre y 3 
mujeres de forma que estas ocupan 


los lugares pares? 
A) 12 B)24  C)72 
D) 120 E) 144 


BO. De cuántas maneras diferentes 2 
peruanos. 4 argentinos y 3 
panameños pueden sentarse en fila 
de modo que los de la misma 


nacionalidad se sienten juntos. 
A) 360 B)720 — C)1020 
D) 1725 E)1728 


B1. Sobra una estanteria se tiene que 
colocar 6 libros distintos de álgebra, 
5 de aritmética y 2 de geometria, de 
forma que los de cada materia 
siempre estén juntos ¿De cuántas 


'méneras se puede hacer? 

A) 1036200 B) 1036300 
CC) 1036600 D) 1036800 
E) 1038900 


82 Cinco alumnos forman cola en la 
ventanilla de la secretaria de cieñta 
facultad ¿De cuántas maneras 
diferentes pueden hacer cola si el 
más alto y el más bajo no deben 
estar juntos? 


3. Con lodas las letras de la palabra 
“SELENE” determine en ese orden: 


Y el múmero de palabras 
distintas que puede formarse. 

1) en cuántos de ellos tienen las 
31letras E juntas. 

A)60;36  B)120;24 C)75,48 


D) 100,36 E) 120,12 
B4. En el siguiente gráfico, calcule el 


EI 


A) 56 B) 70  C)86 
1D) 128 E) 152 

85. Si el número de maneras posibles 
que se sienten en una mesa circular 
personas, donde hay 2 amigos 
que siempre se sientan Juntos es 
240 ¿cuántas personas hay en la 
mesa circular? 
AJ4 8)7 c)9 
D)12 E) 15 

88. En una mesa redonda se sientan a 
degustar un cebiche, 8 personas. 
¿De cuántas maneras podrán 
sentarse, si tres de ellos siempre 
deben estar juntos? 
A) B) 540 
D)720 E) 1024 

87. ¿Cuántas pulseras se pueden hacer 
ensartado en un hilo 5 cuentes de 


c)620 


colores diferentes? 
A)12 B)24  C)60 
D) 120 E) 240 
86, Determine el valor de la suma de 
números combinatorios 


A) 
A () B (3) c) (E 
B9. ola) 2 la suma de 


ONO 


B) 430 
E) 518 


C) 462 


(AEFRECHADISTESS  HEONENIVADSS 


PTE lis 


DIDIER AO) 


80. Determine el valor de “x' en la 


Y pez 
RARA 
A 


AS BJ4 djs DJS EJ7 
91. Deiemine el valor de n en la 
siguiente ecuación: 


(ee) +24 )-250 


AJ2  B)3C)4 D)5 EJ6 
92 DESTA: 


s=(c)'+(c3) ess (e5P 
A AS 
D) cy EJ Ch 
$3. Determine el valor de *n en la 
siguiente igualdad: 
¿(mM p[n=1 
(ta) 
AJ4 B)6 C)BD)9 E)10 
94, ¿De cuántes maneras se pueden 
elegir dos o más corbatas de entre 
una colección de 5 corbatas? 
A)21 B)Z3 C)25D)26E)28 
95 ¿Cuántos grupos de 7 miembros se 
pueden tomar con 6 matemáticas y 
5 fisicos de manera que en cada 


uno se encuentran 4 matemáticos? 
A) 120 B)140  C)150 
D) 180 E) 240 


86, ¿Cuántas — manos de poker 
contienen exactamente un fult (3 de 


una denominación y dos de otra)? 
A) 3744 B)3850  C)4550 
D) 4884 E) 5772. 


97 Seis hombres y seis mujeres 
compiten realizando cierta tarea. Sí 
los seis primeros puestos son 
ocupados por cuatro hombres y dos 
mujeres determine el número . de 
casos: 

A) 180 000 B) 161 000 C)162 000 
D) 163.000 E) 164.000 

8, Siun conjunto tiene 15 subconjuntos 

de 2 elementos caga uno ¿cuántos 

tos tendrá un total? 

A)7 B)16 C)32D)64 E)81 
$9, Se tiene un examen que consta de 

10 preguntas, de las cuales hay que 

elegir 7, si las dos primeras son 

obligatorias, delermine- de cuántas 

maneras puede escoger sus 

preguntas. 

A)24 B)36.C)42.D)48 E) 56 

100. De 7 hombres y 6 mujeres se 
debe escoger un comité de 5 
personas. ¿De cuántas maneras se 
podrá hacer esto; si en el comió 
deben haber, 2 mujeres? 

A) 250 E) 300 C) 360 D) 450 E) 525 


101. Un profesor tiene una caja de 
tizas de 4 colores 6 blancas, 4 
rojes, 5 emarillas y 3 
verdes. ¿De cuántas formas puede 
tomar 3 tizas de colores diferentes, 
si el siempre usa una tiza blanca? 

A) 141. B) 282C) 383 D) 424 E) 564 
En una reunión hay 10 hombres 
y 5 mujeres, se van a formar grupos. 
de 5 personas, ¿cuántos grupos 
diferentes se formarán si siempre 
debe haber 2 mujeres en el grupo? 

A) 1600 B) 1200C) 720D) 450E) 100 

103 Para elaborar un examen de 6 
preguntas se dispone de un banco 
de 05 preguntas fáciles, 4 
preguntas regulares y 3 preguntas 
dificiles. ¿De cuántas formas 
diferentes puede elaborarse dicho 
examen si el número de preguntas 
fáciles debe ser estrictamente mayor 
alas regulares y el número de estas 
a su vez mayor o igual que las 
difíciles? 

A)30 B)60 C)120D) 180 E) 274 

104, Nueve personas abordan un tren 
que tiene 3 vagones, cada pasajero 
escoge aleatoriamente el vagón 
¿De cuántas maneras 2 pasajeros 
van en un vagón, 3 en el otro vagón 
y 4 en el vagón restante? 
A) 1260 B)3760  C)5040 
D) 6300  E)7580 

105 Con 4 futbolistas y 8 nadadores 
¿Cuántos grupos pueden formarse 
de 6 integrantes cada uno, de tal 
manera que en cada grupo se tenga 
porlo menos un futbolista? 


A) 224 B)600  C)696 
D) 805 E) 896 
106. Al desarrollar el — binomio 


E 3] 
+2—|, se obtiene un solo 
PA 
término central cuya parte literal 
es x" y”, determine el valor de 
E=m+n 
A)25  B) 38 C) 44D) 49 E) 60 
107. Determine la relación entre r y n 
para que los coeficientes de los 
términos de | 3 y r+2del 
binomio (1 + x)” sean iguales. 
Ajn=f1 B)n+r=0 C)n=2r 
D)r=2nE)n=3r 
108. Sí en el desarrollo del binomio 


eo 
8 13) el término de lugar (r y 2) 


contados a partir del último término 
ene por grado relativo a x, 7 ¿Cuál 
es el grado relativo a x del término 
que ocupa el lugar (r—2) contados a 
partir del primer término? 

A) 27 B)31.C)35D)39 E) 43 


109. Cuáles) de los siguientes 
enunciados son correctos: 


lugar 
tl El número de términos racionales 
E 
ardesarolar (1%) es7 
IN.El- término. de 5 grado al 


«0 
desarrollar: (e | pcupa el 


lugar 10 contado desde el final 
Ajsolol —— B)sololl C)IlyM 
D)solo II E))ILyi 


110. La suma de los coeficientes de 
los términos 1%, 2” y 3* del desarrollo 


de: (7) es 29. Oblener el 


término — Independiente — del 
desarrollo. n e N 
A)7 8) 14 C)35D)42E)56 
111. ¿Cuántos términos presenta el 
desarrollo de: Es y) si los 
términos de lugares 7mo y Bvo 
tienen Igual coeficiente? 
A) 46 8) 47 C)48D) 49 E) 50 
112 * Determine el valor de “Y, si el 
término de lugar 26, en la expansión 
pS (e 5) contiene ax", 
A)30 B)40.C)66 D)70 E)78 


OLAVES DEL SEMINARIO 10 


«Taj 

02 00 00 00 08 0 
oa cta l eE] 
Y] 92 78 YA YE DO YI DW W 00 
A 
Ta 62 00 00 08 60 5 EE 50 00 
na En 
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A 
EDITORIAL BUBIMNOS 


PROBLEMA -7 
Sean p, q, r proposiciones lógicas. 

Señale la alternativa que presenta la secuencia 
correcta después de determinar si la proposición 
es verdadera (V) o falsa (F). 


D (Pb>g>r=p>(q>r) 

ID (p>avp=4q 

ID) qntp > q)=- (q > p) 

A) VVV B)VFV C)FVF D)FFV E)FFF 
RESOLUCIÓN : 

Para determinar el valor de verdad, utilizaremos 
las leyes lógicas. 

I) FALSA: 

(p>9)>r=p>(q>r) 

EL pt lA 


pa -gvr 


EAS dt 
(a pjyr =pvigvr 


Por lo tanto, no son equivalentes, 


II) FALSA: — (p>g)Jvp=q 
pas 
Pug 
pi e 
Verdadero 
Porlo tanto, no son equivalentes. 
111) VERDADERA : 


qní(p>- q)=- (a> p) 
Pa e PA 
HE an 


q. 
We 


PROBLEMA 2 : 

Dadoslos conjuntos: 
A=í(x+1)eR lx? -2x+1>0) 
B=1(x-—2)e R /x*+6x+9 > 0) 


gp 


APTA : “D" 


Or[Le rr -4x+150) 
D =[(x € R |25x*+10+1< 0) 


Calcule [((An BD] yC 


AJ (2) B) 2 o :-(2) D) R-1(2) E) R 
RESOLUCIÓN : 
« A=((x+1)e R/x*-2x+1>0) 
x*-2x+1>0 
(:-1>0>x € R-(1)> (0+1) € R-12) 
> A=(-o;2) (23400) 
+. B=[(x- 2)€ R /x?4+6x+9 > 0) 
x*4+6x+9>0 
(+8 20>xeR>=(x-2)eR 
> B=R 
«MC= (Zerrar 431130) 
x 


-4x+1<0 


(2x-1) <0> x=1/2> z 
> C=12) 
D=(xeR | 25x*+10x+1< 0) 
251*+10x+1<0 
(5x+1)*< 0, (absurdo) 
>D=4 
Entonces: 
(AND B)=(ANR)=A 
=> HNANB)1D]=[A1$]=A 
> MNANB)1D]UC=AUC 
=((-0;2)u(2; + 0))u12) 
>f(AnN BJ1DJUC =R 


APTA : “E” 
PROBLEMA 3 : 
Sean los conjuntos 
A =(xe R/|x —|x] s MY 
B=txeR/|x + js M) 
Entonces los valores de M tales que ANB +4 


0 arme to mue 11 C)Me 1: 
D)Me [0;0)  E)Me(-0300) 


PREGUNTAS TIPO ADMISION 
RESOLUCIÓN : 


Sabemos que: 
«Sib>0:Ja|<b>a e [ -b;b] 
*Sib<0: Ja]<b =anotomaningún valoren 
R. 
Dados: 4=1tweRlw-|x]s M) 
-B=4(xe Rlx+lals M) 
“Tenemos qu 
"VM20:x=0 e ANB>ANB+4$ 
*VM<0:A=pa B=4> An B=4 
Luego: 
AnB+$2aM200Mel0; wo) 
RPTA 1 “D" 


PROBLEMA 4 5 


Sean los conjuntos: 
A=(xeR/lx-x]151) y 
B=(xeA/|x-lx|-1|51) 

Entonces podemos decir que A/B es: 


09 al) ol] ol 
RESOLUCIÓN : 


* Se utilizarán desigualdades con valor absoluto y 
operaciones con intervalos. 


De: lle s 14-15 x-lx1 51 


DSi x20>-1sx-x<1=>-1S0s1 
1)Si x<0=>-1Sx+xS1 


) E) [0;w) 


ol asstaeapeed ino) 


pr) 
DeB: xe Anlxe-lal-11s1 
15 x-lx0-15100S5x-lxls 2 
I)Si x20>0<x-x<2axcA 


De yO: =e|-3:0) >= 


=(+20032-¿]>x20 


1)Si x<030Sx+xS 2 
x<0n0sxsi> cb 


Luego, B=[0; +) am-[-2:0) 
RPTA: “D” 


[1465] 
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PROBLEMA 5 : 
Dadaslas siguientes proposiciones: 


D) “Si existe n € ÑN tal que n? < 0, entonces existe 
ne Ntal quen-3=0". 

II) “Si para todo x e Rse tiene x* > O, entonces 
existe x e (-1;1) tal quee" < 0”. 

MI) “Si existe NE ÑN tal que n* < 0, entonces 
existe x e R tal quee" < 0”. 

Indique la secuencia correcta después de 
determinar si es verdadera (V) o falsa (F). 

A) VVV B)VFV C)FVV D)VVF E)FFF 
RESOLUCIÓN : 


La tabla de verdad del operador condicional es la 
siguiente. 


existe n e N 
)ventonces| 7 A ] 


ART A 
F > v 
A 
para todo existe 
m)si| "xeRr  |mentonces| xe(1:1) 
setienex* 20, tal quee” <0 
v E F 
A 
¿ [existe n e N existe x e R 
TD Si | 201 quen? % y) entonces| se; quee" <0 
A A 
F > o F 
e A 


v 
Por lo tanto, la secuencia correcta es VFV. 
Ñ APTA 1 “B" 
PROBLEMA 6: 
En un colegio el 60% aprobó aritmética, el 32% 
aprobó álgebra y los que aprobaron aritmética y 
álgebra representan el 60% de los que no 
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aprobaron ninguno de los dos cursos. Si 42 
aprobaron aritmética y álgebra, calcule el 
número de alumnos del colegio. 5 

AJ340  B)860* Cj860 D)370  EJ380 
RESOLUCION : 


Los datos del problema representaremos 


gráficamente mediante los conjuntos. 
f N: Númaro total 
de alumnos del 


mo aprobaron 
ileguno de los 
des curo 


Por dato: 42= 60%(8%N +42) => N =350 


=> La cantidad de alumnos del colegio es 350. 
RPTA: “B" 


PROBLEMA 7 ; 

Six"=2 (donde x>0), halle el valor de la expresión 
COATEAATERES 
2x% 6x7 

11 16 

2 B= a2 

A) di Ya 
RESOLUCIÓN : 


Leyes de exponentes: 
Sea x e K;se cumple, 


13 16 
DI 


nan 


> (n= Jo =arm 


1y 
. +*=(2) EN) 
Dato, x"=2 (x>0), Y 

Piden el valor de 
MEA 
> 2x7 6x7 


Utilizando propiedades y leyes de exponentes, 
podemos transformar la expresión; luego, tenemos: 
a =1 


> (AA A 


ax) 61 y 
Finalmente, reemplazamos x"=2 y operamos. 


ES 


M= 


EDITORIAL RUBIÑOS 


1 65 
mera? 104 
2x2%-6x2* 8-3 5 4 


RBPTA : “D” 
PROBLEMA 8: 


Halle el producto de la suma de los coeficientes 
de (2x* - 3y)" con la suma de los coeficientes de 
(ay). 
A)15 B)-16 C)30 D)-18 
RESOLUCIÓN : 
Consideremos los siguientes ejemplos : 
Si: P,,=1*+2x+5, luego la suma de coeficientes 
será: P,,,=8 
Si se tiene más de una variable; 
Pa =3 + bx y +6y* 
suma de coeficientes =P, ¡14 
"Po, =(2x* 9y)" 
suma de coeficientes=P,, y =(2-3)%=-1 
uy = ty) 
suma de coeficientes=Q,,, =(1+1)/=16 
Nos piden: (-1)(16)=-16 


E) 20 


APTA 1 “B"” 
PROBLEMA 9 : 
Sabiendo que f (x+6)=ax+b ; 
f(-3)=-29, halle el valor de 2a- b. 
A)8 B)-6 C)10  DJ4  EJ12 
RESOLUCIÓN : 
Dela condición 
Í(x+6) = a(x) + b, al hacer el cambio de variable 

6 

x+6=n, tenemos 


O ETTEDEN 


Analizamos los datos: 


1(2)=-14 ; 


» f(2)=-14 
a(-4)J+b=-14>- da+b=-14....(1) 
.  f(3)=-29 

ASoNie iD y Dese oblene a Boa 
Nos piden: 2a—b 

=2(3)- (-2)=8 


APTA : “A” 


PREGUNTAS TIPO ADMISIOM 
PROBLEMA 10 : 
Si ab=3 y a?*+b*=19, calcule el valor de a*+b?. 
A)75  BJ60* C)80  DJ120  EJg0 
RESOLUCIÓN : 
* Recuerde el desarrollo de algunos productos 
notables. 
(a+y)? =x* + 2xy + y? 
(a+y) = 7 + 3aty + 3ay iy 
ó 
(049) =20 +y* +3xy(% + y) 
Piden el valor de a*+b* 
Datos: 
ab=3 
at+b*=19 
De acuerdo a los datos, podemos determinar el 


valor de a+b y luego, en dicho valor, debemos 
hallar lo requerido. 


19) (a+bJ'=a*+b* + 2ab 


(a+b)'= 19 + 2(3)=25 
> a+b=5 v a+b=- 5 (no obtiene alternativa) 


* Consideraremos : a+b=5 
2%) (a+bP =a*+b" + Sab(a+b). 


5% =a'+b%+3 (3) (5) 
> a*+b*=80 
BETA : “Cc” 
PROBLEMA 11: 
Si a(b+c)=- bc y a+b+c=2, entonces el valor 
de a?+b*+c* es 
A)4 B)2 C)2/2 D)3 E) 4J2 


RESOLUCIÓN 1 

Recordemos el desarrollo de un trinomio al 
cuadrado. (x+y+2)'=x"+y*+2+2(xy+x2+y2) 
Datos: . 


Piden el valor de a*+b*+c*. 
Elevamos al cuadrado en el dato II': 
(a+b+c)?*=2* 

ar+bi+c "+2 (ab+ac+bc)=4 
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E pales d+ E 
relato 1 
>ea+bi+e?+ 20 =4 
RPTA : 


=> ad+b40*=4 “pr 


PROBLEMA 12: 


Sabiendo que a+b+c=0, ab+ac+bc= - 7 y 
abc=- 6 


calcule y a nte El . 
18 49 29 7 7 
NU Bos Di Dog EG 


RESOLUCIÓN : 


Piden el valorde y 1 
AA > E 
Al dividir HI con us se obtiene 


ab+ac+be te i- 7 


abe 
Elevamos al ada y desarrolaMRos el trinomio 
cuadrado 


E 


IT E A 
al 6 ac the)” 86 
Le. CR e+b+ra)_4 
is ate )- 


Tato 
PROBLEMA 13 : 
Al dividir un polinomio p(x) entre x*- 1 se obtuvo 
como residuo: 3x*+nx*+mx - 2; si además se 
sabe que el resto de dividir p(x) entre (4-1) es 
5x - 4, entonces el valor de m” es: i 
AS B) -2 ES Di 
RESOLUCIÓN : 


RBPTA 1 “B"” 


EJ) 4 


D, 
Dadala división 7% siendo D,,,; d,, polinomios 


=) 
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nonulos, tal que */ D,,,) > 1 d,,,) se tiene que : 
[D.,=8,,< d+ E,,, identidad fundamental 


donde: g,,, y Ry sor polinomios: 
Por dato: 
=P y=('-1)q,,+3x*+n0*+Gmx-—2 ....(1) 
RA a (4) 
De (II) tenemos P,,=1 A P,_,,=-9. 
Reemplazando en (1) 
P,y3+n+m-2=1> n+m=0 
P_y-3tn-m-2=-9 => p-m=-4 

> n=-2Am=2 


1 
po 
4 


>m 


APTA 1 “D” 
PROBLEMA 14 : 
Determine el valor de n, sabiendo que el 
desarrollo de (x+a)?"*" tiene 524 términos. 
A)295 B)305 C)259 D)209 E) 269 
RESOLUCIÓN : 
Por las características que presenta el problema; 
es decir, es operativo y tiene en su desarrollo 
cierta formación, aplicamos el método de 
razonamiento inductivo. 


Desarrollo del binomio cantidad de términos 


(x+a)'=x+a 2=1+1 
(x+a)'=x"+2ax+a? 3=2+1 
(x+a)'=x+3xa+30x+0? 4=33+1 


Se observa que la cantidad de términos se obtiene 
como el exponente del binomio aumentado en 
uno. 
Para el caso (x+q)***, la cantidad de términos 
es2n+5+1=524, por dato. 
=>n=259 

a RPTA : “C” 
PROBLEMA 15 : 

La suma de todas las soluciones positivas de la 
10 
14xta? 
BANEHNIT y 2 NET y OS 


ecuación =6-x-a es: 


A) 


2 2 
úl pa EJ EA 


EDITORIAL RUBIÑOS 
RESOLUCIÓN : 


*Cambiando la forma de la 
convenientemente , obtenemos 
10 7 -(1434a?) 
Data 
Hacemos cambio de variable (incógnita) 
Sea y=1+x+ax”; luego, en la ecuación tenemos que 


ecuación 


7-90 y -7y+10=0 
(y-5My-2)=00 y=5 v y=2 
Volvemos a la incógnita inicial 
aral=b y xd+x+1=2 
a d=0 y x*+x-1=0 


Utilizamos la formula general para cada caso y 
obtenemos lo siguiente; 


E 17 658 _A-J1T 

z 2 VS TG 
1445 -1-J5 

e 


Entonces, la suma de las soluciones positivas es 
24 Y5 + J17 
2 


APTA: “B" 


x+x3= 


PROBLEMA 16 : 


Six e y son números enteros positivos que satisfacen 
las ecuaciones 


Prey, a 
6x x+y 2 
valor de 13x+9y. 

A) 106 B)104 C)103 D)102 E) 106 
RESOLUCIÓN : 

Resolución de ecuaciones irracionales y cuadráticas. 
El sistema de ecuaciones no lineales es 


y xy-x-y=9, halle el 


En la ecuación (1) observamos la adición de dos 
números recíprocos no negativos cuya suma es 5/2; 
luego, uno de ellos es 2 y el otro 1/2 o viceversa. 
Entonces, tenemos dos casos. 


Primer caso : 
IE =2; con x e y enteros positivos. 


LEPE = 
>» E -4 => y>-29x 


PREGUNTAS TIPO ADMISION 
Analizamos la ecuación (11). 
ay-2-y=9 > xy-x-y+I=10 
> (x-1D(y-1=10, con x, y en Z*.. 
Como y=23% ' (x 7 1)(23x -1)=10 
Puede observarse que ningún entero positivo verifica 
esta ecuación; por lo tanto, no hay solución entera 
positiva. 
Segundo caso : 
ELO om 1/0! y enibras positios. 
6x 2 
x+y 
6x 
Reemplazamos la ecuación (1). 
xAY-X-y=9 => 2y”—2y-y=9% 
> 2 -3y-9=0> (2y+3)(y-3)=0 
> 2y+3=0 v y-3=0 


LE 


Como y e Z*, entonces, y=3. 
En consecuencia, x=2(3)=6. 
Luego: 13x+9y=13(6)+9(3)=105 
RPTA 1 “A 
PROBLEMA 17 : 


2 
Dada la ecuación ales] - 


++ 2|=-6,halela 
2 

suma de sus soluciones. » 

3 3 11 

| -2 CJ DJZ" E)J-= 

A)-1  B) ) Ae Un ) 4 


RESOLUCIÓN : 
Factorizando la ecuación obtenemos : 


ale] ale U.6=0 
2h+3] 


mM 3 1 
ME E 
Slehoa y al 
ES E 
1 
Dee 
grid 


3 5 
= --2 da 2 
>x=1vx Li 
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Son las soluciones : 


> es-(. 5) 
2 


2 


La suma de las soluciones es -2. 
RPTA 1 “B" 
PROBLEMA 18 : 
Sea P(x)= x"- 3ax?- alx + 3a*, donde a>0 
y Q(x)= -P(x-a). Diga cuál de las siguientes 


afirmaciones es correcta: 
A) Q() 2 P(x), Vx<0 


B) Q(<) > Pa), Y x e (0; a) 
C) P(x) 2 Q(u), Vx e(a;2a) 
D) Q() 2 P(=), Y x e (2a; 3a) 
E) Plx) 2 Q(x), Vx>3a 
RESOLUCIÓN : 
* Factorización de polinomios y criterio de los puntos 
críticos. 
Plx) =x3? — 3ax* -a?x+30* 
> Pla)= (xa)? -4a* (xa); a>0 
Como Q(x)=-P(x-a) 
> Qlx)=- [(x-2aJ” -4a*(x-2a)] 
Luego, si R(x)=P(x)-Q(x), entonces 
Rís) = (x- aj” — da*fix—a) +(x- 20)? —4a*(x-2a) 
> Ríx)=(2%-3aM(x* -Sax—a*) 


> Ría)=(2x 290) +-(22)0)a(»-(2:3),,) 


Si resolvemos R(x)< O, obtenemos 
P(x)-Q(<)<s0 > Q(x) 2 Plx) 
Luego 


(2% 30)[+ = -2).)[. - 5.) sa 
Los puntos críticos son 


AE 


Luego , Va e(2a;3a), entonces , se cumple que” 
Q(x)2P(x). 
RPTA1 “2” 
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PROBLEMA 139 1 
Halle la suma de los valores de x que satisfacen 
laecuación: 
21x+3]- 3]x—6|+|x-15|=x4+6 
AJ-3  B)-7 C)10 D)-16  EJ18 
RESOLUCIÓN : 
Para la resolución de la ecuación 
2lx+3|-3]x—6|+]x-15|=x+6 
se trabajará por zonas O casos. 
Esdecir: 


AAA A EE 


-8 6 15 
Tenemos que: 2/x+3]-3]x-6]+|x-15|=x+6 
1” CASO: 
<-3:-2x-6+3x—18-x4+16=x+6 
de donde x=- 15 
2% CASO: 
35% <6: 2x4+6+3x -18- x+16=x4+6 
de donde x=1 
3" CASO: 
6 <Sx<15:2x4+6- 3x+18- x+1b=x+6 
de donde x=11 
4” CASO: 
x 216:2:+6-3x+184x-16=x+6 


sil (no cumple la condición) 


Los valores de x son: - 15; 1 y 11. Luego, la suma 
de los valores de x es: —3. 

BPTA 1 “A” 
PROBLEMA 20 : 
Si r y s son las raíces reales distintas de 
x* - px+q=0 , entonces la ecuación cuyas raíces 
son r* y s?es: 
A) x*+(p* - 2q)x+g*=0. 
C)x* -(2p -8q* Jx+p*=0. 
E) x*+(29- p"Jx+q*=0. 
BESOLUCIÓN : 
Recordando el Teorema de Cardano, se sabe que 
en toda ecuación cuadrática de la forma: 

ax*+bx+ c=0; a + 0 deraíces r y a 

se cumple que: 


B) x*-(29-9p*)x+g=0. 
D)x* —(2p- q* lx+p=0. 


b e 
Tr+a=-—=;r8== 
a a 


EDITORIAL RUBIÑOS 
Para reconstruiruna ecuación cuadrática de raíces 
r ys, se aplica: 
a? —(r+sje+ra=0 
Dadala ecuación x* — px+q=0 de raíces r y 8. Por 
Teorema de Cardano: 
rep; ra 
De: (r+8)"=p* 
r+et+2ra=p* 
ri+a*= p* -2q 
También: (rs)*=g' 
Se nos pide la ecuación cuadrática de raícesr* y s? 
Aplicando la propiedad se tiene: 
> (ras Jair =0 
Entonces: 
x* —(p* -2q)x+g*=0 
Ordenando se tiene; 
*+(29- p*)x+g=0 
RBPTA 1 “E” 
PROBLEMA 21 : 
La ecuaciones de segundo grado: 
x+bx+c=0 y x04+b'x+c'=0 
tienen raíz común si : 
(c-c')*+(b-b')(bc'-b*c)=0 
Determínese la condición para que las ecuaciones 
+px+g=0 y xi+x+r=0 
tengan una raíz común. 
A) (r-p-ri(r*-pr+q)=0 
B) (r+q)+(r- p-1)(r* - pr+q)=0 
C) (r+q)+(r* - pr+q)=0 
D) (r+q)+(r-p-1)=0 
E) (r+gY- (r+p+11(r*-pr+g)=0 
RESOLUCIÓN : 
Recuerde que si r es una raíz del polinomio 
P(x)=a,0'+0,x""+..+0,5 0,30, 
entonces: 
P(r)=0;es decir ar +ar”-!+...+a,=0 
Como las ecuaciones x"+px+q=0 y 1%+x+r=0 
tienen una raíz en común que sea x,, luego se 
tiene que; ga OS q=0 jes 
¡+ r=0 


ata +rx,=0 y =x =-—Xp 


Ox-x -rerx=0 


PREGUNTAS TIPO ADMISIÓN 
Luego se tiene el sistema : 

ar 1)x7r=0 
| x7 + pxo+gs0- 


Restando (111) y (1) , tenemos : 


(r-p-Dxy= r+q 
%o el PA 
r-p-1 


Reemplazando en (11), se tiene : 
2 
(5) de 53) r=0 
r-p-=1 pl 
Multiplicando por (r-p- 1)?, se tiene : 
(r+g*+(r+q)Mr— p-D+rír-p-1)”=0 
(r+ gq +(r-p-1Mr+q+r*-rp-r)=0 
(r+q)*+(r-— p-1)(r? —- pr+q)=0 
RBPTA 1 “B” 
PROBLEMA 22 : 


Para que en la ecuación px*+10x-2=0, una de 
las raíces sea 1/8, el valor de p debe ser 
A)64 B)48 C)36 D)69 E)-113 
RESOLUCIÓN 
Recuerde que dada la ecuación Cuadrática 
axi+bx+c=0, si a es raíz de la ecuación, 
entonces reemplazamos x=a. Luego se cumple 
losiguiente: a(a)?+b(0)+e=0 
Se tiene la ecuación 

px"+10x-2=0...(I) 


1 
Como + = ges raíz de la ecuación 


Reemplazamos en (1) : 
y 1 Pp, ._ 
r(p +10(7)-2-0= E+7-2=0 


Porlo tanto, p=48 
3 BPTA 1 “B” 
PROBLEMA 23 5 

Silas raíces de la ecuación x*-(a+d)x+ad-bc=0 
son x,=3, x,=5; y las raíces de la ecuación : 
y*- (a +d* +3abc + 3bcd)y + (ad—bc)' =0 
son. y» y, Entonces el valor de Y] Y2+ YY es: 
A)213 000 B)313 000 C)413 000 


[rear] 
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D)513 000 EJ613 000 

RESOLUCION : 

En la ecuación x"-(a+d)x+ad-bc=0, de raíces 

x,=3 y x,=5 aplicamos el teorema de Cardano : 


y-(a*+d*+3abc+3bcd)y+(ad-bc)'=0 “de 
raíces y,» y, 
Aplicamos el teorema de Cardano: 
y, y,=(ad—bc)'=15*= 3375 
y +y,= 074 d*+3abc + FDA cemainmermniraos (8) 
De (a): a+d=8, elevamos al cubo 

a'+d*+3ad(a + d) =8* 

a*+d'= 8*- 3ad(a + d) 
Reemplazamos en (£) : 

3 +y2=8* —3ad(a +d)+3bc(a + d) 


=8%- E 
=8 Heep 


*—3(8)(16)= 162 


Yi +Ya= 
Nos piden : 
NY AY = NAF) 
yi + y,y3 = 3375(152) = 513000 
> El valor de y/ ya + y,y2 es 513000 
RBPTA:1 “D” 
PROBLEMA 24 : 
Sia, b y c son raíces de la ecuación: 
x* - px*+qx - r=0 donde y +0, halle el valor 
1 


E 


2 ”_ 
ay ByÍ dia cz AE 
p LT +2P EÚ+2r 


RESOLUCIÓN 1 
De la ecuación cúbica x* - px*+qx-r=>0, cuyas 
raíces son a, b y c, se cumple por el teorema de 
Cardano a+b+c=p 
ab+bc+ac=qg 
abc=r 
Luego, nos piden calcular el valor de : 
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1,1, ,1_(bcP+(aci+(abP 

IAS (aber 
Por otro lado, Sabemos que :ab+bc+4c=q 
elevando al cuadrado 
(ab+be+ac)P =q* 
>(abJ +(be)' +(ac)” + 2(ab)(be)+(bc)(ac) 

S , +(ab)(ac))=g* 
lab +(beY + (ac) + 2labeMb+c+a)=q* 
>(abP +(bc) +(ac)' +2(rMp)=q* 

(ab +(bcY +(ac)' =q* — 2rp....(B) 
Finalmente, reemplazamos ($) en(a) 


.. (02) 


1. Le q 2rp 
ar o A 


APTA 1 “B” 

PROBLEMA 25 : 
Dado el sistema 2x-y+z=1 

x+4y+2z 
¿Cuál de las siguientes ecuaciones 
D x-S5y-2=2 
1) 3x+3y+3z =2 
IM) Sx+2y+ 42 =1 
puede agregarse al sistema anterior de modo que 
el conjunto solución no varíe? A 
Alwolo1 B)lyH- CMAy HI  Djaolo 1 Ejsolo HI 
RESOLUCION : 
Una característica de los sistemas es que si 
surnamos o restamos las ecuaciones en una 
cantidad finita no se altera el conjunto solución. 
Deldato: 2x-y+z=1 

x+4y+22=-1 
+ Al restar las ecuaciones 
2x-y+z=1 
d 


1 


, 4 dy+22=-1 
Se obtiene *-—5y-z=2 () 


* Al sumar las ecuaciones 
2x-y 0 
+ 


xrdy+ 22= 
Seobtiene Zx+3y+3z=0 (+8) 


= Multiplicamos por 2 a la primera ecuación y 
sumamos con la segunda ecuación. 


EDITORIAL RUBIÑOS 
4x-2y+22= y e 
x+4y+22=-1 
Se obtiene 5x + 2y +4z2=1 (Un 
Las ecuaciones que se obtienen (*), (*%) y (***) 
son equivalentes a las primeras. 
Entonces, podemos indicar que las proposiciones 
Ty II del problema coinciden con (*) y (***); en 
cambio, II no coincide con (**); entonces, no 
podemos agregarlo al sistema. 
=> Podemos agregar las ecuaciones 1 y II. 
APTA: “LC” 
PROBLEMA 26 : 
Al resolver el sistema: 
x=6 
(x+y)"=1000 
(a +y)"=1000 

el valor para y es: 
5 B)6 
RESOLUCIÓN 1 
Notar que x, y, z > 0. 
De(f)se obtiene: 


C)7 DJ8 EJ9 


alog(x+ y)=log1000 => xloglx+y) =3 
De (y) se obtiene: 
zlog(x+y)=1l0g100 => zlog(x+y)=2 
Luego de (1) y (2): 
2 entonces x=3k; 2=2k 
Reemplazando en(a) tenemos: 
6k?*=6; k>0>k=1, 
entonces x=3; 2=2 
De (y) se obtiene: (3+ y)?=1000 => y=7 
BPTA: “Cc” 
PROBLEMA 27 : E 
Halle el conjunto de valores reales de m para los 
cuales el sistema mx-2y=b 
¡ro 
tiene solución única. 
AJR B)(-2;3) C)43) D)R-1(-2;3) E)1-2) 
RESOLUCIÓN 1 
Aplicaremos la siguiente propiedad : 


PREGUNTAS TIPO 


El sistema lineal : 
ax+by=ce 
. o 
tienen solución única si : 
a b 
be 
Se tiene el sistema siguiente : 
mx-2y=5 
dia 1 
Para que el sistema presente única solución, se 
cumple que 
mE commeR 
3 m-1I 
>m(m-1)+ 6 
m-m-6%0 
(m-3)(m+2)+0 
ms+3am+-2 


ADMISION 


Luego, me R—(-2; 3) 
+ El conjunto de valores de m es R-(-2; 3) 
BPTA : “D” 
PROBLEMA 28 : 
Si el par (1; a) es solución del sistema: 
3x-y=k 
Sxty=k-2 
Halle el valor de a... 
A)2 B)5 C)-2 D)J-6 E)l 
RESOLUCIÓN : 
Recuerde que si (a;b) es solución del sistema en 
variables x e y 
nx+ny=p 
tos 
Al reemplazár "simultáneamente en cada 
ecuación, esta se verifica también en forma 
simultánea, 
Como el par (l;a) es solución, es 
decir, x =1A y = a del sistema 


3x-y=k 
das =k-2 
Reemplazamos: [3-a=k ... (D 
EEES (11) 


Restando (11) con (1) : 242a=-2 de aquí a=-2 
RPTA : “LC” 
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PROBLEMA 29 : 


Sea p(x) un polinomio con coeficientes reales 
cuya gráfica se muestra a continuación: 
Y 


Indique la sucesión correcta después de verificar 

la veracidad o falsedad de las siguientes 

proposiciones: 

D p(x) tiene grado 3. 

ID) p(x) tiene solo 2 raíces complejas. 

MI) Existe e € R tal que p(x+c) no tiene raíces 

complejas. 

A) VVV B)VVF C)VFF D)FFV 

RESOLUCIÓN : 

Consideremos la siguiente función polinomial. 
Py a + 2 x*-x+2 

Si procedemos a factorizar en los reales, tenemos 
Py =00+ 1)(O —x +2) 

Al graficarlo se obtiene: 


E) FEF 


4| 


Porlo que podemos concluir que :- 

* x*+1 tiene raíz real negativa x=-1 y 2 raíces 
complejas imaginarias. 

+= x?- x+2 liene 2 raíces complejas imaginarias. 
Luego  * 

Podemos afirmar que las proposiciones 1 y II son 
falsas. 

Ahora recordemos que p(x+c) es un 
desplazamiento de la gráfica en el eje X, por lo 
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queno se altera el número de raíces reales. 
Entonces la proposición lll es falsa. 

APTA 1 “E” 
PROBLEMA '30 : 
Determine la gráfica que corresponde a la función 
16) =D GH) 6) 


RESOLUCIÓN : 
Recuerde que: 
1 ) Las raíces reales de la función polinomial 
intersecan al eje X. 
2%) Sila raíz es de multiplicidad impar o simple, 
interseca al eje X; si la raíz es de multiplicidad par, 
es tangente al eje X. 
Se observa que: 6 es raíz de multiplicidad impar. 
=1 es raíz de multiplicidad impar. 

3 es raíz de multiplicidad par. 
2 es raíz simple. 
Ademássix>6>f,,>0 


(1) 
Entonces, tenemos que la gráfica aproximada es. 
Y 


raíz de multiplicidad 
impar (punto de inflexión ) 
6 raíz de multiciplidad 


raíz de multiplicidad impar 
(punto de inflexión) 


RPTA : “D” 


EDITORIAL RUEIÑOS 
PROBLEMA 31 5 

Halle el conjunto de los números reales x, tal que 
la suma del número x y su inverso multiplicativo 
sea mayor que 2. 

AMxeR/x>0nx+1) BlxeR/x>1) CMxeRíx<1) 
D)ixeRlx<-1) ElNxeR/lx*0) 
RESOLUCIÓN : 

Dela condición : 


a+L>2 > +4L-2>0 
x x 


x*-2x+1 
ACA Le 


2 
»02 ED >S0 
x 


De donde (x —1) >0;x+*1 


>1>0>x>0>(xeR/x<00x*1) 
RPTA : “4” 

PROBLEMA 32 : 
Halle el mayor número real r que satisface la 
relación r < x*%+ 4x+6, Vx eR. 
AJ-2 — BJ2 cJo Di E)-1 
RESOLUCIÓN : 
* Recuerde que : 


Para todo real se cumple que a? > 0 > mínimo 
de a? es cero. 


Si M<f(x)MeR;VxeR, entonces, el 
máximo valor de M es igual al mínimo valor de 
Nos piden el mayor número rea) r que cumpla 
rsa +4x+6;VxeR 
UE) 


Fes pa 
que 


Entonces, el mayor valor de r es el mínimo valor 
dea 
Procedemos a completar cuadrados en f,,, pari 
Juego minimizarla. 
Fu=("+dx+4)+2 > f,=(x+2)+2 
El mínimo valor de fy= (x + 2) +2=2 
mini calor 

Por lo tanto, el mayor valor de r es 2 

E RETA : “B" 
PROBLEMA 33 : 
Halle el conjunto solución de la inecuación : 

25 (2% -1)<2"-16 

ANI516) — BNO;16) CHO:4) DM2:8) El (4:61) 


PREGUNTAS TIPO ADMISIÓN 
RESOLUCIÓN 1 
Según la teoría: para b>1 se cumple que: 
E<b" «mel 
Dada la inecuación: 

2. 1(2*1-1)<2*-16 


Operando: 
2-2 <2"-16 
(2=) -17x2*%+ 16<0 
2 ES 16 
2 1 


Puntos críticos en la recta numérica: 


00 1 16 +o 
Entonces: 1<2"<16 => 2%<2*<2* 
Luego: 0<x<4 


Se concluye: (0;4) 

BPTA : “C" 
PROBLEMA 34 : 
Halle el conjunto solución del sistema de 
inecuaciones: V1+ x+2/x > 1-Jx 20 
A) [0,+co) B) (0,+:0) C) (0,1) 


DJ10,J ——— EjlL+o) 
RESOLUCIÓN : 


19) Hallaremos el conjunto de valores admisibles 
(CVA). 

2%) Efectuaremos operaciones para eliminar 
radicales. 


Piden resolver: Vl+x+2/x >1-/x 20 
+ Hallando el CVA: x > 0 => CVA =R; 
+ La inecuación se puede escribir de la siguiente 
dic Vi+xr2 dx 21- Ji n1-Jx 20 
Completando cuadrados: 

del al 21 dnd dz 

(a+ JxY 21 nx 


Si Vxz1-dinxs1> 2 dx 200x51 
> x>0nxs1l 
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=> intersectando == A 


1) 1 
RBPTA : “D” 
PROBLEMA 35 : 


La tabla adjunta muestra parte del dominio y 
rango de una función lineal f. 


50] 2]5] 855% 
[£(=)[ 10 |« [2837] 
La suma de a y b es 
AJ30  B)25 C)40  D)45  EJ35 


RESOLUCIÓN : 

Seutiliza la ecuación general de una función lineal. 
F(:)=mx+b; m + 0 

Sea fíx)=mx+b; m * 0 

Del dato: 


MT 2 [5] 201703 
£(x)/10] a |28 [87] 
Tenemos 
1(2)=10; (8) =28; 1(5)=a5 N(D)=37 
Reemplazando en f,,,=mx+b, se tiene 
f(2)=2m+b=1 
1(8)=8m+b=28 
Restando (fB)-(a) : 
6m=18 >m=3 
Reemplazando en (a) :b=4 
Luego, N(x)=3x+4 
entonces : 
1(6)=3(5)+4=a => a=19 
f(b)=3b+4=37 => b=11 
Por lo tanto, a+b=30. 


APTA : “A” 
PROBLEMA 36 : 


Halle el rango de la función f,= -x*+2x, sabiendo 
que su dominio es igual al conjuntos de los números 
reales. 


AJ(=0:01 B)(=o; 1) C)(=0; co) D)[O; co) EM=o5 1 
RESOLUCIÓN : 


Se tiene la función f¡=-x*+2x;x€R. 
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Completamos el cuadrado. 
To=- ls -20+141> fiy= (2-4 

Como x es un múmero real, entonces: , 

t-DF>0 

Luego: (x- 1) SO 

Sumamos 1 en ambos miembros. 
Ax-17+151 > f,., S1> Ran(f) =(=o03 1] 

pe BPTA : “E” 
PROBLEMA 37 : 
Sean f y g dos funciones definidas por : 


Samba l 

For (J2 ny e" (3) VxeR. 
La suma del valor mínimo de f con el valor 
mínimo de g esigual a 

1 
NZD 
RESOLUCIÓN : 
Para suresolución debemos recortar las siguientes 
propiedades. 
Sib>1A n<x<m, entonces, b"sb* <b”, 
Si0<b<lans x<m, entonces, b">b*>b"”. 
Además, debemos tener en cuenta que 

-1ssenx<1=>0<sentxs<1¡VxeR 
» Sesabe que -1<senx<1;VxeR 
Multíplicamos por 3 y restamos 1 
3-15 3 senx-1<3-1 


1 
0% DIG 
07 ) 


Como /2es mayor que 1, entonces 
VEAS yal pa? 
1 
n ES Fis 2 


Porlo tanto, sn mínimo valor de Fes z 

* Además, OssentxS 1. 

Multiplicamos por 3 y restamos 1. 
38(0)-1< 3sen*x-1< 3(1)-1 


1 
Como yes menor que 1, entonces 


CO) 


1 
EA 


EDITORIAL RUBIÑOS 
Porlo tanto, el mínimo valor de g es z 


* El mínimo valor de F sumado con el mínimo 
valor de g es 1/2. 

RPTA : “e” 
PROBLEMA 38 : 
La suma de las coordenadas de los puntos de 
intersección de las gráficas de las funciones f y g, 
definidas en el conjunto de los números reales 

fi 507 248 


Bn=7+2 en 


A)31/4 — B)31/3 
RHESOLUCIÓN : 
La teoría nos dice que los. e de intersección 
de la gráfica de funciones f, e) Y 85€ obtienen 
igualándo: f.,, = 8, 

Se nos pide hallar la suma de coordenadas de los 
puntos de intersección de las gráficas de funciones 
fy8. 


Según el enunciado: 
ha=x" 20485 Bu) = E42 


C) 41/4 D)41/3 E) 33/4 


Como queremos los puntos de intersección, 
igualamos fi = £w , de tal modo que: 


, x 
«248 = +2 
2 


RBPTA 1 “A” 
PROBLEMA 39 : 
Six, e yson números reales tal quex,> y, y 
satisfacen el sistema de ecuaciones : 

p (+ y)=30 


a3 + y"=35 


PREGUNTAS TIPO ADMISIÓN 
halle el valor de xy — Yo 
AJ5  B)2 cJ1 
RESOLUCIÓN : 
Dado el enunciado, tenernos el siguiente sistema: 
xy(x + y)=30 
at y"=35 


D)3 EJ4 


Recordemos la siguiente propiedad algebraica: 
(eya +y +3ayla+y) 
Según el sistema, donde la solución es (xp; Yo): 
[XoY0 (Xy +Y0)= 8Ovwaoro (1) 
1) 


Operando 3(1)+(11) resulta: 
a+ y3+ 3%, Jo(%o+Y))=35+3(30) 
> (2,+Yo =125 > (x,+y0)=5 
De (1): x,y.=6 
Se nos pide hallar: xy — Yo 
Para tal fin aplicaremos la identidad de Legendre: 
(9 +90)" — (xo — Yo)" =4%0Yo 
Sustituyendo valores tenemos: 
5% —(x, — yo) =4(6) > (%o Y. )'=1 
ya que: 29>JYo > Xp — Yo=1 . 
BPTA 1 “Cc” 

PROBLEMA 40 : 
El sistema de ecuaciones lineales 

a4y+tz=2 

ax+by+2=4a 

ar+py+z=0 
tiene la solución única (x,» Yo» 2, ) donde y,=0 . 
Halle la relación correcta entre a ya. 
A) daa=a+a B) 2aa=a+a  C)8aa=a+a 
D) aa=2a+20 E) aa=4a+4a 
RESOLUCIÓN : 
Resolviendo el sistema lineal, usando el método 
dereducción. 
Como y=0, el sistema lineal se reduce a 

AER Laca (1) 

1144) 
(LI) 


*Restamos (1) de (11) 
(a-1)x=44 Bocca (IV) 
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* Restamos (1) de (MI) : 

(a-1)x=-2 
* Dividimos (IV) + (V): 
=1-2a>a-1=(0-1X1-2a) 


>4a-1=a-1-2aa+20>2aa=a+a 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 41 : 


Sillas ecuaciones 2/x + 


=5y ax*+bx+8=0 


Vx 
tienen las mismas raíces, hallar a+b. 


A)-34  B)-32 
RESOLUCIÓN : 
Recordando que en la ecuación cuadrática 


ax* +bx+c=0, cuyas raíces son x, y x,, se 
cumple Jo siguiente: 


C)-30  D)-26  E)24 


e 
AAN A 
Datos: E 
ax rios e //) 
ax +bx+8=0 morenos (LI) 


Por dato sabemos que las ecuaciones (1) y (II) 
tienen raíces iguales. 


De (Us Nx +2 
> 
2 /x -5/x +2=0 

2 Jx =1 

Jx E 


(2V5 -1)x(Vx-2)=0= 2/x -1=0v/x-2=0 


6 


2.7 vo oxp=4 
En 1019) la ecuación 
Ñ 
tieneraíces x= ; xy=4 (dato) 
ax +bx+8=0 16 7 
Se cumple que: 
na. a(% «(2 
A a 
>a=8 
ió +3 IA == 
Y ta z 


>b=-34>a+b=8+(-34)=-26 
Se concluye que el valor de a+b es— 26. 
RETA 5 “D” 


ALGEBRA LA ENCICLOPEDIA 2012 


PROBLEMA 42 1 


Halle el área de la región limitada por el gráfico 
dela relación. - 


R=((x3 y) € R*lx=]y|vV Ae 
AJ20 u* B)30u* C)26u* D)16u* E)12,5u* 
RESOLUCIÓN 
La! Recuerde las siguientes gráficas. 


ds TE 


Nos piden el área de la región limitada por las 


rpendiculos 
EOS olía cócions enfe) 


intersección »e cumple que 
*=5yly]=x=6 
S>y=b5b0y=-5 


Finalmente base paltura 


Área de la región — 10.6 
sombreada 2 


=26u* 


APTA : “Cc” 
PROBLEMA 43 : 
Halle el área de la región determinada por el 
gráfico de la relación 
RA) ER '/lads ys VIP) 


a ze B) xu* C) 4xu* mi u* E) 2xu* 


RESOLUCIÓN 
* Recordando que la gráfica de la relación 


yo 1-2X es: E 


EDITORIAL RUBIÑOS 
Asimismo si se tiene: 


Actor =3or* ;0en radianes 
ireniar 


"Tenemos la siguiente relación: 
Rallx;y)eR*/Jds ys V1- 7) 
Según la condición: | <y <A> 
sy an y<sVi=x* 


Estableciendolas relaciones anteriores para hallar 
el área de la relación R, tenemos: 
ns 


La nueva región surgida de la intersección de 
ambas relaciones es representada por S. 


Se nos pide hallar el área S. 
1(x a 
se l[z 2 E,y2 
: Aj > qu 
BPTA 1 “D” 
PROBLEMA 44 1 


Dada la siguiente relación: y- |y|=x-lx] ; diga 
cuál de las siguientes gráficas es la que le 
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corresponde: con el gráfico 2. 


Y » Y; Y 
sas - B) de Cc) a 
Y Y 


RESOLUCION : 
En la resolución del problema, aplicamos la 
definición de valor absoluto. 
xsix>0 
as e x<0 
En el problema nos piden la gráfica de 


y=ly=we-—lxl marnan. no (1) 


Caso 1: y20 


Reemplazamos en 1 
y-y=x-lxl > xe=lxl +x20 


cuya gráfica será y 


Gráfico 1 


CASO 3: y<0 
Reemplazamos en 1 
y+y=x-ll > 


_ fOspix==0 
lessix<O 


x-lxl 
2 


perocomo y<0 > y=x3x<0 
Y 


Gráfico 2 
Luego, la gráfica pedida es la unión del gráfico 1 


Y 


x 


> La gráfica de la relación es ] 


APTA: “0” 
PROBLEMA 45 : 
Sea f una función tal que: 
f«- 2 Vx )=2(x-4Vx ), « > 4,entonces: 
Dom(f) rn, Ran(f) es igual a: 
A) 10;«0) B)[1; 00) C)0;w) DJ[4; 00) EXN1; 0) 
RESOLUCIÓN : 
» Composición de funciones 
+» Cálculo del dominio y rango 
N-2lx)=2(x-4Jx)x% 24 
= fl -2/x +11) = 2(x- 4Vx+4-4) 
=F((z-10*-1))=2((/% -2)* -4)) 
=A((Wz-1P-1)) =2((Jx -1-10* -4)) 
La /x-1 =a y obtenemos 
fa? - 1) =2((a- 1) -4) 
Como 243 V/x22=>Jx-121 
>azi>a?21>a*-120 
Luego de (*) se tiene lo siguiente: 
Domf =/0; +:0) 
También a >1 > (a-1)20>(a-1*20 
>(a-1P-424 > 2(a-1* -4)28 
luego de (*) se tiene lo siguiente E 


Romf= 1-8: apa, gr 


AA () 


PROBLEMA 46 : 
Sean las funciones: 
fio =Nd-8-/64-x* 
E) =(2*)sgn(x), 
donde sgn esla función signo. 
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Luego, el número de elementos de ((x,f(8(J))) 
es: 
40 B)1 Cj2 
RESOLUCIÓN y 
Nos piden el número de elementos de (x; g(x))). 
Para eso, analizaremos cada una de las funciones 
Fyg. Veamos: - 
Determinamos su dominio: Domf=CVA 

ldl-82> 0» 64- x*>0 

e lxjz 8 n 64 > x* 

e (128v x<-8)n (-8<x58) 

+ x=8;- 8 
Entonces la función f=((8; 0); (- 8; 0)) 
* Ey=x Xx agn(x) 


DJS EJg 


Entonces: 
xix>0 
Bix) =3 05x=0 
0 r<O 


Ahora veamos la composición (Fo g). 
1%) Dífo g)=1x/x € Dg a 8,., e Df) 
=(x/x € Dg A 8,,, € (8; - 8)) 
=> D(fo g)=1x/x € R' nx? e18;-8)) v 
] (2) 
lx/x € Ra-x* e18;-8)) y 
1-2) 
1x/x =0 10 e 18;-8)) 
$ 
=> D(fo g)=12;- 2) 
27) Hallamos: 


(Fo Bl =f(B 10); V x e Df o 8) 

x=2: (Po 8)a=f (E1)=f0=0 

x=2: (fo Bh.y=f (€,-2,)=f..,=0 

=> (fo 8g)=1(2; 0); ( — 2; 0)) 

RETA 1 “Cc” 

PROBLEMA 47 1 
Dadas las funciones f, g: R=R, definidas por 
F(x)=]x - 21+2 y g(x)=- (?+2). Determine 
f+8. 


EDITORIAL RUBIÑOS 


«222 B) 


e 


RESOLUCIÓN 1 
Recuerde 
Sean las funciones 
FAB y g:C>D 
Se define: (8) a) +8 e) 
Dom(f+g)=Domf ;Domg 
* Nos piden determinar F+g. 
Datos : 
fiy= lx -2]+2; Domf= R 
Ep) =-*-2;Domg=R 
Entonces: (F+g),,,=F..,+8 q.) 
Reemplazando los datos: (P+g),,,=|x-2]-x* 
y además : 
Dom(f+g)= Domf 5Domg=RAR=R 
Redefiniendo la función ; 
xx 222 
(+, e a—x+2%xa<2 


Completando cuadrados, obtenemoslo siguiente, 


-(» 
(F+ Bl = 5 Na 
-(++2) +ga<2 
BETA 1 “a” 
PROBLEMA 48 : : 


La raíz cúbica del número complejo 3=-2 de mayor 
argumento principal, es también raíz 18-ésima de 
otro complejo u=a+bi con a y b número reales. 
Determine a+b. 


A)2*(/3+1) B)2* C)2"(43+1) DJ2* EJ2 


PREGUNTAS TIPO ADMISIOM 


1481 
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RESOLUCIÓN 1 
* Forma polar y radicación de números complejos 


13-129 


Pero 
cos +isenE 
3 3 
3/F1=, cosx +isenx 
con visen% (mayorargumento principal) 
Entonces , la raiz de 3=-2 de mayor argumneto es 
Y tx) 
—+isen 
92 (000 viven > 
Por dato sabemos que : 
120002 +isen E). ¡ía +bi 


- 2 (cos 307 +isen30x )=a +bi 
+2 (1+1.0)=0+bi > 2%+0.i=a+bi 
a=221b=0>a+b=2* 

APTA) “B” 
PROBLEMA 49 1 


-3il=2 
Al resolver el sistema ES sl 
y-x*=1 


es un número complejo; la suma de las ordenadas 
delos puntos solución es: 
AJ9  Bj8  C57 
RESOLUCIÓN 1 
Para dar respuesta a este problema, debemos 
recordar el módulo de un complejo y relacionarlo 
conla ecuación de una circunferencia, finalmente 
resolveremos una ecuación cuadrática. 
Dado el sistema: 

lz-34= 


donde =x + iy 


DJ6 EJ6 


11) 


y-2?=1... (IM) 
La ecuación (1) representa una circunferencia con 


centro en'(0; 3) y radio r=2. 
Comoz=x+yi <> (x;y), la ecuación equivalente 
ales x*+(y-3)*=2?.... (TI) 
De (11) obtenemos x*=y - 1, reemplazamos en 
(AI) y obtenemos y - 1+(y -3)?=4. 

> y -5y+4=0> (y-1My-4)=0 


> y=1v y=4 
Reemplazando (11) : 


cs=((0:1).(43:4).(-43:4)) 
Piden :14+4+4=9 
RPTA 1 “A” 
PROBLEMA 50 : 
Sean los números complejos z=x-+ly y 
u = xx + iy, x > 0 y los conjuntos 
A=(z/1 Siz+4i] S 2), 
B=(u = Vx - iy) ju+ 4i|2 0) 
¿Cuál de las siguientes gráficas representa a 


va) 


RESOLUCIÓN : 
En la resolución de este problema utilizaremos 
algunas propiedades de módulo de un complejo 
y luego graficaremos regiones generadas por 
conjuntos cuyos elementos son números 
complejos. 
Hallamos las regiones determinadas por los 
conjuntos A y B. 
A= iz =x + yil 1<|z + 4i]< 2) 
IS +4i]<2 

els als? 

e 15 lz-4is 2 E 
Se observa que el conjunto A es una corona 
centrada en z,=41, de radiosr=1 A R=2. 
Es decir: 


ALGEBRA LA ENCICLOPEDIA 2012 
B=(u=Jx- yi /fu+ 420 x > 0) 
Como [u+4i] > O siempre se cumple x >0, 
entonces, B es un semiplano de puntos (x; y), tal 


quex>0. 
Es decir: 


Porlo tanto, AM Bes: 


RPTA ; “E” 
PROBLEMA 51 : 
Dadaslas siguiente proposiciones: 
D Las raíces de e” -1=0, pertenecen a un 
polígono regular de n lados, Vn € NY 


msi e "=a+biy0€, (Es = entonces 
A 


2.2 2 


TI) Dados a,B e (0, 2x), tales que PB>a, si 
cos(a)=cos( 8), entonces e*+*4=1, 
Indique cuáles son correctas. 

AjuoloI Bjsoloil C)solo MI DM y 1 
RESOLUCION : ' 
En el problema aplicaremos la definición de 
exponencial compleja. 

Veamos cada una de las afirmaciones: 


EMI y HI 


1] FALSO : 

Resolvemos 
e” -1=0 (considerando e = 2,718281... 
A id y ¿i= 4D 
>n=2kx; kheZ 
AAA OA A A 


EDITORIAL RUBIÑOS 


Las soluciones de la ecuación no forman un 
polígono de n lados. 


M3 FALSO : e 
Veamos un contraejemplo: 


Ed 
De oelz: 25) tomamos 0 = 3 


entonces, a=0 y b=te( 2, ) 
MY VERDADERO 1 
Como a, $ e (0;2x); B>a 
además, Cosa=Cosf ; entonces, a+P=2x de 
donde e(9*8) = git2x) — 7 
= La proposición verdadera es solo II. 
RPTAs “Cc” 


PROBLEMA 52 : 

Indique la secuencia correcta después de 
determinar si la proposición es verdadera (V) o 
falsa (F); 

D) La composición de una función par con una 
función impar es una función par, 

11) El producto de dos funciones impares es una 
función impar. 

111) La suma de dos funciones pares es una función 
par. 

A)VFV  B)VVV 
RESOLUCIÓN : 
Teniendo en cuenta las siguientes definicion 
* F'es una función par si y solo si 

LoFhiai V 25% € Dom(f) 

* f'es una función impar si y solo si 
Dofus iY xx e Dom(f) 

1) VERDADERO : 

La composición de una función par con una! o 
es una función par. 

Efectivamente, sean F y g funciones par e impar, 
respectivamente, teniéndose: 


C)FVV D)FFV E) VFF 


Cria Vx; -x e Dom(f) 
BoTz Em Vx=xe Dom(g) 
Entonces: — (f08)h-. =fup. sj 


Focets)y YA QUE E es impar 
Fs YA que F es par 
=(f 0 Bl, 


PREGUNTAS TIPO ADMISION 
Luego, Fog es una función par. 
M3 FALSO : 
El producto de dos funciones impafes es una 
funciónimpar. 
Teniendo en cuenta el siguiente contraejemplo: 
Siendo f.,,=*y £,,, ==" dos funciones impares, ya que ; 
fon )= fi 
Bras =-(x*)=- 8(x) 
Pero (f*Bha=f Bn > 2 


es par, ya que: (f- 8) =3"=(—x'=(f* 8). 
Sintetizando, tenernos dos funciones impares cuyo 
producto es una función par. 
11) VERDADERO : 
La suma de dos funciones pares es una función par. 
Efectivamente, siendo f y g dos funciones pares, 
tenemos: 
(8h br Bin 
=f, +81.) Pues f y E son pares 
(48d 

Se concluye que (f+g) es una función par. 

RETA 1 “A” 
PROBLEMA 53 : 
SiP, =x*+ax* - x+b-6 esdivisible entrex* — 1 y 
la suma delos valores de x que cumplen P,,,=0 es-4, 
Calcule el producto de a y b. 
A)J-7 B)-4 CJ4  DJ5 
RESOLUCIÓN +: 
Recordando que si P,,, es divisible por (M,,, « Ny) 
con *[P.,] 2 Mz Ni] 
=> P,, es divisible por M,,, y divisible por N,, 
Yaque: P,=x "+03! - x+b-6 


es divisible por :x? - 12 (x+1)(x- 1) 


EJ8 


> P,,, esdivisible por + -1=> Ea, es una division exacta 


= P,,20 (por teorema del resto) 
2 1+0-14b-6=0'= 0+b=G.ma 
'También, para: P,,, = 1x"+ax* —x+b=0 


7) 


sabemos por dato quela suma delos valores de 
red 
=> guma de las raíces=-— 4 
a rd 


e -a=-4 +0=4 
Reemplazamosen (1):b=2> 4 x b=8 ppyg ; uE” 
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PROBLEMA 54 : 
Si 2(4*)—3(2*)—20=0, halle el 
Log,(4"). 
AJ2 B)3 C)4 
RESOLUCION : 
Según las condiciones del enunciado, recordemos: 
» La factorización por aspa simple y 
= La propiedad de logaritmos 
Log,d n=nLog,a; a>0;b>01b=1 

Factorizando la ecuación: 

2(2* ?— 3(2x)- 20=0 

2(2* ) +5 

(2%) -4 
EE =0 
A 

>2=4 
Además se nos pide: 
Log,(4")=Log,(2" '=Log,4'=Log,P=áLog, 2=4 
BPTA 1 “0” 


valor de 


D)8 E) 16 


PROBLEMA 55 : 
Sea f: R + R una función definida por 


e LLog,a e 


fu= Logo a] 


donde a>0 y a>1, cuyo dominio es un intervalo 
de la forma (-1; » Halle p - q. 

A6 B)-2 A 1 DJ3 
RESOLUCIÓN : 

Recordando que la función logaritmo f,,,=Log,x 
queda bien establecida si x>0 Ab>0Mbxw1 
Queda bien establecida la función f,.,, si: 


1+x 1+4% 1-x 
a(F2)>001 E ]>000[7 PE 


Se cancela a porque a > 0. 


1+x 14+4x 1-x 
== >0'A >0n 0 
15% l+x 1E4ET 


> (14x)(1x) >0 M(1+4x)(1+4x) > 0(1-x)(14+4x)>0 


E)4 


>0 


a An 

4 4 
Empleando en cada inecuación puntos críticos, 
tenemos; 


xe 11 


ALGEBRA LA ENCICLOPEDIA 2012 


1 +00 -00 -1 1 
== “too 
09 f Il +00 
4 
Interceptando: 
0 A 1 1 40 


4 
Dom 1) 20) (enunciado) 
>p=4 A q=1 >p-q=3 

BPTA : “0D” 

PROBLEMA 56 : 
Si f:R=>Res una función cuadrática que 
satisface las condiciones f,,, =2; f,.,, =-2 y 
Fr = 4, halle Bi) = Finas) ar, 


A) B=- rl B) 8.=- e de 


NN 


ElB=- EA 


RESOLUCION : 
* Recordando la forma general de la función 
cuadrática: f,,=ax*+bx+c; ax 0. 
Yaque f,y=ax*+bx+c; a =0 
Se remplaza los datos: 

fa +b+0=2 

y 34 —b+e0=- 2 

fo 4a+2b+c=-4 

Al resolver el sistema, tenemos: 


8 
ba e=ss ai 


* Nos piden hallar: 


Erice tia) 
> E =a(1+1) +b(341)+c+a (a '+b(x—1)+0 


484 


E 
EDITORIAL HBUBINOS 


=> E =2a(x*+1)+2bx+20 
16 16__16 
> BG ll) +4 
> eE +dx 
RPTA 1 “B” 
PROBLEMA 57 : 
SeanA,B conjuntos no vacíos. Señale la alternativa 
que presenta la secuencia correcta, después de 
determinar si la proposición es verdadera (V) o 
falsa (F). 
DSi 
(oe, y); (a, 2) € F=1(x, y) /x € A, y E BI) C AXB 
implica que y=z, entonces podemos decir que f 
es un función de A en B. 
1) Toda función sobreyectiva f: A > B es 
inyectiva. 
1MI)Toda función inyectiva f:A + B es 
sobreyectiva. 
AJVVV B)VFV 
RESOLUCION : 
Para determinar el valor de verdad recordemos 
la definición de función. 
Fes una función de A en B 
+ VxeA,3' y eEB talque(x;y)ef 
1) VERDADERO : 
Pues si (xy) ef a(xz)ef implica y=z. 
Significa que dos pares ordenados diferentes de F 
no tienen la misma primera componente. Por lo 
tanto, Fes una función, 
MI FALSO : 
Pues tenemos la siguiente función constante 
FR >4R), para fi,) = R 
Fes sobreyectiva, pero no es inyectiva. 
11] FALSO s E 
Pues si tenemos la función lineal 
F: 10; 6] —[0; 6] tal que f.,, =x% 
f es inyectiva, sin embargo, no es sobreyectiva, 
pues el Ranf=[0; 5] es diferente al 'cOniEo de 
llegada B=/0; 6]. 
=> La secuencia correcta es VFF, 
RBPTA: “Cc” 


C)VFF D)FFV E)FFF 


PREGUNTAS TIPO ADMISIOM 
PROBLEMA 58: 

Señale cuál de las figuras representa 
adecuadamente la gráfica de la funciórr 
f(x)=Log(|x|+1)+Log(|x| - 1) 


Y Y 


El 
RESOLUCIÓN : 
Recuerde que f es una función par si y solo si 
Tafi 5 V-% M% EDOM(f), y que la gráfica 
de una función par es simétrica con respecto al 
ejeY. 
D). La existencia de la función está garantizada 
cuando |x|-1>0.. . 


> |x| >1> x e(=03-1)U (15+0) 


Luego, Dom(f)= (—<o;—1) U (13 +00) 
II). La función es par. 

En efecto, sea x € Dom(f) 

> faj=Log(|x]+1)+Log(|x|-1) 
=Log(|- x|+1)+Log(|-x+|-10=f,.., 
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II) Sixe (1; +0) > f,,=Log(x+1)+Log(:-1) 
=Log(x* -1) 

Además, x=1 es una asíntota y f, yz , = O también 

es fácil de ver que f.,,< 1. 

Entonces, la gráfica de Fes dada por. 


Xx 


BPTA : “A” 


PROELEMA 59 : 
La región sombreada de la figura mostrada, 
representa al conjunto solución de un sistema de 
inecuaciones. Determine dicho sistema. 

Y 


y-e=20 y+e“ so 
y+e”<o y-tanx<0 y+tanx>0 
PE el x er ” 
es 2 E 
2 
y-e*s0 a 
-e*>0 y-tanx20 
mal Ss E) 
y +tan xs 0 +2-£ 


RESOLUCIÓN : 
* Recordando las gráficas de las funciones: 
f(x)=e * 


= [23 2 
84 =tanx; e > 


, 
ALGEBHA LA ENCICLOPEDIA 2012 EDITORIAL HUBIÑOS 


*Trazando la gráfica de la región: Observamos que la ecuación de la circunferencia 
R= (bs 10 2*/y50* ny > tanx o; .-2 de centro C=(0:0), radior=2 y comoy *>4-=* 

E se sombreará fuera de la circunferencia. 
tenemos: 


Y 


el cual corresponde a la gráfica mostrada. Graficarmos (11) : 
BPTA : “E” Graficaremos la siguiente igualdad: a* — y?=1 


Observamos la ecuación de la hipérbola. 
2 


PROBLEMA 60 : 
El gráfico del conjunto solución del sistema de 
inecuaciones — ty! > 4 


PA 
e-ys 1 Antes de sombrear, debemos observar que el 
es representado por la región sombreada: (0;0)cumpla la inecuación; solo entonces 
Y Y sombreamos la zona que está entre las ramas de 
la hipérbola. 


RESOLUCIÓN 2 ' BETA 1 “Ar 
La intersección de cada desigualdad nos da el 


conjunto solución: 

Graficamos (Dz Halle el producto de los valores de x que 
satisfacen la ecuación 

Graficaremos la siguiente igualdad: x*+y*=2* Log*yx -5Log,x+6=0 


PROBLEMA 61 


PREGUNTAS TIPO ADMISIÓN 
A) 12 BJ6 C)30 D)32 EJ6 
RESOLUCIÓN : 

Resolvemos la ecuación logarítmica mediante un 
cambio de variable para facilitar la factorización 
de la expresión logarítmica. Luego, se iguala a 
cero cada factor para calcular los valores de la 
incógnita x y, finalmente, el producto de ellos. 
(Log3x)? — 5(Log3x)+6=0 
Hacemos el cambio : 
Logyx =£ix>0 
Luego: e St+6=0 
Factorizamos 
(t- 21(t-3)=0 
>1-2=0vt-3=0 
21 =Logsx = 2 vt = Loggx =3 
Por definición de logaritmos obtendremos : 
e=2ivr=2 
Luego: x,=4 v x3=8 
Nótese que ambas soluciones son positivas. 
Por lo tanto, x,x,=32 
» El producto de valores de x que satisfacen la 
ecuación es 32. 
APTA 1 “o” 
PROBLEMA 62: 
La suma de los cuadrados de dos números reales 
positivos es 11 y la diferencia de sus logaritmos, 
en buse 10, es 1/2. Determine el producto de 
dichos números. 
ANTI BrJ1O CIÍ7 DIJIO ENÍIO 
RESOLUCIÓN : 
+ Definición de logáritmos : 
Log, N=x <> b*=N 
x>0b>0nb+1 


» Propiedad de logaritmos 
M 
Log, M— Log, N=L0B, y; 


* Sean los números reales posilivos a y b. 
Del enunciado 
a 


1 ee 
Loga —Logb=5 => Log ¿== > 
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ad+b*=11 
2,5_1 

Hay 
De (1): 

J10 + > ab=J10 

+." 
APTA : “D” 

PROBLEMA 63 : 
Si 29*14+5x2"=12, halle 2(y+1) 
A)Logs3  B)3Log36 C) Log,9 


D) 7Log,7 E) ¿1Logs8 
RESOLUCIÓN : 
* Definición de logaritmo 
Log,N=x + b"=N; x>0;b>0Ab x 1 
Propiedad de logaritmos (regla del sombrero) 
KLog,N=Log,N* 
Nos piden 2(y+1) 
Del dato tenemos 


2945x2'=12 
2(2 '+5(2*)- 12=0 


2(2) -3 > 2'=8/2 
1(2*) +4 >2=-4(3'y) 
Luego 
2>=3/2 


2=3 => log,3=y+1 
x2:2(y+1)=2Log,3=Log,9 
BPTA :; “C” 
PROBLEMA 64 : 
Sea a un número real positivo diferente de F. Halle 
el valor de y que satisface el sistema de ecuaciones 


1 
9163021 =1. 
a a á 


A) Log,6 B)Log,61 C)Log,4 D)Log,16 El Log,8 
RESOLUCIÓN : 

De la segunda ecuación obtenemos :. 

2y 


E 
4 


ar 4 


z 
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Además, en el dato se tiene que 


ALGEBÑA LA ENCICLOPEDIA 2012 
Reemplazamos en la primera ecuación tenemos 
at.a? =16 
2y 4, $ 
> Ea =16 > a =64 
Extraemos la raíz cúbica y obtenemos : a'=4 
“Tomamos logaritmo en base a y oblenemos 
. y=l0g,4 

BPTA : “C” 
PROBLEMA 65 : 
Halle los valores de x que satisfacen la ecuación 
grrr? -6x+16) — glogx 25 
A) 2y4 B)3y6 
D)2y3 E)2y5 
RESOLUCIÓN 1 
Utilizaremos las siguientes propiedades: 
¿Dlszb?or= xj vb>0nb+1 
«Logyx, = log, x¿ <> x, = x35Vb>0nAb+*1 

ho lo 

a ab ee Rin 
“Tenemos la ecuación 
grazis?-0m910) - q 96.35 


25 pad - gs 
SEA 10 


C)3y4 


ad 


> log,(x*-5x+16)= log, 9 

xi b6x+16=9x>05x* -5x+15>0 
>x-bx+6=0 

S(x-2)(x-3)=0 

PAx=2vx=3 


Como x=2; x=3 satisfacen las desigualdades 
armba mencionadas, entonces son las soluciones 
de la ecuación. 

A HBPTA : “D"” 
PROBLEMA 66.: 
Resuelvala inecuación exponencial ¿45H < 9 
e indique el intervalo solución. 


pay 


A) [0; +00) B) ¿0;1) 
D) [0;Log,2) E) (1;Log, 2) 
RESOLUCIÓN : 


0) (1:+ 0) 


EDITORIAL RUBIÑOS 
Recordando la siguiente propiedad : 
Para a>1, M>0, N>0 se tiene que 
M<n «» Log,m< Log,N 
a 2 

Hallamos el conjunto de valores admisibles. 
mm 
Luego la inecuación queda : 33 gre 
Usando la propiedad obtenemos ; 

Log,(3**)< Logs(2'*) 
> x* -1<(1-x)Log,2 


> x(x- 1)+(x -— 1).Log¿2<0 
> (x-1).(a+Log,2)< 0 


es positivo 


2 (11) 

De (1) y (1) 

0Sx<1 

PROBLEMA 67 : 

Halle el valor de x en la siguiente ecuación: 
logx'"* — logx-6=0 

Dé como respuesta la suma de las soluciones. 


RBPTA : “B" 


A) 10,01 B) 99,99 CC) 100,01 
D) 999,99 E) 1 000,01 
RESOLUCIÓN : 

Regla del sombrero 


Siendo a; b positivos, 


Togx'*" — logx — 6=0 
=> (logx)x(logx)- logx - 6=0 
(logx)? - logx-6=0 
logx -3 
logx +2 G 
> (logx -3)x(logx+2)=0 
> logx=3v logx=- 2 


>a=10'v x =10* 


estos valores garantizan la 
existencia del logaritmo 


Por lo tanto, la suma de soluciones=10*+10* 
=1000,01 
RBPTA : “E” 


PREGUNTAS TIPO ADMISION 
PROBLEMA 68 : 


Halle el valor de 
1 Ss 1 1 


Mo togy(108) * 14 Ln(30) * Ta tog(Se)' logy(eJ + 


donde “e” es la base de logaritmo neperiano. 


1og(3) Ln(3) Ln(3) 
de 10 pe 10 SA 3 
D) Ln(3) E)1 
RESOLUCIÓN : 
Recordemos : 


*log,x=Lnx; x>0 
E S 

log,a 

> ¿=log,b; b>0nb+1 

Luego: 

M= 


. 


=log,b; a,b>0:b+ 14 +1 


1 1 1 1 
log,3+log,(10e) ' log,e+log,S0  log10+log(3e)' log, e 


La suma de logaritmos en la misma base es 
logaritmo del producto. 


1 1 de 1 
M= po + + e 
log;30e log,30e log30e log,e 
M = 10850, 3 + 108 sy, € + 108 :0, 10+ log,3—1 


M=108,, 30e+ Ln3-1 
10810, 30€ 


M=/1+Ln34 = Ln3 Ñ 
RETA : “D" 


PROBLEMA 69 : 
Sea $ el conjunto solución de la ecuación, en R, 
ora 169 3 
p Log, ( Bl 
Halle la cantida de elementos de $. 
AJO BM «+ C)2 DJ3 
RESOLUCION : 


Para determinar el número de soluciones reales 
usaremos' gráficas de funciones. Para ello 
reducimos las exprésiones; así: 


27 + I5x-9 = 


Ej4 


E nx>0;x*1 
Logx(2) 
>-(x-1Mx-8)? = EAS x=] 
5, 
a = Ea 
Graficamos : 
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Se observa que las 

gráficas se cortan sólo en 
g 'un punto; entonces, solo. 

tiene una solución real. 


Ss > La cantidad de elementos de $ es 0. 
RPTA: “4 


PROBLEMA 70 : 


Indique la secuencia correcta después de 
determinar si la proposición es verdadera (V) o 
falsa (F). 


DSi A es una matriz de orden nxn, entonces 


A-AT=0. 
ln 
01 


donde n es un número natural. 
1D Si 


_faz][13 24a 5 
A .|; 1 E is 7) 
entonces a-b=0 
A) VVV B)VVF C)FFV D)FVV E)FFF 
RESOLUCIÓN : 
Debemos tener en cuenta la siguiente definición. 
= ASA 
eA 


¿1D Si 


11 
A [> A entonces A 


AX AX Ax...XxA 


1] FALSO : 
Porque si A e R””", no necesariamente A=A7 
Por ejemplo 


CO 
sado aero), 


MI VERDADERO : 
En efecto, induciendo el resultado. 


«callo)-(o:) 


ALGEBRA LA ENCICLOPEDIA 2012 
121/11 18 

A => = 
6-55) 


0 E 
«-(07) 
Mu VERDADERO : 
En efecto, operando tenernos 

az 13 a+2b 3a+2 
la la 4 ] 
Igualando con el dato, obtenemos 
e ce al 


b+1 4 1+b 4 
+4 a+2b=2+0a » 3a+2=5 
b=1 A a=1 


*Entonces:a -b=0 
BPTA 1 “0 
PROBLEMA 77: 


Considerela ecuación matricial X |? pl El 
donde X es una matriz. 

Calcule det(X). 

AJ6 B)7 C)8 D)11 E) 19 


RESOLUCION : 

Para la resolución del problema aplicamos la 
siguiente propiedad: - 

Si A y B son matrices cuadradas del mismo orden, 
entonces |AB|=|A|x/|B|. 

Por dato se tiene que : 


1.38] [4 0 
x[z sE El 
13 40 
bla 2]-([% 
A 7 =Ixl1=8 =IXI=8 


¡2 


El determinante de la matriz X es 8 
BPTA1L “Cc” 


PROBLEMA 72 : 
5 14k 


Considere la matriz A=|1 k 4 
IRRK 


Determine el conjunto de valores de k para que 


EDITORIAL RUBIÑOS 
A sea invertible. 
A)ke RO) 
D)k=-4 
RESOLUCIÓN 1 
1? Para que una matriz cuadrada A sea invertible 
[A1x0. 
2" Aplicamos operaciones con filas. 
Piden el conjunto de valores para que la matriz 


B)keR 
E)k=0 


C) ke RM4) 


14k 
A=|1 R 4| seainvertble. 
IRE 
Entonces |4] + O. 
Aplicando las propiedades: 


1 4 kl, F,-F, 
lal= | xd) 

1 RRE Fs Fe 

1 4h 
lA]=/0 R-4 4-K 

Oo 0 k-d 
lAl=(R-4 +0=>k>+4 
>keR-(4) 


RBPTA 1 “Cc” 
PROBLEMA 73 : 
Indique la secuencia correcta después de 
determinar si las proposiciones relacionadas a 
matrices son verdaderas (V) o falsas (E): 
D si a? es simétrica, entonces A es simétrica. 
II) Si A+B y B son simétricas, entonces A es 
simétrica. 
111) Si A y Bson matrices del mismo orden, ambas 
simétricas, entonces AB es simétrica. 
A)FFF B)FFV C)FVF D)VEF E)VVF 
HESOLUCIÓN 1; 
Recordemos que si A es una matriz simétrica, se 


cumple que: | a=a7 
D FALSO: 

Si A*es simétrica, entonces A es simétrica. 
Teniendo en cuenta el siguiente contraejemplo, 
tenemos: 


SA AS 


PREGUNTAS TIPO ADMISION 
Observamos que A*=(A*)", pero A no es simétrica. 
11) VERDADERO : 

Si A+B y B són simétricas, entonees A es 
simétrica. bs Cn 
Sabemos que (A+B) =(A+B)" y B=B" 
A+B=AT+B" 
" A+B=AT+B 
ASA”; Aes simétrica 

1) FALSO : 
Si A y B son matrices del mismo orden, ambas 
simétricas, entonces AXB es simétrica. 
Debemos demostrar que (AB)= (AB) ...cromosro (1) 
Delos datos: A=A" y B=B" 
Suponiendo que (1) es verdadero 

>Ax B=(A x BJ 
>AxB=B"xA" 

yd 


>AxB=BxA 
Lo cual no se cumple necesariamente, pues el 
producto de matrices no es siempre conmutable. 
Entonces, lo supuesto es siempre falso, 

RBPTA : “Cr 
PROBLEMA 74 : 
Indique la secuencia correcta después de determinar 
si la proposición es verdadera (V) o falsa (F). 
1) SIA es un matriz de orden mXn y B es una matriz 
de orden nx£ entonces A+B es de ordenmx£ . 


0100 
0010 , 
0.0 0 1 | es une matrizde orden 4x4, 


o000 


MM) Si A= 


entonces existe un número natural k tal que A'=0. 
AJVFV B)VEF ' C)FVF D)FFV  EJFEF 
RESOLUCIÓN : 
FALSO 
En efecto , si A=(a/),,, Y B=(biJ),,,, entoces , no 
está definida la suma A+B , pues A y B son de orden 
diferente. 
1) VERDADERO 
Hallemos las potencias de A. 
01000100 (0010 
oo1o[oo10|looo1 
Hlooo1llooo1fjoooo 
oooolooooJlooo0o 


AZ. 
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o010f0100y) (0001 
ooo1loo10||oooo 

3=A?.A=| =| 
ea ooo looo1lloooo 
ooooJoooo)loooo 
ooomnfo1ooy (0000 
ooooloo10|joooo 
I=A?.A= al 
AAA oo0olooo1[loooo 
ooooloooo)loooo 


de donde existe k=4, tal que A=0; se concluye que 
A es una matriz nilpotente. 

HI) FALSO 

Veamos un contraejemplo: 

Dada la matriz 


23 7 (24 
23) bic (29 
47 0.0 
. a 
paro, E al «ls 6) 


PROBLEMA 75 : 
En un antiguo texto, se encuentra la matriz: 


RBPTA: “Cc” 


ix 0 
A=|0 0 Y|| y del producto A*A7 la última 
002 
-6 
2 


columna, la cual es » Halle la matriz A. 


RESOLUCIÓN : 
= Operaciones con matrices. 
= Transpuesta de una matriz. 
Hallamos A y A?. AT 


ALGEBRA LA ENCICLOPEDIA 2012 
1 x xy[1 00 
ARAT=|0 0 yz lx 0 0 
o0zRJ0 y z 
(+1) 
SALAS] 0 yz y 
o y 2 


ay xy 


De la condición dada tenemos lo siguiente 
ayz) (6 


a 
é=-1 aya =2 A xyz=-6 
>a=-1lay=2Ax=-3 


APTA: “A” 
PROBLEMA 76 : 


- -=1—1 
SiA=| O O  O|Calcular S=A% + AS 
0 0 1 
e a o 0 —1 
AJA=|0 0 0 B)=Aj0 0 0 
¡Oo 0 2 0-04 2) 
0 e sl Oo 0 -1 
C)J=AjO0 0 0 D)=Aj0 0 0 
o 0-2 ¡po 0 -2 
o 0. 1 
E)j=AJ0 0 0 
¡o 0 3 


RESOLUCION : 


Para determinar potencias de una matriz, una de 
las formas es mediante. el polinomio 
característico: . + 


Poo Ae sy = det A—x1) 


Hallemos él polinomio característico de A. 
Pis) =det(A—x1) 


A -1 - “0. 0 
Papo 0:0|-jo zx 0 
o. 0 1 0.0: 


o 
EDITORIAL RUBIÑNOS 
Entonces, P,,,= A-4* =4 ($ : matriz nula) 
SA=A o AMA¡Vkez' 


Reemplazamos en A% + A% =(A5 14 + (A7)%A 


z =A+(AJA=A+A? 
Determinamos : 


2 -1 -Mf-1 -1 -1 1370 
A=|o o ofo o oj=jo oo 
0, DEDO E 0.01 


0. 0-1 
> La matriz AP +A% es o 0 0 
o.0 1 


RBPTA: “B” 
PROBLEMA 77 : 
Si (xs y,) es la solución del sistema: 
¡ac Y=be 
toreo? =2 
¿cuál de las siguientes regiones sombreadas 
corresponde al conjunto solución del sistema: 


pes + 3yptos 1 
¡ate Doro > -2 


Bj 
E 


PREGUMTAS TIPO ADMISIÓN 
RESOLUCIÓN : 
Del sistema 


Restamos las ecuaciones (1) - (1): 
JE 77 = Je > MUAY 1 
Reemplazamos en (1 

ele Y=2e > x-y 
De las ecuaciones (111) y (IV) se obtiene: 
E 


E 
3 3 


Luego, el sistema de ecuaciones es el siguiente: 


6_ 2ura(-Jus1 
-o(Juro(-)o >-2 
3 3 
a. 
> 2 ,2 
su 
ws-qu 


3 


Resolvemos gráficamente 
w 


w=4u-1 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 78 5 
Señale el menor valor para x que dé solución al 
sistema siguiente: ' 


ay 2 
la 
12% —3|+y=10 
AJ-4 B)-83 C)-2 D)-1 EJO 
RESOLUCIÓN : 
Teniendo en cuenta que: 
xa  x>0 
la] = x=0 
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Teniendo en cuenta el sistema 


E y 


(8) 
dB) 


la 
[2x5 —8]+y=10.... 


De (a) seinfiere que: 


4x*+y* z 0, entonces - 25 rd 


A E AA Y 1] 
Deduciendo de (£) y considerando que 
x < 0 observamos que: 

(2x-8), y = 10 
07 

(2x8) +y=10 > -2x+3+y=10 
Despejamos y : 
Reemplazando en (1) 
dx*+(2x47)"=25 > dx*+4x*+28x+49=25 
8x*+28+24=0 > 2x*+7x+6=0 


2x +3 
x +2 


2x4+3=0 v x+2=0 


==, x=-2 
a 


Finalmente, el menor valor de x es — 2. 

RPTA 1 “C” 
PROBLEMA 79 : 
Halle el valor de a e R, para que la inecuación 
(a* - 14) x* - dx + 4a < 0. tenga como solución 
el conjunto [-2; 4]. 
AJ-6  B)-4 C)-2 
RESOLUCIÓN : 
Para resolver el problema vamos a utilizar las 
siguientes propiedades. 
11") Dada la ecuación ax*+bx+c; a 0 de raíces 
xs x, se cumple que: 


D)-1 E) -1/2 


b Cc 
2409 == NR 
21%) En, una inecuación cuadrática 
ax*+bx+c20; a 0, los puntos críticos son 
las raíces. 
Piden el valor de a e R, tal que. 
(a? -14)x* - 4x+4a S 0; CS=[ — 2; 4] 
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Entonces, a? — 14 > 0; — 2 24 son los puntos 
críticos. 

Aplicando la propiedad anterior : . 


Se tiene 
Zla*-14)=4 n —2(a*-14) =a 
ad=16 A 2a*+a-28=0 

(a=4va=-4) a (2a-7)(a+4)=0 

(la=4va=- Wna=zv a= 4) 

Porlo tanto, a=- 4. RPTA 1 “Br 
PROBLEMA 80 : 
Dados los conjuntos : 

As((a,; as) e R*l(a,; a,) € 13:41x 14; 5) A 
B=1(b,; b,)e Rbi+bis D. 
Si se define 

A+B=(a+b/a€ A, be B), 
determine el área de A+B. 

A) l+x B)2+x  C)3+x 

D)6+n  E)6+x 

RESOLUCION : 
Utilizaremos la definición del producto cartesiano 
y la suma de pares ordenados en R*. De la 
definición de (A+B) , la circunferencia se va ha 
trasladar hacia la derecha y hacia arriba, entonces 
tendremos una gráfica aproximada: 


'cuarto de 


Es decir un elemento de A+B es (a,+b,;a,+b,) 
entonces el área de A+B es: 
= 14141414 14 4(5)=5+% 

a RAPTA : “D” 
PROBLEMA 81 : 
El conjunto solución del sistema : 

x-2x-y=-1 
x4y?=1 


EDITORIAL RUBIÑOS 
es: 

A) 1(151), (2; -1), (1; 0)) 
C) 4(1; 0), 1-1) 
RESOLUCIÓN : 


Pararesolverun sistema de ecuaciones no lineales se pueden 
graficar las ecuaciones y evaluar los puntos de corte que 
serían las soluciones del sistema. 


Completando cuadrados en la primera ecuación 
se liene la-D*= 
| x4y=1 

Yi 


Graficando se obtiene : 


B) 1(152), (2:1), (13-1)) 
D) 4(1; 0), (0:19) 


Se observa que los puntos de corte son (0; 1) y 
(1; 0), y estas son las soluciones del sistema no 
lineal. 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 82 : 

Sea S la región limitada por las siguientes 
inecuaciones: ES 
*y-xsd .y+os6 

y-x% y 2 
5-7%0 .-x-ys-2 
al minimizar F, 


ty 
A) SiF,, ,, =x + y entonces se ha 2 soluciones. 
B)SiF, 


4. 
AS 7 1) en solución. 


+» entonces (2; 0) es solución. 


sobre $ se afirma que: 


= yx, entonces (E 


De 
C)SiF,, ,= 


ta y 


EA 
D) Si E, == 
soluciones. 


- y, entoncea se tiene infinitas 


E) SiF,,,, =3-5 » entonces (6; 3) en solución. 

RESOLUCIÓN : . 

Graficando las relaciones, obtenemos lo siguiente 
Y, 


PREGUNTAS TIPO ADMISION 


Intersecando las rectas se obtienen los puntos 
4.2 
A=(-1:8) n B=[2;2 
o E 5) A 


Analizando las alternativas , solo se cumple la 
proposición E. 

Veamos lo siguiénte: 

Para determinar míny¿,y) = sz elevaluamos 
en los vértices de la región convexa 


har =h-1i=3+ 
= =1-£=0 
CONE 


Licr= fioss=3-3=0 


Como queremos el mínimo valor de f, este se 
encuentran en B y C, yaque fíp,50 A fic)=0 


Entonces , se encuentran en todo el segmento BC 


y, como (63) e BC entonces , es una solución. 
RPTA: “E” 

PROBLEMA 83 : 

Determine el valor mínimo que toma la función 

objetivo, P(x;y)=10x+20 y sujeta a las 


restricciones: 
x+y22 
x-2y<2 
y<xw 
A)-70 B)-20 C)O D)20  EJ30 
RESOLUCIÓN ; 


Para resolver el problema, vamos a graficar el conjunto de 
restricciones para hallár la región factible, luego, evaluamos 
enlos vénices y elegimos el menor valor. 


Piden el valor mínimo que toma la función 
P(x; y)=10x+20 y sujeta a las restricciones 
x+y22 y 
x-2y<2 
ysx 
Reordenando el conjunto de restricciones 
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Ahora, graficamos el conjunto de restricciones : 


Luego, el valor mínimo que toma la función 
objetivo P(x; y) se encontrará en un vértice o dos 
vértices consecutivos. En este caso, los vértices 
son (1;1) » (250). 
Evaluando en P(x; y)=10x+20 y, se oblienen 
P(1;1)=30 ; PQ;0)=20 
Luego el valor mínimo que toda la función objetivo 
P(x;y) es 20 . 

APTA : “D” 
PROBLEMA 84: 
En relación a un programa lineal, indique la 
secuencia correcta, después de determinar si la 
proposición es verdadera (V) o falsa (F): 
1) Las condiciones de no negatividad significan 
que todas las variables de decisión deben ser 
positivas. 
1) El número de puntos extremos de la región 
admisible es finito. 
1) En un programa lineal pueden variarse los 
coeficientes de la función objetiva y aún 
mantenerse la solución optima. 
AJVFV B)EFF 
D)JFVV EJVFF 
RESOLUCION : 
En el problerna debemos recordarlas definiciones 
básicas de programación lineal. 
1 FALSO 
Six, y son variables de decisión, entonces por la 
condición de no negatividad se cumple que 
x>0; y>0. 


1) VERDADERO 


C)FFV 
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Pues el número de vértices de toda región factible 
esfinito. 


MO VERDADERO . 

Pues dada la región factible s y fa función objetivo 
F(x; y)=ax+by+c. Supongamos que (x,;y,) e S 
es la solución Óptima del problema, entonces 
solución Óptima 


puede ser - también 
deg(x;1)=cx+dy+k. 


La secuencia correcta es FVV 

RBPTA: “D” 
PROBLEMA 85 : 
Sea: 
S=((x,y)la,x+b,y S C,; a3x+b,y S Cy, x>0,y 20) 
La región admisible de un problema de 
programación lineal. 
Indique la secuencia correcta después de 
determinar si la proposición es verdadera (V) o 
falsa (F). + 
1) Si se modifica S, obteniéndose 


S,=1(x,y)a,x+b,y S C,;azx+byy S Co; 
ayx+byysS Cy, 20, y 20), 
la solución no cambia, en un problema de 
maximización. 
11) Si (x;y) es la función objetivo, y (xy y,) es la 
solución en $, entonces, en un problema de 
minimización se fendrá Ey) Ss (py 1). 
11) En general S,, la nueva región admisible, 
puede o no variar en relación a S. 
AJFFV B)FVV C)FFF. D)VVF E)VFV 
HBESOLUCIÓN :' 
Condición de mínimo en un problema de 
programación lineal y 
F(%,» 9) es el mínimo y (x; y) eS 

E fos Yo) S Fx y)V(x; y) e S 
1) Alaumentaruna condición más (a,x+b,y<C,) 
se obtendrá un subconjunto S, de S; porlo tanto, 


EDITORIAL RUBIÑOS 


los vértices (puntos extremos) pueden ser otros y 
cambiar la solución. 
Veamos un contraejemplo. 


(250) Xx 

La solución es cualquier punto de la recta AB. 

Por lo tanto, la proposición I es falsa. 

1) Como S, ES y flaco» yo) < fas y Vos y) eS 

porque estamos minimizando, entonces un caso 

particular es (x; y)=(x,5y,)e S, c S. 

SEN 

Por lo tanto, la proposición II es verdadera. 

III) S, en relación a $ sí puede variar como el 

ejemplo de la proposición I. 

Por lo tanto, la proposición III es verdadera. 
RBPTA : “B” 

PROBLEMA 86 : 

Un lago se llena de dos especies de peces S, y S,. 

La especie S, proporciona un peso promedio de 

4 kg de carne y la especie $, un peso promedio 

de 2kg. Dos tipos de comida F, y F, están 

disponibles en el lago. El requerimiento promedio 

dela especie S, es 1 unidad de F, y 3 unidades de 

F,, mientras que el requerimiento de S, son 2 

unidades de F, y 1 unidad de F, cada día. 

Si se dispone diariamente de 500 .unidades 

deF, y 900 unidades de F,, determine el número 

total. de peces en el lago que maxímice el peso 

total de carne de pescado. 

A)360  B)380  C)400 D)420 E) 460 

RESOLUCIÓN + 

Graficaremos el conjunto de restricciones y 


PREGUNTAS TIPO ADMISIÓN 
aplicaremos el teorema de la programación lineal. 


Función objetivo 


Máx f,... =4x+2y 


Sean las restricciones 
E + 2y < 500... 


3x + y S 900. 
x20;y2 


Graficando las restricciones 
+ 


En la función objetivo 
f, cen =4dx+2y 
Valorando los puntos extremos 
fam “05 fins =500 5 foox 190171280 ; Fon y =1200 
Entonces, el número total de peces que maximice 
el peso total es 260+120= 380. 

APTA : * 


PROBLEMA 87 ; 

Alo largo de un camino AB; se colocan piedras 
separadas 2 metros una de otra; la primera en A 
y la última en B. Se coge la primera piedra y se la 
lleva a B recorriendo la menor distancia; se coge 
la segunda piedra y se la lleva a B, recorriendo 
también la menor distancia; y así sucesivamente. 
Si al terminar se ha recorrido 20 veces la distancia 
entre la primera y la última piedra, halle n. 

AJ19  B)20  CJ22  D)23  EJ21 
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RESOLUCIÓN : 
Recuerde: 


14243 +44... pps iD 


2 
Se tiene el camino AB en el que se colocan n 
piedras. 
1234 EEE n1 n 
A 2m 2m 2m e 2m B 


Se deben coger las piedras y llevarlas al punto B, 

empezando por la que se encuentra en A. Ello se 

debe hacer recorriendo la menor distancia. 

Por dato tenemos que los recorridos son los 

siguientes. 
E a 


EE TES 


A B 


AA 


H——— 2(n-3) —— 


El recorrido total es 
[2(n 0] + 2[2(n 2) +2(n-3)+...+ 2(2)+2(1)] 


pordaie 
=20[21 
4[(n-2)+(n-3)+...+241] =19[2(n- 1] 


ERE. xp] 0-2219 


Como nos piden hallar el valor de n, entonces, 
n=21. 

RBPTA 1 “D” 
PROBLEMA 88 : 


si 73-6(77)=7!" , calcule el valor de la 


expresión A 
IA 1 e 1 
(AA (ir M2=r) O (48 r (491) 
7 87 4 48 49 
z PLA (a 285 2 
NG Blog Vi Dig Br 


RESOLUCIÓN : 

En este tipo de serie notable, para llegar a reducirla 
hay que descomponer cada sumando teniendo en 
cuenta la siguiente forma. 
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Piden el valor de la expresión 


E= o hot q 
(rMi-r) (1-r)M2-r) (48-r)(49—r) 
Hallaremos el valor de r en el dato 
7A-6(7%)=71+ 
Multiplicamos por 7* 
TEXTG(T7)x 77 = (711) x 70 
DAEXTZTAA 
Por aspa simple en 
UY +6(7")-1=0 
UT) 1 
A 
e 1 r 
27 =7 o 7=-1 


r=-1 freR 
Luego, reemplazamos en lo pedido : 


1 1 49 
7507 E=t 55" 50 


MPTA 3 “E” 


PROBLEMA 89 : 
¿Cuál es el valor de 


A)J2/3  B)8/9 C)8/2 D)1 
RESOLUCIÓN : 
Sea la serie geométrica decreciente infinita: S 
S/=l, +to +tg +tgh lg ta. 

— 


5d Y 
xq Xq Xq x4 


E) 8/4 


Se pide ekvalor aproximado de $. 


e 
Y 
F 
alo 
+/ 
5 calco 
+ 
slo] 
do al 
+ + 
E 
—/ 


EDITORIAL RUBIÑOS 
so 3 
ya Es 

3 
RPTA : “E” 

PROBLEMA 90 : 
La longitud de los lados de un triángulo forman 
una progresión geométrica de razón q > 1. 


Entonces q toma los valores 


1445 1-J5 1445 
A 
Ja> a B) z <g< 5 
1445 1445 1446 
D, . 
C) 1<q< 2 ) 2 <g< 3 
1+46 147 
E 


ABESOLUCIÓN ; 


Sea q la razón geométrica y a la longitud del lado 
intermedio, entonces, los lados serán : 


B 
e a 
q 
a A axq Cc 
q; 
BC=: 
AC=axq 


Comotodo lado es menor que la suma de los otros 
dos, el mayor de los lados debe ser menor que la 
suma de los menores lados. 


Así: a 
lag<=+a 
q 
Luego, q* -q-1<0. 
Completando cuadrados 


2 
qi- qe (4-3) a 


4 4 4 
> YE q Lo, O 


RBPTA : “B” 
PROBLEMA 91 : 


. > 1 n 
Sabiendo que 2) 7-8, Enea a a 


PREGUNTAS TIPO ADMISIÓN 
AJ05  B)10 C)15 D)20  E)26 
RESOLUCIÓ: 
Recordando que, para hallar la suma de la serie, 
se debe expandir de manera conveniente la serie. 
Ya que el primer sumando es cero, se puede 
escribirla serie del siguiente modo: 

A 
S(n+D! A (nin! 


ro medi 


Aaa] 


n+1 £ ] 


da) 


RPTA : “B” 


=É 


” 
Eran 


PROBLEMA 92 : 
Sea una sucesión de rectángulos R, , Ra y «oo Raso 
tales que para cada k >1 ; elk- =ésimo rectángulo 


77» Entonces ,la 
EY 2 
suma de las áreas de todos los rectángulos es igual a : 
AJ05  BJ1O0 CI16 DJ26 El 
RESOLUCION +, 
"Teniendo en cuenta la propiedad telescópica 


tiene lados de longitudes 2 


ñ 
2 (a, - 4,1) = (a, -a,)+(a, -a,)+ 
+(a,—0,)+...+(0, - 4,05) 
Según dato: a 
1 
13 
7 + 
Fi 
Sea R, el área de la región del k— ésimo rectángulo. 
ma 
ROR41 K(rR+1D) Nk k+L 
Nos piden hallar la surna: 


ER. diia ho + 


o 
-(-£): de DI 


UNI-SAN MARCOS 2012 
Luego: 
R¡+R AR, +.=1 
RBPTA : “B” 
PROBLEMA 93 : 
Sea una sucesión de rectángulos R, as se Ri, 


ás 
RV R+3* 
entonces, la suma de las áreas de todos los 
rectángulos es igual a: 


11 
1 B= 
A) ) 15 Cc) 


donde el k-ésimo rectángulo tiene Ena 


1 


1 
03 e 


7 
6 a 
BESOLUCIÓN : 


Para resolver este problema haremos uso de 
algunas propiedades de sumatorias, en particular 
de la propiedad telescópica. 


n 
Elfo Sá fra) la fa E Lens) 


Finalmente, aplicaremos límites cuando n tiende 
al infinito y obtendremos el resultado requerido. 
Sea (R,) la sucesión de seciángulos; tal que el 
k-ésimo rectángulo tiene de lados 2 = +3 +3 


1 
Luego, A, = Hk+3) representa be área de este 
k-ésimo rectángulo. E 


Luego, debemos calcular ZA, , así 


Sf 1 
7 o) 


ne 
RAS 
es 1 3 1 1 , 1 1 ) 
k Ok+1I R+L 42 +2 R+8 


Ye 
al a )* 
ACT NOTA 


A 
“LR Rk+1 


¿tr 
3 nx] 


Sy 
o 
ER 
¿SS 
dl 
Alo 
E 
t 
El 
+] 
1] 
CU 
+ 


+ ¿(3-45)] 
ANE+2 +8 


Usamos la propiedad telescópica y obtenemos 
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¿sus A ES aa? 


A,= Pes 
Es "3 (11 D-2 15 


> 11 
> ¿A- 15 
. RETA 1 “B” 
PROBLEMA 34: 
Sea la sucesión : q 
a; =0,09=1,43 = 3uU4= Sa => 
11; 21 43 


ag= 1007" 32:%8= 64 ,.», entonces la 


sucesión (a) converge a: 
7 5" 2 

ETT] En Cu D)J1 EJoo 

RESOLUCION : 

Por dato se tiene 


ap 05 05 0 a 0 


Y TTTA 
1 . 
a q 


Múltipliquernos por 3 y dividimos entre 3 a cada 
término. 
3 Aaa ra 
EN a da 80 16” 
A AA 
1241 2-1 241 21.241. 
Er ia ae ar A 


Entonces, tenemos la regla de formación 


a 


“Tomando límite: 


: oz o | MR 
lm a, omlel 2] E 


2 
Es decir, (a, ) converge a 3 . 
APTA: “C” 
PROBLEMA 96 1 


E 
Dada la serie 2, x%, cuya sumas parciales son 


«500 


+47) 


EDITE...AL — RUBIÑOS 
[dadas por S,(x)= Ex". Indique la secuencia 
¡correcta después de determinar si la proposición es 
vedadera (V) o falsa (E). 

D S,(1) divergue cuando n tiende a «o. 


ws(2) convergue a 2 cuando n tiende a co. 


UN Sn ES 5) comegue a 0 cuando n tiende a wo. 


AJVVF B)FVF C)FFF D)JFVV:  EJFFV 
RESOLUCIÓN : 

Se sabe que 

Ext=l+xta?+...= ¡Vx e (-1:1) 


h:0 
Entonces , se observa lo siguiente 
ID) VERDADERO : 
En efecto, tenemos 
S,(Y= Y P=1414.+=n+1 
ño 
Luego, si n-—»o0w, entonces , S, (1) > «o de donde 
S, (1) divergue si n tiende al infinito 
D) VERDADERO : 
1,1 E 1 y 
AA 
Pues S, (5 Ju qlo 
luego, si n «0, entonces 


1 ¡Me 
Sa o) (a+ 
2) 
IM) FALSO : 


Pues S,, 5 Je 14 LAA 
100 100 100 100 
luego , si n-—»«w, entonces , 
DN qetibec0n 
ano 99 


RAPTAL “A” 


Para observar libros y videos sobre algebra 
preuniversitaria de la editorial rubiños, visitar: 


www.MIACADEMIA1.blogspot.com 
www.SIGLOZ 1 X.blogepot.com 
WwwwW201 2.blogepot.com 
www.RUBINOSS, blogspot.com 
www.ALGEBRATOTAL.blogspot.com 


